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出 版 说 明 


启明 治 维 新 以 后 , 日 本 为 了 学 习 西 方 科学 技术 , 在 中 小 学 数学 教育 上 也 
刻意 输入 , 大 量 地 翻译 了 欧美 有 影响 的 课本 。 以 后 又 自 编 教材 和 各 种 初等 
数学 读物 , 逐渐 地 在 初等 数学 教育 的 取材 、 编 排 \ 题 选 上 形成 了 自己 的 特点 . 
根据 国内 外 的 情况 , 日 本 数学 教育 也 迭 经 改革 , 但 仍然 有 着 不 同 于 欧美 、 苏 
联 的 地 方 。 为 了 从 一 个 方面 了 解 这 种 特点 ,我 们 组 织 翻译 了 这 一 套 题 解 辞 
典 . 

这 几 本 辞典 的 题目 及 解答 远 不 是 数学 教育 的 全 部 ， 但 是 由 于 它 的 写作 
年 代 较 近 , 作者 在 编选 题目 时 又 比较 注意 立足 于 日 本 的 教育 情况 , 兼顾 传统 
与 未 来 ， 所 以 确实 从 比较 宽广 的 角度 反映 了 日 本 中 学 数学 教育 所 注重 的 东 
西 。 这 些 都 可 以 供 我 国 的 数学 教师 了 解 借 鉴 ， 这 几 本 辞典 选择 的 题目 有 相 
当 部 分 是 初等 数学 所 必需 的 基础 训练 题 ， 当 然 更 可 以 作为 教学 中 的 参考 材 

需要 说 明 的 是 , 这 几 本 辞典 卷 忌 浩大 ,各 册 各 章 的 编写 质量 并 不 一 致 , 
错误 、 重复 之 处 多 有 发 现 , 我 们 在 组 织 翻 译 时 只 纠正 了 发 现 的 错误 , 删 去 各 
册 中 的 数学 小 史 和 一 些 数 表 , 如 对 数 表 , 三 角 函 数 表 等 , 在 三角 学 辞典 ?中 

删 去 了 一 些 明 显 重复 的 题目 以 及 球面 三 角 的 题目， 其 他 未 作 改 动 . 希望 读 
者 能 在 使 用 中 注意 , 
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旧 版 序 


作者 不 揣 禄 昧 , 早 在 十 一 年 前 , 即 大 正 十 四 年 期 间 , 就 打算 编 繁 几 何 学 
辞典 . 

当时 ， 并 没有 什么 特别 周详 的 计划 ， 只 是 自己 在 遇 到 难 解 的 几何 问题 
时 , 没有 合适 的 辞典 查阅 , 感到 很 不 方便 ， 我 想 与 我 同感 的 人 也 是 不 少 的 。 
因此 , 如 果 编 纂 一 本 大 而 全 的 几何 学 辞典 , 也 许 能 给 读者 带 来 些 方便 :但 是 ， 
当 与 前 辈 和 期 友 一 起 谈论 此 事 时 ， 总 是 带 着 担忧 的 心情 。 因为 对 这 些 极为 
千变万化 且 种 类 繁多 的 几何 学 问题 , 要 想 把 它们 系统 地 归纳 整理 , 看 来 是 十 
分 困难 的 , 纵然 能 够 做 到 , 但 出 版 所 需 的 经 费 必然 很 多 , 究竟 采取 什么 办 法 
合适 , 也 实在 难于 预料 。 因 此 , 计划 的 付 诸 实施 就 完全 处 于 无 可 奈何 的 状况 
之 中 。 

这 样 一 来 ， _ 时 甚至 想 将 计划 编纂 的 念头 打消 . 但 是 ,一 想到 古人 说 的 
“有 志 考 事 竞 成 ”的 名 言 ， 又 几 次 重 作 新 的 计划 ， 梦 呆 以 求 完 成 。 昭 和 四 年 
.者 , 适 着 我 迁居 东京 这样 , 得 到 了 搜集 问题 和 研究 解法 的 极 好 机 会 , 促使 我 
最 后 下 定 决 心 , 排除 万 难 , 去 完成 很 久 以 来 的 宿 愿 。 当 时 搜集 问题 主要 参考 
下 列 各 书 : 

(1) 现行 中 等 学 校 几何 学 教科 书 十 余 种 . 

(2) 大 正 十 年 以 后 的 高 等 学 校 入 学 试题 。 

(3) 文部 省 对 教员 甄别 考试 的 试题 . 

《4) 康 布 罗斯 (= y 7 w )、 尼 希 逊 (= *# > v》、 肖 伯 里 (> s 忆 让 一 )、 

凯 基 (> 一 风 一 ) .威尔逊 Cy 4 my >y) 的 几何 学 以 及 彼 德 逊 ( 改 子 
累 之 y)、 亚 历 山 大 罗 夫 (了 vv 半 站 wan7) 的 作 图 问题 . 

(5) 其 他 各 种 杂志 以 及 图 书 中 的 少见 的 问题 . 

然而 这 些 问 题 , 不 仅 种 类 的 数量 十 分 可 观 , 而 且 难 易 程度 的 差别 也 非常 
悬殊 ， 因 此 , 为 了 方便 起 见 , 将 收集 的 问题 分 为 两 部 分 。 上 面 (3)、 (外 中 的 
有 反 演 , 非 调和 比 , 对 合 及 其 他 如 近世 几何 学 中 的 有 关 问 题 , 与 中 学 教科 书 关 
系 不 大 的 问题 , 属于 一 些 特殊 难题 以 及 立体 几何 学 的 问题 , 汇集 起 来 , 收录 
于 另 卷 , 作为 续 编 。 本 书 是 以 中 学 生 \ 各 高 等 专科 学 校 入 学 的 考生 、 文 部 省 
考查 的 受 试 者 等 为 读者 对 象 , 主要 搜集 与 中 学 教科 书 有 关 的 问题 , 加 进 了 一 
部 分 反 演 、 极 和 极 线 、 非 调和 比 等 方面 的 问题 。 本 书 汇集 问题 的 总 数 达 三 于 


2 刘 版 订 言 


六 百 余 题 ， 

其 次 , 在 编纂 中 最 大 的 困难 是 问题 的 分 类 方法 ， 具 有 同一 内 容 的 问题 ， 
在 甲 的 书 中 妇 于 证 明 问题 , 可 是 , 在 乙 的 教科 书 中 却 归于 轨迹 问 题 , 而 在 丙 
的 考试 问题 中 , 则 又 归于 作 图 问题 或 计算 问题 。 若 要 将 其 一 一 列举 出 来 , 则 
需要 很 庞大 的 版 面 ， 因 此 , 为 了 方便 起 见 ， 把 其 中 的 大 部 分 归于 证 明 问 题 。 
轨迹 问题 , 只 选择 有 代表 性 的 , 并 限制 其 数量 ， 这 个 分 类 法 和 目录 的 形式 是 
仿效 现 有 的 几何 学 书 按 一 般 易于 理解 的 类 别 安排 的 。 只 要 看 出 问题 的 大 体 
系统 , 就 一 定 能 容易 地 查 到 解答 。 对 特殊 的 问题 , 为 了 查找 方便 , 以 总 结 式 
分 类 方法 , 决定 在 卷 未 附 上 问题 的 索引 表 . 

以 上 是 编纂 本 书 的 动机 和 过 程 及 其 内 容 概要 . 

虽然 现在 本 书 已 付 印 问世 , 而 我 却 深 感 能 力 很 低 , 书 中 未 达到 预期 目的 
的 地 方 甚 多 , 内 心 很 是 丑 愧 ， 编 者 袁 心 希望 各 位 学 者 、 读 者 不 吝 指 教 ， 以 利 
于 不 断 加 以 修订 , 使 本 书 能 逐步 趋 于 完善 , 成 为 学 习 上 一 本 较 好 的 工具 书 . 

最 后 , 谨 向 恩师 签 川 临风 先生 、 玖 友 森 本 清 吾 博士 、 柳 元 吉 次 教授 等 诸 
位 先生 对 本 书 所 写 的 序 文 和 忠言, 深 表 感谢 。 同 时 , 有 关 本 书 的 缺点 , 渴望 
大 家 给 予 估 正 。 


和 锭 部 真 市 郎 
昭和 十 二 年 一 月 (1937 年 ) 


初版 序 


拙 著 几何 学 辞典 , 最 初 发 行 于 昭和 十 二 年 春 ， 根 本 没 想到 为 世人 认可 ， 
也 从 未 想到 销售 得 这 样 快 ， 当 初 由 于 没有 别 的 同类 书 , 学 习 几 何 学 的 人 ,为 
寻求 难题 的 解法 , 费 尽 了 许多 心血 ， 所 以 , 从 我 的 恳切 愿望 出 发 ,不管 怎样 ， 
为 给 同行 爱好 者 提供 一 点 方便 而 把 拙 著 出 版 了 。 没 料 到 它 会 受到 广大 读者 
的 欢迎 ,一 再 重 版 /天 昭和 十 七 年 冬 , 共 印 刷 了 三 十 九 次 ， 但 因 当 时 大 战 , 出 
版 机 构 全 部 竣 疼 , 以 至 在 一 段 时 间 里 不 得 不 停止 发 行 ， 由 于 战事 日 趋 激 烈 ， 
以 致 纸 型 连同 出 售 的 书店 全 部 烧毁 , 再 版 已 是 不 可 能 了 .因此 ,到 了 完全 绝 
望 的 地 步 ， 后 承蒙 同行 朋友 , 一 再 妹 嘱 将 本 书 重 排 , 才 下 决心 作出 本 书 再 出 
版 的 计划 . 
然而 , 旧版 自发 行 以 来 , 业已 经 历 了 二 十 年 的 光景 , 各 方面 都 有 了 很 大 
变化 ,今日 的 学 校 体制 也 起 了 根本 变化 , 考虑 到 依照 旧版 原样 付 印 不 能 适合 
当前 的 情况 ， 因 此 ， 有 必要 对 全 书 作 新 的 设想 加 以 修订 ， 除 旧版 的 平面 几 
何 内 容 外 , 要 增加 解析 几何 和 立体 几何 的 主要 问题 , 吸收 最 近 大 学 入 学 考试 
的 试题 和 现行 高 级 中 学 教科 书 中 有 代表 性 的 问题 , 总 计 收 录 五 千 余 题 , 并 将 
它们 一 一 作出 解答 . 
这 样 一 来 , 总 的 修订 轮廓 虽然 作出 来 了 , 但 是 当 着 手 解答 时 ， 遇 到 了 意 
想不到 的 一 些 费 工夫 的 事情 , 困难 也 接 旺 而 来 ,修订 的 进度 缓慢 ， 正 在 焦急 
之 时 , 又 于 去 年 二 月 突然 患 脑 溢 血 , 半身不遂, 卧 于 床上 , 与 病魔 作 斗 争 达 二 
百 余天 , 让 手稿 白白 地 埋没 在 尘埃 之 中 , 修订 工作 完全 处 于 无 望 的 深 洲 ， 但 
是 , 想不到 病 势 幸 有 好 转 , 逐渐 能 够 重新 执笔 , 再 次 鼓 起 勇气 , 将 旧 稿 整理 ， 
渐渐 地 迎 来 了 完成 它 的 日 期 , 这 对 我 来 讲 , 实在 是 感慨 万 分 的 . 
现 将 本 书 的 内 容 略 述 如 下 : 
(1) 为 了 使 查阅 方便 , 问题 的 分 类 大 部 分 依照 旧 的 分 类 方法 . 
(2) 解析 几何 , 虽 以 现行 教科 书 和 大 学 入 学 试题 为 基准 , 但 为 了 便利 读 
者 , 也 吸收 了 部 分 难度 稍 大 的 题目 , 并 作 了 解答 . 

(3) 立体 几何 的 问题 很 多 , 解法 大 多 数 是 相当 困难 的 , 但 因 版 面 有 限 ， 
所 以 只 能 收 进 主要 问题 , 不 必要 的 , 全 部 删 略 ， 

(4) 虽然 依据 目录 , 能 够 容易 判别 大 部 分 问题 的 分 类 , 为 了 慎重 起 见 ， 
在 卷 末 , 以 总 结 的 方式 , 列举 了 问题 的 分 类 表 , 以 便 查 阅 ， 


mt 


初版 序 言 
最 后 ， 由 于 我 的 精力 不 足 , 在 本 书 内 容 方面 考虑 不 周 之 处 和 种 种 廖 误 、 


误 排 都 是 有 的 , 这 会 给 诸位 读者 带 来 很 多 的 麻烦 , 不 胜 蚌 惧 ， 尽 切 地 希望 读 
者 把 觉察 到 的 地 方 , 都 能 提出 批评 指正 。 


链 部 真 市 朗 
昭和 三 十 一 年 九 月 (1956 年 ) 


第 = 版 序 言 


如 在 旧版 序言 中 所 述 , 签 部 贞 市 部 先生 于 大 正 末 年 , 就 有 了 编纂 几何 学 
辞典 的 想法 , 他 以 平时 研究 几何 学 的 笔记 为 基础 , 经 过 十 多 年 的 艰苦 努力 ， 
于 照 和 十 二 年 , 出 版 了 < 新 编 几 何 学 辞典 ?， 在 战 后 , 先生 又 以 手边 存 有 的 原 
版 本 作 基 础 , 准备 进行 修订 出 版 ,并且 决 定 增加 当时 数学 教育 变化 的 内 容 ， 
这 就 是 在 昭和 三 十 一 年 , 我 们 所 见 到 的 修订 本 , < 几何 学 辞典 一 一 问题 解法 > 
(初版 ) 问 世 了 。 这 期 间 , 先生 身 患 重病 , 既 要 与 疾病 作 斗 争 , 同时 又 要 完成 
修订 辞典 这 项 艰难 工作 ， 先 生 的 坚韧 意志 , 真是 令 人 敬佩 ， 尽 管 如 此 ,修订 
本 仍 顺利 地 出 版 , 到 昭和 四 十 七 年 , 共 印 二 十 次 之 多 。 这 时 修 , 先生 本 想 将 
辞典 再 次 修订 , 但 因 年 事 已 高 , 病魔 缠身 , 竟 自 己 的 力量 进行 工作 已 是 不 可 
能 了 .因而 就 筹划 下 述 庄 点 ,授意 作为 先生 旧 友 (前 弟子 ) 的 我 , 着 手 进行 修 
订 . 我 欣然 受命 这 一 信托 . 

GD 随 着 战 后 数学 教育 的 变化 ， 大 学 入 学 考试 中 代数 几何 的 综合 性 问 

题 增 多 。 这些 虽 曾 有 所 收录 , 但 很 难 做 到 十 分 完整 , 对 不 足 之 处 应 
子 增 补 ， 对 一 些 形 式 上 看 来 似乎 不 同 , 但 内 容 上 却 是 相同 的 问题 ， 
也 应 作 调 整 . 

(2) 最 近 ， 特别 是 向 量 和 复数 方面 的 有 关 问题 正在 出 现 ,希望 增添 这 方 
面 的 基本 内 容 . 

(3) 为 了 加 深 读者 的 理解 , 以 前 解答 显得 稍微 完 长 的 地 方 还 不 少 , 如 有 
简洁 解答 , 应 该 更 换 . 

《4) 因为 别 解 多 (先生 很 爱 别 解 ， 凡 是 他 所 知道 的 不 列 入 书 中 ,就 感到 
内 次 ), 所 以 在 原 题 的 解 和 别 解 中 , 应 该 选 出 简明 的 发 表 . 

(5) 在 几何 问题 中 , 使 用 另 一 题 的 结果 来 解答 的 很 多 , 象 这 样 的 有 联系 
的 问题 , 车 在 解答 中 指出 参照 某 题 , 将 对 读者 有 所 帮助 , 所 以 希望 
增加 这 祥 的 提示 . 

(6〉 附录 的 几何 学 史 @， 由 于 原版 本 是 再 录 于 杂志 上 发 表 的 文章 的 片 
断 , 所 以 要 全 面 地 改写 , 使 其 内 容 上 连贯 一 气 。 

正当 按 先 生 筹 划 的 各 点 专心 进行 修订 的 过 程 中 , 先生 不 幸 逝 世 , 终于 未 


中 几何 学 小 史 没有 译 出 。 一 一 译 者 注 


6 第 二 版 序言 
看 到 这 一 工作 的 完成 , 深 感 遗憾 ， 我 虽 学 识 水 平 不 高 , 又 无 所 成 就 , 然而 值 
得 告慰 先生 的 , 尽管 我 做 得 不 够 完善 , 但 总 算 完 成 了 先生 的 遗愿 , 这 是 托 先 

生 的 福 . | 

最 后 ,向 执笔 “几何 学 小 史 ” 的 岩 田 至 康 先生 、 归 纳 整理 “重要 定理 、 公 
式 ” 的 内 田 虎 雄 先 生 以 及 有 关 编 辑 工作 的 , 特别 是 以 合 本 熊 雄 先生 为 首 的 诺 
位 先生 所 给 予 的 大 力 帮 助 , 深 表 谢 意 。 


小 出 一 郎 
昭和 五 十 一 年 九 月 (1976 年 ) 
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旧版 序 文 


人 们 常常 可 以 听 到 一 种 说 法 , 初等 几何 问题 最 难 解 了 。 这 大 概 是 由 于 
它 的 解法 比较 零散 , 因此 比较 难于 找到 门道 。 我 自己 也 是 在 动手 做 了 许多 
题目 之 后 , 才 较 为 纯 热 的 .我 想 , 如 果 只 想 解 那 些 不 费力 就 能 解决 的 简单 问 
题 作 用 不 大 , 所 以 解 题 需要 用 比较 多 的 时 间 就 不 奇怪 了 此 种 劳动 对 学 生 
来 说 , 也 许 是 一 种 练习 , 但 如 果 把 它 当 作 每 天 必需 的 课题 , 对 人 们 来 说 完全 
是 无 意义 的 浪费 ， 因 此 ， 为 了 弥补 这 一 点 ， 编 出 一 本 完整 的 几何 问题 的 辞 
典 , 实 属 必要 . 这 大 概 也 是 得 到 很 多 人 重视 的 问题 所 在 . 有 那么 多 的 人 重视 
它 , 或 寄 希 望 于 它 , 可 是 对 于 从 事 编纂 它 的 作者 的 困难 , 恐怕 人 们 一 点 也 不 
了 解 . 我 们 可 以 想象 到 ， 那 些 原来 一 个 个 分 散 的 、 变 化 繁多 的 初等 几何 问 
题 , 仅 把 它们 逐一 分 类 , 也 就 相当 困难 了 , 几乎 是 难于 完成 的 , 再 加 上 出 版 的 
国难 ,一般人 连 着 手 的 勇气 都 没有 了 , 

管 部 先生 设想 作 这 番 事 业 是 很 早 的 事 了 .他 和 我 最 初 从 接受 查 别 考试 
时 就 相识 为 朋友 ， 特 别 是 同 住 东京 ， 我 们 的 工作 相同 ， 所 以 更 是 亲密 无 间 , 
他 弃 职 去 东京 的 主要 目的 , 就 是 为 了 完成 编写 辞典 的 工作 ， 后 来 , 他 虽 有 很 
多 方面 的 活动 , 但 无 论 何 时 , 都 不 忘 这 个 最 初 的 打算 , 一 有 空闲 , 就 孜孜 不 倦 
地 按 原 计划 进行 工作 ， 持 之 以 恒 十 余年 ， 终 于 完成 了 现在 所 见 到 的 这 个 本 
子 。 我 除了 对 他 的 热情 和 坚强 毅力 表示 敬佩 之 外 ， 又 对 他 终于 实现 了 最 初 
凤 愿 表示 衷心 的 祝贺 . 

本 书 当 然 不 能 讲 是 完美 无 缺 了 .然而 , 敢于 去 从 事 别人 都 犹 移 的 事 , 而 
且 不 顾 多 年 的 劳苦 是 否 有 效 , 决心 去 达到 目的 , 仅 就 这 种 勇气 , 也 不 得 不 使 
人 敬佩 ， 如 果 要 进一步 苛求 的 话 , 那 是 无 止境 的 , 只 能 是 愿望 。 无 论 何 时 ， 
如 果 路 蹄 不 决 , 这 样 的 事情 , 永远 也 是 无 法 开头 的 .现在 ,我 们 不 仅 看 到 他 的 
工作 完成 了 , 书 的 体系 又 安排 得 这 样 好 , 而 且 又 将 看 到 这 本 书 能 被 充分 的 利 
用 . 这 是 他 十 余年 来 苦心 的 结晶 , 也 是 必然 的 结果 .作为 最 初 的 尝试 , 可 以 
说 是 非常 成 功 的 . 

我 欣然 作 此 序 文 , 以 祝贺 他 的 成 功 。 


理学 博士 森 本 清 吾 
昭和 十 二 年 一 月 (1937 年 ) 


初版 序 文 


”初等 几何 学 , 从 其 发 展 史 来 看 , 是 数学 诸 分 支 中 最 古老 的 , 也 是 已 经 成 
热 的 学 科 ， 然 而 , 不 仅 由 于 问题 种 类 繁多 , 而 且 解 法 也 很 多 样 ,所 以 , 初学 者 
往往 把 它 看 作 很 难 的 学 科 , 常常 有 敬而远之 之 感 . 

有 一 种 说 法 , 只 要 把 基本 定理 大 致 了 解 了 , 那么 一 切 问题 就 能 够 解决 。 
事实 绝 不 是 如 此 , 如 作 畏 助 线 、 寻找 特殊 点 、 图形 的 变换 等 都 需要 有 相当 的 
技巧 。 谁 也 别 想 一 见 到 几何 题 就 会 解 出 或 能 将 它 全 部 说 记 ， 因 此 ， 把 这 些 
问题 作出 系统 的 分 类 ， 并 一 一 给 出 解答 要 领 ， 编 纂 成 一 部 查阅 方便 的 辞典 ， 
对 于 读者 , 将 提供 极 大 的 方便 ,这 也 是 所 有 关心 本 门 学 科 的 人 的 希望 . 

本 书 编者 答 部 先生 ， 是 位 热心 研究 初等 几何 学 难得 的 一 位 笃 学 之 士 ， 
以 前 的 《新 编 几 何 学 辞典 > 曾 博得 大 家 的 好 评 , 这 次 进行 修订 增补 , 给 我 看 了 
校 样 , 确实 象 他 的 序 文 所 述 , 不 仅 保存 旧版 中 的 平面 几何 , 而 且 增 补 了 立体 
几何 、 解 析 几 何 、 投 影 画 法 , 还 增加 了 几何 学 发 展 史 部 分 , 总 数 达 五 千 余 题 ， 
并 且 给 出 了 解答 , 是 一 部 庞大 的 著作 .我 由 于 无 暇 一 一 拜读 每 个 解法 是 否 
恰当 , 纵然 不 能 保证 都 很 完善 , 但 对 于 他 独立 完成 这 部 巨著 , 我 不 音 用 美好 
的 语言 来 表示 衷心 的 赞赏 . 

事实 上 , 不 难 设想 , 象 这 样 的 大 部 头 学 术 书 籍 , 仅 靠 一 人 编写 , 要 求 达 到 
完满 的 境地 是 没有 道理 的 .我 想 ,无 论 如 何 , 只 要 众多 同行 好 友 , 不 惜 时 间 ， 
通力 合作 , 补 其 弱点 , 改正 其 错误 , 一 定 能 使 它 达 到 完善 的 地 步 . 


理学 博士 小 合 金 之 助 
昭和 三 十 一 年 九 月 (1956 年 》 


旧版 序言 ee 工 | 旧版 序 文 ee 7 
初版 序言 pe 8 初版 序 文 eeeee rt 8 
第 二 版 序言 ee 5 
第 一 编 纤 人 论 
第 二 编 证 明 题 
| 旁 切 殴 eeeese neeeereeeees 87 
第 一 章 直 线 形 6 99 
1. 角 , 平 行 线 和 5 7。 三 角形 的 外 接 国 pp 106 
2. 三 角形 …………… 8 8. 圆 内 接 、 外 切 四 边 形 .ee 113 
(1) 全 等 三 角形 和 8 9. 相交 圆 、 相 切 圆 aeeasaeseseeieeteeseocseos 120 
(2) 边 、 角 的 大 人 小 坟 | 10。 西 摩 松 线 、 九 点 国 … 135 
(3) 两 底 角 的 和 与 差 pp 13 | i11. 山内 接 、 外 切 多 边 形 -………………… 140 
(4) 惟 线 人 oseseseeeeeeeeeen 15 | 12. 杂 题 eee 143 
(5) 角 平 分 线 oon, 17 - 加 
(6) 边 的 中 点 、 中 线 、 重心 seoeoeeeseoeo。 21 第 三 章 面 积 
(7) 直角 三 角形 re 26 1. 基本 人 性质 .ppp 150 
(8) 等 采 兰 角形 pe 30 2. 三 角形 的 面积 pp 151 
(9) 正三 角形 ee 33 | 3. 平行 四 边 形 的 面积 pe 160 
《10) 三 角形 杂 题 ee 36 | 4. 梯形 矩形 .正方 形 的 面积 …………… 166 
3。 相 边 形 、 多 边 形 司 ee 39 | 5。. 任意 四 边 形 的 面积 -ee 169 
(1) 四 边 形 ee eeneeerete: 39 6. 平方 关系 pe 173 
(2) 平行 四 边 形 pe 43 (1) 匀 股 定理 及 其 应 用 …………… 1783 
(3) 长 方形 、 著 形 p 46 (2) 三 角形 的 中 线 .重心 ,a2 填 5? 型 …178 
(4) 正方 形 eeeees 和 eetteneriernes 47 (3) 三 角形 的 垂 线 ,a2 一 02 型 ….…… 183 
(5) 梯形 ee 53 (4) 四 边 形 pe 186 
(75 54 (5) 圆 190 
_ 7。 根 轴 、 根 心 及 其 应 用 -ee 196 
第 二 章 网 | 8: 海伦 公式 及 其 应 用 ee， 198 
1. 贺 的 基本 性 夺 ppp 58 9. 多 边 形 的 面积 eee 200 
3。 圆心 角 、 贺 周 角 :pp 61 | 10。 杂 题 pe 203 
3。 弧 、 沪 。 64 
人 Rs 75 第 四 章 比例 
5. 三 角形 的 内 心 、 旁 心 、 内 切 融 、 1. .基本 人 性 质 pe 207 


2 自 东 
2. 平行 线 的 比例 线段 208 | 也 ,三 角形 的 内 切 贺 \、 旁 切 回 的 
3. 角 平 分 线 的 比例 线段 pe 216 比例 线段 280 
和 4. 相似 三 角形 、 相 似 多 边 形 、 13， 图 内 接 、 外 切 四 边 形 及 其 他 
位 似 中 心 224 多 边 形 的 比例 线段 pe 286 
5. 正三 角形 、 等 腰 三 角形 的 比例 线段 …240 | 14， 两 个 (或 多 个 ) 圆 的 比例 线段 ……… 292 
6. 任意 三 角形 的 比例 线段 ……………… 243 | 15. 面积 的 比例 线段 pe 303 
7. 平行 四 边 形 的 比例 线段 pp 251 | 16. 调和 点 列 ppp。 310 
8. 正方 形 ,矩形 及 其 他 四 边 形 的 17. 托 勒 密 定理 及 其 应 用 ……………… 315 
比例 线段 pe 254 | 18。. 中 外 比 (黄金 分 割 ) 。 pe ee 317 
9. 切线 、 割 线 的 比例 线段 ………………; 259 | 19. 梅 涅 劳 定 理 、 乔 巴 定 娃 …*………… 318 
10. 直径 \、 弦 的 比例 线段 ………………… 268 | 20， 圆 、 正 多 边 形 的 比例 线段 …………… 325 
11. 圆 内 接 三 角形 的 比例 线段 ，………w，… 273 | 红 ， 杂 题 pe 337 
第 三 编 轨 迹 
1， 基 本 轨迹 ee 347 垂 心 的 轨迹 ee 339 
2. 线段 (或 弦 ) 的 中 点 或 其 定 比分 点 的 1 直线 形 面积 的 轨迹 ee 395 
轨迹 pe 34 | 12. 到 两 定点 (或 三 定点 ) 距 离 的 平方 和 
3 两 直 线 交 点 的 轨迹 ee 359 或 平方 差 为 一 定 的 点 的 轨迹 ……… 399 
4， 定 长 线段 一 端的 轨迹 …………… 370 | 13. 到 两 定点 (或 两 定 直线 ) 的 距离 的 
5. 两 线段 的 和 与 差 为 一 定 的 点 的 比 为 一 定 的 点 的 轨迹 …………………… 404 
轨迹 ee 373 | 14. 相似 三 角形 的 第 三 顶点 的 轨迹 ……-407 
6. 垂 足 的 轨迹 me 375 | 1 以 分 成 的 线段 为 边 矩形 的 面积 
7. 圆心 的 轨迹 ee 378 一 定时 分 点 的 轨迹 ee 410 
8. 两 圆 的 交点 (或 切 点 ) 的 轨迹 ………- 382 | 16. 调和 点 列 的 轨迹 e414 
9. 三 角形 (或 四 边 形 ) 的 顶点 的 轨迹 …385 | 17. 厅 题 .ee 417 


自 三 角 形 的 外 心 、 内 心 、 旁 心 、 重 心 、 


第 四 编 作 图 题 


第 一 章 求 点 的 位 置 


1. 在 已 知 线段 上 求 适合 条 件 的 点 ……428 
2. 到 已 知 点 (或 已 知 直线 ) 的 距离 …… 425 
3. 求 构 成 定 角 ( 或 者 等 角 ) 的 点 ……… 
4&， 线 段 的 和 、 差 为 定 值 pe 432 
5. 求 已 知 三 角形 (或 已 知 多 边 形 ) 内 的 

. 点 Da [TTTTTYITTTTITITTITEL 436 
6.、 求 已 知 画 或 已 知 圆 级 上 的 点 ……… 439 

第 二 章 直线 的 作 图 
i。 作 符合 已 知 条 件 的 线段 …………… 449 


ww 


代数 计算 的 作 图 题 aeooerossooosooeooos 444 
作 与 已 知 各 点 的 距离 相等 (或 为 已 
知 比 ) 的 直线 ee 448 
作 角 平分 线 \ 垂 线 ,平行 线 1………… 449 
作 与 已 知 平行 线 相交 的 直线 ………. 451 | 
作 与 已 知 角 相交 的 直线 ,ev 455 
作 与 已 知 三 角形 的 两 边 相 交 的 

直线 eosesos 和 eee 和 eestortorise 461 
作 弱 ee 466 
作 与 弧 、 圆 相交 的 直线 .pe 472 
作 割 线 oresrorosrosrsoorsooctteat terst eres 474 
作 切 线 ee teeeeosi。 477 


目 3 

12。 作 售 续 oes. 481 4。 凌 形 ee 555 

I3， 作 按 一 定 条 件 分 割 面积 的 直线 …… Se 557 

on : i 559 
第 三 章 三 角形 的 作 图 .Es 568 

1. 作 等 腰 三 角形 ee 491 

23. 作 等 边 三 角形 ee 494 第 五 章 的 作 图 

3. 作 直角 三 角形 .ee 497 | 1 基本 作 图 .eeeeeseeeeeeeeeeeeeeeree。 572 

4. 作 相 似 三 角形 、 全 等 三 角形 ……….501 | 2， 作 切 于 已 知 直线 (或 已 知 多 边 形 ) 

E. 作 二 般 三 角形 汪汪 06 506 的 圆 或 与 已 知 角 相 交 的 圆 …………… 573 
(1) 已 知 底 边 与 顶 角 ee 506 | 8， 作 与 已 知 圆 相 切 的 圆 ……………… 577 
(2) 已 知 中线 ee 510 | 4. 作 与 定 直线 、 定 圆 相 切 的 贺 ………… 582 
(3) 已 知 高 或 重 线 ……………… 514 | 5 作 在 定 直线 (或 四) 上 截取 定 长 
(4) 已 知 两 边 (或 两 角 )………… 516 线段 (或 弧 ) 的 团 586 
(5) 已 知 两 条 边 ( 或 三 条 和 边 ) 之 和 …518 | 6。 杂 题 ee 592 
(6) 已 知 两 条 边 (或 两 底 角 ) 之 差 …522 
(1) 已 知 内 切 加 (或 旁 切 较 ) 的 第 六 章 最 大 、 最 小 

大 小 Wo gp ee 526 1 线段 的 最 大 ,最 小 EE 598 
(8) 作 三 角形 内 接 、 外 切 于 定 圆 9 角 的 最 大 、 最 小 eonaeoossoooossaooossraaorn 602 
(或 定 多边 形 ) pe 531 | 3. 两 条 (或 几 条 ) 线段 的 和 、 差 的 最 大 、 
(9) 已 知 面 积 的 作 图 题 …………… 534 汪 仆 604 
(10) 其 他 viesoevtnrniii 536 | 4， 平方 和 与 差 的 最 大 、 最 小 …………… 611 
5. 两 条 线段 的 积 ( 或 比 ) 的 最 大 、 
第 四 章 ”四 边 形 和 多 边 形 的 作 图 i ee 613 

1。 平行 四 边 形 eoseeeesenonnnsee 539 | 6. 三 角形 (或 多 边 形 ) 周 长 的 最 大 、 

2. 矩形 Booroerorreorror sre ontr ooor ems ee 544 最 小 PPE RT PO A 616 
3 正方 条 于 人 oli 548 | 7. 面积 的 最 大 、 最 小 eeeentnns,。 619 
第 五 编 计算 问题 

了 ， 角 对 角 线 ee 627 | 7。 四边形 (或 其 他 多 边 形 ) 的 边 长 

De 629 和 面积 ree 645 

3. 线段 的 长 ee 630 | 8. 正 多 边 形 ee 650 

4. 三 角形 的 角 平 分 线 、 中 线 、 高 ……… 635 | 9. 扇形 , 写 形 、 弧 、 纺 eneeeeoeneee 656 

5. 三 角形 的 边 长 pp 637 | 10、 直径 、 半 径 吕 eeeeeeeesenscecninsesese 662 

6. 三 角形 的 面积 ee 6407| Te 669 

第 六 编 立体 几何 学 
2， 直 线 和 平面 (8) ee 682 


第 一 章 直线 和 平面 


。 实 线 和 平面 (了 ee 673 


第 二 章 二 面 角 , 多 面 角 


4 目 菜 
第 三 章 棱锥、 棱柱、 多 面体 第 五 章 曲 面体 
第 四 章 旋转 体 的 表面 积 和 体积 1. 六 柱 、 辑 锥 aonooenrertoroottorostrsoresstss 788 
2. 球 、 球 面 三 角形 pe 744 
1 国 柱 :ee 719 的 
和 2 (1 球 届 ee 744 
加 & es 
3 721 (2) 球面 三 角形 
4。 末 题 pe 730 1! 第 六 章 投影 画 法 
第 七 编 ”近世 几何 问题 
bs 783 | 4， 反 形 昌 po790 
2. 调和 点 列 、 调 和 线束 .pp 785 | 5. 十 字 比 ,对 合 eeeeeeeeneeeeenne。 794 
3- 极 、 极 直线 pe 786 | 6 杂 题 ee 796 
第 八 编 解析 几何 
第 一 章 直 线 第 四 章 档 加 
1. 直线 的 性 质 。…ppppe ee 801 | 1. 图 象 怕 Ne 855 
2。 绝对 值 … ee 809 | 2 人 856 
3. 垂直 平行 .ee 811 | 3. 切线 、 切 上 ee 862 
4 。 对 称 .eee 815 | 4. 轴 、 顶 点 、 焦 点 、 离 心率 ee 864 
GE 817 .| 5. 杂 是 on 867 
6. 杂 题 pp 817 
第 五 章 双 曲线 
第 二 章 国宝 en 872 
414。 轴 的 方程 eeeesennnneee 824 | 3。 轨迹 -ee 876 
pI 7 庆 古人 827 | 3 渐 近 线 、 切 线 .ee 879 
3. 轨迹 ee 830 | 4. 准 线 、 焦 点 、 离 心率 、 共 刘 双 曲线 、 
有， 末 题 ee 833 共 斩 直 和 会 ee 885 
a 5. 不 等 式 和 区 域 .pe 888 
第 三 音 抛 物 线 6 六 是 889 
.图 复 ， 和 ee 837 二 
2 顶点. 轴 、 焦 点 、 准 线 ………… 840 第 六 章 ”坐标 轴 的 平移 和 旋转 
. 3. 抛物 线 的 切线 、 切 点 pe 842 | 1 坐标 轴 的 平移 .eveeseeeveeeoee5eveeevveevi', 893 
4， 抛 物 线 的 方程 pp 845 | 3、 坐标 轴 的 旋转 pe 894 
5 轨迹 847 、 
6. 无 理 方程 无理 不 等 式 的 应 用 ……… 849 第 七 章 参数 方程 
7 ， 杂 题 .oveeee eestorens 852 第 八 章 极 坐 标 方程 


目 
， 直 线 的 极 坐 标 方 程 ……………… 901 
. 二 次 曲线 的 极 坐 标 方程 ……………………… 902 
， 极 坐标 方程 的 对 称 性 和 其 他 -………… .905 
第 九 章 ”空间 坐标 (点 、 
直线 .平面 球面 ) 
， 点 、 方 向 余弦 、 两 直线 的 夹 角 …….…… 907 
附 
重要 定理 公式 汇集 


录 
2， 直 线 、 平 面 、 球 ……… 


第 十 章 复数 、 矢 量 在 初等 
几何 里 的 应 用 


1. 应 用 复数 的 解法 
2， 应 用 矢量 的 解法 eos。 


第 一 编 绪论 


1. 几何 学 是 研究 什么 的 学 科 . 

解 ”我们 周围 的 物体 ， 都 是 由 一 定 的 物质 
组 成 的 , 并 占有 空间 的 一 部 分 。 这 些 物 体 都 
具有 颜色 、 重 最 、 硬 度 和 气味 等 .。 这样, 一 切 
物体 都 具有 构成 它 的 物质 的 特性 ， 物 理学 和 
化 学 就 是 研究 这 些 物质 特性 的 . 

如 果 不 考虑 构成 物体 的 物质 ， 只 研究 物体 
的 形状 、 大 小 和 位 置 ,就 形成 关于 物体 形状 的 
相同 和 不 同 、 大 小 相等 和 不 等 ,或 者 两 个 物体 
距离 的 远近 等 等 关系 。 象 这 样 ， 完 全 抛 开 物 
体 的 物质 特性 ,只 考虑 物体 的 形状 、 大 小 各 位 
置 ， 我 们 称 之 为 物体 的 空间 性 质 或 称 为 图 形 
性 质 。 几 何 学 就 是 研究 物体 的 空间 性 质 的 学 
科 . 

2. 什么 是 公理 . 

解 ”几何 学 虽 是 研究 图 形 性 质 的 学 科 ， 但 
学 习 几 何 学 的 目的 不 仅 是 为 了 研究 图 形 性 
质 ,而 且 要 培养 有 条 理 地 处 理事 物 , 即 培养 逻 
辑 思 维 能 力 ， 所 以 一 定 要 以 正确 的 推理 作为 
学 习 几 何 学 的 侧重 点 。 

一 般 来 说 ， 对 “三 角形 内 角 的 和 等 于 两 直 
角 ? 或 “相似 三 角形 面积 的 比 等 于 其 对 应 边 的 
平方 的 比 ”等 等 , 如 果 不 阐 明 它 的 理由 , 这 是 
谁 都 不 会 立即 承认 的 . 但 对 “整体 大 于 部 
分 ”“ 过 两 点 和 4、B 只 能 作 一 条 直线 ”， 这 是 
任何 人 也 不 会 有 异议 的 。 这 样 ， 以 人 们 无 条 
件 地 承认 的 事实 , 作为 推理 的 根据 , 我 们 称 它 
为 公理 。 

公理 有 通用 于 数学 各 科 的 一 般 公 理 ， 有 仅 
用 于 几何 学 的 几何 公 殖 两 种 . 

下 列 十 条 为 殉 几 里 得 公理 ， 

一 般 公 理 

(1) 与 同一 个 量 相等 的 两 个 量 相 等 。 

(2) 等 量 加 等 量 , 其 和 相等 . 

(3) 等 量 减 等 量 , 其 差 相 等 。 

(4) 整体 大 于 部 分 。 

几何 学 公理 

(5) 完全 重合 的 图 形 相等 ( 合 局 公理 ) 

(6) 过 两 定点 能 作 且 只 能 作 一 条 直线 ( 直 


线 公 理 ) 。 

(7) 线段 (有 限 直 线 ) 可 以 无 限 延 长 。 

(8) 以 任意 一 点 为 圆心 ， 可 作 半 径 等 于 任 
意 长 的 圆 ( 圆 公理 ) 。 

(9) 直角 都 相等 ( 角 公理 ). 

(10》 在 一 个 平面 内 , 过 直线 外 一 点 , 有 生 
只 有 一 条 直线 和 已 知 直线 平行 (平行 线 公 
理 ). . 

以 这 些 公理 作 基 础 所 建立 的 几何 学 ， 称 为 
欧 几 里 得 几何 学 . 

可 是 ,在 这 里 我 们 要 指出 一 个 麻烦 的 问题 ， 
即 对 上 述 公理 (1) ~ (9) 大 家 是 没有 疑义 的 ， 
但 对 (10) 平 行 线 公理 ,有 些 学 者 却 持 有 异议 。 

十 八 世 纪 初 , 萨 开 里 认为 平行 线 公理 ,在 我 
们 周转 的 狭小 范围 内 是 正确 的 ， 但 在 广阔 的 
空间 、 离开 直观 而 进行 探讨 时 , 就 有 疑义 了 . 
到 了 十 九 世纪 初 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 和 鲍 耶 两 位 
学 者 , 以 “在 平面 肉 ,过 已 知 直线 外 一 点 ,能 够 
作 无 穷 多 条 直线 和 这 条 已 知 直线 平行 ”作为 
公理 ,分 别 建立 了 非 欧 几 何 学 。 另 一 方面 , 几 
何 学 大 师 歼 曼 , 从 另 一 角度 提出 “过 已 知 直线 
外 任 一 点 的 直线 都 与 已 知 直线 相交 ”作为 公 
理 ,建立 了 另 一 种 非 欧 几 里 得 几何 学 ,这 就 是 
黎 受 几何 学 。 近 代 对 爱 因 斯 坦 所 开创 的 相对 
论 原理 的 研究 中 , 也 完全 证 实 了 黎 曼 几 何 学 ， 

不 过 ， 本 书 的 内 容 ， 完 全 不 涉及 非 欧 几何 
学 ， 因 此 不 去 论述 非 欧 几何 。 我 们 只 用 欧 几 
里 得 公理 作为 依据 来 研究 几何 学 

但 是 ， 欧 几 里 得 公理 除了 上 面 提 到 的 问题 
外 , 也 还 可 以 指出 种 种 不 完备 之 处 。 现 在 ,本 
书 所 采用 的 公理 , 是 参考 希 尔 伯 特 的 “几何 学 
基础 ”中 所 列举 的 公理 ,对 它 进行 认真 修饰 而 
成 的 。 我 们 将 以 这 些 公理 为 根据 , 推导 各 个 
定理 。 这 里 的 点 、 直 线 、 平 面 为 不 定义 的 概 
念 。 关 于 平行 的 定义 说 成 < 在 同一 平面 内 , 如 
果 两 条 直线 不 相交 ， 则 称 它们 是 互相 平行 
的 "。 

(1) 关于 平面 直线 \ 点 的 公理 

了 过 不 同 的 两 点 ,可 作 而 且 只 能 作 一 条 直 
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线 . 

2》 过 不 在 一 条 直线 上 的 三 点 , 可 作 而 且 只 
能 作 一 个 平面 . 

3) 连结 同一 平面 内 的 两 点 的 直线 在 这 个 
平面 内 . 

分 若 两 平面 有 一 个 公共 点 , 则 它们 至 少 还 
有 另 一 个 公共 点 . 

(2) 关于 图 形 移动 的 公 史 

5) 图 形 可 以 移动 到 任意 位 置 上 ,而 不 改变 
它 的 形状 和 大 小 . 

6) 图 形 可 以 移动 到 其 对 称 位 置 上 ,而 不 改 
变 它 的 形状 和 大 小 . 

(3) 关于 平行 线 公理 

7) 在 同一 平面 内 ,过 直线 外 一 点 , 能 作 且 
只 能 作 一 条 直线 与 这 条 直线 平行 。 、 

3. 什么 是 命题 定理 以 及 逆 命 题 、 否 命题 、 
逆 否 命题 。 

_ 解 所 请 命题 ， 一 般 用 判断 语句 来 表达 . 
命题 有 正确 的 和 不 正确 的 。 在 几何 学 中 , 普 
人 遍 使 用 “车 …… 则 ……? 形 式 的 条 件 命题 。 

例如 “在 人 4BC 中 , 车 4B 一 4C， 则 
人 BL0”， 阅 明了 由 某 一 假设 条 件 可 得 出 
什么 样 的 结论 ,就 是 命题 。 条 件 命题 ,就 是 由 
假设 条 件 和 结论 两 部 分 组 成 的 . 

根据 公理 来 论证 某 一 命题 是 正确 的 ， 叫 做 
证 明 .已 证 明 是 正确 的 命题 叫做 定理 ， 上 而 
所 举 的 命题 例子 ,能 根据 公理 得 到 证 明 , 所 以 
是 定理 。 

下 面 再 说 明 命题 的 逆 命题 否 命 题 、 逆 否 命 
题 。 设 某 命题 为 “ 若 4, 则 B”，4 为 假设 条 
件 , B 为 结论 。 原 命题 和 它 的 逆 命 题 、 否 命 
题 、 逆 否 命题 之 间 的 关系 如 下 图 所 示 : 


. We 


( 逆 否 》 i 


EY, 一 ( 否 若 不 B 则 不 A 


如 果 命 题 “ 若 4 则 号 " 正确 , 它 的 逆 否 命题 
一 定 正 确 , 但 逆 命 题 不 一 定 正确 。 因 而 , 在 六 
命题 和 逆 否 命题 之 间 的 关系 是 互 否 的 ， 所 以 
不 一 定 正确 。 


( 岩 ) 
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例 “正方 形 的 四 条 边 相等 ?是 正确 的 ， 但 
不 能 反 过 来 说 “四 条 边 相等 的 四 边 形 是 正方 
形 ”( 因 为 它 可 能 是 凌 形 ) 。 

但 是 , 逆 否 命题 “四 条 边 不 等 的 四 边 形 不 是 
正方 形 * 则 一 定 正确 ， 

4. 举例 说 明 什么 是 “必要 条 件 ”、“ 充 分 条 
件 ”" 和 “充分 必要 条 件 ”。 

解 ” 如 果 说 命题 “ 若 4 则 B” 是 正确 的 , 那 
么 称 台 为 4 成 立 的 必要 条 件 , 4 为 BB 成 立 
的 充分 条 件 。 因 为 命题 “正方 形 的 四 条 边 相 
等 ”是 正确 的 ,所 以 “四 条 边 相 等 ”是 “正方 形 ” 
的 必要 条 件 。 而 “正方 形 ” 是 “四 条 边 相 等 ”的 
充分 条 件 。 

可 是 ， 如 果 命 题 “ 若 4 则 B” 和 它 的 道 命 
题 若 吾 则 4 同时 正确 ,于 是 就 有 5 为 4 
成 立 的 必要 条 件 ,同时 怠 又 为 和 成立 的 充分 
条 件 。 所 以 称 BB 为 4 成 立 的 充分 必要 条 件 . 
因此 , 象 下 面 的 命题 ， 正 方形 的 四 条 边 相 等 ， 
且 四 个 角 为 直角 ”, 它 的 逆 命 题 也 成 立 , 所 以 
“四 条 边 相 等 ， 且 四 个 角 为 直角 ”就 是 “正方 
形 ” 的 充分 必要 条 件 . 

5. 定理 的 证 明 方 法 。 

解 ”定理 的 证 明 方 法 ， 有 直接 证 法 和 间接 

(1) 直接 证 法 ”在 假设 的 基础 上 ， 根 据 公 
理 或 已 证 过 的 定理 ， 通 过 正确 的 推导 而 得 出 
结论 的 方法 叫做 直接 证 法 。 它 是 最 常用 的 证 
明 方 法 . 

(2) 间接 证 法 ”用 直接 证 法 有 困难 时 采用 
间接 证 法 。 间 接 证 法 可 分 为 归 雇 法 (或 反 证 
法 )、 轮 换 法 和 同一 法 。 

人 归 雇 法 ( 反 证 法 ) 假定 结论 不 成 立 ， 
在 推导 过 程 中 ,得 出 与 公理 、 已 证 的 定理 或 与 
假设 条 件 相 矛 盾 的 结论 ， 从 而 肯定 原 命题 正 
确 的 证 明 方 法 叫做 归 雇 法 。 实际 上 , 这 是 采 
用 证 明 它 的 逆 否 命题 正确 的 方法 . 

例 证明“ 过 一 点 卫 只 能 作 一 条 直线 垂直 
于 直线 4B”。 假 定 结论 不 成 立 , 即 过 点 卫 可 
作 两 条 直线 PQ、PB 垂直 于 直线 4B, 于 是 
便 得 出 人 P8E 的 内 角 之 和 大 于 两 直角 ， 而 
这 是 不 可 能 的 。 所 以 过 点 己 只 能 作 一 条 直 
线 垂直 于 4B。 

(ii) 轮换 法 ”轮换 法 可 以 看 成 是 妇 这 法 
的 一 种 证 明 方 法 。 常 用 于 对 逆 定 理 的 证 明 . 
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今 有 已 证 明 过 的 一 串 定 理 ， 这 些 定 理 的 条 件 


能 穷尽 使 某 一 事项 成 立 的 所 有 情形 。 而 且 这 
些 定理 的 结论 又 是 互 不 相同 的 ， 则 这 个 定理 
的 逆 定 理 一 定 成 立 。 

例 在 人 A4BC 中 ， 两 边 4B、4C 之 间 有 
下 列 三 种 情形 : 4B=AC, 或 4B>40, 或 
4B<4C; 人 LB、 LC 之 间 有 三 种 情况 人 B= 
人 C0, 或 人 LB<LC, 或 LB> 人 C0. 

车 4B=AC, 则 人 B= 人 0; 

若 48>40, 则 LB< LO; 

若 4B<A0, 则 LB> -~C. 
如 果 这 是 正确 的 ， 往 往 可 以 证 明 下 述 事项 是 
正确 的 , 即 在 人 4BC 中 ， 

车 人 B= 人 LC, 则 4B=AC; 

车 LB<_LO, 则 AB>AO; 

车 人 LB>L0, 则 4B<40. 
因为 当 人 B= 人 LC 时 , 若 4B 和 40, 则 4B> 
AC 或 4B<4C 两 种 情况 中 有 一 种 成 立 。 落 
AB>40, 则 ~B< -0O， 若 4B<AC， 则 
入 B> 人 LO， 这 都 与 条 件 B= 人 C 相 矛盾 , 
所 以 ,车 人 B= 人 C, 则 4B==AC. 同样 , 人 B 
<LC 时 , 则 4B>40C; LB> LC 时 ， 则 
AB< AC。 象 这 样 ， 这 些 条 件 已 穷尽 所 有 的 
情况 ,结论 互 不 相同 , 则 逆 定 理 成 立 就 可 用 归 
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梁 法 证 明 。 这 里 就 省 略 了 用 归 雇 法 来 一 一 证 


明 , 只 是 简单 地 表示 为 “这样 的 定理 ， 它 的 条 
件 已 包括 所 有 的 情况 并 且 结 论 互 不 相同 ”, 然 
后 推导 其 道 定理 成 立 的 证 法 , 就 称 为 轮换 法 。 

(ii) 同一 法 ” 当 原 命题 的 题 设 和 结论 所 
指 的 事项 都 唯一 存在 时 ， 原 命题 和 逆 命 题 是 
等 效 的 。 根据 这 个 道理 ,证明 着 命题 的 方法 
称 为 同一 法 . 

例 “等 腊 三 角形 项 角 的 平分 线 , 垂直 平分 
底 边 ”在 这 个 定理 中 , 顶 角 的 平分 线 是 瞧 一 
个 定理 的 道 定理 “等 采 三 角形 底 边 的 全 真 平 
分 线 一 定 平分 顶 角 "也 是 正确 的 . 

因此 , 要 证 明定 理 “ 等 牙 三 角形 顶 角 的 平分 
线 , 垂直 平分 底 边 ” 可 以 用 证 明定 理 “ 等 腰 三 
角形 底 边 的 垂直 平分 线 一 定 平 分 顶 角 ” 来 代 
禁 。 象 这 样 ,在 证 明 某 个 命题 ,有 时 不 用 直接 
证 法 ,而 能 用 证 它 的 送 命 题 来 解决 , 我 们 把 这 
种 推导 方法 称 为 同一 法 。 但 是 , 这 里 必须 注 
意 , 在 任何 情况 下 ,都 应 首先 辨别 命题 中 的 题 
设 和 结论 所 含 的 事项 是 否 唯一 存在 , 否则 , 小 
用 这 个 方法 ,在 逆 命 题 不 成 立时 ,就 会 导致 彻 
底 失败 ,所 以 必须 弄 清 问题 的 性 质 以 后 ,再 着 
手 解 题 。 


第 二 编 证 明 题 
第 一 章 直 线 形 
周 理 LAO0D= /BOC. 


1。 角 ,平行 线 


6. 证 明 : 凡 平 角 都 相等 . 

解 ” 设 有 两 个 平角 BA4C, EDE, 因 为 4B、 
AC 的 夹 角 为 平角 ,所 
以 4B、AC 成 一 直 AK 
线 . 同 理 ,，DE、DF 
亦 成 一 直线 ， 于 是 将 
.顶点 4 和 顶点 九重 D 
合 , 使 直线 B40 放 在 直线 EDF 上. 并 使 B 
与 五 在 妃 的 同 侧 ,或 0 与 在 也 的 同 侧 . 
则 在 任何 情况 下 平角 B4C 和 平角 DF 都 
完全 重合 。 所 以 平角 都 相等 . 

7. 过 直线 4B 上 的 一 点 O 且 垂直 于 4B 
的 直线 只 有 一 条 . 

解 引 直 线 OC 等 分 平角 40B, 则 相 邻 丙 
角 CO4、COB 都 是 直角 . 

所 以 CO145. Pp 

车 过 O 还 可 作 4B 的 垂 
线 DO， 则 人 LDOA= 人 BR 
(直角 )。 可 是 B A 

L004= LR. 
.“, LDOA=LC04. 
因此 , DO 与 00 重合 , 所 以 过 点 0 只 能 有 一 
条 直线 垂直 于 4B. 

8，。 凡 对 顶 角 都 相等 。 即 两 条 直线 4B、 
CD 相交 于 点 0 时， 有 c 

LAO0C= /BOD, 

LA40D= /BOC. 

解 由 00D 是 一 条 
直线 ,有 

ZAO00+ /AO0D=2/R. 
又 AO0B 也 是 一 条 直线 , 有 人 40D+ BOD 
=2/E. 
LAOC+/AO0D= /AOD+ /BOD,. 
LA00= /BOD, 
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注 这 个 定理 简称 为 “对 顶 角 相等 ”。 

9.。 设 有 公共 顶点 的 两 个 角 40B、 C0D， 
401CO、EBO LDO, 则 人 40B 一 LCOD 或 
LAOB+ ALCOD=2 LZR, 

解 如 图 (1) 所 示 ,，*…… 和 400= 人 BOD= 
人 BR， 所 以 从 人 400、 人 BOD 中 分 别 减 去 
乙 BOO, 得 人 40B= 人 C0D， 


B 


~ A 
9 D D 


C 
(1) (2) 
如 图 (2) 所 示 ， 
“* LAOB+ /LBOD+ DOC 
+ /LAOC=4/E, 
又 ZA00= /BOD= /R, 
LAOB+ LO00D=2/R. 

10。 下 面 的 命题 是 否 Oo 
正确 ? 两 边 分 别 垂直 的 两 
个 角 相等 。 A 

解 ”不 正确 .如 右 图 所 
示 ， 当 0410’4’, OB1 0 B 
0'B' 时 ,有 人 0 与 ZO' 互 A 
为 补 角 。 8 

注 车 两 角 之 和 等 于 两 直角 ， 则 称 这 两 个 
角 互 补 ; 两 角 之 和 等 Cc. 
于 直角 ， 则 称 这 两 个 D 
角 互 余 。 E 

11。 设 相 邻 两 个 。 
角 400、COB 互补 ， 0 站 
且 人 40C、LCOB 的 平分 线 分 别 为 OD、 
OE, 则 ODJLOE. 

解 ” 央 为 互 为 邻 补 角 的 人 4OC 与 LCOB 


6 第 二 编 证 明 是 
之 和 是 两 直角 ， 所 以 每 个 角 的 一 半 之 和 为 直 | 因此 点 了 到 两 边 4B、40 等 距离 . 


角 , 即 
LDOO+- LCOB~=/R. … ODILOE. 
12。 设 邻 角 人 40B、 人 BOC 的 平分 线 
分 别 为 OM、ON, 生 MX 


% 


OM10ON, 则 0A、0OC B 
成 为 一 条 直线 。 LY 
解 根据 题 意 ,得 。 信 攻 © 


LA0M=/MOB, LBON= /NOO, 
LMON=/R. 
LMOB+ LBON= /BR, 
(LAOM+ /MOB) 
+(ZLBON+/ANOC) =2ZR, 
LAOB+ /BOG=2/R, 
即 LA00=2/R. 
所 以 40、00 成 为 一 条 直线 。 


13. 设 邻 角 人 40B、 人 人 BOC 的 平分 线 


分 别 为 OA、ON，, 则 
LUON=3( LA0B+ /BOO). 


解 人 人 MON= 人 MOB+ 人 ABON. 而 MO 
是 人 40B 的 平分 线 ，NO 是 人 BOC 的 平分 
线 , 所 以 


LM0B 一 六 ZA40B8, LBON= 志 人 BOC. 
., LMON= 闻 人 40B+ 雯 /BOCG 


一 元 (ZAOB+ /BOO). 


x 

14。 《人 《BAC 的 平分 线 上 的 点 卫 到 两 边 
4B、40C 等 距离 . 

解 过 点 卫 分 别 向 4B、 
AC 作 垂 线 PB、PF, 在 
八 4B8P、 八 AFP 中 ，4P 
为 两 三 角形 的 公共 边 ， 

LBAP= /PAP, 
LAEBP=/AFPP=/R. 
¢ AAEFEAAFP. ., PE=PF. 


15.。 车 两 条 直线 与 另 一 直线 相交 ， 其 一 
组 内 错 角 相等 , 则 这 两 条 直线 互相 平行 . 
| [平行 线 定理 1 
解 ” 设 两 条 直线 4B、CD 与 一 条 直线 EF 
分 别 相交 于 G、 五 ， 当 一 组 内 错 角 和 人 4G 有 = 
LGHD 时 ,证 明 4B/ GOD。 


(1) (2) 
* ZAGH= /GHAD, 
. ZGHC- /BGH. 
旋转 图 (1) 成 狗 (8) 的 形式 , 再 将 图 (2) 重合 在 
图 (1) 上 , 使 互 忆 与 G4 重合，G32 与 互 C 重 
合 . 因此 ,如 果 4 和 CD 在 BEB 的 同 侧 , 设 
在 B、D 一 侧 相 交 ， 则 与 图 (1) 重合 的 图 (2) 
中 的 G4、HO 部 分 也 相交 ， 所 以 图 (1) 中 的 
G4, HC 也 相交 。 这 样 结论 是 4B3 和 CD 在 
EF 的 两 侧 都 相交 。 因 为 两 条 直线 相交 于 两 
点 是 不 合理 的 。 从 而 可 得 4B 与 CD 不 相 
交 , 即 4BJ CD. 
16. 车 两 条 平行 直线 与 另 一 条 直线 相交 ， 
则 同位 角 相 等 或 内 错 角 相等 ， 同 旁 内 (外 ) 角 


互补 。 [平行 线 定理 ] 
解 设 4BJCD, 直 线 4B.CD 与 直线 8 
分 别 相交 于 G、 五 ， E 


且 点 4、.0 在 BB 的 同 AA 
侧 。 如 果 一 组 内 错 
角 LAGH 与 LGHD 
不 等 则 过 G 作 和 角 
人 RGK 等 于 人 LGBD,. F 

这 时 , KG 与 CD 由 内 错 角 相等 而 平行 。 这 
样 ,过 4B 上 一 点 G 有 了 两 条 直线 4B、KG 平 
行 于 直线 CD。 这 与 平行 公理 相 子 盾 。 所 以 
ZAGH= /GHD,. 

同 理 ， 一 组 同位 角 若 不 相等 ， 同 旁 内 (外 ) 
角 , 不 能 互补 , 从 而 内 错 角 也 不 相等 , 这 是 不 
对 的 。 所 以 一 条 直线 与 两 条 平行 直线 相交 
时 ,内 错 角 相等 ,同位 角 相等 或 同 旁 内 (外 ) 角 


第 一 章 走 线形 7 


互补 。 

17。 设 在 一 平面 内 有 三 条 直线 4、 入 2 
蝴 of baflce, WO) 和 
C。 

解 如 果 3 与 c 不 
平行 ， 那 么 在 平 而 内 ”一 一 一-p 
不 平行 的 两 条 直线 必 “一 一 一 一 一 


相交 。 设 其 交点 为 P， 根 据 假定 , 点 卫 必 不 
在 直线 4 上、 所 以 过 点 卫 有 两 条 直线 5、c 
平行 于 直线 4。 这 与 平行 公理 相 牙 盾 。 因 


此 ,直线 5 与 c 不 能 相交 , 即 
ofc. 
18.。 垂直 于 同一 条 直线 的 两 条 直线 互相 
平行 、 B D 


解 设 4B.0D 都 各 

直 于 直线 了 了， 其 交点 

分 咽 为 4 与 0. 

设 B 与 DD 在 XY 的 x 

同 侧 , 则 出 人 

AB1XY, 有 人 人 BAY = 人 /人 R. 

又 由 ODLXY,， 有 人 DOY = 人 LB， 
因而 同位 角 相 等 、…. 4B CD. 

19. 直线 也 了 与 平行 级 4B、 CD 中 一 直 
线 OD 垂直 时 , 也 必 与 RE 
另 一 条 直线 4B 垂直 . 

解 已 知 4B1 CD. 
设 坎 线 双 也 与 CD 延吉 X Y 
相交 于 点 了 , 则 了 X 了 也 


Y 


与 4B 相交 ， 设 交点 为 
召 。 因 而 同位 角 3 
LABX=~ /ORE, 
且 LOFPE= BR. 
ZABX=/R. ., ABIXY. 


29. 分 别 殿 直 守 E 


两 条 平行 线 4B、CD 

的 两 条 直线 FP、 GH 

互相 平行 。 A——E—B 

解 由 GH._LCD, 

CD1/ 4B, 有 ¢ D 


SHA4B， (问题 19) 
又 BFLAB, .. GH/ BHF. (问题 18) 
21. 在 平 柚 内 ， 与 根 交 的 两 条 直线 分别 
平行 的 两 条 直线 必 相 交 . 
解 ” 设 两 直线 O4、0B 交 于 点 0, ab 04， 


a 


Bb/ OB. 如 果 “与 2 不 根 交 ， 即 设 gs 58。 内 


于 一 直线 平行 于 两 条 
平行 线 之 一 时 ， 也 必 一 一 人 
与 另 一 条 直线 平行 ，  。 a 
因此 有 a/ 0B、 这 样 8 

过 点 D 有 两 条 直线 De 


O04、0B 都 平行 于 均线 g、 这 与 平行 公理 相 
节 盾 。 所 以 直线 4 与 5 不 平行 , 即 4 与 5b 必 


相交。 A Db 
22. 4BC 的 两 
边 4B、BC 分 别 与 “Ace 
DEF 的 两 边 DB、 8 
BF 隔 向 或 异 向 平行 Ek F 
时 , 则 入 
LABO= 了 DBF. Ep 
解 当 两 角 的 两 边 。 ,/ > 
分 别 同 向 平行 时 ， 设 
DE 与 BC 的 交点 为 
G, 则 LDEF= LDGO (同位 角 ). 
而 ABY DE. 
“， 48B0= 人 人 DGC (同位 角 )， 
" /LABC=/DEF,. 


当 丙 边 异 向 平行 时 ， 人 4BC= 人 BRGC (同位 
角 )，LBGC 一 一 DZ 《内 错 角 ) 。 
LABO= /DEF. 
23。 已 知 L480C、LDBEF，, 荐 4B 和 
DE 同 疝 平行 BC 和 和 A 
了 # 异 疝 平行 , 则 
LABC+ LDEP 
=2ZE, B 
解 设 DB 与 BC sy 
的 交点 为 C, 则 
人 4BC= 人 BGE (内 错 角 ) 。 
又 由 BO BF, 有 
人 BGE-- LDEF=~2 人 人 R {( 同 旁 内 角 互补 ). 
“, LABC+ DBB -2 BR 
24. 潜 走 线 5 截 平行 线 4B、CD 时， 
则 内 错 角 的 平分 线 平行 ， 且 同位 角 奴 平分 线 
也 平行 . 
解 在 图 () 中 ,， 和 ABF= 人 人 EED， 


,1 rd 
“, LARP=3 LEED, 
即 LGEY~ /EER, 


8 第 二 纺 
*, EG/FH. 

在 图 (2) 中 ， 

LGE8B= /GFD, A B 

。 1 
-… 本 ZGEB 

1 
一 可 LAGTD. 

邯 N 

LAGEN= /GEM. 。 

*. 了 NT 

25。 若 DB4C 的 
两 边 4B、4C 分 别 与 Cc 
LEDF 的 两 边 DE、 (2) 8 
DF 平行 , 则 两 个 角 的 平分 线 4M[、DN 互相 
平行 或 互相 垂直 。 

解 人 设 4B3、40 与 DBE、D8 分 别 同 
向 平行 ， 那 么 B4、 
FD 的 延长 线 必 相交 ， 

设 交 点 为 五 . L4HD 
的 平分 线 为 HP. 由 了 
FHCh, 有 
LBAC= /ABD. 
LBAM 
~/AHP. 
*. AM /HP. 

间 理 ， LEDF= L4HD, 
LFDN= /DHP. .. 
因此 ， AM DN. 

同 理 可 证 得 ,在 LB40 的 两 边 和 LEDF 
的 两 边 分 别 反 向 平 
行 时 ,结论 也 成 立 。 wy 

(2) 设 4B、DZ， 
40、Dz 中 有 一 Fp 
组 是 反 向 平行 的 . N 
取 LFDE 的 补 
角 L7TDE',， 由 二 E 
LBA4C 和 人 2'DF 的 两 边 都 是 同 向 平行 的 ， 
所 以 LB'DF 的 平分 线 DN' 和 4M 平行 ， 
但 是 DN'LDN, 所 以 .DN 垂直 于 与 DN' 平 
行 的 直线 4M。 

26. 若 两 线段 
A4B、CD 同 向 平行 ， 
P 卫 为 4B、CD 之 闻 一 
点 , 则 “ 


DN1 HP. 


证 明 题 


LABP+ALCDP= /BPD. 


解 在 人 BPD 内 , 引 直 线 PQ 平行 于 4B 
或 CD， 


* AB] PQ, .. LABP-/BPQ. 
又 OCD) PQ, … ZODP=/DPG. 
LABP+ LODP= /BPQ+ LDPQ 
=~/BPD, 


即 LABP+ /LODP= /BPD. 
27， 若 两 线段 4B、 
CD 同 向 平行 ,P 为 4B、 
CD 外 一 点 , 则 
LABP~ /ODP 
~ /BPO. 

解 (1) 设 P、4B 在 
CD 的 同 侧 时 。 从 号 作 
与 4B 同 向 的 平行 线 
PQ8, 则 有 

LBPQ= /LABP, 

LDPQ= -CDP. 
于 是 ， 当 人 DPQ > 人 BPQ 时 ， 

LDPQ— /BPQ= /BPD. 
. LODP- /ABP=/BPD. 

当 人 DPQ< 人 BPQ 时， 

LBPQ— /DPQ= /BPD. 
LABP- /CDP= /BPD. 
当 人 人 DPQ 人 BPQ 时 ， PB、PD 重合 ， 
LBPD=0. 


所 以 这 时 也 有 
LBPQ- LDPO=0= /BPD. 
LABP— /0DP= /BPD,. 
综 上 所 述 ， 人 ABP~ 人 CDP= 人 BPD 成 
a 
(2) 设 了 .CD 在 4B 亲 侧 时 , 可 仿 (1) 同 
理 证 明 。 


乙 . 三 角形 
(1) 全 等 三 角形 
28， 两 边 及 其 夹 角 对 应 相等 的 两 个 三 角 
形 全 等 。 [两 边 夹 角 全 等 ] 


解 设 4B=DE, 4C=DF, /4=_/D, 
证 明 人 4PC2ADBTH。 将 4 放 在 D 上 , B 
放 在 加 上 , C 放 在 DE 的 对 面 与 万 同 侧 , 则 
4C 重合 于 DF (“人 4= 人 D), 0 重合 于 
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了 了。 从 而 BC 重合 于 BF. 


*, AABCLQADER. 
29. 两 角 夹 一 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 
全 等 。 [两 角 夹 边 全 等 ] 


证 明 A4BC2ADEF。 将 B 放 在 BB 上 ,CO 


放 在 万 上 , 4 放 在 BZ 的 对 面 刀 的 同 便 ， 则 
B4 重合 于 了 D (… 人 B~ 人 E), C4 重合 二 
FD (… 2C= 机 .因而 4 与 刀 重 合 . 

'. A 人 ABCLADEF. 


A 了 


39,， 三 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 等 . 
[三 边 全 等 ] 


， 及 p 
7 2 


解 在 人 4BO、 人 DEF 中, 设 4B=DBE, 


BC=EF, AC=DF. A 
如 图 把 召 放 在 BB 上 ,了 F 
放 在 C 上 , D 放 在 BC 所 
对 4 的 异 侧 D 上 ,于 是 ”B 人 一 >C 
AB=D'B, bs 
.“. LBAD'~ /BD'4; NA 
AC~D'C, Dy 
', LCAD'= -CD'4。 
LBAD'+ LCAD' 
一 BD'4+ CD'4， 


即 LBA40=LBD'C= LEDF. 
“* AB=DE, AC~DF, /4A=LD, 
.“. AABCQADBEF. 
31.。 斜 边 及 一 个 锐角 对 应 相等 的 两 直角 
三 角形 全 等 。 
解 在 人 4BC、 人 和 人 DEF 中 , 设 和 人 B= 人 


ee 


一 AR AC=—DF, LA40B=LDFE。 将 D 
放 在 4 上 ,了 了 放 在 C 上 , B 与 加 放 在 4C 的 
同 侧 ， 则 由 人 0 二 LF， 有 了 EB 与 CB 重合 ， 
4B 与 DB 重合 。[ 点 4 公共， 因为 CEB 
AB, FE DZ] 


A Dp 
ey 


AABCQADER. 
32. 斜 边 AD 9 
及 一 条 直角 边 
对 应 相等 的 两 
个 直角 三 角形 
全 等 A 上. 
i BE) C 


马 为 直角 顶 的 直角 三 角形 4BC、DEF 中 , 设 
AC=DF, 4B=DE. 放 D 于 4 上 ,BB 于 B 
上 ,也 放 在 4B 所 对 C 的 异 侧 大 上 , 则 BC、 
BF 成 一 条 直线 , 4C 一 4F,， LC 一 LF， 从 
而 <0= 一 LF. 所 以 由 上 题 知 两 三 角形 全 等 . 

33. 底 边 、 顶 角 及 底 上 的 高 对 应 相等 的 
两 个 三 角形 全 等 . 

解 在 人 4BC、 信 4'B'C' 中 , 设 

BOC=B'O", 
高 4D=4'D', LB40 二 ZB'4'0'. 现在 放 
B' 于 BL 上 ,0' 于 CG 上, 4、4' 于 BC 的 同 侧 . 
因为 4D==4'D', 所 以 ， 车 和 4 和 4' 重合 时 ， 
显然 有 和信 4B0 呈 人 和 八 4'B'O'. 若 4、 4 不 重 
合 时 ， 则 有 44 1 BC; 由 /4 一 一 4， 知 B, 
C, 4, 44 在 同一 圆周 上 . 因而 由 44"f BC 
知 4B=A4'0', A0= 4'B', 
人 和 人 4BC 作 4'0'B'. 


A A’ 
pA 2 
34。 两 边 及 两 边 间 的 中 线 对 应 相等 的 两 
个 三 角形 全 等 。 
解 在 和信 4BC、 作 DEF 中 , 设 4B=D&,， 


AO=DF, 中 线 4P= 中 线 D8。 在 4P、D9 


10 第 二 编 证 明 题 
的 延长 线 上 分 别 取 4'=P4, 8D'=8D. 连 | 否 全 等 。 
结 B4'、EBD', 则 有 _ (1) A4B0、A4'B'0' 为 钝 角 三 角形 ， 
APB4'E2APO4 (两 边 夹 角 )， . (2) 人 0 为 直角 ， 
(3) BOC>AB, 


人 RED' 和 QB8D (两 边 夹 角 )。 
*. A'B=A0, D'E=DF. 
这 时 ， 在 人 4B4' 人 DED' 由 ，AB=DBE, 


4'B=D'E, 44'=DD', 因而 
人 4BA'2LA 人 DED'. 
所 以 LA4BA’=/DED.. 


又 因 LBAC、LBEDF 分 别 为 人 4BA4'、 
人 DED? 的 补 角 , 它们 租 等 。 所 议和 八 4BC、 
人 DEF 中 的 两 边 及 其 夹 角 对 应 相等 。 从 而 


AABOCQLADEF,. 
A D 
PAu ZX 
§ ~、 村 
NN BY 
A D’ 
35。 在 两 个 三 角形 中 ， 和 
两 边 分 别 等 于 
男 一 三 角形 的 
两 边 ， 且 一 组 
等 边 所 对 的 角 
相等 时 ， 则 另 CE 
一 组 等 边 所 对 
的 角 相 等 或 互补 。 在 0 
全 等 。 


解 在 A4BO、A 人 DB 中 ,，AB=DE, 
AC=DF, B=/ 时 ,那么 /0 与 人 F 
柜 等 吗 ? 又 与 其 补 角 如 何 ? 

放 人 4BC 于 人 DEFP 上 ， 化 4 在 D 上 , 
4B 与 DE 重合, C 与 了 在 DE 的 同 侧 ， 

了 3 与 如 重合 时 边 BC 在 BP 上 ， 
刁 重合 时 ， 那 么 A4BCOS 人 DBP，AC= 
5; 如 果 点 0 与 了 不 重合 而 落 在 BP 上 的 
点 G 处 那么 有 40 一 DG 一 DB 与 人 F= 
LDGF。 所 以 

LA0B= /DGE= (180。 
即 人 LG 与 人 F 互 为 补 角 。 

36， 在 八 4B0、 八 4'B'0' 中, 设 48B== 
4'B', BC=B'0', LA 人 A'。 如 果 这 两 个 
三 角形 还 满足 下 列 条 件 之 一 时 ， 那 么 它们 是 


-ZZD). 


(4) A0、A0' 分 别 是 八 4BC、 人 入 A'B'O? 
的 最 大 边 ， 

(5) AB> A40; A'B'>A'G0'. 

解 ” 设 两 个 三 角形 的 两 组 对 应 边 与 其 中 等 
边 所 对 的 角 相 等 ， 则 另 一 组 等 边 所 对 的 角 相 
等 或 互补 ， 所 以 

(1) 车 另 一 组 等 边 所 对 的 角 互 补 。 因 互补 
的 两 角 之 一 为 钝 角 , 另 一 为 锐角 , 这 两 个 三 角 
形 必 不 全 等 . 

(2) 成 为 补 角 的 两 个 角 , 其 中 之 一 为 直角 ， 
男 一 角 也 是 直角 , 这 时 两 三 角形 全 等 . 

(3) 由 于 BC 的 长 大 于 4B 的 长 有 一 4> 
人 0，B'C'>A4'B', 因此 Z4'>LC'. 所 以 
人 0、 人 C' 的 补 角 都 不 是 锐角 , 因此 两 三 角形 
全 等 . 


(4) 假定 40, 4'0' 分别 是 三 角形 的 最 大 
边 ， 人 LB 与 人 B' 是 最 大 角 ,但 是 LC 和 人 人 C 
的 补 角 不 小 于 直角 , 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 . 

(5) 由 上 题 知 ， 这 两 个 三 角形 不 可 能 总 是 
全 等 。 

37。 在 两 个 全 等 三 
角形 4B0、4'B'C' 中 ， 
著 两 组 对 应 边 4B 和 
4A'B' AC 和 40' 互相 
垂直 ， 则 另 一 组 对 应 边 
BC 和 BC' 也 互相 垂 
直 . (但 当 人 4、 人 4' 是 
直角 时 例外 ) 

解 如 图 , 设 40' 与 40、4'B' 与 4B、 
BC' 与 BC 的 交点 分 


别 为 肥 至 也。 由 假 
设 Ns 
AOCLA'O', : ; 


AB14'B’, 

得 

LADO'= 

/AEB'~ 
又 由 


LE, 
LE, 


A4BCceA4'BO。 
得 LC= LLC", 
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因此 CDO'F 是 网 内 接 四 边 形 ， 从 而 人 了 = 
ZADC'= /RR. 
“, BCLB'C', 
注 在 图 中 , 如 果 人 4' 与 人 4 是 直角 时 ， 
作 和 人 4'B'0"2BA 入 B'4'O', 那么 | 
BO |B. 
因而 BC' 与 BC 不 可 能 垂直 。 
(2) 边 、 角 的 大 小 . 

38， 车 三 角形 的 两 边 不 等 ， 则 其 大 边 所 
对 的 角 大 于 小 边 所 对 
的 角 . 

解 在 A4B0C 中 ， 

设 4B>A0, 证 明 Db 

LAC0B> /ABC. 

在 边 4B 上 作 4D 一 3 : 
40, 册 于 4B>AC, 所 以 点 马 在 4B 上 ,这 
结 CD, 则 有 

ADC= /ACD., 
然而 <4DO 是 人 DBO 的 一 个 外 角 , 所 以 


/4DO> /4BC. 

即 LACD> LABO. 

而 LA40B> /40D. 
LA0B> /LABG. 


39. 若 三 角形 的 两 个 角 不 等 ， 则 其 大 负 
所 对 的 边 大 于 小 角 所 A | 
对 的 边 。 
解 在 人 4BO 中 ， 
设 ~B> ~C, 证 明 
AC>4B. B C 

应 用 反 证 法 。 如 果 40=4B, 就 有 人 B= 
CC, 这 与 假设 条 件 相 矛盾 ， 所 以 AC 壮 4B. 
又 如 果 A4C<4B, 根据 问题 38， 有 人 B< 
了 0C， 这 也 与 假设 条 件 祖 了 矛盾。 这 样 ，4C 与 
AB 既 不 能 相等 ,4C 也 不 能 小 于 4B， 

“， 40>4PB. 

40. 一 个 三 角形 的 两 边 分 别 与 另 一 三 角 
形 的 两 边 相 等 , 当 这 两 边 所 夹 的 角 不 等 时 , 则 
大 角 所 对 的 边 大 于 小 角 所 对 的 边 . ey 

解 在 人 4BC0、 人 DEF 由，AB=DE, 
AOC=DF, 当 /BAC> LEDF 时 ,MN BO> 
如 7。 这 是 因为 : 当 把 九 放 在 4 上， 五 放 在 
吾 上 ， 且 两 三 角形 都 在 4 召 的 同 侧 时 、 设 也 
落 在 点 G 处, 由 人 BDF<LBAh40, 有 


A 一 -一 


AB4G<B4G。 . 
从 而 4G 在 人 B40 内 . 作 人 GAC 的 平分 线 
交 BC 于 且 ， 连 结 HG， 由 两 边 夹 角 分 别 相 
等 ,两 三 角形 G4 及 , CAH 全 等 ,所 以 HG= 
HO. 因为 BH+HG>BG, 而 
BH-LHG~ BH+HO= BO, 


且 BG= EF, 
", BO>EF,. 
D 
SB 
| F 
41. 若 一 个 三 角形 的 两 边 分 别 与 男 一 个 
三 角形 的 两 边 并 
相等 ， 第 三 边 
不 等 ， 则 大 边 
所 对 的 角 大 于 
小 边 所 对 的 
角 . B CE 


解 在 和 A4BC、 和 DEF 中 , 4B==DE, 4C 
一 DF, BO>EX. 如果 人 4= LD, 则 两 三 
角形 因 两 边 夹 角 相 等 而 全 等 . 因此 BC 一 BF， 
这 与 假设 条 件 和 矛盾. 所 以 人 4 人 人马 . 

又 如 果 人 4< TD， 由 问题 包 ， 知 BO< 
ZE, 这 也 与 假设 条 件 矛 盾 . D 

“, LA>LD. 

42. 三 角形 的 两 边 之 和 x! 
大 于 第 三 边 . 三 角形 的 两 边 
之 差 小 于 第 三 边 ， 

解 延长 B4 到 了 DD 使 

AD= 40, 
连结 DO, 则 LD= 人 A0D,， 3 
LDOB> LD. .. BD>BO. 
» AB+AC>BOC. 
即 两 边 之 和 大 于 第 三 边 . ns 
到 

BO~AO< AB. 

43， 若 在 八 4BC 
中 ，AC>4B, D 为 
BC 上 任 一 点 ， 连 结 
4D, 则 AD<AO. 
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解 40>4B, … 一 B> 0。 
但 是 人 ADC 是 人 4BD 的 外 角 ; 
LADOS>/B.. .4DO> /COC. 
从 而 A0> AD. 

44， 设 了 .9g 是 人 4BC0 的 内 部 或 边 上 的 
任意 两 点 ， 试 证 ; 线段 
PQ 的 长 不 超过 三 角形 
的 最 大 边 长 。 . Cy 

解 设 三 边 长 为 Q 

4ApzB80204, LN 
延长 4P 与 BO 交 于 R.? i C 
由 问题 全 知 ”AB 宇 4B 宇 4P. 
同 理 ， AB 之 BS>BP, 
Br>POEOTEOP. 
所 以 4P, BP, 0P 都 不 超过 4 号 . 
设 @8 在 人 A4PO 内 , 同 理 有 PQ 不 超过 
和信 4P0 的 最 大 边 长 .而 人 4PC 的 最 大 边 长 
不 超过 4B， 


*. PO AB. 
45， 若 在 人 4BC 的 边 BO、C4、4B 上 
分 别 取 点 D、 召 .了 ,， 则 有 
3(A4D+ BE--OF <5(4B+ BC+CA). 
解 设 边 4B、 


”BC、C4 中 最 大 六 
的 为 4B， 最 小 
的 为 C4, 由 问题 > 
43, 4 万 > AD, 

AB>BE, B C 
BOC>QF. 
. 2AB+BO>AD+BE-+OF. 


64B-+3BO>3{AD+BET+COF). © 
根据 4B< .BOTC4， 知 4B<2BCO 寺 504，, 
在 此 不 等 式 两 端 同时 加 上 54B 十 3BO, 得 
Se 5C4。 四 
由 @、@, 得 
3(2D+4 BEAOF) <5(AB+BO+OA). 
46。 设 0 为 八 4BC 内 任 一 点 ,连结 OB、 
OC, 则 
ABT+AC>OB 
+00, 
BOC> ZA4. 
解 延长 BO 与 40 ? C 
交 于 点 了 D， 在 人 4BD 中 ， 有 
AB+AD>0B+0D, ed) 


ee ae idm ee ~、 


在 人 AODC 中 ,有 
OD+ DC>00., ©® 
G@+G@， 45+4D+DO+OD 
>0B+00+0D, 
“. AB+A40>0B+0C. 


因为 三 角形 的 外 角 大 于 其 内 对 角 ， 所 以 在 
人 4BD 中 ， 有 .LBDC> 人 4; 又 在 AODO 
中 ,有 人 BOO> 人 ODC. 

BOO> LA. 

47， 设 0 为 人 4BO 内 的 任 一 点 ，BO、 

CGA、4B 分 别 记 为 a、 5b、 o， es 


a+b+c>AO +BO+00> 闻 (at+b-to), 
A 


解 ” 由 问题 人 6, 知 

b+4ce>BO+CO, 5 8 

cta>C00o+AO, 

at+b>AOTBO, 8 5 
2(at+b+o) >2(40+BO+CO). 
。 Q+b+c> AO+ BOTCO., 


其 次 , 在 人 OBC 中 ,， BO--CO>a; 在 和信 004 
中 ,， CO 二 40>b; 在 人 04B 中, 40 陡 BO> 
C。 

。 2(AO0-+ BO+C0)>atb+tce. 


.， AO+BO+C0> 字 (atb+o). 
, a+bt+e>A0+BO+CO 
>3(tbto). 


48.。 在 八 4BC 中 , 设 BC<4C<A4B,P 
长 4P 交 BC 于 人 收 , 则 
(1) AM+BOC<AB+ AO, 
(2) AP+BP+CP<AB+AO. 
解 (I) A4MB 是 入 4MC A 
LAMB>/O. 
因为 4B>40， 
.. ZLB<LO. 
和， LB</AAMB, 
.~, AB>AM. 
又 因 A0C> BO, 
.. AB+A0>AM+BO. 
(2) 过 P 引 BC 的 平行 线 B'O' 分 别 交 
4B、40 于 B'.C'. 根据 上 面 的 证 明 , 有 
4AB'+AO'>AP+BO', © 


ee 
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又 在 人 BPB'、 人 CPO' 中 ， 
BB'+ B'P>BP, 四 
C0'4+0'P>PC. ® 
又 - AB'+BB'~AB 
AO'+0'0=40, 
PB'+PO'~B'O', 
四 十 四 十 图, 得 
AB+AC>AP+BP+CP, 


49. 在 图 中 ， 设 BD=- 二 (4B+40), 


DB BC. 在 人 4DE 内 或 DB 上任 取 一 点 
了 了， 过 了 五 作 4B 的 
平行 线 交 BC 于 点 pA 
Gs, 在 BG、GCO 上 分 
别 到 点 吾 、7， 使 
HG=GI, 则 

EFEH+FI>AB 

十 40。 Be 
解 当 卫 在 DE 上 时 , FG= DBP， 


BD= 壹 (4B+40), 


从 而 2BD=— AB+ AC., 
而 G 且 =GI。 根据 中 线 的 性 质 有 
FH+FI>28G—2BD, 
即 FHT+FIS>ABTAO., 
当 卫 在 和 八 4DB 的 内 部 时 ,有 
FH+FI>2FG>2BD. 
". FH+FI>AB+ AO. 
50。 下 列 论 述 正 .A 
确 吗 ? 
若 在 A45B50 的 内 
部 任 取 一 点 H， 在 边 
BC 上 任 取 两 点 玖 、 
I, 则 不 等 式 Bf TC 
AB+ AC> FHT+FI 
总 能 成 立 。 
解 ”如 问题 49 假设 的 下 、 及 、 也 则 有 
FH+FI>AB+ AO. 
所 以 不 等 式 
AB+ AOC>FHT+EI 
不 可 能 总 成 立 。 
51. 在 A4BC 中 ， 车 LB=2L0, 则 
AC<2AB. 
解 作 人 L048= 0, 则 CB8=B4， 


又 LABB-2/0, A 
., LB=/AEB. 
.“, AB=.AE, 
因此 
AE+EC—24AB. B E 
其 次 ,在 人 4E0 中 , 40<AB+EG., 
.. AC<24B. 
52。 在 公共 底 边 BC 的 同 侧 ， 作 两 个 三 
角形 4BC、DBO, 使 
AB+AC=DB+DO, 
且 A4B=A40, DB>DO, 
若 DB 与 40 交 于 有 EB, 则 
AE>DE,. 
解 在 DB 上 截取 
DF 二 4AC, 则 由 4B+AC=DB+DOC, DF= 
40, 有 4B 一 BF+DO, 即 


4B- BF=D0., @ 
而 在 人 4BF 中 ， 
AB- BF<AF. 四 


由 @@、 回 ， 有 48> DO. 然而 在 人 4FD、 
A4CD 中 4D 为 公共 边 ，A4C 一 DF， 由 4F 
>DO, 有 人 4DF> LD4C。. 所 以 在 人 AED 
中 人 D> 人 4。 由 此 可 得 

AE>DE. 


(3) 两 底 角 的 和 与 差 
53. 三 角形 的 内 角 之 和 等 于 两 直角 .一 


个 外 角 等 于 其 内 A 
对 角 之 和 。 
解 延长 B0， | J/ 
过 CG 引 直 线 D 
CE/ AB. < 


人 4 二 人 A0EB (内 错 角 )， 
人 B= 人 ECD (同位 角 )。 
LA+/LB=/A0E+ /ECD, 
LA+/LB= /ACD. 
又 在 此 等 式 两 边 加 上 .BC4, 得 
LAt+/LB+LBOA 
~/AC0D+ /BOCA=2/B, 
LA+/LB+/O0=2LR. 
或 LA4+ 人 LB=2LR- /0=/LAOD., 
54. 车 延长 三 角形 的 任 一 边 ， 则 其 外 和 角 
大 于 内 对 角 ， 
解 ”由 问题 58, 知 
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ZA+/B+L/O 
~2/R, 
但 是 
LC+LAOD 
=2/BE, 


， LA40D=/A+LB. 
因此 外 角 .40D 大 于 人 4 或 人 B， 
55。 在 八 4BC 由 ，4B>A4C, 车 在 4B 
上 截取 4D 一 40, 则 


LADO=3 (LB+ LO), 


LBOD=3 (LO0- ZB). 


解 由 A4D=4A0, 有 人 《4D0= ~.4CD。 
设 4DO=o， 
LBOD=B, 
则 有 
LB=/ADC 
一 BOD 
= ~ B, y 
ALAC0B= /ACDT+ /BCD=a+p. 
"LAB+AC= (a—p) + (atB) 
=—24=—2 /ADO, 


ZA4D0= 去 (ZB+/O). 
AC 一 = (wa 十 6) ~ (a—B) 
, LBCD=~ 二 (LO0~ ZB). 
56。， 在 作 4BC 中 ， 设 人 4 的 平分 线 为 
AN, 过 4 作 BO 的 牌 线 为 .4 有 芒 , 则 
LHAN=3 (LB~LO). 

解 设 4B>40, 在 
AB 上 截取 4D=40， 
CD 与 4N、4 互 的 交 
点 分 别 为 8@、 吾 , 则 有 
LAQ9E= /R= /ANG. 

. LQAB= /ECOH,. 
由 问题 55 可 知 
ZHAN= LDOB- 亏 (LZ0- ADB)， 


同 理 , 设 4B<4C, 则 有 


又 


明 题 


LHAN~3(LB- ZO0). 


LHAN= (LB~ LO) 


57. 作 直 线 LUN 分 别 交 八 4BCO 的 两 
边 4B、4C 于 总 
ZX ， 交 BO 
的 延长 线 于 
N, LALM 
一 AML, 则 
有 


B 
LALM—3 (LO+ LB), 


LLINB=3(L0- LB). 


解 设 4B>40, 过 C0C 作 CDJ/LM.， 由 
4 一 A4L, 可 知 4C=47D， 因 此 由 问题 号， 


得 DOB- 于 (2ZO-L 忆 ， 
LA4D0=3(L0+ ZB). 

又 因 MLI DC, 所 以 
LN=LDOB~3(L0- LB), 
LALM= LAD0=L (ZO0+ 2B). 

5B8， 过 入 4B0C 的 顶点 4 向 对 边 BO 引 


垂 线 4D, 若 边 BC、 A 
AB 的 中 点 分 别 为 
及 万， 则 妈 | 
LDPEFE=/AB 
~Z0, B—DE 


解 当 人 LB>LC 时 , LDF8=/BDF— 
人 BEF, 而 了 是 直角 三 角形 4DB 斜 边 4B 
的 中 点 ,所 以 了 D= 了 B. 

. LB=/BDF, 
又 因 BRB/ 40， 

“. A0=/BBF. 

“» LDFE=/BDF~ /BEF 
=LB- LO. 

当 一 及 < LC 时 , 同 理 有 

LDFE~= /C0 /B, 
因此 一 般 地 有 

LDEB=/B~/O, 
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(4) 重 线 
注 有 关 三 角形 惟 心 等 问题 参考 第 二 章 贺 


从 锐角 三 角 
形 的 两 个 顶点 向 对 边 
引 垂 线 、 则 其 夹 角 与 
顶 角 互补 。 

解 在 锐角 人 A4BC 中 ,从 点 B、C 分 别 向 
对 边 引 垂 线 BD、CE, 设 其 交点 为 0, 则 四 边 


=2/LR, 
注 点 O 叫 重心 
60. 三 角形 的 三 条 


形 4DOB 的 四 个 内 角 之 和 为 4LR， 其 中 
.…。 -4+AEOD= 4 BO0 
及 
x ds E 
高 之 和 小 于 三 边 之 和 。 从 、 
高 4D、BE、CF, 如 图 .8 一 六 C 
所 示 , 则 有 
AD<AB, BE< BC, CF<AO. 
61.， 在 入 4BC 中 ， A 
设 40>4B, 过 4 向 
BC 作 垂 线 4D, 则 有 。 
及 DO>DB、 Bo —C 
解 因为 4D1LBC, LD4B、LDAG 分 
别 为 <B、LC 的 余 角 , 又 因 4B<AC, 有 
等 于 人 DAB 的 人 DAB' 在 LDAC 内 .由 
此 可 知 ， 点 B 在 DCO 上 ，BD=DB'. 且 有 
DO»> DB', BT DC> DB. : 
线 4 旭 与 高 4D 的 中 
间 . 
解 设 4B>40， 
取 M4' 一 4M, 则 有 BK 
AAMCQAA'UB 
(两 边 夹 角 ) 。 因 而 


一 了 、 也 为 直角 . 

解 A4BC 的 三 条 

» AD-+-BE-OF<AB+BC+AC. 

* LDAC>LDAB 
人 0C< 人 B. 因此 ，LDAC>>L 人 D4B. 从 而 

62. 八 4B0C 顶 角 4 的 平分 线 A 如 在 申 
在 44f 的 延长 线 上 

AC=4'B, 


A’ 
LBA'M-= /C4M. 
由 4B> 40 有 4B>4'B， 


ee tei A i ei a Ee 


, LBA'M> /BAM. 
» LOAM > /BAM. 
所 以 <.4 的 平分 线 A 如 在 4 以 与 40 之 间 . 
又 48B>40 有 LB<LO, .从 而 人 B4D> 
人 LDAC. 所 以 4 盏 在 4D 与 4B 之 间 , 由 此 
可 得 4 在 4M 与 4D 之 间 . 
63. 三 角形 的 一 个 角 平 分 线 的 长 小 于 夹 
此 角 两 边 的 等 差 中 项 . A 
解 设 4B>40, 延 
长 中 线 4U[ 至 4', 使 
AL4'M=AM, 连结 BA4'， 


则 /ED 
A4'<4B+BA'. 人 
又 由 问题 62, 知 Vv 
BA'= AC A’ 
。. 2AM<ABITAC., 
因此 


4M< 亨 (A4B+ .40). ©® 


但 由 问题 62， 知 人 4 的 平分 线 4 已 在 中 线 
4 邓 与 高 4D 之 间 ， 从 而 4 已 < 4 并 ， 所 以 由 
@ 得 


4B< 记 (4B+AO). 


64. A 的 两 顶点 BB、Q 分 别 向 
对 边 4C、4B 引 垂 线 ， 设 其 垂 足 分 别 为 瓦 、 
2， 则 线段 ZE 的 中 点 与 边 BC 的 中 点 的 连 
线 垂 直 于 五 F。 A 

解 设 BC、EF 的 中 点 
分 别 为 了 、 玉 ,连结 了 如、 

YF， 则 了 为 直角 三 角形 


BEC 的 斜 边 BC 的 中 点 ， h BE 
BY =Y. 
同 理 , BY 一 YF, B 一 一 六 一 
“, YE-YF,. 


因此 人 了 BF 为 等 腊 三 角形 , 式 为 底 边 BR 
的 中 点 。 所 以 了 X_ 上 EF 

65. 车 过 人 4BO 的 顶点 4 任 作 一 直线 ，. 
过 BB、C 再 分 别 作 
此 直线 的 垂 线 ， 
其 疏 足 分 别 为 D、 
加 , 则 这 两 个 垂 足 
到 BC 的 中 点 等 
距 。 
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解 作 MFLDE, 则 BD) MF CE. M | 4A.L BO, 若 延 长 4B 至 DD 使 8D=BRH, 则 


是 BC 的 中 点 ， 因 
ML 在 线段 DB 的 垂直 平分 线 上 . 
MD 一 MB 
注 本 题 证 明了 梯形 的 一 个 性 质 : 
DBD 二 CT 一 2 了 了 
66， 在 A4BC 中, 4B>40, 由 顶点 4 
向 对 边 BC 作 委 线 A 
AD, 设 P 为 4D 上 
的 任 一 点 , 则 有 
PB~PO> 4B~- AO. 
解 由 4B>40， B56 © 
有 BD>0CD。 因 此 在 BD 上 取 点 0', 使 
DO'~= DO, 
则 有 40' 二 A0, FCO' 一 PO. 又 设 BP 与 4C' 
相交 于 点 D, 则 
O04A+0B>AB, 
OP+00’'>PC'. 
A0'+PB>AB+PO'. 
‘PB PO'> A4B— AO'. 
-PB- PO>AB- AC 


AC、AD、4 际 号 成 相等 的 角 : 
LBAC= /CAD= /DAE, 
则 BEO<CD< IT 万. 
解 因为 4B 为 XT 的 重 线 , AC、4D、 4B 
为 X 了 的 斜 线 , 所 以 


LR>/AAC0B>/ADC. 
因此 LR</ACD< LADE, 
设 LA0B= /AC0B', 

LADOC= /LADO', 


则 边 CB'、 DC' 分 别 在 角 人 A4CD, 4DE 
内 。 且 
A40OBse2 人 40OB,， 
A4DCOcseA4DO,， 
LO0B'D> 4DO， 
LDO'E>LE, 
由 此 CD>0CB', DB> DO 
.0 BO<CD<DE. 
68。 在 锐角 入 4BC 中 ， 人 B=2LO 时 ， 


因而 D8 一 BF， 于 是 可 知 点 | DA 的 延长 线 必 经 过 边 4C 的 中 点 2《。 


解 “BD=BH, 
LBDH= 人 BHD= 地 ZABO= 0. 
但 是 人 
LBHD= /MHO, . 
ZMHO= /0. 
.…。 MO~MH. 
因而 在 和 4HC 中 ， 和 — 
LAHCO= /RFR, D 
从 而 人 AHM、LHAM 都 是 Zc 的 余 角 ， 
., MH=MA., .. MA~MO., 


即 点 履 是 边 4C 的 中 点 。 

69， 若 在 八 4BC 中 ,A0=2 人 LB, 从 4 
向 BC 所 作 垂 线 为 4D,， 则 DB 与 DO 之 差 
等 于 4C。 A 

解 在 DB 上 作 NS 
DE=0D, 则 

AE= AC. CoE B 
“» LAEC~= /0O=2LB=/B+LEAB,. 
.» LBAB= /EBA. 
“» AE=EB. 
即 A0=%B,. 又 CD=DE. 
.“»。 DB—DO~DB—_DE~BB= AO. 
70， 若 从 锐角 八 4BC 的 顶点 B、C 各 向 


对 边 作 垂 线 ， 在 这 两 hd 
A 


条 垂 线 (或 其 延长 线 ) 
PP’'+Q8'=BC. 


上 分 别 取 BPC4、 
08~B4, 再 过 了 、9 
作 PP'LZBO、G9'L 
BC, 则 

解 设 4D1LZC, 则 在 人 A4BD 与 AC89' 
中 , 人 B4LD= 909'( 都 是 了 了 3 的 余 角 )， 
LADB= ZO00Q=ZRE, 


且 4B=08，, 
“, AABDEANCQQ'. 
. BD=Q0Q". 
同 理 ， A4DOsABP'P.。 
»。 CD=PP'. 
因此 有 


PP'+Q8'=0D+BD= BO. 
71。 在 人 4BC 中 , 由 和 4、B 各 向 对 边 作 
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垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 D、 有 加 ,4B 的 中 点 为 了， 
则 

LEDF~= /0O, 

解 设 4D 与 BE 
交 于 点 互 , 则 ZC 与 
人 BHD 互 为 补 角 。 

 AC= AL4PFB. @ 

但 LAHBE= /HDEB+LHED., 
因此 由 @, 有 

LC0= /HDER+ /HED,. 四 
但 LAEB= 4DBw /BR. 
所 以 ,点 和 4、B、D、 互 在 同一 风 周 上 . 

“, AHED=-/FAD. 
又 百 是 直角 三 角形 4BD 的 斜 边 上 的 中 点 ， 
由 此 可 得 ,， 人 人 FAD 二 人 FDA。.。 所 以 由 回 , 有 

AL0=/HDE /FDA= /EDF. 

72. 在 人 4B0C 中 ,人 B> LO, 若 从 号 
CC 分别 身 对 边 4C、 
AB 作 重 线 BD、08， ec 
则 CE>BD. 

解 延长 BD、OE， 
使 DB'=BD, EO0' 一 
Ok. 则 人 BCB'、 和 ACBO’ 二 大 角 
BC'=BO=0B'. 由 此 可 得 LCBOC'=2 人 BB， 
人 BCB'=2 人 人 LC。 然而 由 假设 一 B> CO, 有 

LCBO'> /BOB'. 
因此 在 ABOB'、ACBC' 中 ，CB' 
BC 公有， 人 LCBOC'> BOB’, 
'. C0'>BB'. 


义 
‘ BD=1 BB, 0E~ 地 00', 


»» C8>BD. 


”” 《5) 角 平 分 线 

注 关于 内 心 、 旁 心 问题 参考 第 二 章 圆 的 
部 分 . 

73， 在 人 4BC 中 ， 设 人 4 的 平分 线 与 
有 4B>BD, 40> 
CD. 
解 人 人 4DB=/C 

十 人 D4C。 B 

而 - ys D 


一 


同 理 ， 


LDAC=: /BAD. 
由 此 本 得 ”人 4DB> 人 BAD, 
.» AB>BD. 
同 理 ， 40> 0D. 
74， 设 0 为 A4BO 的 ZB、LC 平分 
线 的 交点 ， 延 长 40 入 


与 50 交 于 D， 从 0 
向 BC 作 垂 线 OB, 则 
LBOE= /OOD., 
LCOD= /L0404+ LACO 
=- 到 LA4+ 二 LO、 @ 


解 
由 和 人 BE0= 人 人 R, 知 
LBOB= /LR 于 LB. 


> 诗人 《4+ 诗人 Bt 诗人 LO~ 人 LR 
“» LBOE=/Bs$ 8、 
-部 227 ee 
故 由 @、@， 
Da 


75、 公 人 4BO 的 Bh 水 C 胸 平 公 线 交 
cA) 


于 点 OO， 过 0 作 平 行 
于 BC 的 直线 与 4B、 
4C 分 别 交 于 改 、N， 
则 MAN=MB 二 NOC. 

解 MN 了 Bo, B 

“. AMOB= /OBGO. 
但 LO0BC= /MBO, 
», LMOB=/MBO, 
, MO=MB. 
NO=NO. 
因此 MOTNO~MB+NG. 
即 MN=MB+NO., A 

注 0 为 人 4BC 的 内 
心 ( 参 考 问 题 429) 。 

76， 设 入 4BC 的 LB 
平分 线 与 外 角 A40D 的 平 
分 线 交 于 点 0O， 过 0 作 平 A 
行 于 BC 的 直线 与 4B、 


,4C 分 别 交 于 ML 从 则 .3 
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MN=—MB~NO, 
解 由 NOJCD， 

‘“» LNOC=/O0D., 
但 LNCO= ZO0D. 

。 LNOC=ANCO., 

*, NO=NO., 
同 理 ， MO=MB. 

‘, MN~MO~NO~MB~NO. 

77、 入 4BC 的 FE 
人 B 的 平分 线 与 它 4 
的 外 角 平 分 线 的 夹 
角 等 于 人 4 的 一 
半 。 B C D 


解 设 么 40D 为 作 4BC 的 外 角 , 则 
LA40D= /A+L4BO, 
又 LECD 是 人 EBC 的 外 角 , 因而 有 
LECD= ZE+AEBG. 


但 LECD= 洱 Za0D. 
, 去 L4+ 二 人 L4BO- LEB1LEBC. 
两 边 同时 碱 去 等 角 去 和 4BC 一 人 BBO, 得 


1 
LE= 到 人 4- 


注 有 为 人 4BO 的 LB 内 的 旁 心 (参考 
问题 430) . 
78. 下 面 的 论述 正确 吗 ? 


三 角形 项 角 的 平分 线 与 对 边 垂直 平分 线 的 - 


交点 在 三 角形 的 外 部 . 

解 一 般 地 ， 三 角形 的 顶 角 平分 线 与 其 对 
边 的 垂直 平分 线 过 三 角形 外 接 圆 局 上 的 局 一 
点 。 但 在 等 腰 三 角形 时 ， 这 两 条 直线 重合 ， 
所 以 这 个 论述 不 一 定 正 A 
确 。 

79。 设 A4BO 的 一 B. 
人 C0 的 平分 线 交 于 点 O， 
则 

LBOC=90° + 至 pp f 
设 与 ZB、 人 LC 邻 补 角 的 平分 线 交 于 点 0', 则 
ZB0'C=90" -诗人 4. 
解 在 入 BOC 中 


Bood LOBC+ LO00B=2/R, 
即 
LABOC+ 到 ZB+ 二 人 0=180°. @® 


1 1 1 一 g0e 
1 1 gn 1 


代入 , 得 
LBOC+90" 一 入 LA4=180°, 
“LBO0~90°+ 光 人 4. 
又 LOBO'~/R=LO00',， 四边 形 0BO'C 


是 圆 内 接 四 边 形 . 
-BOO=180" 一 BOO 


=180* 一 (90" 二 到 Cd4j 
=90" 一 去 24.。 


8O。 设 在 人 A4BO 中, 人 LB>Z0, 则 LB 
的 平分 线 BD 小 于 A 
人 0 的 平分 线 CEB, 

解 因为 ZB> 
ZO0, 有 
LABD> /AOER. 8 2 
所 以 在 4BD 内 可 作 人 人 DBF= /A408. 
和 FBO 中 , 由 于 LFBO> LFCB, 有 了 FB< 
ZO,， 所 以 在 C 及 上 可 取 ( 石 一 68。 设 过 五 
作 了 了 B 的 平行 线 交 CB 于 玉 。 则 在 人 BZD、 
ACHK 由 ,BF=0H, LBEFD= /CHK, 
LFBD= /HOR, | 

“, 人 BFDRAOCOHEK, 
"» BD2CGK<OE, 

81.， .人 和 八 4BC 的 每 个 cr A B， 
外 俘 的 平分 线 作 成 
A4'BO 对 人 A'B'C’ 


E 


. 的 每 个 外 角 的 平分 线 又 
作成 人 AA4"B"O", 继续 
对 新 三角形 的 每 个 外 名 A 
分 线 作成 三 角形 , 则 其 极限 为 正三 角形 
由 问题 79, 有 
ZL4=LB- 瑟 人 4 
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同 理 ， LZB' 一 人 BR- 互 /B. 


因此 L4'~LB' 一 王 (C4~L 司 ， 


这 就 告诉 我 们 ， 第 -个 新 三 角形 的 两 角 之 差 

等 于 对 应 的 原 三 角形 的 两 角 差 之 半 . 同 理 第 

二 个 新 三 角形 4%B"0” 有 
LA4"~LB"=# (LA~LB) 


= (LA~LB). 
一 般 地 ,第 n 次 新 三 角形 BuOs 有 
LAL~ZLBo= 击 (2C4~LB)。 


其 中 尺 为 正 整 数 , 当 % 充 分 大 时 ， 序 - 就 任意 
地 小 .因此 , 当 % 无 限 增 大 时 , 喜 的 极限 为 
零 . 所 以 站 (人 4~ 人 B) 的 极限 是 零 。 因 


而 ， 当 多 充分 大 时 ， 有 LAn= LB,. 同 理 
LB,= LOCrn. 所 以 AAnBnOn 的 极限 为 正三 
角形 . 

82. 设 卫 为 A450 的 人 4 的 平分 线 上 
任 一 点 , 且 .4B+ 4C, 则 

AB~AC>PB~PO,. 

解 设 A4B>A4C 时 ， 
在 4B 上 截取 4D= 
AC, 连结 DO, 则 

A4DF22A 人 4OP， 

“. PD=PO, 7 
. AB—-AC=A4B—AD=DB,. 
又 PB-PC~PB-PD. 
但 是 在 APBD 中 , DB>PB 一 PD. 
“. AB—AC>PB-PC. 
设 4B< 4C 时 , 同 理 有 
AC—AB>PC—PB. 
所 以 一 般 地 
. AB~AC>PB~PO. 

83。 设 八 4BC 的 边 BC 的 中 点 为 DD 
人 4DB、LADC 的 平分 线 分 别 与 4B、4C 
相交 于 妃 、 了 也, 则 jEF<BBTOF. 

解 延长 BD 至 以 , 使 DUFFD, 根据 两 
这 及 其 夹 角 对 应 相等 ,有 

人 A 人 3BDPMSACDP， 


ee te ee 


因此 
又 
LEDF- /BR, 
MD= DF, 
所 以 DE 是 用 fF 的 垂 
直 平 分 线 ， 

., EM ER. 
但 是 ,在 人 BMEB 中 ， 
BE+BM>EM., 
.。 EF<BE+OF. 

84， 在 八 4B0 中 , LB=3LC 时 ,从 BB 
向 人 4 的 平分 线 引 垂 线 BD, 则 
BD~ (40—AB), 

解 设 BD 的 

延长 线 与 4C 交 


于 召 , 则 
AB=AE. B 


由 问题 55, 有 人 BBO 志 (LB 人 0). 
但 是 LB=3L0. 
“» LEBC~E(8L0- LO)=LC. 


BM 一 OCX， 


M 


«0 EC=EB. 
_1 计 
BD=5BE=3 EC 


= 也 (40- 4B)。 


85. A 人 4BOC 
中 , LC 的 平分 
线 与 边 4B 相交 
于 卫 , 过 了 作 平 
行 于 40 的 直线 
分 别 与 边 BC 及 
人 《LC 的 外 角 平 分 
线 交 于 了 了 、2, 则 


XY=Y2Z. 
解 设 人 LC 的 平分 线 为 Ox, 又 因为 了 2 

1 4C, 则 有 : 
LACX= /BOX= /ORY.,. 

所 以 人 了 ZC 为 等 采 三 角形 。 从 而 
XY=0Y. 

其 次 ,延长 4C 至 卫 ， 
‘LYO0Z=/DOZ= LO02Y, 
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"，0O7Z = 了 2Z. 
因此 XY=YZ. 

86. 设 人 入 4BC 的 人 4 的 平分 线 与 边 
BC 的 垂直 平分 线 交 
于 点 D, 过 也 分 别 作 
4B、4C 延长 线 的 秋 
线 DX、DY, 则 

AX=AY, 
BX~0Y. 、 

解 设 BC 的 中 点 了 
为 吾 , 直角 三 角形 4DX、A4DY 的 公共 斜 边 
为 4D. 又 

LDAX=LDAY, 
“. 人 A4DXceA4DT。 
因此 ， AX=AY, DX=DY. 
又 ED 是 BO 的 垂直 平分 线 , 有 DB 一 DO, 大 
此 直角 三 角形 DBX 与 DO7 全 等 。 


“, BZ 一 OZ. 
87， 在 人 4BC 的 边 4B 上 任 取 一 点 也 
40 的 延长 线 上 任 取 A 


一 点 连结 DP. 车 
人 4DF 的 平分 线 与 。 ， 
人 4B0 的 平分 线 交 于 AR 

NW， 人 A4FD 的 平分 线 与 B ~ 
人 40B 的 平分 线 交 于 | 
ML, 则 

LBND= /0MF. - 

解 NVN 是 和 人 DPB 的 A 
旁 心 有 = 到 人 DPB (问题 77). 又 
是 人 CPF 的 旁 心 ,有 

LAMB LOPF. 


LDPB= /CPF. 
LOMF= /BND. 

88. 设 P 为 人 4BC Cr: 
的 人 4 的 外 角 平 分 线 
上 有 异 于 4 的 任 一 点 , 则 

BP+PC>AB+AC. 

解 延长 B4 截取 
40O' 一 40, 则 BE é 
A4CFseA4C'P (两 边 夹 角 ) 

,CP=0'P, 
“, BP+PO~BP+PO'>BO’ 


但 是 


ee 


0 又 BDI ED, 


A4B+AC. 

即 BP+PO>AB+AC. 

89. 车 人 4BO 的 边 4B= 寺 40, 从 C 
向 Z.4 的 平分 线 4D 作 垂 线 CP, 则 

AD=DF. A 

解 设 CF 的 
延长 线 与 4B 的 
延长 线 交 于 B'， 
则 有 CF 一 FB'. 
设 过 也 作 BO 的 
平行 线 与 4B' 交 于 到 则 由 BF 一 FC， 有 
BE 一 玉 B', 因而 由 假设 4B 一 寺 40, 有 


4B-= 于 4B" 
.4B 一 B7 一 有 BE 


4D= DB， 

S90. 从 A4BC 
的 顶点 B.C 分 别 
疝 人 44 的 平分 线 
作 垂 线 BB、CF,， 
设 BC 的 中 点 为 G， 则 人 GZP 为 等 腰 三 角 
形 


[eo 


解 ” 设 延长 BB 与 4C 延 长 线 交 于 五 ， 延 
长 CF 与 4B 交 于 下, 则 有 

ABE 1 BH, AF | CK. 
因而 , 如 、 了 分 别 为 BE、CK 的 中 点 。 


< _1 4 
a GE=0H, GF=3EB. 


AB=AH, AK—40. 
.. BK=~0H, GB:=GF, 
即 人 GEF 为 等 腰 三 角形 . 

91。 设 从 A4BC 的 顶 
点 B、C 分 别 向 4 的 外 
角 平 分 线 所 作 的 生 线 为 
BB'、 CO', 人 4 的 平分 线 
为 4D, 则 三 线 BO、CB、 
AD 共 点 . 

解 设 BB' 与 04 的 延 
长 线 交 于 如 ,由 4B' 为 
人 BAB 的 平分 线 且 
4DB LESB, 


但 是 


， 则 4D=DX， 
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得 

B' 为 BE 的 中 点 . @ 

又 4D 是 人 4 的 平分 线 ，4B' 是 人 4 的 外 

角 平 分 线 , 有 LB'AD=/R. XBB' LAB'. 
*. BE/ AD. 

设 BC 与 4D 交 于 点 P, 由 名 知 P 为 4D 
的 中 点 , 即 0B' 过 4D 的 中 点 了 。 同 理 ，BC' 
也 过 4D 的 中 点 了 P， 所 以 4D，B0O'’,，0B’ 
共 点 。 - | 

92。 设 入 4BC 的 人 LB 与 LC 的 平分 线 
交 于 点 0， 从 4 向 BO、CO 引 垂 线 ， 其 垂 足 
分 别 为 也 也, 则 DE | BC. 

解 设 BD、CE 分别 为 人 B、LC 的 平分 
线 ，AD 1 BD，, A 
AEB OB。 延长 \ 
4D、.4 允 与 吾 C 
分 别 交 于 XX、 了 Y， 


4 万 一 了 7。 
DZ 1 XZ， 
即 DE BC. 

93， 在 人 4BC 中 , 车 从 点 4 向 人 B、 
LC 的 平分 线 作 A 
答 线 ， 其 垂 足 分 \ 
别 为 已、 则 

Pg 二 (4B 


+AC0— BO). 
” 解 设 延 长 4P、48 与 BO 分 别 交 于 六 
万 , 则 有 4P 一 PPD,， 48 一 8 及. 


.. Pg 地 Dg=3 (BD+OE— BO). 


但 是 4D、4B 分 别 为 <B、LC 的 平分 线 的 
垂 线 ,有 BD=AB, 0E=AC. 


“ PQ 地 (4B+AC— BO). 


94. 在 人 4BOC 
中 ， 由 顶点 C 向 
4、 外 角 CAK 的 
平分 线 分 别 作 垂 线 
CD、C 万 , 设 其 垂 足 
分 别 为 刀 、 已, 2 为 
边 BC 的 中 点 ， 则 
三 点 以 ,D, 百 共 线 ， 


解 ” 设 延长 OD、0B 与 4B 的 交点 分 别 为 
妃 、 瑟 , 则 CE 的 中 点 为 也 CK 的 中 点 为 
所 以 , 0B、CH、CK 的 中 点 收 、D、 召 在 平 
行 于 KB 的 直线 上 . 

35。 在 人 4BC 中 , 由 顶点 4 向 人 B、 
人 0C 以 及 外 角 4B9、40S 的 平分 线 分 别 作 
四 条 垂 线 , 则 其 荆 足 P、@、 85 共 线 . 

“A 


S 
SS 


Q AR PNS 
/Xx 
SNEAN 

AM NASSS 

[a R R 于 S 


解 设 由 4 认 外 角 4CS' 的 平分 线 作 垂 线 
为 48, 延长 48 与 BC 的 延长 线 交 于 S， 则 
有 .4S=SS“， 同 理 , 对 其 余 三 条 垂 线 4P、 
AQ、AR 与 BC 的 延长 线 分 别 交 于 P、@Y'、 
吾 ， 则 忆 、@、 号 分 别 为 4P'、A 介 、4ER' 的 中 
点 。 因为 S'、P'、 8 、B' 在 直线 BO 上 , 所 以 
了 P、&、 BR、5 在 平行 于 BC 的 直线 上 . 

96. 设 入 4BC 中 ,人 B=60°, AL4、 人 LC 
的 平分 线 与 BC、4B A 
分 别 交 于 D、 召 , 则 

CD+AE=—AC. 

解 由 问题 79， 

ZB=60°, 
则 有 B D C 
LAFC=120°. 
, ZOFD=60°, 
作 和 4FC 的 平分 线 BG, 则 有 
A 人 CDS22ACFG， 
因此 CG 一 0D. 同 理 4G= 4 刀 1。 
。 CD+4AE=AC,. 


(6) 边 的 中 点 、 中 线 、 重 心 
97， 设 入 4BC 的 边 BC 的 中 点 为 DD, 则 
GD 4D< 到 (4B+4O) ， 


(2) 4D> 王 (4B+AC— BO). 


解 (1) 延长 4D, 使 4D=DE, Wm ABEC 
为 平行 四 边 形 , 4C=.B 加 。 因 此 
AB+A40—AB+BE, 


但 是 ABT+BE>AE, 
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即 AB+ BE>2A4D. 
。 ABTAC A 
>2A4AD, 


AD< 计 (4B+40). 


ge 5 C 
(2) 字 据 三 角形 两 
边 之 差 小 于 第 三 边 ， 
有 
AD>A4B- BD, E 
AD> 40-CD. 
., 2A4D>AB+ AC- (BD+ DO). 
但 BD+ DO= BO. 
24D> AB+ AC— BOC. 
即 4D> 部 (4B+ AC— BO). 
98， 设 入 4BC 的 三 条 中 线 分 别 为 4D、 


BE、CF, 则 
去 (AB+BO+C4) <AD+ BR+OF 


<AB+BC+04. 
解 根据 问题 9 入 
(1), 有 
AB+ AC>24D, 
AB+BC>2BE, 
AO+BC>20F. BoC 
这 三 个 不 等 式 的 两 边 分 别 相 加 县 除 以 2, 得 
AB+BCTOA>AD+BE+OF, © 
其 次 ,根据 问题 97 (2), 有 
AB+ AC— BO<24D, 
AB+BC-0A4<2BE, 
AOC+ BOC- AB<20F,. 
这 三 个 不 等 式 的 两 边 分别 相 加 ,得 
ABT+BO+FOA<2(AD+ BE4OF), 


~ (4B+ BC+CA) <AD+ BE+OF,. 
© 


综 [=] Sy ©, 有 
BAB+BO+CA) <AD+BE+OF 


<AB+BC+CA. 
- 99， 设 入 4BC 的 三 条 中 线 4D、BE、 
oF 的 交点 为 G， 则 
AD+BE-+OF< AB+ BOOA 
<3(04G+ BGTCG) 。 


证 明 题 


解 根据 问题 97 有 
4D< 吉 (4B+40), 


© 


BE<3(4B+B0), 
CF< 闻 (40+ 


B0. 四 
@+@+@, 得 
AD+BE-+COF 
<AB+BO+04. 

其 次 ,在 人 B6C 中， 
BOCO<BG+OG. 


© 


同 理 可 得 
CA<CG+AG, 
AB<AG+ BG. 

@+@+@, 得 | 

AB+ BO+CA<2(AG+ BG+CG). 
因此 AD+BEITCF<AB+ BO 
~ +04<2(4G+ BG+4CG). 
100.。 若 在 人 4BO 中 , 4B>A40, 4AD 为 
中 线 ， 则 A 
LBAD< /C4D. 
解 . 在 右 图 中 ， 设 
万 刀 《人 40， 中 
则 .AE 经 过 点 D。 由 2 
此 可 得 
AC4D= /BE. © 

但 BE<4B, 有 E 国 
LBAD</E. . 四 

出 @、 加, 有 

LBAD</C0AD, 
101，。 下 列 论述 正 A 

确 吗 ? N' 

人 4BC 的 边 4B 的 M 人 

中 点 为 政 , 过 戏 作 直 

线 与 边 4C 交 于 点 六 ， 

且 使 B 


MN= 闻 BO, 
则 MN , B0., 


解 在 人 4BC 中, 边 4 已 的 中 点 为 有 
AC 的 中 点 为 人， 则 有 : 


1 
MN= 


人 四 晶 


5 


B0, 
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MXN1A BC. 
但 是 ， 以 点 1 为 圆心， 于 BC 为 半径 画 网， 
一 般 地 与 边 40 相交 于 两 点 。 如 只 相交 于 一 
点 就 不 能 不 附加 上 特殊 的 条 件 (参考 问题 
102) 。 这 样 , 当 这 个 交点 是 4C 的 中 点 时 ,就 
有 MN BC， 不 是 4C 的 中 点 时 (上 图 中 的 

X) ,MX 就 不 能 平行 于 BC. 

102， 在 人 4BC 中, 设 边 4B 的 中 点 为 
也 以 也 为 圆心 , 序 BC 为 半径 画 贺 与 边 4C 
相交 于 两 点 或 一 点 ， 试 证 明之 。 并 求 出 只 相 
交 于 一 点 的 条 件 . 

角 
为 半 往 画 贺 ， 一 般 地 与 边 40 相交 于 两 点 . 
其中 一 点 必 为 4C 的 中 点 .而 与 40 只 相交 
于 唯一 点 的 情况 是 ,以 了 为 回 心 、 吉 BC 为 半 
色 的 加 在 点 处 与 4C 相 切 ， 或 者 另 一 个 
点 在 40 的 延长 线 上 .因而 五 是 这 个 茹 的 切 
点 时 的 条 件 是 人 ZC 二 LE， 第 二 个 交点 在 边 
40 的 延长 线 上 的 条 件 

、 F’ 


AD<DE<DO, (图 有 。 
.AD>DE>DC. (图 2)，. 


4D< 志 BC<DO， 


或 4D> 诗 BC>DO. . 


103, 在 人 和信 4BC 
中 , 设 卫 为 4B 的 中 
点 ， 则 连结 刀 与 4C 
中 点 如 的 线段 长 等 
于 豆 BC。 名 述 它 的 B 


一 一 一 一 一 


下 面 证 明 点 下 为 BC 


逆 命 题 ,并 求 出 逆 命题 成 立 的 条 件 。 
解 定理 的 逆 命 题 是 : 
在 人 4BC 中 , 设 4 且 的 中 点 为 连结 DD 


与 40 上 的 点 ,使 线段 DE 地 50 时 , 则 
互 为 边 4C 的 中 点 。 


逆 命 题 成 立 的 条 件 是 (问题 192): 
LC0= LB, 


4D< 杞 BC<OD 


或 
104. 


4D> 序 DO>0D. 
证 明 : Ei 条 中 线 交 于 一 


且 这 一 点 到 项 点 的 跤 离 中 线 长 的 


“好 设 A4BC 的 两 条 中 线 BD、 oz 相交 
于 点 G,。 延长 4G 与 
边 BC 相交 于 点 找 . 


的 中 点 。 

过 B 作 GB 的 平 
行 线 与 4 好 的 延长 
线 相交 于 点 了 ， 因 为 
至 为 4 妇 3 的 中 点 ， 所 
以 G 为 4F 的 中 点 . 

又 4 也 =DO, AG= 一 G 了 有 GD) FEC. 因为 
BF GC, BG PC, 所 以 BFOG 为 平行 四 边 
形 。 因 此 它 的 对 角 线 G8、BC 的 交点 用 是 
BC 的 中 点 。 故 三 条 中 线 4、 BD、0EB 相 
交 于 一 点 G。 

其 次 ,由 4G 二 GF, GM 一 MF 有 

AG=2GM. 


即 AG— 4AM. 


同 理 . 
注 G 叫做 三 角形 的 重心 
105， 在 A4BC ad 则 中 线 
BE 大 于 中 线 OF, 
解 “ 作 第 三 条 中 
线 4D, 设 入 4BC 
的 重心 为 @ 


,2 ee 
ee oe 本 0。 ; 
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BD= Do，4B>4C. 

/LADB> /4DO. 

其 次 ,在 人 GBD、 人 GOD 中 , GD 公用 ， 

LGDB> /GDo, 

., BG>CG. 

但 是 G 为 人 4BC 的 重心 ,有 

BG=3 BE, 0G= 卫 CF, 


.“. BE>CF. 

106， 在 人 4BC 的 边 4B、4C 上 , 分 别 
取 点 了 BE, BE、 CF 
交 于 点 G， 著 2G2 一 
GB, 2G8=GO, 则 G 
为 A4BC 的 重心 . 

解 设 M、N 分 别 
为 GB、GC 的 中 点 ， 


有 MN= 译 BC， 


且 MN Bc. 
但 寻 和 禄 据 假设 GB=2GE, GC 二 2GF 有 
. GM = QE, GN=GFE. 
,. EFZXMN. 
因此 , 平行 于 BC 且 等 于 BC 的 一 半 . 所 
以 如、 入 分 别 为 4C、4B 的 中 点 因而 BE、 
CF 是 人 4BC 的 中 线 ， 其 交点 G 为 人 4BC 
的 重心 . A 
107。 从 人 A45C 
的 每 个 顶点 向 三 角形 
外 的 一 条 直线 作 垂 线 . 
AL、BM、CN， 则 三 
条 垂 线 长 之 和 等 于 二 
角形 重心 8 向 这 条 
直线 所 作 垂 线 GP 长 的 三 倍 。 
解 设 BC 的 中 点 为 D 及 A4G 的 中 点 为 
E, 由 D、 恕 向 MN 作 垂 线 DD'、BB', 则 有 


AL+GP—2EE', 外 

BM+OCN=2DD', 四 

, 28E' +2DD'=4GP, 四 
@@ 十 名 +@, 得 


AL+ BM-ON=3GP. 

108. 过 和信 4B0 的 重心 8 引 直 线 全 了 ， 
使 4 与 B.C 在 XY 的 异 便 , 从 顶点 4、B、C 
向 这 条 直线 作 禾 线 ， 设 垂 足 分 别 为 4、B'、 
0', 则 44'=BB'+CC'. ns 


证 明 题 


解 ” 设 延长 

4 与 BC 交 
于 点 好, 巾 下 
为 BC 的 中 点 。 
从 2 向 XZ 1 
作 垂 线 2 好 ， 
则 有 BB MU’) CO， 
和 


BB'+00'~2MM'. @ 


设 4G 的 中 点 为 召 , 从 加 向 之 了 作 垂 线 BB'， 
则 有 2EB' 一 44'.。 因为 GE 一 GM, 所 以 


MM'~ EE', 
从 而 . 
2MM'= A4’, 四 
由 中 、@@, 得 
BB’+00'=44'. 


109。 在 直线 XY 了 的 同 侧 有 两 点 互 、C， 
另 一 侧 有 一 点 
4, 若 点 B、C 至 
XY 的 距离 之 和 
等 于 点 妇 4 至 辽 Y 了 
的 距离 ， 则 直线 
XZ 过 A4H6C 的 
重心 。 

解 设 44'=BB'+CC', Ad4BO 的 中 线 
AM 与 直线 XY 了 的 交点 为 9, 证 明 G 为 
和信 4B0 的 重心 

从 用 向 XY 了 作 重 线 履 MY', 则 有 

2MM'~= BB’+0C’, 

. AA4'~2MM'. 
从 4G 的 中 点 召 向 X 了 作 垂 线 EE， 

AA'=2EE'. 
由 @、 回 有 MM' 一 EE, 
| GM~GE~AB~$ AM. 

因为 4 是 人 4BC 的 中 线 ， 所 以 点 G 是 
入 4BC 的 重心 。 . 

110. 已 知 人 4BC 的 中 线 BZ、CF, 车 延 
长 BE 至 G, CF 至 万 , 使 

BE= BEG, 

CF=FH, 


点 共 线 . B Sc 


则 G、4、 及 三 
解 在 人 48G 和 人 08B 中 ,4E<=E0, 
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EG—EB, /AEG= /0EB, 
A 入 ABCLQACED, 
'. ZEAG= /ACB. 
闻 理 , 和 人 47H 入 BFOC， 
*. LFAH= /AFO. 
eo» LEAG+/FAH+ /BAC 
~/ACB+/ ABC+ /LBAC 
-2/R. . 
因此 , 4G 与 4 是 同一 条 直线 。 所 以 三 点 
G, 4, 互 共 线 。 
111。 若 信 4B0 的 边 4B 的 中 D, 
在 边 上 截取 4E 
等 于 王 40， CD 与 
BB 交 于 点 0, 则 
BE=40E. 
解 设 4E 的 中 3 
点 为 了 ,AF 一 FE~EC, 有 4AD~DB. 
. DF/ BE, BE=2DF. 
又 DZ 1 OE, FE~EO, .. DF~=208. 
*. BE=—2DF=40E. 
112.。 设 和 4BC 的 三 边 4B、BC、C4 的 
中 点 分 别 为 也 、 了 五、 A 
,从 D、F 以 任意 : 
方向 引 平 行 线 DG、 F 
BH 分 别 与 BC 相 
交 于 G、 五， 则 Bb 
BG=EH. 
解 ” 央 为 到 了 分 别 为 BC、AC 的 中 点 ， 


EF= 4BBD, LB= /FEH, 


E He 


LBDG=—/EFH 
(* BD/ EEF, DG) FH). 
“» ADBC@AFERH, 
'. BG=EH. 

113。 作 和 4BC 的 中 线 4D, 过 边 BC 上 
任 一 点 卫 引 平行 
于 4D 的 直线 ， 设 
此 直线 与 4B、4C 
或 其 延长 线 的 交点 
分 别 为 8、 有 B, 则 不 
论点 卫 的 位 置 如 
何 ，PQ 十 PB 为 定 
值 ， 


形 25 


解 设 过 点 @ 引 0 的 平行 线 分 别 与 4D、 
4C 交 于 点 B、S, 因 为 也 是 BC 的 中 点 ,所 以 
吾 为 8S 的 中 点 .又 因 4B1N RQ 所 以 BQ 一 
2AE. XX PO=DE, 


‘, PQO+PR=2PQ +QR 
~—28D+2AE 
一 24D( 定 值 ). 
114， 在 相交 于 点 O 的 两 条 直线 上 , 分 别 
取 线 段 4B=CD. … 
设 4AC、 BD 的 中 点 
分 别 为 到 、N， 证 
明 及 是 与 4B、 
CD 无 关 的 定向 直 
解 ” 设 相交 在 点 Dy 


0 的 两 定 直线 2、.y， 在 zz 上 取 A4B,y 上 取 
CD, MN 与 $Y 的 交点 分 别 为 、Y, BC 
中 点 为 一 则 有 


WML) AB 
且 - MXZ= 亏 4B, 

LN/I CD 
且 ZN= 词 CD。 


由 4B~CD, 知 ML=LN. 
ZLIN= LN 
因此 LOXY ~ /OYX. 
所 以 直线 人 了 平行 于 x、2 夹 角 的 平分 线 , 即 
寻 轩 是 与 4B、CD 无 关 的 定向 直线 ， 

115， 在 人 4BC 中 , 设 4B>40,P 卫 为 
中 线 4D 上 任意 一 A 
点 ， 则 有 4B 一 4C> 
PB-PO. pg 

解 在 4B 上 截取 Z| 
AE 一 40, 连结 EC、 B Sc 
EP, 出 于 4D 是 中 线 , 人 BAD<_ 人 C4D, 

*. 了 一 BC。 
但 是 在 人 PBE 中 ,有 
BE>PB-PE>PB-PO, 
., AB=AC>PB- POC. 

116， 在 入 4BC 中 , 设 BC 的 中 点 为 2， 
延长 中 线 4M 使 及 DBC， 若 人 人 AMC= 
60°, 则 BDJL BO， 

解 ” 设 和 D 的 中 点 为 5, MB=2MB, 
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"LBME~—/AMC A 
; . =60°, 
因此 人 BBM 是 正三 角 


形 。 所 以 B C 
EM=EB=ED, 
从 而 | E 
LDBM= /RR 
(参考 问题 120) 。 D 
好 BD LBC., 


117。 在 入 4BC 所 在 的 平面 上 ， 到 此 三 
角形 的 三 个 顶点 等 距离 的 直线 有 几 条 ?并 表 
出 其 方向 。 

解 设 边 BO、C4、 
AB 的 中 点 分 别 为 忆 、 
@、 马 ， 则 到 点 B、C 成 
等 距离 的 直线 过 点 卫 ， 
又 到 点 C 与 点 4 成 等 
距离 的 直线 过 点 8, 从 而 过 两 点 刀 、@ 的 直线 
是 到 点 4、B、C 成 等 距离 的 直线 . 同 理 , 过 
点 @ 甩 及 五 呈 的 直线 , 也 是 到 点 4、B、O 
成 等 距离 的 直线 。 因 此 到 三 点 4、B、C 成 等 
距离 的 直线 有 三 条 。 

118. 如 果 人 入 4BC 的 边 BC 的 中 点 为 也 ， 
且 

LABD+ /DAC 

= 人 /LB. 
那么 A4BC 是 什么 
样 的 三 角形 ? 
 ” 解 . 作 人 4B0 的 
外 接 园 ， 过 4、D 引 . B 
弦 4B, 由 条 件 LABDT+/DAC=/R, 知 

40+ 大 一半 加 局. 

所 以 4 是 这 个 贺 的 直径 。 因此 刀 是 此 
的 圆心 , 且 有 4D.LBC. 所 以 人 4B0 是 人 4 
为 直角 的 三 角形 , 或 是 4B=AC 的 等 腰 三 角 
形 . p 

119.。 设 有 两 定点 
4、B 及 动 点 P, 4P 
的 中 点 为 8,， BQ 的 中 Kf 
点 为 为 证 明了 PR 必 R 
过 4B 上 的 定点 。 

解 设 PB 与 定 线 MB 


段 仿 的 交点 为 M， 引 @0/ 4B 与 PUM 交 


于 点 C, 因为 4Q 二 RP， 所 以 在 和 人 PAM 中 ， 
ws Ee 
I 
且 八 RBRBMUM 绢 入 RQC, 从 而 
. QC0=MB,. 
故 履 是 在 4B 上 上 且 使 4 政 :B=2:1 的 分 
点 。 定 点 与 动 点 卫 的 位 置 无 关 ， 即 PR 总 通 
过 4B 上 的 定点 用 . 


《?) 直角 三 角形 
120. 设 直 角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 为 
C0， 饼 边 4B 的 中 Ew A 
点 为 D, 则 i~ 
CD—L 4B. i 
2 : 
解 延长 CD, 使 


CD 一 DE， 则 有 B 
D4=-DB，DC= DB，-C= AR 
所 以 40OBZ 是 矩形 . 
“OE~AB, ". CD=2 4B. 


121。 在 直 和 三 角形 4BC 中 ， 若 LC 
60°， 4=30°, 则 A 
斜 边 4C 等 于 边 
BC 的 两 倍 . 

解 延长 CB 使 

BD=0CB, 
则 有 
AABDE2AABCO. E 
+ XD= /C=60°., 
从 而 A4DC 为 正三 角形 ， 所 以 40=4D. 
但 DC=2BC. 
AC=2BC. 


| A 
三 角形 4BC 的 直 Ze 


122， 若 从 直角 
J 


角 顶 点 4 向 斜 边 BC 作 垂 线 4D, 则 
LC= /LBAD, LB~= -0C4D.。 
解 由 人 BA4C~ 人 LR, 知 


Dc 


LBAD+ LZ0AD= AR @ 
又 由 4D1LBC, 知 | 
LBAD+ /B=/R, ©® 
所 以 由 人 @、 名 可 知 
LB=/04D, 


同 理 ， 0=LBAD, 
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123. 设 直角 三 角形 4BO 的 直角 4 的 | 长 4B 与 DCO 交 于 ML， 


平分 线 与 过 斜 边 BO 
中 点 下 的 垂 线 交 于 BR 
点 也, 则 E 
MA=~MD. M 
解 由 4 引 BC 的 天 
垂 线 4E, 则 有 - 
人 B48 人 CO (参考 问题 122)， 


| M4= 亏 BC— MO, 


D 


又 因 


", :AMAC=/0. 
而 BAB=LMAO, 又 LBAD= /CAD, 
*. ZLZDAB= /DAM. 
又 由 AR/ DM, 知 人 DAE= /ADYM, 
LZDAM= 4DM， 
从 而 MA=MD. 

124. 由 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 4 
向 斜 边 BC 作 垂 线 A 
4D, 则 有 

AD-+ BC>AB G6 

+AC. 

解 在 .BC 上 取 E D 
CE 一 AC, 过 加 向 40C、48B 作 垂 线 ， 设 垂 足 
分 别 为 H、G, 则 有 


B< C 


A4DCc2AEFC， 
= 也 7 一 4G， 他 
又 
EC=A0, © 
由 BGR LR, 有 
BE>BG. 日 
D+ 名 +@, 得 
AD+EC+BE>AG+ BG+AC, 
". ADT+BC>AB+A40., 
125. 在 和 人 4B 的 边 4B 的 延长 线 上 取 
BD 二 4B， 连 结 A 
DCO, 车 吾 为 BC 
的 三 等 分 点 中 靠 
近 点 B 的 一 个 3 C 
分 点 ， 且 


AE=—#0D, D 


证 明 和信 4BC 为 直角 三 角形 . 
解 在 人 4DC 中 , B 为 4D 由 点 ， 由 CB 
2BE， 知 点 召 为 人 4DC 的 重心 。 所 以 延 


则 耻 为 -DO 的 中 点 , 


且 由 加 是 人 4DOC 的 重心 ,有 
AB=3 AM. -© 
但 根据 假设 . ; 
AB=1 DO, ® 
所 以 由 @、 回 , 有 
工 
Se 
因此 MD= MA~ MC., 
所 以 LDAC= LR, 
即 人 A4HC 是 
直角 三 角形 。 
126. 由 直 
角 三 角形 4BC 
的 直角 顶点 4 B 
向 边 .BC 作 垂 


线 A ， 在 作 4BH、 AA0H 内 分 别 作 内 接 
正方 形 ， 其 中 正方 形 的 两 边 在 AN、BC 上 ， 
则 两 个 正方 形 的 边 长 之 和 等 于 高 4 及 . 
解 ” 在 图 中 ，BFEHK, PHQS 为 内 接 正方 
LEHR=45°=/PHS, 
LEHS=90°, 0@ 


LEAS=90°. 四 
所 以 ,点 4、 肥 \ 互 、S 在 同一 贺 周 上 . 因 . : 
LZERHA= /ANHS, 

所 以 它们 所 对 的 弧 4E 与 弧 45S 相 等 ， 它 
们 所 张 的 弦 AB 与 48 也 相等 。 所 以 , 在 
AE=SA, 

LAEK= /B=/SAP, 

LAKB= /R=/SPA. 

‘. AA4BKQASAP, 

.EK=A4P. 
XX PS=PH, - 
“。 EKT+PS=AP-+PH=AH, 
127， 在 右 图 的 直 A 

角 三 角形 4BC 中 ， 设 

一 4 为 直角 . 由 4 向 底 

边 BC 作 垂 线 4D, 人 LB B 
的 平分 线 交 40 于 囊 过 五 作 BC 的 垂 线 
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了 8,， 设 .4D 与 BE 相交 于 点 G, 证 明 : 
(1) 四 边 形 488G 为 次 形 ; 
(2) 人 4B9 和 人 BDE 的 面积 相等 。 
解 (1) 人 4BEQAFBRE, 


AE=FE. 入 
又 
人 A4B3ceA 人 7BG 
，4G=FG.、 8B i C 


F 
LAGE= /BAG+ 4B3 
~=/ACB+/EBC= /ABG, 
AG=AE, 

故 四 边 形 4BFG 为 菱形 . 
(2) 因为 GDJ/EF, 有 

SagqD=Sargp, 

“， Saspg 一 SArsa。 


一 


而 AABG@AFBS, 
所 以 人 A4BG 一 SAapDB- 

128. 从 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 4 
作 考 边 的 垂 线 4D， 
证 明 三 角形 4B0、 人 QR 
ABD、ACD 的 各 
内 切 加 直径 之 和 等 [入 、 
于 24D. Bps c 


解 设 入 4B0 的 内 切 贺 0 在 BO、C4、 
4B 上 的 切 点 为 一、 9 五 
AQ=AR, BP=BR, CP=C9. 
AB+A0— BO=—24Q, 
因为 四 边 形 4R0Q 是 正方 形 ,有 
AQ=OR. 
因此 , 设 入 4B0 的 内 切 贺 直径 为 &1， 则 
d=AB+AC— BO., 
同 理 ， 设 八 4BD、 人 和信 40D 的 内 切 贺 直径 为 
G2、 ds, 则 有 
d= AD+ BD— AB, 
s=AD+0OD—40. 
d+ G+ G3=24D. : 
129. 从 《0 为 直角 的 人 4BC 的 顶点 4 
引 BC 边 的 平行 线 4D, 设 边 4C 与 BD D 交 于 
玉 , 目 使 PD:=24B, 则 
/LABF=~2/FBC. 
解 设 人 40B= 人 ER, 4D 1 BC， 
LDAF=/R. 
设 直 角 三 角形 DAF 的 斜 边 DF 的 中 点 为 
E, 有 BA~ED=~EF, LADE= /DAE, 


证 明 题 


LAEF=-2/D. 
FD= 24B, | 
AB=AB. 
LABE=/ARB=2/D. 
因为 4D/ BC, 有 
ADBO= AD， 
LABE=2/DBoO, 
即 LABF=2/FBO. 
130. 由 直角 
等 腰 三 角形 4BC 
的 顶点 4 引 斜 边 
BC 的 平行 线 ， 在 
其 上 取 点 也 使 


根据 假设 
© 


A_30° 


he D 
| 


Ey 
B 
BD= BO, 
设 BD 与 40 相交 于 轧 , 则 有 CD=0BE. 
解 从 BB 向 D4 的 延长 线 作 垂 线 BF， 因 
全 4B2 是 等 腰 直 角 三 角形 ,有 


ee 
BF~B0. 


又 BD=BC, 有 BD=2BF 且 
LF= 人 LR. 

LFBD—60°, AFDB=30°, 

因此 在 等 腰 三 角形 DBC 中 ， 

ADBO= /FDB=30°, 


人 3DO 闻 (180° —30°) =75°, 


LDEC= /BBO+/BOB 
一 30。 十 45。 一 75。， 
“. ZBDC= DZBC， 
LODE= /COED,. 
OD=CE. 


，， A 
131. 若 在 直角 
三 角形 4BC 的 余 
边 BC 上, 取 两 点 B Ye 


D、 轧 使 
BD= .AB, On 40, 


即 


， 


宇 


2 3 L480, 


29 


LB4B= 广 LO 


解 由 B 向 4D 作 垂 线 BH, 由 4B= 
BD, 有 


LA4BH=3 ZB. © 
根据 假设 人 LB4C 一 一 玉 有 
ZOAD+/BAH=/R,. © 
又 
LABH+ LBAH= ZR. ®@ 


由 四 、@、@, 有 时 
/04D= 人 4BH= 疗 ZB. 
同 理 ， LBAB=3 人 0. 


132. 从 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 B 
向 边 40 引 垂 线 BZB A 
与 人 4 的 平分 线 4D NE 


交 于 点 万 ,过 了 3 引 4C 有 
A 


的 平行 线 与 BC 交 于 
点 G, 则 DG 
BF=BD=GC. 

解 人 人 BDF=L0+ L044D 
~/ABE+ /BAD 
= 人 LBFD, 

*. BF=BD. 


其 次 , 从 五 引 BC 的 平行 线 与 4C 交 于 点 已， 
虽 有 
LHFD= /FDB=/DFD, 
., LAFH=/AFB,. 


从 而 A 和 AAFHQ@A 人 AFSB, 
因此 FH=BF=BD. 
又 GC 为 平行 四 边 形 , 有 FH=GC， 
BF= BD=GC. 


133. 在 人 4BO 中 ， ZB 为 直角 ， 从 4 
启 CC 的 平分 线 及 其 外 角 的 平分 线 作 垂 线 ， 


设 垂 足 分 别 为 A 
D、， 则 DE 是 

AB 的 垂直 平分 了 E 

线 G 


. F 

解 4D 与 CB B C 
的 延长 线 交 于 点 了 了 , 则 
AACTQAFCD, 


所 以 也 为 4 了 的 中 点 。 同 理 如 为 4G 的 中 点 . 


ie 


DE /| FG, DE | BO. 

因此 DZ 过 .4B 的 中 点 。 又 由 A4BlLBC 有 
, DELAB. . 

故 知 DB 是 4B 的 垂直 平 
分 线 . 

134， 在 等 腰 直 角 三 

角形 4BC( 人 LAC= LER) 内 

取 一 点 D， 使 4D=40, 


人 LCA4D=30°, 则 | 
BD= DO。 i 
解 ”4D=40, 和 ， 
LCA4D=30°, A 
有 ZACD=75°. 
从 而 LDCB=15°. 
取 点 双关 于 DC 的 对 称 点 4', 则 有 
DO4' 一 75。， 
得 BC4' 一 60。， 
且 A'C:=AC, 


LO 一 DO。 
因此 , 人 ABC4' 为 正三 角形 。 又 
LCA'D= /DAC=30°, 
有 4'D 是 LO4'B 的 平分 线 , 即 4'D 是 BC 
的 垂直 平分 线 . 
.. BD=DO., 

135。 以 直角 三 角形 4B0( 人 LB 为 直角 ) 
的 两 边 4B、4C G 
为 边 向 外 侧 作 
正方 形 A4BDE、 
AOCFG, 延长 BA4 
交 BG 于 五 , 则 

BC=24AH. 
解 在 BE4 的 ?了 8 < 
延长 线 上 取 4K=A4B， 连 结 KG, 4O=4G， 
A4B=4K， 人 BAC/AGAK (都 是 LCAK 
的 余 角 )， 

“ AABCEAAKG, .. KG=BO. 
又 在 人 EKG 中 ,，G 及 /| 4H, 4 是 KK 的 中 
点 


ve 


*, KG—24H, 
从 而 BC=24H. 

136. 从 等 腰 直 角 三 角形 4BC 的 斜 边 
4C 上 任 取 一 点 卫 ,， 向 48、BC 引 垂 线 PD、 
PE, 由 也 向 DE 引 垂 线 PB, 则 PF 总 过 十 
点 。 
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解 设 4C 的 中 
点 为 0, BO 与 FP 
交 于 点 G, 则 由 

LDPR=/R, 

PF LDE, 
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有 
LFPE~ /PDE 
一 ADPPB 
(-.。 DBEP 是 长 方形 )， 
LDPA=45° = /EPC. 
.DBP4= HPO= /APG, 
。 人 APBO22APE60,， BO=0G. 
六 此 4BCG 是 正方 形 ，G 为 定点 。 所 以 了 FP 
过 定点 G。 


(8) 等 腰 三 角形 
137， 在 人 4BC 中 ,车 48B=40, 则 
LB=LC. 
其 逆 命 题 也 成 立 。 
A 


G 


多 
. 


B C CC B’ 


解 由 假设 4B=A0, 考虑 给 出 人 4BC 的 
反 向 人 40'B', 使 
A4EBCOSA40'B' (三 边 相 等 )。 
LB=L0', LC0= LB'"。 
LB=LB,, LC0=L0", 
, LB=/0. 
反之 , 设 <B= 人 LO, 则 
人 4BOcs2A 人 40C'B' (两 角 夹 边 相 等 ) 。 
AB=AO0', A0= .AB', 
AB=AB', AC= AC’, 
., AB=40. 
138， 设 入 4B0 的 
顶 角 4 的 平分 线 4D 
垂直 于 底 边 BC0， 则 此 
三 角形 为 等 腰 三 角形 。 
- 解 在 人 4BD 与 
和信 40D 中 ， 


但 是 


但 是 
A 


B 


ZBAD= /C4D, 
LADB= /ADC= LB, 


D 


es 了 Ar epimeadp Pt no tor nm， 


证 


明 题 
AD 公共 ， A4BDEe 和 40D， 
故 AB=A40., 

139， 等 腰 三 角形 . 人 
两 腰 上 的 中 线 相等 。 


解 设 等 腰 三 角形 
4BC 的 两 腰 4B、AC 


| 上 的 中 点 分 别 为 D、 互 ， 


在 A4BZB 与 人 40D 

中 ， ee 

AB=A0, AE= 4D, 
A4BFceA4CD，、 
BE=0D. 


人 4 公共 ， 
因此 


140. 从 等 腰 三 角形 的 两 底 角 顶点 向 对 


边 所 引 垂 线 的 交点 与 顶点 
的 连 线 平分 该 顶 角 . 

解 从 B、C 肉 对 边 引 
鸽 线 BD、CB， 设 其 交点 
为 0. 在 八 4BD、 八 ACE 
中 ， 


LADB~= /AEC= /LR, 
A4B=A0C， 人 4 公共， 

*. 人 4BDce 人 4BC. 
从 而 4D=AE。 又 在 八 40D、 八 408 中 ， 
斜 边 40 公共 , 4D==4E. 

". 人 A40D@ 人 和 AO0B. 
因此 LOAD= /OAE. 

141。 在 人 4BC 中 , 车 人 B 及 LC 的 平 
分 线 BD、CB 相等 ， 则 
此 三 角形 为 等 腰 三 角 
形 . . 

解 ” 由 问题 80, 如 果 
ZB> LO, 则 有 BD< 
0B8. 如 果 人 人 B< 人 LO， 
则 BD>0CE. 

此 都 与 假设 条 件 牙 盾 。 所 以 由 BD 一 CE, 有 
LB=LC. 


142。 设 等 腊 三 角形 4BC 的 顶 角 4 为 
120°, 在 4 向 
BC 所 作 的 委 KA 

线 4D 上 任 取 2 
一 点 了， 连结 B GS c 
PB、FC, 证 明 
AP+BP+CP>AB+AC. 
解 从 了 向 4B、4C 作 各 线 PK、PH, 


一 一 -rc 一 -一 - -ve 一 
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因为 4 万 =40，LB4P= AC4P. 所 以 在 
直角 三 角形 4PK、4PEH 中 ， 
LPAKR=/PAH=60°, 


AK 一 王 4P， AH 玉 AP, 


因此 
AP= AK+AH. © 
其 次 ,在 和 PBK、 和 人 POR 中， 
LPKRB~= /PHO= /RER, 


BP>BK, CP>OCH. © 
由 @、@, 有 
AP--BPIiCP>AK+AHTBETOH 
一 4 十 40. 
143， 从 等 腰 三 角形 的 顶点 向 两 底 角 平 
分 线 所 作 的 垂 线 相 
等 


解 设 从 顶点 4 全 
. 向 等 腰 三 角形 4BC 、 A 
的 两 底 角 平分 线 ED、_LLA AN 


CE 所 作 的 垂 线 为 3 
AD、AE， 则 在 两 个 直角 三 角形 4DB 与 
4EC 中 , 斜 边 4B==40, 人 ABD= /408. 
*. AADBEQAAEC, 

故 4D=4E. A 

144. 若 等 腰 三 
角形 4B0 的 底 边 BC D 
的 一 端 B 与 40 上 任 
一 点 也 的 连 线 为 BD， 
点 DD 与 BC 上 任 一 点 
也 的 连 线 为 DB, 则 3 下 < 

BD>DE. 

解 人 4BC> 人 DBE, /ABC=/ACB, 
所 以 LA0B> LDBE. 
但 是 人 DBB 是 人 DEC 的 外 角 , 有 

LDEB>/ACB. 
LDEB> /DBE, 

*. DB>DE. 

145。 设 等 腰 三 角 
形 4BC 的 底 边 BC 的 
中 点 为 ,过 点 M 的 直 
线 与 边 4B 交 于 D， 与 
边 40 的 延长 线 交 于 五， 
则 
AB+AC<ADTAB,. 


C 


由 此 


A 


a 


解 设 过 C 作 4 的 平行 线 交 了 B 于 孢 
ML 为 BC 的 中 点 , 则 
ADDME2ACFM. 
“, BD=0F, © 
由 CF//A4D, 有 
”ACEB= /ADM> /LB. 

又 LA4CB 是 人 MEC 中 LMOB 的 外 角 ， 
LB< 人 LO, 而 人 B= 人 ALC。 由 以 上 两 个 关系 
有 LOFE> -一刀 
.. FC<OBR. @ 
由 名 与 @, 有 

AB+AC<AD+ABE. 

146， 设 有 公共 底 Cr 
边 BC 的 两 个 三 角形 
ABOC. DBO, 4D 1] BC， 

且 人 4B0C 是 等 腰 三 角 ~ 
形 ， 则 人 4BC 的 局 长 A D 
小 于 人 DBC 的 周 长 。 

解 在 B4 的 延长 线 

上 取 

AC'= 40, 3 
连结 0D、0C'0, 因为 4D1/ BC, 所 以 是 
0C40' 的 平分 线 , 又 是 CC' 的 垂直 平分 线 , 
因此 , CD=0'D. 在 人 EDO 中 ， 

BO' < BDACD 
即 AB+AC<BD-+CD., 
*. AB+AC+BC<BD+OCD+BO. 

147. 设 等 睫 三 角 
形 4B0 的 底 边 为 BO， 
延长 4B 至 DD, 使 

BD= .A4B, 
4B 的 中 点 为 如 , 则 
CD=20E. 

解 设 了 为 4C 的 中 

点 。 而 等 腰 三 角形 的 两 


Cc 


路上 的 中 线 相等 , 即 
CE=BF,. 
但 是 CD=—2BF 
(* AB=BD, AF=FO), 
*, OD=—20E. 


148。 若 从 等 腰 三 角形 4B0 一 边 上 的 任 
一 点 P， 向 其 他 两 边 所 作 垂 线 PD、PF 之 
和 等 于 高 4 豆 , 则 此 三 角形 为 正三 角形 . 

注 本 题 点 PP 让 人 和信 4B0 的 边 .上 任意 位 
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置 . 首先 考虑 点 己 A 
在 底 边 BC 上 ， 或 
在 腰 4B( 或 40) 
上 的 情况 ， 只 考 虚 . 
一 种 情况 解答 是 不 
完备 的 。 

解 (1) 点 P 在 HP 
底 边 BC 上 时 ， 设 从 呈 向 4B、4C 作 垂 线 
PD、PF, 从 BB 向 4C 作 垂 线 BL, 由 4B= 
40, 有 (参考 问题 150) 


B 


PD+PF=BL. 
又 根据 假设 
PD+PF=~AH, 
BL=AH, 
BOC= A0, 
因此 AB=~BC= .40， 
故人 4BC 是 正三 A 
角形 . E 
(2) 点 己 在 4C P 
上 时 , 由 导向 BC、 
AB 作 垂 线 PD、 
了 F, 由 王 向 高 4 万 家 
作 垂 线 PE， HD 
PD—BEH. 四 
由 假设 


AH=PD+PF,. ® 
由 @、@@, 有 4E=PF. 在 八 4FP、 APEA 
中 ,4P 公共 , PF 一 4E， 
LAFP~ /PEA=/R. 


AAFPQAPEA. 
因此 FAP=~ 人 APE=/O. 
但 是 LB=L0, 

, LA=LB=L0, 
所 以 人 4BC 是 正三 角 R 
形 . 


149， 从 等 腰 三 角 N34 
形 4BC 的 底 边 EC 上 。 
的 任 一 点 马 ， 引 BC 的 
垂 线 与 其 他 两 边 4B、 
AC 或 延长 线 分 别 交 于 8@、 互 ， 潜 等 式 P+ 
PR= BO 成 立 , 则 人 4 一 人 人 RR 

解 由 和 4 作 BO 的 垂 线 4M， 作 QR 的 垂 
线 4N, 有 4MPN 为 长 方形 ， 

“, PN=AM. ® 


而 人 和信 BPQ、 人 RPO 为 直角 三 角形 ， 


LB=/C0, .. AAQR=~ /ARG, 
又 ANL QR, 
., NEA=NOQ,. 四 
由 @、@， 


POT+ PR=2PN=2AM. 
但 是 由 假定 P@ 十 PB 一 BO, 于 是 有 
24M=BC. 
因此 BM=AM~—0OM, 
所 以 4 是 以 为 圆心 ，BC 为 直径 的 圆周 
上 的 点 ,从 而 人 4 是 直角 . 

150， 设 三 为 等 
腰 三 角形 4BC 底 边 
BC 上 的 任意 一 点 ， 
由 了 向 4B、4C 引 
垂 线 PY、PE, 则 PQ 


人 4BC 的 高 BB, 则 
Sanap—3 4B-PQ, 


Saaro= 地 40:PR, 


Ba4po 一 序 LO BE. 


而 4B=40, 两 此 
1 We ee fh 
喜 40*P9+ 序 40*PR= 了 40.BE, 


两 边 同 除 以 于 40, 得 、 
PQ 十 PR=BE ( 定 值 )、 
151. 在 等 腰 
三 角形 4B0C 的 
底 边 BC 的 延长 
线 上 任 取 一 点 
P， 从 忆 向 其 他 
两 边 或 延长 线 引 
垂 线 PQ、PR, 则 3 
PQ 一 PR 为 定 算 . 
解 ”连结 4P, 作 A4BC 的 高 CZB, 则 


1 
SaaBp 言 4B*PQ, 


1 
Saacpz 一 了 LO-PR， 
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。。 Ba46c 一 SA4BP 一 心 sh4cP 
一 地 AB(PQ— PE) 


(… AB=40). 
又 Supc 一 去 4B.CB， 
.“，。 PQ 一 PR=0BE-( 定 值 ). 
注 己 在 CB 的 延 “A 
长 线 上 时 ， 有 PRE> 
PQ. 
152。 从 等 腰 三 下 


角形 4BC 底 边 BC 
上 的 任 FP 点 PP, 向 
4B、40 作 垂 线 分 别 3 
为 PD、PE, 则 4D 二 4B 为 定 值 . 

解 设 从 B 向 4C 作 垂 线 BF,， 从 天 向 
BF 作 垂 线 PH, 则 有 : 

BF 1 PE, HP) PE, 
且 和 P= 人 BRB, 由 此 PEF 是 矩形 . 
, EF-PH. 

又 ABPIEQAPBH (. LD= LH= LR, 


., PH=BD. 四 
由 中 、@， 
4 也 十 4 万 一 4 万 十 4 也 
但 是 在 给 定 三 角形 4BF 中 ，4BT+ 4F 是 定 


值 ， 不 论点 了 在 BC 上 怎样 的 位 置 ，4 了 二 
LE 总 等 于 4B 上 4F( 定 信 ) . 


153. 在 等 腰 三 角形 4B0 的 底 边 BC 上 
取 一 点 也 过 D 引 ZE- 一 一 
BC 的 垂 线 与 4B、4C 
或 其 延长 线 上 的 交点 


分 别 为 FF。 作 长 

方形 BDBG、 FDOH, 
` 设 DG、DR 的 中 点 
分 别 为 S、T, 则 GT、 


2 
Lfd 
i 
” 
了 
> IX 
7 
4 * 
3 3 


HS 的 交点 0 在 连结 % | 上 
”4D 的 直线 上 . | 
解 ” 由 题 意 知 , GD/ 4C, DR | 4B， 
“. ATLSD, .. 247 人 GD 


所 以 GT 通过 把 4D 分 成 1:2 的 分 点 0， 
理 , AS2DT, 

.. 2ASZLDH, 
所 以 五 8 通过 把 4D 分 成 1:2 的 分 点 O。 


直 线 
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形 


此 GT、 HS 的 交点 在 4D 上. 
154. 把 等 腰 三 角 
形 4BC 的 人 B 三 等 分 , 
设 其 两 条 分 角 线 与 底 边 
BO 上 的 高 4D 的 交点 
分 别 为 用 (靠近 4 点 )、 
入， 直线 ON 与 边 4B 
的 交点 为 马 则 直线 
2M 平行 于 直线 BN. 
解 因为 4D 是 等 且 三 角形 4BC 的 对 称 
CM、CN 也 是 LC 的 三 等 分 角 线 。 即 
LECM 一 寺 Zo. 


而 人 B=LCO 有 人 4BMU== 人 ECM, 因 此 B、 
C、 了 和、 互 在 间 一 圆周 上 ， 


LEMB- LAECB-3 1 /BB 


一 MBN， 2 
“. EM/BN. 

155. 在 等 腰 直 角 三 角形 4BC 的 斜 边 
BC 上任 取 一 点 卫 ， 
设 从 也 向 两 边 4B、 
40 引 的 垂 线 分 
别 为 DB、DYF', BO 
的 中 点 为 驴 ， 则 
人 BMF 还 是 等 膜 直角 三 角形 ， , 

解 ” 由 题 意 , 47 一 BD=BE, AM BAY， 


又 LB=/AMAF=45°, 
和 人 4FMG@ABME( 两 边 夹 角 ). 
{ ABMYE= /AME, (@) 
EM=MF. 四 
由 ,有 


LEMF~AZBMUA=/R, © 
根据 @'\ @ 知 人 人 BMF 是 等 腰 直 角 三 角形 . 


(9 正三 角形 

156,， 设 在 正三 角形 4BC 的 各 边 上 分 别 

取 D、EB、F, 使 
AD=—BE=0OF, 

则 和 DEF 也 是 正三 角 
形 。 

解 因为 人 4BC 是 
正三 角形 ,有 
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AB= BC=—04. 

而 AD~ BE=0OF, 

“, DB 一 IO= 了 了 4. 
又 L4=B= -0 所 以 人 4DF、 人 了 BZD、 
和信 CFE 都 是 由 两 边 夹 角 相 等 而 全 等 的 三 角 
形 . 

., DE~EF=~FD. 
因此 入 DEF 是 正三 角形 . 

157。 让 人 和 八 4BC 的 三 边 4B,BC.CA 上 
分 别 取 AD 二 BE==0F, 车 八 DEF 是 正三 角 
形 ,， 则 入 4BC 也 是 正 Q 
三 角形 。 

解 如 果 4B、BC、 
CA 由 有 两 条 边 4B 与 
A0C 相等 , 则 

4 太一 BD 

(…” CF~=AD). 
又 AD=BE, FD—DE, 

., AAFDZ2BABDE, 
“. LA=LB. 
但 4B=40, 有 人 B= 人 LO, 
.. LA=/B=/O 
即 入 4BC 是 正三 角形 . 

车 人 4、 人 B、 人 LC 各 不 相等 ， 则 这 三 个 角 
中 至 少 有 一 个 角 大 于 60"， 一 个 角 小 于 60°. 
设 人 4>60°, 人 B<60"， 在 DB4 及 其 延长 
线 上 分 别 取 点 P、 8, 使 

LDPBER=60°, /AQF=60°, 
因 和 DPEB 的 三 内 角 之 和 等 于 
LADF+ /FDE+ /REDD, 
其 中 LDPE=60° = /FDE, 
有 LDEP= /ADF. 
在 人 QDF、 人 PED 中， 人 D8F= 人 人 EPD，, 
LQDF= DBP, DFDE, 从 而 
~ AQDFe@ A 人 PED, 
, DO=PE. 中 
因为 <BPE 是 钝 角 , 有 BE>PB。 所 以 由 
@ 有 


BE>D?., 四 
但 由 假设 B85 一 DA, 知 @ 不 成 立 .。 
综合 以 上 两 种 情况 的 讨论 , 当 人 4BC 的 三 
边 中 有 两 边 相等 时 另 一 边 也 与 之 相等 ， 所 以 
和信 4BC 是 正三 角形 。 当 三 边 不 相等 时 ,本 问 
题 不 成 立 。 故 A4BCG 必 为 正三 角形 。 


158. 设 0 为 正三 角 入 
形 4BC 内 一 点 , 且 
LBAO0> L040, 
则 ~Bco> LCBO. 

解 在 和 4BO、 八 4C0 B . c 
中 , 4B 一 40, 40 公共 , 人 BA40> L040, 
.*, OB>0O0, 

“. LO0B> /0BO. 
159。 设 0 为 定 长 R 
线段 4B 的 内 分 点 ， 在 


. AC、BC 上 作 正 三 角形 S Q 


40OP、0CB9， 几 其 高 马 

PP'、99' 之 和 为 定 值 . 

又 外 分 点 的 情况 如 何 ? A PCTRTG 一 8 
解 设 4P、BQ 的 延长 线 交 于 点 及 作 

QS /AB, QS 与 4 有 RBR 交 点 为 8, 则 PCQR 为 

平行 四 边 形 , 所 以 


PC~QE. 
同 理 ， 40=S9， 
从 而 
AP402 和 人 ZES9. @ 


设 加 到 4B 的 垂 足 为 轧 , BB' 与 SQ 交 于 点 
也 由 有 BD=PP,, 

., PP'+Q09'—RD+DR'~RR'. 
但 是 , 因为 4B 是 定 线 段 ， 人 RA4B 是 正三 角 
形 , 所 以 BBR' 是 定 值 , 因此 ，ZPP' 十 99 "为 定 


值 。 
在 外 分 点 的 情况 时 ， 完 全 类 似 于 上 面 的 论 
证 ,有 


PP’'~QQ'= RR’', 


DANN NSN 
160， 设 以 平行 TI 
四 边 形 4BCD 的 两 ” 哨 
边 BC、CD 分 别 为 “ /一 
底 ， 向 外 侧 作 两 个 «/ 
正三 角形 BOX 与 * 


0DY, 则 和 4XY 是 正三 角形 
解 在 人 4BX 和 AYDA4 中 ， 
AB=YD, BX=AD, 


又 由 /4BO= /4DC， 
ZLOBX=60°~ /ODY, - 
知 LABX= /YDA, 
因此 AABXSLAYDA, 
.有 A=AY, 


县 这 两 个 全 等 三 角形 是 正 向 全 等 (不 是 反 向 
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全 等 ). 因为 对 应 边 4D 下 
与 BX 的 夹 角 为 60"， 
有 对 应 边 4Y 了 与 4 叉 的 
夹 角 也 是 60", 所 以 
从 4XY 是 正三 角形 . 

161， 在 和 八 4BC 的 
各 边 上 ， 分 别 向 外 侧 作 
正三 角形 BCD、04R、 
4BF, 则 线段 4D、BE、CF 祖 等 。 

解 在 人 BOB、A 人 DO4 中, CE=04, BC 
~ Do, 

LBOB=(60°+ LA0B) = LDCA. 
., ABORLADOA, 
BE=DA. 

AFBCZ2AABD, 

FC=4D， 
AD~BE~OF, 

162. 设 在 四 边 形 4B0D 的 对 边 4B、 
CD 上 ， 分 别 向 外 侧 作 正 
三 角形 4BP 与 GDR， 其 
次 在 边 BC 上 向 内 侧 作 正 
三 角形 BCQ@， 则 

PQ=.A0, QR=BD. 

解 在 人 PBQ. 作 4BO 
中 , PB 一 4B, BQ==B0, 

LZPBQ=60° + LABY 
—/AABC. 
“, 人 PB9LA 人 ABO, 
P@= 4C。 
AQCR2ABCD, 
Q8=BD,. 

163。 从 正三 角形 4B0 内 任 一 点 PP， 向 
三 边 BC、04、4B 作 
的 素 线 之 和 PE- PP 
十 PG 为 定 值 . 当 点 
书 在 三 角形 外 部 时 如 
何 ? 

解 连结 P4、PB、 
rc, 


同 理 ， 


局 理 ， 


Saaapo 一 SApPas 十 Spaso 十 SAPca， 
1 1 1 
民有 三 2C "4H=FAB.PGT+F BOPE 


十 于 0C4.PZ。 


在 这 个 等 式 中 , 令 
AB=BC~04=a, 
则 上 式 为 


1 eR 
£9 AH=34 2ZG 十 襄 4 PE 
1 
十 去 222， 


“。 DG 十 PP 二 PE 一 4 互 ( 定 值 ) 。 
当 点 已 在 A4BC 外 部 时 ， 
Saaso A 
一 人 a4P3 
十 SA4Pa 
TOABPOs 


1 F 
本 30 4 B 
到 G 
1 ; 1 
十 豆 4CE 一 可 BC.PE. 


但 是 BC6=A4C=4B， 
PG 十 PF 一 PB=AKH ( 定 值 ). 

164. 设 P 为 正 A 
三 角形 4BC 内 任 一 
点 ,由 了 向 三 边 BC、 
CA、AB 所 作 稚 线 分 
别 为 PD、PE、PE. 

(1) 车 点 卫 在 AB、 
AC 中 点 的 连 线 上 , 则 

PD=PE+PF. 

(2) 点 卫 在 什么 范围 内 ,以 PD、 PE、 PF 
为 三 边 能 够 作出 三 角形 ? 

解 (由 问题 163， 有 


PD-+PE+PF~=AH. 

设 4 互 与 MN 交 于 工 ,MM、N 是 4B、4C 的 
中 点 ,有 

AL=LH. 
又 LH=PD, 
因此 M N 

PE+PF~4L, 
. PD=PH+PF. 
¥ C 


(2) 设 以 PD、PE, 
PF 为 边 的 三 角形 已 作出 ， 则 
PD<PE+PPF, 
PFCPD+PE, 
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PE<PD-+PF. 
成 立 的 必要 且 充 分 条 件 是 卫 必 须 在 正三 角 


形 480 的 边 4B、4C、BC 的 中 点 、N、 工 | 


为 顶点 的 人 MXNZ 内 . 

165。 若 加 与 已 知 正 三 角形 的 每 边 都 相 
交 ( 而 与 边 的 延长 线 不 相交 )， 试 用 图 形 表示 
该 圆 的 圆心 所 在 的 范 
国 . 并 指出 边界 线 是 怎 
样 的 曲线 . 

解 根据 贺 与 正三 角 
形 各 边 相 交 而 与 延长 线 
不 相交 这 个 条 件 ， 则 因 
与 边 BC 相交 的 加 ， 其 
贺 心 必 在 分 别 过 B、C 县 垂直 于 BC 的 两 条 
直线 之 间 。 同 理 , 与 4B 相交 的 圆 的 圆心 也 
必 在 分 别 过 4、B 旦 垂直 于 42B 的 两 条 直线 
之 间 了, 与 49 相交 的 圆 的 圆心 必 在 分 别 过 4、 
C 且 垂 直 于 40 的 两 条 直线 之 间 。 因 此 与 边 
4B、30C、C4 相交 的 圆心 ， 显 然 是 不 能 超出 
上 图 中 的 正六 边 形 4PB9CR 之 外 . 

其 次 , 任 半 作 与 三 边 都 相交 的 锅 , 设 其 圆心 
为 0, 从 0 向 GO、C4、4 万 作 垂 线 OD、OE、 
OF, 圆 2 的 半径 为 7 时 , 则 必 有 

0A 宇 7r 宇 0D, 
OB 宕 7 之 0%, 
OC0 宇 r 宇 OF 


但 是 ， 使 0D= 40 的 点 0 的 轨迹 是 以 4 为 } 


焦点 BC 为 准 线 的 抛物 线 , 由 O04 宇 0D, 点 0 
所 在 的 范围 是 关于 这 条 抛物 线 来 说 在 点 4 的 
异 侧 . 

同 理 , 分 别 作 以 如 为 焦点 .4C 为 准 线 的 抛 
物 线 ， 以 C 为 焦点 、4 为 准 线 的 抛物 线 , 这 
样 ， 这 三 条 抛物 线 两 两 的 交点 就 是 前 面 指出 
的 六 边 形 的 顶点 P、8、R， 因 此 这 三 条 抛物 
线 所 转 的 部 分 就 是 贺 心 所 在 的 范围 。( 参 考 
第 八 篇 第 三 章 抛物 线 2) 


证 明 题 


《10) 三 角形 杂 题 
166。 设 D、 召 分 别 是 人 4BC 的 过 BC、 
C4 上 的 点 。 且 BD= 豆 DO，CB 一 BR4， 则 


4D 平分 BE， A 
解 设 DC 的 中 点 为 
万 ， 连 结 FB, 加 为 40 已 
的 中 点 ,有 /一 八 
BF/ AD, a 
DpD 下 


BD~ 闻 DO=DF. 


所 以 , 设 4D、BB 的 交点 为 0, 则 OO 是 BE 
的 中 点 , BO 二 0， Pp 
167。 (1) 设 线 段 
4B 的 中 点 为 收 ， 连 结 
点 用 与 这 条 直线 外 一 
点 卫 , 车 从 P< 下 A, 则 
人 4PB 是 多 大 的 角 ? 若 
MP>MA4 时 又 如 何 ? 
叙述 其 理由 . P 
(2) 证 明 直 角 三 角形 2 
的 三 顶点 到 其 斜 边 中 点 A< 一 一 人 一 一 B 
等 距离 . 
解 (1) 由 MP<M4， 有 
LPAM</APM, 
由 MP<MB 有 LPBM< LBPM, 
-。 LPAB+/PBA</APB, . 
ZAPB>/R. 
当 MP> 用 4 时 ,与 上 价 相 反 , 故 有 
LAPB< LR. 
(2) 设 直角 三 角形 了 4B 的 斜 边 4B 的 中 
点 为 轨 ， 
当 MP<44, 由 
LAPB> /LR, 
设 四 P>MA4, 则 
LAPB</E, 
它们 都 与 假设 矛盾 ， 
.. MP~MA. 
168. 设 人 4DBC 的 边 4B、4C 的 中 点 
为 了 及 Q@， 过 P、@ 分 别 向 三 角形 外 侧 引 垂 
线 PD、9E, 车 PD= 计 4B,，QB~ 计 40， 


则 连结 D、 召 与 边 BC 的 中 点 妆 的 线段 
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DM、EM 垂直 且 相 等 . 
解 设 9、 邓 分 别 是 边 4C、BC 的 中 点 ， 
A 


QM 一 六 AB, 
但 由 假设 
PD= 寺 4B 
. QMU=PD. 6Y 
后 理 ， 
QE=PMU. 四 
又 由 9M1/ 4B, 有 


LMUQ0=LA, LOQB ~ LB, 
LMQE= /A+LR. 
LDPM= /A+/LBR, 
~, AMOE= /DPM. © 
由 @、@、@, 有 
A 人 MOELADPM, 
.". EM=DM. 
而 由 QM 1N 4B, 4BLPD, 有 
QM LPD. 
QE LPM, 
. DM1ME. 
169。 在 和 八 4BC 中， 设 边 二 BC 的 三 等 分 
点 为 D、 恕 , 则 有 A 


AB+AC 
>AD+AE. 
解 设 BC 的 中 
则 下 也 BC 一 C 


点 为 1z， 员 

是 DE 的 中 点 ， 

此 延长 4M， 使 
AM=MA' 


时 ,有 
AC=BA', AB=A'D. 
., AB-+AC=AB+BA’, 
ADT+ AB= ADT+DA'. 
但 是 4B+B4'>D4+D4'( 问 题 46)， 
AB+AC> AD+AE. 
170， 从 给 定 的 和 A 
人 XAY 内 一 点 己 , 疝 
4X、4Y 作 委 线 PQ、 
PE, 使 
PQ+PR=, 
则 点 卫 在 定 线段 上 。 
其 中 如 是 正 的 常数 。 


同 理 ， 


同 理 ， 


I hmmm 


解 过 点 卫 引 直线 LPM， 使 它 与 4X、 
A 了 的 夹 角 相 等 ， 设 直线 ZP4L 与 4X、4Y 
的 交点 分 别 为 工 、 用 ， 由 工 向 4 了 作 垂 线 
LH, 根据 问题 150， 有 


.POT+PR=LH. 
可 是 由 假设 PQ 二 PR=m， 
所 以 LH=m, 


且 工 瑟 为 定 长 。 因 此 工 的 位 置 被 确定 , 所 以 
等 腰 三 角形 4L2M 是 定 三 角形 , 底 工友 是 定 
线段 , 故 点 己 在 此 定 线段 上 . 

171. 设 两 条 半 射 线 O 和 、OF7 相 交 于 点 
0, 从 XOY S 
内 一 点 卫 庙 
OX、OY 引 垂 
线 ， 其 垂 足 分 
别 为 8@、 8S， 则 
使 PS 与 PQ 
之 差 为 一 常数 
仅 的 点 卫 在 定 
直线 上 . 

解 过 忆 引 直线 PMZ， a 
长 线 、 了 O 的 夹 角 相等 。 设 直线 PMI 与 
XO、YO 的 交点 分 别 为 ZL、 用 ,出 性 向 OL 
作 垂 线 妇 且 , 根据 问题 151 有 

PQ 一 PS 二 及 二 m ( 定 值 ) 。 
因此 , 引 到 0X 距离 为 % 的 平行 线 , 点 下 的 
位 置 被 确定 。 所 以 等 腰 三 角形 OLM 是 定 三 
角形 ， 点 卫 在 定 线段 LM 的 延长 线 的 半 射 
线 MN 上， 或 者 给 出 YO 的 延长 线 , 关于 
人 XOY 的 平分 线 与 直线 MX 对 称 的 半 直 线 
M 必 的 情况 . A 

172， 在 八 4BC 
由, 设 A40>>4B,， 从 
向 对 边 作 垂 线 BH， 
从 BC 上 一 点 卫 疝 B 
4B、AC 作 垂 线 分 别 
为 PR、PD, 则 有 PD-++PE>BH. 

解 从 PP 引 AC 的 平行 线 分 别 交 4B、BH 
于 了 、G, 在 人 FBP 中 ， 

FB<PP(. AB<AO) 
且 PE | BF, BG PF. 
.. PE>BG, 
“ PE+PD>BG+GQH, 


中 即 PD+PE>BH, 
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173,， 设 两 条 直线 相交 于 点 @ 在 其 中 一 


工 、 必 、W, 使 ’ 
IQ=QM~MN, 王 
则 三 条 直线 4Z、BN、CM 相交 于 一 点 卫 。 
解 设 OM 与 BN 相交 于 点 卫 。 因 为 

94=4B,， 9M=MN, 


所 以 AM /| BN. 
又 因为 AB= BO, 
., CP=PM., 
这 样 ,在 入 LCM 中 , CQ 是 中 线 , 且 
2 
04~50%. 
所 以 4 是 人 LCM 的 重心 , 故 Z4 过 CM 的 
中 点 也 。 G 
“174. 在 人 4BC AA\e 
中 ，AC>>.AB， 若 在 D 
C4 上 取 CD=4B, 
五 了 分 别 为 4D、BC 
的 中 点 ， 连 结 了 B 并 B F 
延长 与 B4 的 延长 线 相 交 于 点 G, 则 
AB = AG., 
解 设 互 为 BD 的 中 点 , 则 
EH ) 4B, 
| 卫 
EH=3 45, 
HF I OD, 
1 
HF=50D. 
由 假设 AB=0D, 
| ., HEB=HE, 
»,.. LHEF=/AHFE. 
又 因为 ”LG 人 REF (同位 角 )， 
4BG-- 人 HF (同位 角 )。 
. LG—LABG, ; 
., AE=A4G. 
175.。 设 D、 BB、 分 别 为 人 4BC 的 边 


BC、CA、4B 的 中 点 ,又 从 B、C 向 过 顶点 4 
的 任意 直线 作 垂 线 ， 其 垂 足 分 别 为 GQ、 匡 ， 


五 了 H、FG 或 其 延长 线 的 交点 为 2， 则 人 EIF 


与 人 EDF 相等 或 互补 。 


i 


A AD 


解 ” 在 直角 三 角形 4BG、AO 有 中 ， 因 为- 


五 、 吾 都 是 侍 边 的 中 点 ， 
LAHE~= /OAH, 
故 . 
LIHG~= /LOAH @ 


(或 LIHG~2LR- LC04H). 
若 取 @、 @ 之 和 或 差 , 则 
LBIF=LA 或 2 人 LR- 人 /4. 


但 因为 4FDE 是 平行 四 边 形 ， 

-。 /EDF=/4. 
故 ZBIF= /EDF 
或 2/R— /ZBEDS, 
踊 LEIF= /EDF 
或 2/R— /EIF~ /EDF. 


176。， 设 0 为 人 4BC 内 任意 一 点 ， 工 、 
M、 分 别 是 4O、 
BO、C0O 的 由 点 ， 
D、 恕 、 了 为 各 边 . 
BOC、G4、4B 的 中 
点 ， 则 直线 DL、 
BMV FN 相交 于 
一 点 。 

解 在 人 405 中 ,因为 工 呈 分 别 为 40、 
4C 的 中 点 ， 


. 1 
人 天 TEL 00, 
同 理 ， MDL 寺 00. 
故 LMDB 是 平行 四 边 形 ， 所 以 ZB 用 过 DL 
的 中 点 。 A 


同 理 , DNLF 也 是 


FN 也 过 DL 的 中 点 ， 

故 DL、BM、EN 相 Cy 

交 于 一 点 。 2 AN 从 
177。 设 在 三 角 8 


形 内 部 有 一 企 圆 ， 证 明 三 角形 的 周 长 大 于 加 


ee eT 
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局 长 . 

解 设 在 人 A4BC 内 有 一 个 圆 0, 从 圆心 0 
向 边 BC、CA4、A4B 作 垂 线 ， 过 这 些 垂 线 与 
圆周 的 交点 引 圆 O 的 切线 形成 的 三 角形 为 
有 4'B'C', 则 八 4'B8'0' 在 八 4BC 内 部 , 故 

AB+BO+CA>A'B'+BC'+OA'. ©@ 
设 欧 0 的 半径 为 7?, 显然 
wr(4B'+ BO'+O'A), 


oo 27<4PBTBO TO 
由 @, 得 2zr<4B+BC+04, 


边 形 、 多 边 形 


(1)〉 四边 形 
178.。 四 边 形 的 内 角 和 等 于 四 直角 . 
.一 D 


解 在 四 边 形 4BCD 中 , 引 对 角 线 4C 把 
四 边 形 分 成 两 个 三 角形 : A4BC、A4DC. 由 
于 三 角形 的 内 角 和 等 于 2 人 E, 这 两 个 三 角形 
的 内 角 和 即 为 四 边 形 4BCD 的 内 角 和 , 所 以 
四 边 形 4BCD 的 内 角 和 等 于 4 人 RR. 

本 题 对 四 四 边 形 显然 也 成 立 , 如 图 . 

179， 四 边 形 的 了 


周 长 大 于 两 条 对 角 线 A 
之 和 ， 小 于 对 角 线 之 4 


解 设 四 边 形 为 B 
4BCD, 引 对 角 线 4C、BD, 则 有 
BD<AB+AD, BD<BO+CD, -. 
AC<AD+OD, AC<AB+BC. 
.. 2(4AC+BD) a 
<2(4B+ BOC+CD+DA), 
即 4C+BD<4B+BC+CD+D4。 
又 设 4C、BD 的 交点 为 0, 则 
AB< AO+BO, BO< BO+-CO, 
CD<DO+00, AD<DO+4O, 
… . 4B+BC+OD+DA 


<2(A40+ BO+C00+DO), 

即 A4B+BC+CD+DA<2(4C+BD), 

故 ”AC+BD<4B+BC+CD4+DA 
<2(40+BD). 

180. 关于 四 边 形 的 四 组 条 件 写 在 下 面 ， 
对 应 于 每 组 右边 的 条 件 ， 如 果 左 边 条 件 是 充 
分 必要 条 件 用 4 表示 , 如 果 是 必要 条 件 而 不 
是 充分 条 件 用 电表 示 , 如 果 是 充分 条 件 而 不 
是 必要 条 件 用 C 表示 ,如 果 既 不 是 必要 条 件 
又 不 是 充分 条 件 用 也 表示 。 


(1) | 是 梯形 
(28) | 对 角 线 互相 平分 
(3) | 是 等 腰 梯 形 


内 接 于 加 
是 长 方形 
对 角 线 长 相等 


解 (1) 员 然 四 边 形 是 梯形 ， 但 也 不 一 定 
是 内 接 于 贺 ; 而 内 接 于 圆 的 四 边 形 也 不 一 定 
都 是 梯形 , 所 以 是 DD. 

(2) 对 角 线 互相 平分 的 四 边 形 、 虽 然 是 平 
行 四 边 形 , 但 也 不 一 定 就 是 长 方形 ;而 长 方形 
是 平行 四 边 形 中 的 一 种 ， 对 角 线 互相 平分 ， 所 
以 是 C.。 

《3》 等 腰 梯 形 的 对 角 线 相等 ， 但 对 角 线 相 
等 的 四 边 形 不 一 定 是 等 腰 梯 形 ,所 以 是 B. 

.《4) 这 个 条 件 是 4. 

181. ee 点 0 是 
和 异 于 对 角 线 交点 的 任 
意 一 点 ， 则 四 个 线段 
04、 OB、 00、OD 之 


和 大 于 对 角 线 4C、 
BD 之 和 。 
解 ”如 图 ， 
40+CO0>40, BO--DO> BD, 
*. AOTBOTCO--DO>ACTBD, 
182， 在 四 边 形 人 


4BOD 中 ， 设 边 4D 
最 大 , 边 BC 最 小 , 则 
/BOD>B4D， 
LABC> LA.4DO. 
解 在 四 边 形 4BCD 中 ， 铀 为 边 4D 最 
大 ， 


B D 
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…， 4D>CD， 的 平分 线 . 在 四 边 形 4BCD 中 ， 
故 /DO4> /DAC. LATZB+ LC+LD 和 A 
又 因为 边 :BC 最 小 ， - . =4ZR, : 
.AB>BO, 又 LA=/L0, B M 
故 LBCA> /BAO. 2LA+/AB+tAD NN D 
此 LDO4T BO4 .=4LR. © 
>~D4CTB4C， 为 BX 是 人 B 的 平 ¢ 
即 LBCD> LBAD. 分 线 ， 所 以 在 和 人 4B 中 ， 
同 理 ， /4BO> LADO. 1 /B+ 区 
.183。 若 四 边 形 各 D 人 


角 的 平分 线 交 于 同一 AAA 八 。 
点 ， 则 其 一 组 对 边 之 和 
等 于 另 一 组 对 边 之 和 。 A 1 


解 设 四 边 形 4BO7D 
的 各 角 平 分 线 交 于 一 点 B 
0,， 从 0 向 4D、A4B、BC、CD 作 垂 线 0 了、 
OF、OG、OA, 则 在 人 OA4E、 人 和信 O04F 中 ,， 因 
为 Z04E 一 LOAF, 锋 边 04 公共 ， 

4 万 一 4 了 万， 
同 理 , BF=BG, CG=0H, DH=DE. 
AET+DE+BGTOG 
=AF+BF+DRT+OH, 
AD+BC=AB--CD. 
184. 在 四 边 形 4BCD 中 , 设 人 4、 人 人 CO 
的 平分 线 的 交点 在 
对 角 线 BD 上 , 证 
明 人 ZB、 人 D 的 平 
分 线 的 交点 在 对 角 
线 4C 上 . B D 

解 若 人 人 4、 人 LC 
的 平分 线 的 交点 忆 
在 BD 上 , 则 

AB:AD= BP:PD= 50:0D。 
.. AB:BC=AD:CD. 
车 LB 的 平分 线 与 4C 相交 于 点 8， 则 
AB: BC= AQ®Q:QC, 
故 由 @, 有 
AD:CD= .48Q:QC. 
所 以 D8 平分 CD， 即 LB、 人 DD 的 平分 线 
的 交点 在 4C 上 . 

185. 在 四 边 形 4BCD 中 ， 若 对 角 一 4 
与 LC 相等 ， 则 另 一 组 对 角 一 B 与 全 的 
平分 线 相互 平行 。 

解 如 图 , 设 8B 并 、DN 分 别 为 和 ZB、 人 D 


即 


A 


C 


© 


ee er 
Nm wr arnt A a 


.. 2AAT+/AB+2/AMB=4/R. ©@® 

由 @、@, 有 
LD=2/AAMS, 
2LADN=/D, 
LAMB= /ADN. 

BM I DN. 
186. 试 证 顺 次 连结 四 边 形 各 边 中 点 的 
直线 形 是 平行 四边 形 ， 人 一 趴 
其 周 长 等 于 原 四 边 形 的 由 
对 角 线 之 和 。 

解 设 瑟 、 也、 4、 H B C 
分 别 为 4B、BC、CD、 
D4 的 中 点 ,由 于 EF 是 A450 的 两 边 4B、 
BC 中 点 的 连 线 ， 


但 是 


故 


. P < 
.ZIF= 玛 40. 
同 理 GH= A0, 
FG- 志 BD, 
EH=~LBD 
2 二 


*. BF~GH, FG-EH, 
故 轧 FG 是 平行 四 边 形 . | 
又 EF+GH~AC, FG+EH-BD, 
., EF+GH+FG+EH=AC+BD. 
187。 连结 四 边 形 4BOD 的 两 对 角 线 
BD.、4C 中 点 的 线段 MMX， 不 小 于 相对 两 边 
的 差 之 半 ， 
解 设 忆 为 BC 的 中 点 ,连结 PM、PN， 
则 
PM—1 OD, PN—.1 AB 
3“ -4 


在 人 APMN 中。 


OP 


B ER TS 


PM~PN<MN 
即 言 (CD~ 4 <MN. 


同 理 , 设 书 为 4B 的 中 点 , 则 有 
豆 (4D~ BO) <MN. 


车 4B/ DOC, 则 有 、N、P 了 在 一 条 直线 上 ,有 
PU- 志 DO, PN 一 也 AB. 


., MUN~—PMU—PN~3 (50-4B5). 


辣 理 , 车 4Df1 BC, 由 
MN= 记 (4D~ BO) , 


188. 若 四 边 形 4BCD 的 两 边 4B、CD 
相等 ， 则 延长 它们 与 另 两 边 BC、4D 的 中 点 
连 线 所 夹 的 角 也 相等 . 

解 设 有 办 、N 为 4D、 
BC 的 中 点 , MN 的 延长 
线 与 B4、CD 的 延长 线 
分 别 相 交 于 P、8. 义 怠 
为 BD 的 中 点 ,连结 五 M、 
EN, 则 


N 
EM- 二 4B, EN 至 OD. 


", EM~EN (. 
LEMN= /ENM. 


AB=0D), 


由 于 EMU/ 4B, EN CD, 因此 
189.. 结 四 边 形 对 A 

ee ee 

边 的 和 之 半 ， 若 该 线段 等 

于 其 和 之 半 ， 则 这 个 四 边 


AZP=/EMN, 
形 是 梯形 . 


LY= LEBENM, 
二 

解 设 加 边 形 4BOD 的 对 溉 48、 CD 的 

中 点 分 别 为 P、8, BD 的 中 点 为 站, 则 有 
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PMU=-L4D, MQ-1 BG 
2 3» 2 者 


又 在 人 性 PQ 中 ， 
P9<PM-MG9， 


即 PQ< 地 (4D+ BO). 


则 耻 在 PO 上 ,从 而 4D、BC 都 平行 于 PQ， 
所 以 四 边 形 4BCD 为 梯形 . 

190。 在 四 边 形 4BCD 中 , 设 4B=0OD， 
P、@ 分 别 是 4D、 BO 
的 中 点 ，M、X 分 别 
是 对 角 线 4C、BD 的 
中 点 ,证 明 PQ 与 N 
互相 垂直 . 

解 由 于 P、M 是 4 
A4D、AC 的 中 点 ，@、N 是 BC、BD 的 中 点 ， 


PM=QN= 至 DC， 


A P DD 


同 理 


又 因为 4B=CD， 所 以 四 边 形 PMQN 的 四 
边 都 相等 , 故 为 芙 形 。 
.. POLMN. 
191. 在 四 边 形 450D 中 , 设 a 为 人 4 
与 人 B 的 平分 线 的 交角 , B 为 /4 与 LC 的 
分 线 的 交角 , 则 


a= 计 (LC+LD), B=- 计 (LB~ 人 D). 


PN -QM 一方 AB. 


8 c 

解 在 入 4BE 中 ， 
主人 L4+LB+a=2LR. © 

又 因为 四 边 形 内 角 和 等 于 4 和 BE， 
(LATLB+LC+LD) 


2/R. 四 
由 OO、 @， 得 站 


< 工 7 
a (LC+LD. 
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时 二 *. BF—FK, 
又 B= 人 L4GB- 志 LO 
;_ (1 -1 并 配 DH I FR, 
一 2 A+LB)-=LC 
(六 <4+<B)- 去 人 :HF DC. 


一 均 (LAT+LB+LO+LD,) 
1 1 
一 (二 L4+AB)- 吉 LO 
= 到 (2D- 本. 


192。 若 四 边 形 各 角 的 平分 线 相 交 形 成 
第 二 个 上 四边形, 证明 

(1) 第 二 个 四 边 形 的 对 角 之 和 为 两 直角 ; 

(2) 车 第 一 个 四 边 形 是 平行 四 边 形 。 则 第 
二 个 是 长 方形 ， 其 两 条 对 角 线 平行 于 第 一 个 
四 边 形 的 各 边 , 并 等 于 其 两 邻 边 之 差 ; 

(3) 车 第 一 个 是 长 方形 ， 则 第 二 个 是 正方 
形 。 

解 (1) 设 4、BE、08、DG 为 四 边 形 
人 ， 各 角 的 平分 线 ， 其 交点 依次 为 B、F、 

则 
Ne LABE+/DCG+ /LODG 
”=2ZR, 


故 LHEF+/AHGF=2 /RE, 


(2) 当 48CD 为 平行 四 边 形 时 , 因为 
LDAB+ /0BA=2/R, 
所 以 LEBAB+ 人 /EBA4= 人 人 R, 
故 "LHEF=/R. 
同 理 , 在 以 及 G、 互 为 顶点 的 角 也 为 直角 ， 
所 以 BEGEH 是 矩形 。 
并 且 在 和 八 4DH、 人 入 BOF 中 ， 
'‘*” AD=BC, LDANH = /BOF; 
LADB = /CBF, 
., AADHSGABCE, 
.. DH=BF,. 
又 因为 CF 是 :LC 的 平分 线 ， 


| 
| 


局 理 , ZG / DA。 又 因为 BFGEH 是 矩形 ， 
.“, EG=HF=DK~DO_OFR 
一 DO-- CD 
(3) 当 4BCD 是 矩形 时 , 由 于 
/LEAB= /BBA D 
=45°, 
-， EA~EB, 
且 一 有 = 一 情 。 
因为 和 DAH、 人 CBF 他 
是 全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 ， 有 
AH=FB, 
。。 EH=EP. 
故 恕 FG 吾 是 正方 形 ， 

193，。 以 四 边 形 
外 角 平 分 线 作 成 的 四 
边 形 的 对 角 互 补 。 

解 设 由 四 边 形 
4B0CD 的 外 角 平 分 
线 作 成 的 四 边 形 为 
8G 互 。 由 于 四 边 形 4BCD 的 外 角 之 和 为 
4 人 ERE, 所 以 每 个 角 之 半 的 和 为 3 一 已。 即 

LHAB+ /HBA+ /FOD+ /FDO 
=2LR. 
但 由 于 公理 4B 与 人 FCD 的 内 角 和 是 4 人 RE， 
LH+/F=2L/R. 
同 理 ，LB 与 ZG 百 补 .。 . 

194。 四边形 两 组 对 边 中 点 的 连 线 , 相交 
于 两 对 角 线 中 点 连 线 这 
的 中 点 。 

解 设 G. 瑟 工厂 
分 别 为 四 边 形 4BCD 
的 两 组 对 边 4B、OD 
及 AD、 BC 的 中 点 ， H C 
了 、 如 为 对 角 线 4C、BD 的 中 点 .出 于 GG、 
加, KE、 了 了 分别 为 B4、BD, CD、04 的 中 点 。 

有 GE/ AD, FK/ AD, 且 


G 


_1 _1 
GE= 吉 4D, FK~4D. 


从 而 GELFE, 
因此 四 边 形 GEKF 为 平行 四 边 形 , 故 GK 过 
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五 8 的 中 点 。 同 理 , 若 工 、 瑟 分 别 为 4D、BO 
的 中 点 ， 则 LEHF 是 平行 四 边 形 , 因此 过 鼠 
过 BF 的 中 点 。 所 以 LH、GK 过 BF 的 中 
点 。 


(2) 平行 四 边 形 
195. 平行 四 边 形 的 对 角 相 等 , 对 边 也 相 


A D 
AB/ Do， -3 c 
.. LDAC= /ACB, 
翁 B40= 人 ACD (内 错 角 )， 
'. LDAG+/ABAC=/ ACB+LACD, 
即 LBAD= /DOB. 
同 理 ， LB~=LD. 
又 在 A4BC、ACD4 中 ，4C 公共 ,其 两 端 
的 两 个 角 分 别 相等 , 因此 这 两 三 角形 全 等 。 
. AD=BO, 
AB=DC. 
196， 四 边 形 4BCD 为 平行 外 边 形 的 充 
分 必要 条 件 是 : 对 于 四 边 形 内 任意 一 点 已, 有 
SaAP4B 十 SAzcD 关 EE 和 


= 到 DABCD 


的 面积 . 
解 (1) 必要 性 8 FC 

着 4BCD 是 平行 四 边 形 ,过 点 引 .4B 的 平 

行 线 与 4D、BC 分 别 交 于 B、 了 ， 则 4BFE、 

CDEF 都 是 平行 四 边 形 ,所 以 有 


Bapap= 计 DABFE 的 面积 ， 


等 . 
解 作对 角 线 40. 
为 


8aPoD 一 喜 口 BFOD 的 面积 。 


“， Sap45 十 8apoD 一 译 口 4BOD 的 面积 . 


(2) 充分 性 车 
Sepis 十 Sazcp 一 三口 4BCD 的 面积 ， 


则 4B0D 是 平行 四 边 形 . 由 点 卫 作 4B 的 
平行 线 BF 时 ,不 论点 卫 在 BP 上 的 何 处 ， 
因为 4B1/ BF, 所 以 AP4B 的 面积 一 定 。 


Sap4B 二 SApcp 
=- 口 4B0D 的 面积 (一 定 ) 。 


所 以 人 POD 的 面积 总 是 一 定 ,因此 有 


BF /oD. 
.“, AB/IOD. 
同 理 , 4D1/ BO， 故 4BCD 是 平行 四 边 形 . 
197. 若 在 平行 A s__D 


四 边 形 4BCD 的 边 
AB、 BO CD D4 
上 ， 分 别 取 点 PP、Q@、 


R、S, 使 B— 8 
AP=~ BO=0R=DS, 
则 PQRS 是 平行 四 边 形 。 
解 ” 由 于 4B0D 是 平行 四 边 形 ,有 
| AD=BO. 
而 DS= B®, 
, AS=—00. 
又 AP=—O0R, /A= /0, 
人 4PS2A 人 CARQ， 
.. PS—QR. 
司 理 ， 八 BPOLADERS, 
,.". PQ=RS. 
故 PQRS 是 平行 四 边 形 。 


198， 若 平行 四 边 形 PQRS 的 各 顶点 
在 另 一 个 平行 四 边 
形 4B0D 的 各 边 上 ， 
则 这 两 个 平行 四 边 
形 的 对 角 线 过 同一 
点 . 
解 在 八 4P5 与 人 CEQ 中 , PS 一 QR, 
LAPS= /OR® 
(. AP/JOR, PS QE). 

又 LASP= /0QB 
(*» AS8/ CQ, PS QR), 
。… 和 人 4PS2ACRQ， 
,AS22008Q. i 

从 而 AQCS 是 平行 四 边 形 . 所 以 它 的 对 痪 
线 SQ 过 -40 的 中 点 四。 同 理 , PR 也 过 40 
的 由 点 好。 但 BD、4C 相交 于 点 MX， 所 以 
4C、BD、PR、S9 过 同一 点 . | 

199. 着 平行 四 边 形 4BCD 的 对 边 4B、 
DC 的 中 点 分 别 为 召 、, 则 DB、BFP 三 等 分 
对 角 线 40。 
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解 由 于 4BCD 是 平行 四边形 ,有 


ABZ2DO., A 
又 百 了 分 别 是 | 
4B、DC 的 中 点 ， 荆 
有 2 

BE.LDF. B C 
因此 加 BFD 是 平行 四 边 形 , 从 而 

ED/) BF. 

但 是 在 人 4BA 中 ， 


BH/) EG, AE=BE, 
所 以 G 是 4 有 卫 的 中 点 , 即 


AG=GH. 
同 理 ， CH =GH, 
。 AG=GH=HO, 
200。 若 平 行 四 A F D 
边 形 4BCD 的 边 CD、 


2 了 的 中 点 分 别 为 如、 
万 ， 则 BB、BF 三 等 
分 40 B - 

解 设 BF、 BE 与 4C 的 交点 分 别 为 G、 

五 , 则 根据 上 题 有 5 
"AH=2H0, 

同 理 ， GC =—24G. 

故 C、 囊 是 40 的 三 等 分 点 。 

201。 设 平行 四 边 形 4BCD 的 对 边 4B、 
CD 的 中 点 分 别 为 了 了、 A D 
E, AE 与 FD 交 于 . 
G, BE 与 OF 交 于 下 
互 , 则 FBG 为 平行 
四 边 形 . 

解 因为 4B4LCD， 
4EOF 是 平行 四 边 形 ， 

*. ABIFO. .. 
同 理 FD// BB， 所 以 GBHF 是 平行 四 边 


bi 


C 


B - 
所 以 4FJL4EC。 因 此 


202. 车 在 平行 
四 边 形 4BCD 的 对 
角 线 40 上 取 两 点 及 
杞 使 4B=0F, 则 BEDF 也 是 平行 四 边 形 . 

解 设 0 为 BD、4C 的 交点 . 因为 4B0D 
是 平行 四 边 形 ,所 以 


40= CO. 
又 AE~OF, 
故 BO= TO， 


证 


明 题 
而 BO= DO, 
所 以 BBDZ 是 平行 四 边 形 . 


203.。 若 过 平行 四 边 形 两 对 角 线 的 交点 
引 两 条 直线 ， 则 它 “A 
们 在 平行 四 边 形 一 
组 对 边 或 其 延长 线 
上 截 得 的 线段 相 
等 


解 设 过 点 0 引 
两 条 直线 FF、G 及 与 4D、BOC 的 交点 分 别 
为 恕 、 G、 F、 五 。 在 人 OEG、 人 OF 万 中 ， 


LEOG= /FOH, 
又 OE=~0OF, OG—OH 
. (因为 AODES 人 OBF， 

A 人 ODGL® AOBH)., 

故 AOBGLAOFH, 
". EGT—FH. 
204. 若 从 平行 A 了 

四 边 形 4BCD 的 顶 
点 4、B、C、 DD 向 对 
角 线 引 垂 线 ， 其 垂 足 
分 别 为 F、B、H、G，B c 
则 四 边 形 FGAH 是 平行 四 边 形 . 


解 设 对 角 线 的 交点 为 0。 因 为 4B0CD 
是 平行 四 边 形 ,所 以 
A0—00., 
在 入 40F、A 人 OOH 中 ， 
40=C0， 
478O= -AR=AO5IC， . 
LA0F~ /HOO. 
AAOF® ACOH, 
*. OF—OH. 


多 
ev 


| 同 理 ,由 ”和 八 B80 人 入 DGO， 


有 | OK=~OG. 
因此 由 于 四 边 形 吾 FGF 的 对 角 线 互 相 平分 ， 


所 以 为 平行 四 边 形 . D 


的 边 4B、B0O 的 中 点 
分 别 为 如 了 ,在 4C 
上 取 两 点 G、 号 , 使 


205. 设 人 4BO 
B 
AG~GH=HO, 


| 车 BG 与 BE 的 交点 为 D, 则 4BOD 是 平行 


四 边 形 。 
解 因为 B、G 是 人 4BH 的 边 4B、 48 
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的 中 点 ， 
EG BH. 


同 理 ， FE 1 BG. 


因此 BGDH 是 平行 四 边 形 . 若 假 设 BD、 


40 的 交点 为 0, 则 
OG=0OH,. 
OA=00, 
3 OB=0D, 
故 4BCD 是 平行 四 边 形 . 
206. 在 平行 四 边 形 4BCD 中 ， 
24B=A4D, 

把 4B 向 两 边 延 长 并 
在 其 上 取 点 ,使 
AE= AB= BF, 
设 BC、FD 的 交点 为 

G, 则 


从 而 


EE 


LEGF=/R. 
解 因为 4D=24B, 4B= BF， 
.“. AD=AF, 
, LADF—-/AFD. 
又 AF I DO， 
, LFDO=/AFD, 
*. LADF= /FDO. 
同 理 ， LBOB= /ECD, 
且 4D1/ BC. 
。。 GDC+ AG6OD= /BR, 
从 而 LDGO= /ZR, 
即 LEGF= LR. 

207. 从 平行 
四 边 形 4BCD 的 
两 顶点 4 和 0, 向 
四 边 形 外 的 一 条 直 
线 XY 了 所 引 垂 线 之 
和 等 于 另 两 顶点 如 
和 也 向 XY 了 所 引 垂 线 之 和 . 

解 设 40、BD 的 交点 为 0, 从 4、B、O、 
DD、O 到 直线 有 了 的 垂 足 分 别 为 4'、B'、O'、 
D'、0', 因为 O 是 4C 的 中 点 ， 

A4’' HO0'N CC’, 
oe AA'+4OO'—200', 


同 理 BB'+ DD'=200'. 
A4'+00'=BB'+DD', 
208. 车 在 平行 四 边 形 4BCD 的 各 边 上 


向 外 侧 作 正 方形 ， 则 以 四 个 正方 形 的 中 心 为 


顶点 组 成 一 个 正方 形 . 

解 ” 如 图 , 设 卫 、@、、5 为 四 个 正方 形 的 
中 心 ; 0 为 4C、BD 的 交点 , 因为 4BCD 是 
平行 四 边 形 , 所 以 0 是 4AC、BD 的 中 点 . 因 
此 在 人 4BC 中 ,将 44B、BC 上 的 正方 形 中 
心 王 .和 与 40 的 中 点 连结 , 则 

PO~8Q0, PO_LQO (参考 问题 198) . 

同 理 , 90= BO, 且 QOJLRO, 及 0R=08,， 
且 OR10S, OS=0OP 日 0S1LOP、 

.. OP=00~0R=058, 
OP、08 及 09、08 分 别 成 为 一 条 直线 ， 且 
互相 垂直 .因此 PQRS 是 正方 形 . 

209. 若 在 平行 四 边 形 4BCD 的 两 边 
4B、CD 的 外 G - 

仙 ， 分 别 作 正 
三 角形 4BE、 
CDF, 在 BC 
上 与 四 边 形 同 
侧 作 正三 角形 CBC, 则 
EG=/A0, FG= BD. 
解 在 和 人 BBG、 人 和 八 4BC 中， 
EB=~AB, BG= BO, 
BBG 一 人 ABC (都 是 60° 十 人 4BG). 
“. NEBG2AABO, 
EG= .AC. 
司 理 ,由 和 人 DBC 只 入 8GC, 有 
FG= BD. 

210， 若 在 人 4BC 的 边 4B、40 上 ， 
向 外 侧 作 正三 角 己 
形 4BD、ACE, 在 
边 BC 上 与 顶点 
的 闻 侧 作 正 三 角 
形 BOF, 则 四 边 形 “BB 
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4EFD 是 平行 四 边 形 . 
: 解 在 人 DBF、 八 4BO 中 ， 
BD~BA, BF= BC, 
LDBA=60° BC. 
., LDBF= /ABO, 
‘ ADBFELAABO, 


因此 

DF= AC. © 
而 人 AZ4C 为 正三 角形 ,所 以 

4O= 4 也。 
因此 由 色 @ 有 

DF= AB. 四 
同 理 ATOBS22AB504， 

.PE—-AB=AD. 四 


由 因 、@, 知 D4EF 是 两 组 对 边 相等 的 四 
边 形 ,所 以 是 平行 四 边 形 。 

211. 从 平行 四 边 形 4B0D 内 任 一 点 0 
引 O04、0B、 
OG、0OD, 设 其 
中 点 分 别 为 
万 、 F、 G、 H, 
若 DB、C8 的 
交点 为 P; 4F、 
DG 的 交点 为 


Q; 4 了 、BG 的 交点 为 名 BB、CR 的 交点 


为 8, 则 四 边 形 PORS 是 平行 四 边 形 . 
- 解 连结 PG， 由 于 了 、G 分 别 是 0B、 OC 
的 中 点 ,所 以 有 7G/ BC 且 


1 
因此 4DJ/ FG 上 是 
1 
FG= 亏 AD. 


由 此 知己 是 49 的 中 点 。 同 理 , 了 是 CP 的 
中 点 。 故 


PQ240， 
同 理 ， RS 4 AO, 
故 POORS。 
所 以 PQRS 是 平行 四 边 形 。 


(3) 长 方形 、. 葵 形 
212. 长 方形 的 对 角 线 相等 。 
解 ” 设 长 方形 4BCD, 引 对 角 线 40、 BD. 
因为 A4BC 和 人 入 DOB 的 两 边 及 夹 角 分 别 


明 题 


相等 ， 这 两 三 角形 全 等 ， A 
.. 4C=BD, 
213. 菱形 两 对 角 
线 互相 会 直 且 平分 各 
角 


马 


解 设 0 为 鞭 形 4BCD 两 对 角 线 的 交点 ， 

则 “ A4BD2ACBD (三 边 相等 ) 。- 
4BD= /DBO, 

AADB= /BDO., A 

所 以 BD 平分 人 B 

及 LD。 同 理 , 4C 

平分 人 4 及 ~C. 

又 因为 BO 是 等 
腰 AB4C 的 顶 角 
平分 线 ,所 以 它 垂直 于 40. 

214。 在 凸 四 边 形 4POD 中 , 若 人 4= 
/0 LB 二 LD, 4B= BO, 则 该 外边 形 是 菱 
形 。 、 

解 ”因为 四 边 形 的 内 角 和 为 360*， 由 4 

A+/B=180°, 
所 以 MAD/ BC 同 理 ，4Bf/1CD, 洛 4BOD 
是 平行 四 边 形 、 在 这 个 四 边 形 中 , 4B= BC， 
所 以 四 条 边 都 相等 ， 故 四 边 形 4BODD 是 鞭 
形 


pAb 
< 


215. 设 长 方形 4BCD 的 四 个 角 4、B、 
C、 DD 的 平分 线 的 交点 为 了 、 妃 、 瑟 、G， 则 到 
边 形 BFGH 是 正方 形 . 

解 ” 因为 人 4GD、 入 BEC 都 是 等 腰 直 角 
三 角形 ， AD== BO, 它们 全 A 


pad 


6 


等 。 

"。 GA=GD=BEB 
=BEC. 
又 人 了 4B 与 和 HDC 也 

是 全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 . 
., PAFB-HD~HO, 
EF~—FG=GH=HE. 
因而 8BHG 是 四 边 相 等 的 长 方形 ,所 以 是 正 
方形 . A__G D 
216. 过 平行 四 
边 形 对 角 线 的 交点 ， 
引 相 互 垂直 的 两 条 直 
线 ， 顺 次 连结 这 两 直 
线 与 各 边 的 交点 所 形成 的 四 边 形 是 鞭 形 。. 
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解 设 过 点 O， 引 相互 垂直 的 两 条 直线 与 
4B、OD、4 刀 、B0C 的 交点 分 别 为 B、 了 了 , G、 
五 . 在 人 GOD、 信 808B 中, 0D=0B, 

LGDO= /OBH, /GOD= /BOH. 
. AGODSBAHOB, 
OG~0OH. 
AZODsAFOD， 

., OF=OF. , 
因为 四 边 形 GEEHF 的 对 角 线 互相 垂直 平分 ， 
所 以 它 是 菱形 。 

217。 车 在 给 定 的 长 方形 4BCD 中 内 接 
一 平行 四 边 形 BFGH, 它 的 各 边 平行 于 长 方 
形 的 对 角 线 ， 则 其 A 昌 
周 长 为 定 值 。 


同 理 ， 


LR= /00B= /0BO= /GPK, 
GF-QGK. 
因为 4CKH 是 平行 四 边 形 ,有 
HK=40, 
而 HG+GF=.AO, 
因此 平行 四 边 形 万 FG 五 的 周 长 等 于 4C 长 
的 两 倍 ,所 以 是 定 值 。 A 
218. 长 方形 的 对 
角 线 大 于 夹 在 两 对 边 间 NS 
的 任意 线段 . | 
解 设 如 为 夹 在 长 


方形 480D 的 对 边 4B、 DC 间 的 任意 线段 ， 


作 A4G 斤 如 FF 因为 L4GC 是 钝 角 ,所 以 
AC>AG. 
又 因为 4BFG 是 平行 四 边 形 ， 
AG=EF, 
AC>EF. 
的 各 角 平 分 线 想 交 所 成 
的 四 边 形 是 正方 形 。 那 


Ne 
么 原 四 边 形 应 是 怎样 的 > 


Ax 
形状 ? 的 
解 ” 设 四 边 形 4BCD 的 各 角 平分 线 相 交 
作出 的 四 边 形 为 P9RS. 车 PQRES 是 正方 
形 , 则 
LP=/R, APAB+/PBA=/R, 
因为 P4、PB 分 别 是 4、 人 B 的 平分 线 ， 


D 


从 而 人 .4 十 一 B=23LR， 
'. ADY BO。 
又 因为 2@ 也 是 直角 , 同 理 ， 
4B1/OD。 
因此 4B0D 应 是 平行 四 边 形 . 而 P、 五 是 夹 
在 线段 4D、BC 之 间 的 线段 的 中 点 ,有 
PR/ EC. 
.SPR 一 PPBO。 
但 是 由 于 PQRS 是 正方 形 ,有 
LSPR=45°, 
". ZZPBC=45°, 
.» LABO=:/R, 
即 平 行 四 边 形 的 一 个 角 是 直角 ， 所 以 原 四 边 
形 是 长 方形 . A 了 
220。 若 从 长 
方形 4BCD 的 顶 
点 CO 引 对 角 线 BD B 8 
的 垂 线 ,与 人 BAD 
的 平分 线 相交 于 点 
B, 则 
AC=0%F. E 
解 设 从 4 向 3BD 作 垂 线 4F, 则 有 
LB=/FAR. 
但 是 人 BAF=/A4DB= /DAO, 
且 LBAE= /DAR. 
LFAE~ /EAO, 
一 五 一 了 4C， 
。 4C=-0O7 


(4) 正方 形 
221.。 在 正方 形 4BOD 的 对 角 线 BD 上， 
取 .BB 一 4B, 若 过 恕 作 BD 的 垂 线 与 OD 的 
交点 为 了 则 
OF=ED. | 
解 连结 BF, 在 八 BEF 与 人 BCR 中 ， 
BP 公共， A D 
BC=.BE, 
LC0= LB=/R, 


< 
Sr 有 
., OF=EF, @ 民 


Cc 
又 因为 4BCD 是 正方 形 有 
LBDF~ 计 LR, 


但 是 LDEF= LE, 


48 第 二 编 证 明 题 
五 站 = 一 BFH。 . ® 和 人 DOZSs2ACDP ( 斜 边 及 一 锐角 ) 。 
由 @、@, 得 *. BE=0F, DF=0%. 
OF=ED., .. BET+DF=COE--OF=~ EF. 
“222. 若 在 正方 形 4BCD 的 边 DO 上 取 | 又 设 BD 在 直线 XY 了 的 异 侧 时 , 同 理 ， 
二 点 G, 在 0G 上 A D BE~DF=~0E~OF=BEF. 
向 原 正方 形 的 外 侧 放 225. 在 正方 形 4B0D 的 对 边 4B、CD 
作 正 方形 GOEF, | 上 , 分 别 取 点 如 、F， A Hb 
则 过 ER 内 任 一 点 作 
DE | BG, a 。。 | 垂直 于 BF 的 任意 直 
DE=BG. - 6 线 , 与 4D、BC 或 其 
解 因为 A0BG 与 人 CD 的 两 边 和 夹 | 延长 线 的 交点 分 别 为 * pa 
角 对 应 相等 , 这 两 个 三 角形 全 等 - 五 .G, 则 , 
`“， BG=DE., EF=—HG. C L 


又 因 在 全 等 三 角形 BCG、DCE 中 ,两 组 对 . 


应 边 相 互 垂直 , 即 
BCLDO, OG LOE, 
所 以 第 三 组 对 应 边 也 互相 垂直 , 即 
BG LDE. 
223. 从 正方 形 4BCD 相对 的 顶点 4、 
C 〇 , 向 过 另 一 顶点 的 任 一 直线 作 垂 线 , 设 其 垂 


足 分 别 为 如 C 则 。  、 
允 、 
1 


AA’'=BO'. 
解 在 直角 三 角形 
A4B 与 BC'C 中 ， 
AB= BO, 
LBAA'+ /ABA'~ /RB, 
LO'BC+ LABA'= LR. 
. LBAA'= /OBO,, 
-. A44'B2 AHEO'O， 
.“. AA4'=BC'. 
224. 从 正方 形 4BOD 的 顶点 B、D, 向 
过 顶点 C 的 任意 直线 有 了 作 和 车 线 B8、DF,， 
则 有 


又 


DF+BE=BEF, 
或 DF~BE~EF, 


解 设 B、 了 在 直线 及 了 的 忌 全 时, 则 


解 设 过 及 .了 向 BC、4B 作 垂 线 , 其 垂 
足 分 别 为 区 到 , 则 在 AHGL、 和 FEK 中 ， 
HL~FK, LAK=/L~/R, 

有 LH=LZF (HGLEF, HLLKF). 
., AHGLEAFBEE, 
.. HG—%EF. 

226. 连结 正方 形 4BOD 的 顶点 4 与 
边 BC 上 的 任意 点 
思 , 设 ZBAD 的 平 
分 线 与 边 CD 的 交 
点 为 五 ， 则 DF 等 
于 AP 与 BE 之 
差 


H E 
解 在 BB 的 延长 线 上 取 点 器, 使 BH = 
DE, 则 
A4BBES2A4DF， 
LH=LF.. 
且 LHAB=— /FAD— /FAR 
(48F 是 人 DAE 的 平分 线 )， 
LHAB~ /BAF. @ 
又 因为 4B /DE, 


LF=LBAP,. ® 
227. 设 有 两 张大 


由 中 、@、@, 有 
人 
小 相同 的 正方 形 纸 片 ， 


LH=/HAE, 
HE=ABE. 
如 使 一 张 纸 片 的 中 心 放 B= Cc 


故 
AE~ BE~HE~ BE 
=BH~DF,. 


A 


了 


只 也 
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在 另 一 张 纸 片 的 顶点 上 转动 时 ， 则 它们 重合 
部 分 的 面积 如 何 变化 ? 

解 设 两 个 正方 形 为 4BCD、EFGH,， 
FGH 的 中 心 与 D 重 合 ( 如 图 ). 4D 与 BH 
的 交点 为 下，CD 与 BF 的 交点 为 ZL， 则 因 


EBGH 是 正方 形 有 
万 一 DT © 
又 LKEDO= /R= /EDF, 
/KDE~ /LDF. ® 
LEED~45°—ALFD. ® 
由 0、@、@, 有 
ADEB@ADLF, 
因此 ， 重 合 部 分 挟 BZ7D 的 面积 =Sepzz 十 


Sapzz 一 Sepzp 一 开 正方 形 4BOD 的 面积 ， 


不 论 正方 形 EFG 玉 在 怎样 的 位 置 时 , 上述 证 
明 都 是 成 立 的 ， 故 两 正方 形 重合 部 分 的 面积 
一 定 . 

228. 过 正方 形 4BCD 的 中 心 0 与 顶点 
4 所 作 的 圆 与 边 4B、 
4D 的 交点 分 别 为 P、 “从 
9, 着 P、Q 不 在 边 的 延 PR、 
长 线 上 , 则 4P+4@ 等 
于 正方 形 的 边 长 . 

解 连结 04、OP、 BB 
OP、08. 在 人 4OP、 人 DO8 中 ,因为 

APO+ /LAYQO=180°, 


LAPO= /DQO,., 
”又 因为 O 是 正方 形 的 中 心 ， 
LPAO0= /QDO=45°, 04=0D， 
因此 A4OP2ADoe， 
从 矶 AP=D®, 
AP+AQ=—D9+AQ=AD. 
229。 以 八 4B0 的 边 4B、AC 为 边 向 


外 侧 作 正方 形 4BDM、ACEN， 若 从 顶点 
D、 包 向 边 BC 作 垂 线 为 DF、BG, 则 
BC~DF+EG, 

且 SA4Bo 一 SABFD 十 SAccz。 

解 作 4H1BO, 在 和 人 AHB、 人 BFD 
中 ， 

AB=BD, LABD= /RB, 
4BH、 人 BDF 都 是 ~ 了 DB 的 余 角 ， 
LABHB= /BDF, 
,, AAHBG@ABFD, 


he et et 


F BH CG 
从 而 BH=DF. 
同 理 ， A4RECO2ACG 万 ， 
“， 0 万 一 也 G， 
因此 BC=BH+CH=DF+EG,. 
又 Saapc—SaagB+Saagc 
=Saprp+Sacas. 


230. 若 以 人 4BC 的 边 4B、4C 为 边 
在 此 三 角形 的 外 侧 作 正 方形 4BEF, 4CGH,， 
以 BC 为 斜 边 在 
和 人 4BC 的 同 侧 
作 等 腰 直 角 三 角 
形 BOP， 则 了 到 
P、G 在 一 条 直 
线 上 ， 且 EP=PG. 

解 ”由 点 4 如 G 分 别 向 BC 或 其 延长 线 
作 垂 线 44、 厂 有、GG 由 上 题 知 

EB'=BA', GG'~04,, 
和 EE’'+GG'= BC, @ 
EB'B~0G'~AA4'. 四 
又 人 BPO 是 等 腰 直 角 三 角形 ， 从 呈 向 BC 
作 垂 线 PM, 则 点 双 是 BC 的 中 点 ， 从 而 由 
@ 知 四 是 召 G' 的 中 点 , 且 


1 
M= 一 
P 3 DO。 


于 是 由 @ 有 
PM= 亏 (EE'+GG), : 


其 次 , 取 已 G 的 中 点 已， 根据 问题 251, 有 
PM (BE'+G0), 


所 以 卫 与 P' 重合 故 忆 点 在 8G 上, 且 
EP=PG. 

231。， 若 长 方形 PORS 内 接 于 正方 形 
4BCD, 则 长 方形 的 各 边 平行 于 正方 形 的 对 
角 线 . 

解 . 正方 形 4BOD 中 心 与 长 方形 的 中 心 
0 相 重合 . 设 卫 在 4D 上 ,以 0 为 贺 心 , OP 
为 半径 的 加 与 4B 相 交 于 8、9' 则 这 两 点 之 


eet A A npndene en ws- 
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一 必 是 内 接 于 正方 形 的 。 六 上 Dp 
长 方形 的 顶点 . 若 取 G dl 
为 长 方形 的 一 个 顶点 ， 
则 因 

AO4PeAOBG9' Q 
有 LP0Q'= 人 LB, 8 5 
此 时 内 接 图 形变 成 了 正方 形 , 与 题 设 矛盾 ; 若 
取 @ 为 长 方形 的 一 个 顶点 , 则 由 

AOAPS2AOAQ 
知 8 与 是 关于 04 的 对 称 点 。 
a PQ/ BD. 

同 理 ,其 他 各 边 也 是 平行 于 4C 或 BD. 

232。. 车 在 正方 形 
4BOD 的 对 角 线 BD 
上 > 取 

BE=BO, N 
从 CZ 上 的 任意 点 卫 分 ZN 
别 向 BD、BC 作 垂 线 8 IN 
PF、PG, 则 
PF+PG= 闻 BD. 


解 因为 人 BOE 是 等 腰 三 角形 ， 所 以 
DB 二 PG 一 定 , 它 等 于 从 点 C 向 BD 作 的 垂 
线 OH 长 (问题 150) . 又 因 人 CBD 是 等 瑟 
直角 三 角形 ， 

。。 C 豆 一 于 BD, 


区 PP+PG 一 也 BD. 


233。 从 正方 形 
ABCD 的 一 个 顶点 
CO, 作 C 平行 于 了 3 也， 
使 BB=BD, 若 BE、 E 
CD 的 交点 为 五, 则 

DE= DF. Cc 

解 若 从 召 引 BD 的 垂 线 五 9, 则 有 

1 Ls 
EG~=3A40=BD-3 BE. 
天 此 由 问题 130, 有 


LEBD=30°, 
LBDE= /BED 


一 却 (180" 一 30") =75°, ， 


A 了 


从 而 


又 LDFE=/ADBFT+45°=75°, 


OR pd A nr 4 


LDFE= /LDEE, 
故 DE=DF. 
234.。 若 以 人 4BC 的 边 4B、AC 为 边 ， 


号 向 三 角形 的 外 侧 作 正 方形 4BDB、ACFG,， 


则 入 4EG 与 人 4BC 等 积 。 

解 车 在 G4 的 延长 线 上 取 4 及 G4, 连 
结 召 及 ， 则 人 4BG 与 八 4B8H 等 积 ， 但 由 
于 如 48= 人 LOA4B( 都 是 LB4G 的 补 角 )， 


又 AB=—AB, AH=—A0O, 
', AAEBHSGAABO., 
故人 A4PEG 与 人 4BC 等 积 . 


235。 分 别 以 人 4BO 的 边 4B、40C 为 

边 ， 在 A4BC 的 外 侧 作 正方 形 4BDE、 
AOFG，,， 从 4 引 
BC 的 垂 线 4 瑟 ， 
车 延长 及 4 与 

BG 的 交点 为 双 ，. 
则 2 是 了 3G 的 

中 点 . 

解 延长 4M， 
在 其 上 取 4N=B0, 在 人 4BC、 人 入 EAN 中 ， 

AB=A4E, @® 

AN = B0, @ 
LA4BC=B4N (都 是 人 BA4H 的 余 角 ). 

| ©® 


由 中 、@、@@, 有 
A4FECeeAB4N， 
.了 N=4O=4G。 
人 4PC2AGN4， 
.. GN=AB=AE. 
因此 四 边 形 和 NAG 是 两 组 对 边 相 等 ， 所 以 
它 是 平行 四 边 形 。 故 4N、2G 的 交点 下 是 
BG 的 中 点 。 

236， 设 人 4BC 的 按 4 的 中 点 为 1， 
分 别 以 BC、C4 为 边 向 人 4BC 的 外 侧 作 正 
方形 BCDB、ACFG, 则 CMU 一 子 DF， 并 径 


直 于 DZ. 
解 延长 CH， 在 其 上 取 MN=CM， 在 


同 理 ， 


eb ee a 


(CD=0B 


QO 
Qo 
a 


(都 是 和 40B 的 补 
角 )。 


. ACANZ2AFOCD, 
因此 DF= NC=~20M. 
"4 ZAC0N= /0FD, 
而 LACNT /AFCH=/R, 
. OCHLFEFD., 
237。 若 分 别 S 
以 入 4BC 的 边 4B、 G 
C4 为 边 ,在 A4BC A : 
的 外 侧 作 正 方形 了 F 
ABDE、 ACEFG, 则 
BG= EC, 
BGLEC. 
解 在 和 俯 4BG 与 八 4EC 中 ， 
AB= AE, AG=A0O, 
LBAG= /EAC=90° + /BAC. 
。 A 人 ABGSEAAEC, 
。 BG=E0. 
其 次 ， 着 BG 与 BC、40 的 交点 分 别 为 五 、 
互 , 则 在 人 4KG 与 人 HCEK 中 ， 
LAGK= /KOH (. A 人 4BO2A4BG)， 


又 LAKG= /LOKH, 
“, LOHE~ /GAK=/R, 
即 BGLEC. 


238、 分 别 以 A4BC 的 边 4B、4G 为 
边 ， 在 A4BC 的 
外 侧 作 正方 形 
4BDBE、4C7G, 正 D 
方形 的 中 心 分 别 为 
P、9, BG、BO 的 
中 点 分 别 为 工 、 有。 则 到 忆 、 9 为 正方 形 
的 顶点 。 
解 在 人 4BO、A4B5G 中 ， 
AE—AB,.40— AG, 
LEAOC= /BAG=/R+/BAC. 
*. ABA02A 人 BAG. 
办 此 BC==BG, 且 EC LBG。 又 因为 P、 从 、 
Q、 工 是 四 边 形 如 BCG 各 边 的 中 点 ,所 以 
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MOL BGLPL, 


而 BO= BG, 且 BC LBG, 因而 PMUQI 的 各 
边 相 等 .各 角 为 直角 , 所 以 LPMQ 是 正方 形 . 

239. 以 凸 四 边 形 4BOD 的 边 4B、 BC、 
CD、D4 为 边 ， 在 该 四 边 形 的 外 侧 分 别 作 正 
方形 ， 设 其 中 心 分 别 为 
L、 好 、 N、 P, 则 LN 与 
PM 相等 有 互相 垂直 . 

解 设 BD 的 中 点 
为 0, 则 在 人 ZNO 与 
AFMO 中 ， 根 据 问题 
168, 有 


LO=~PO, NO= MO, 
LOL1LPO, NOLMO, . 
LNOL=~ /MOP, 
AZ7ZNOSAPMO， 
-。 LN=PMU. 
而 OL ! OP, ON 1OM， 
.“» LNLPN. 

240. 和 若 从 正方 形 4BCD 的 顶点 女 引 
直线 与 BC 交 于 X, 与 A D 
DC 的 延长 线 交 于 卫 ， 则 

AX+AY >240. 

解 设 XY 的 中 点 为 . 

到 ， 则 B C 
AX+AY -2AM. M 
因为 ”4B> DBZX， Y 

/LAXB> /BAX, 
但 是 AMCX=ALMZXC~/LAXSB, 
LMCY= /Y= /BAX, 
.“ LMOX>/MCY, 
“» LACM>90°, 
“. AM>A40, 
.“, AX+AY>240. 

241。 若 以 八 4BC 的 边 4B 为 边 ， 在 
入 4BC 的 外 侧 ( 或 内 侧 ) 作 正方 形 4BDE， 
从 4 向 BO 作 垂 线 4F, 并 延长 在 外 仙人 或 内 
例 ) 取 4G=B0, 则 ECG= CD. 

解 ” 如 图 ,在 和 作 BDC、 信 4BG 中 ， 

AB= BD, AG= BC, 
人 4BF 一 (人 BA4F 的 余 角 ) 二 人 BAG， 


ep 
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G A 
E 
内 E 
D 号 5 
BF CC G D 
.LDBC- BAG, 
因此 ABDCeeA4BG， 
从 而 BG—0D. 


如 右 图 ,在 八 4BG、 人 入 BDOC 中 ， 
AB~BD, BO= AG, 
LDBO /LBA4G (都 是 90。- 4HC) 
“人 4BGLABDO, 
知 BG=0D,. 
242. 设 在 正方 形 4BOD 的 边 4D 上 取 
一 点 也 使 A MED 
BE DE + DO, K 
点 , 则 
LEBO=~2/ABM. B c 
解 设 在 好 D 的 延长 线 上 取 DK==DO, 则 
有 BK=BB， 


., LAK~/ABBR. © 
又 DK / Bo, 

。。 LAK=LFBO., @ 
故 LBBC~2/FBO., 


因为 BC2DK, .了 是 DC 的 中 点 ,又 及 
是 4D 的 中 点 , 故 有 4M=CF,， 从 而 


AABM2AOBF. 
由 此 得 LABM= /0BF .. 
~ZFBE, 
“» LEBO~2/A4BM. 
243， 设 有 任意 G。 
直线 平行 于 正方 江 “WW 
ABOD 的 对 角 线 
AO, 与 边 4B、BC 
的 交点 为 召 、 了 ,在 


D4 的 延长 线 上 取 点 G 使 44 一 4D， 若 EG 
与 DF 的 交点 为 如 则 4 有 等 于 正方 形 
4BCD 的 边 长 ， 
解 由 假设 0C41/ BF, 有 4E 一 HC。 又 
AG=DO, LGAB= /R= /0, 


因此 人 4GFESACDF。 | 


he 0 ep a i A 


| 等 分 


明 题 
但 因 AG LDO, AB LOF, 
GBF DR 
而 AGED= /BR, 


又 4 是 直角 三 角形 GE 的 斜 边 GD 的 中 
., 4 万 =4D。 

244. . 引 了 如 平行 于 正方 下 4ABOD 的 对 
角 线 40, 在 BB 
上 取 点 也, 使 

AF~40, 
若 作 萎 形 048E， 
则 A 加 及 AF 三 


2ZB40( -也 2B). 


解 从 五 作 40 的 垂 线 瑟 有 ， 设 4O、DD 
的 交点 为 0, 则 
FE=BO—3BD= 二 A0~= 计 4 


县 FKLAO., 
LFAK=30°, 
而 LCAB= /FAD, 
.LCAB= /FAB=-15°, 
又 LBACG=45°, 


, LOAB= /BAF=~/FAB. 

245. 从 正方 形 4BCD 的 顶点 4, 在 B、 

C 的 间 侧 引 对 角 线 DB 的 平行 线 4B, 并 在 

其 上 取 点 孔 使 BE~BD, 若 ZB 与 4D 的 
延长 线 的 交点 为 了 , 则 DF 二 DE. . 


解 从 五 向 4 如 引 垂 线 BG， 则 在 直角 三 
角形 BG 刀 中 ， 


1 I 
B = = ee, =—— 
G=AO 3 BD 可 BE, 


LGEB=30°. 
又 BD~BE, BD/ AE, 
.BD 平分 人 AEB, 即 人 DEB-15°, 
-ADBB 一 30。 
从 而 LOBF=15°, 
因为 CCB) DF, 


过 
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LF= /C0BF=15°, 
+ LDEB=/F, 
“。 DF=DE,. 
246. 设 有 两 条 互 。 
相 垂直 的 直线 ,了 ,车 
作 一 个 正方 形 ， 使 其 一 
组 相对 顶点 分 别 在 直线 
、 了 上， 则 另外 两 个 
顶点 总 在 两 条 定 直 线 
上 . 
解 设 正方 形 为 4BCD, 顶点 4 在 直线 了 
上 , C 在 直线 并 上 。 若 两 直线 了 、 了 的 交点 
为 0, 连结 OD, 则 在 四 边 形 40CD 中 ， 
L400= /ADO= /RBR, 

因此 4、O、C、 DD 共 贺 . 


LO00D= /0AD= 去 LR. 


出 此 , OD 平分 <0， 于 是 DD 在 方向 确定 的 
直线 OD 上 。 又 四 点 4、0、B、0 也 在 同一 
图 周 上 , 所 以 点 如 是 在 过 点 O 且 与 OD 三 直 
的 定 直线 上 。 A S_D 

247。 有 四 个 动 点 
P、8、B、8 分 别 从 正方 
形 4BCD 的 项 点 4、B、 
C、 史 同时 出 发 ， 沿 着 
AB、.BCO、.CD、.D4AW 同 8B 
样 的 速度 向 点 召 C、D、4 移动 时 ， 

(1) 证 明 四 边 形 PQBS 总 是 正方 形 ; 

(2) 求 四 边 形 PQRES 的 商机 尖 风 和 最 大 、 
最 小 时 的 位 置 ; 

(3) 证 明 PR 总 过 定点 ， 

解 (1 由 于 A4P=B8Q~0R 一 D8, 从 而 

BP~00=DR~AS. 

又 LA=/LB~/0= /AD= ZR, 

“. AASPRABPYILADRSLACOR, 

.“. PQO—QR=RS~S8P. 
又 由 LBPQ 一 人 L458P 有 
‘LBPO+ LAPS 
LASP+/APS= /ZR, 
o» LSPQ= LR, 

故 PQRS 是 正方 形 . 

(3) 由 人 PB8 一 人 LR, 有 

PO?2= BP2+ BQ? 

=BP2+ AP? 


(… BQ—AP) . 


~3[(BP+AP)?+ (BP— AP)] 


过 3[AB+ (BP— AP)Y, 


边 中 点 时 ,PQ 为 最 小 , 其 最 小 值 为 二 4BY 
当 卫 、0、R、 太 在 顶点 4、B、0、D 上 时 ， 
PQ 为 最 大 , 其 最 大 值 为 4B. 

(8) 设 AO、PB 的 交点 为 0， 因 为 4P 
RO, 所 以 4POR 是 平行 四 边 形 , O 是 40 的 
中 点 , 即 PR 总 是 过 40 的 中 点 , 亦 即 总 是 过 
4BOD 的 中 心 . 


(5) 梯形 


248. 等 腰 樟 形 两 底 角 相等 , 对 角 互 补 。 
解 从 4B=0D A D 
的 梯形 顶点 卫 作 区 
DB， 则 由 4BZD 人 人 
是 平行 四 边 形 有 3 EC 
AB—DBE. 
AB— DO, 
.DB 一 DO， 
LDEC= /0, 
ZB=/DEO,.. /LB=/0. 
4D1 BO, . 
LA+/B=2/R, 
LA+LC=2/R. 
249. 已 知 两 底 C、D 及 对 角 线 rm、n, 试 
证 使 其 作成 梯形 A_ ae D 
必须 满足 AS 
min>atob 
>m~n. B 5 c 
解 在 梯形 4B0CD 中 ， 底 边 4D=a, BC 
一 D, 对 角 线 40 二 m, BD=n. 引 DE/ 40, 
设 与 BC 的 交点 为 召 , 则 四 边 形 4CZD 是 平 
行 四 边 形 ,有 
DE=AC=m, OF=~AD=a. 


但 是 


而 
又 
所 以 


a 


这 样 要 能 作 梯 形 4BCD， 只 要 作出 人 BDBE 


就 可 以 了 . 为 此 , 要 
BD+DE> BE>BD- DE, 
即 wT%>>aTb0>m~n 为 所 求 的 条 件 。 
250， 若 在 凸 四 边 形 4B0D 中 ， 


~ 
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LB= /0, 4B=0D， 
则 四 边 形 是 等 腰 梯 A D 


有 
形 § 
“ \ 
及 
$ 
‘ 
入 


解 过 4 引 4Z1 
B E C 


CD, 知 同位 角 
LABB~ /DOE. 
由 假设 条 件 人 B= 人 LC, 有 
LAEBB= /4BO, 
AB= A4E. 
' AB=0D, 
有 . AB LOD. 
因此 4ECD 是 平行 四 边 形 ,有 
4D1 OE, 
所 以 4BCD 是 4B=CD 的 梯形 。 即 为 等 腰 
梯形 。 


从 而 
又 


251, 连结 梯形 两 腰 中 点 的 线段 平行 于 
底 边 且 等 于 两 底 
和 之 半 。 

解 设 梯形 3 N 
4BCD( 底 为 BO，， 外 
4D) 的 两 边 4B、 5 


CD 的 中 点 为 M、N， 延 长 4 和 入、BC 交 于 点 
B, 因 DN=NO, AD 1 OF. 


.。，A4ND2ABNC， 
.-。 4N 一 4D=CB。 
但 是 AM—MB, 
‘, MN/ BE. 
且 。 MN 六 BB- 吝 (4D+B0). 


252， 连结 梯形 4B0D 的 两 对 角 线 4C、 
BD 的 中 点 @、 卫 的 线段 PR， 等 于 两 底 边 的 


差 之 半 。 A D 
解 假设 延长 4P 与 AN 
BC 的 交点 为 召 , 则 > 
AP—PE, AN 
AD=BE. E © 
从 而 EC= BC— AD. 


又 因为 P、@ 分 别 是 4B、40 的 中 点 ， 所 以 
有 


PQ= 寺 EC= 训 (B80 一 4D). 
253。 在 四 边 形 4BCD 中 , 着 ZL4- 


LO0,. 则 各 角 平 分 线 相 交 成 等 腰 梯 形 . 
解 在 图 中 , 设 LGHK 是 由 四 边 形 4BCD 
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| 的 各 角 平 分 线 相交 作成 。 A 


的 四 边 形 , 则 在 人 4GD、 
人 2CCOD 中 ， . 
LGA4AD= /HCD 
(… LA= LO), 和 
LADG= /HDO, 


*. /AGD- -DEC= /LEHG. © 
又 在 A4BI、A 人 BEKC 中 ， 
LBAL= BOE (… /A=/0), 
LABL= /KBO, 
, LALB- /GLR-/HEL. ©® 


由 @、@, 知 四 边 形 LG 及 是 等 腰 梯形 ,。 


(6) 多 边 形 
254. 凸 % 边 形 的 内 角 和 等 于 (2 一 信 直 
角 . 
解 在 % 边 形 4BCD… 内 任 取 一 点 0, 连 
结 点 0 与 各 顶点 作成 本 


三 角形 ， 这 些 三 角形 C 
NS, 
2/ARXn=2n LR. 
但 是 多 边 形 的 内 角 和 等 > 


于 这 些 三 角形 的 内 角 和 减 去 点 0 的 周 角 
4ZE, 即 
m/l/R—4/R= (2n—4) LR. 

255。 硕 次 延长 凸 
多 边 形 的 各 边 所 形成 的 
外 角 和 等 于 4 和 BR。 

解 设 4、B'、0O'、 
D'、 加 、… 为 凸 多 边 形 
ABODE… 的 外 角 ， 则 
在 各 顶点 上 的 内 角 与 外 角 之 和 为 4 二 4 已 
+B', Se 等 ， 且 每 个 内 、 外 角 之 和 均等 于 
2 一 及。 因此 凸 % 边 形 内 角 的 和 加 上 外 角 的 
和 等 于 2% 人 BRB。 由 上 题 知 内 角 和 为 (2% 一 
4) 人 ER, 即 外 角 和 等 于 

on/R— (2m—4d) LR=~4/R. 

256。 求 凸 勾 边 形 的 对 角 线 的 总 数 。 

解 ” 因 为 从 边 数 为 % 的 凸 多 边 形 的 一 个 顶 
点 ;能 引出 (% 一 3) 条 对 角 线 ,所 以 从 个 顶点 
引 的 对 角 线 总 数 为 %. (% 一 3) 条 。 但 因为 这 
些 对 角 线 都 重复 了 一 次 。 故 所 求 的 对 角 线 总 
数 为 


第 一 章 直 线形 55 


n. (N—3) 
De 
257 。 凸 多 边 形 的 内 角 是 锐角 的 不 多 于 

解 ” 当 内 角 为 锐角 时 ， 其 邻 补 角 是 钝 角 . 
但 是 西 多 边 形 的 外 角 和 ， 不 论 边 数 如 何 都 是 
4 人 BRB。 所 以 外 角 能 为 钝 角 的 最 多 有 三 个 , 从 
而 占 多 边 形 的 内 角 为 锐角 的 最 多 有 三 个 . 

258. 试 述 多 边 形 能 够 内 接 于 贺 的 充分 
必要 条 件 ,并 证 明之 . 

解 ” 设 内 接 于 圆 的 多 边 形 为 4BCD.…, 连 
结 顶点 4、 B、 C、 D、 te 与 外 接 圆 圆心 O， 由 
0O4=O05=O00=O0D=…， 知 点 0O 是 4B、 
BC、0CD、… 的 垂直 平分 线 的 交点 。 因 此 ,多 
边 形 各 边 的 会 直 平分 线 相交 于 一 点 ， 是 多 边 
形 能 够 内 接 于 圆 的 必要 条 件 。 

反之 。 若 多 边 形 各 边 的 垂直 平分 线 相交 于 
一 点 0, 则 有 O04 二 0B=00= 二 0D=…, 即 点 
0 与 4、B、0C、D、… 的 距离 相等 ,所 以 O 是 
多 边 形 外 接 圆 的 圆心 ， 
轿 。 因此 , 多 边 形 各 边 的 垂直 平分 线 相交 于 
一 点 是 该 多 边 形 内 接 于 加 的 充分 条 件 . 

综 上 所 述 ， 多 边 形 各 边 的 垂直 平分 线 相交 
于 一 点 ， 是 多 边 形 内 接 
于 圆 的 充分 必要 条 件 。 

259。 圆 内 接 六 边 
形 的 每 隔 一 角 的 内 角 之 
和 相等 。 其 逆 命 题 是 否 
成 立 ? 

解 设 A4BCDEF 为 
圆 内 接 六 边 形 , 连结 4D, 则 得 两 个 内 接 曾 的 
四 边 形 4BCD、AHED, 有 

LFAD+ /B=2L/B, 
LBAD+/CO=2LR, } 
"。 LA+/E+/0C=4LR. 
同 理 ， 和 B+LD+ 人 人 F=4 人 LR, 
所 以 每 隔 一 角 的 内 角 之 和 相等 . 

逆 命 题 不 成 立 , 如 图 ， 作 4'B'f/ 4B, 4'F 
1/ 48 , 则 虽然 有 4'B'CDBEP' 的 各 角 等 于 原 
六 边 形 各 角 , 但 不 能 内 接 于 圆 。 


260。 正 * 边 形 的 一 个 内 有 等 于 (2 一 上) 
x LB 一 个 外 负 等 于 笃信， 


即 这 个 多 边 形 内 接 于 | 


解 ” 因 为 正 % 边 形 的 内 角 和 等 于 (2n 一 多 
XxX 人 BR， 所 以 一 个 内 角 等 于 


如 -名 Lp-(2~4) ) 2 


人 等 于 4 人 CE， 0 角 等 于 
= 和 ZR. 
“261. 如 图 , 连 起 来 的 十 条 线段 形成 的 平 


面 图 形 ， 其 相 邻 两 线段 的 夹 角 ( 图 中 用 约 表 
示 ) 妇 ，B,…, J 的 和 是 多 少 ? 


解 设 延 长 47 与 召 F 的 交点 为 X，GF、 


ZJ 的 交点 为 了 , 则 有 


LYZXZF+ /RIF /YE, 
LIYX+/IRY= /ATY. 


在 右 图 中 ,有 
LX+/LY= LI+LF. @ 
又 由 于 六 边 形 4BCDEX 的 内 角 和 为 
A+B-+O+D+B1+ZX=8LR. ©® 
四 边 形 CE7T 了 Y 的 内 角 和 为 
G+H+I+Y~4ZR,. ® 


把 代入 加 +@, 得 

A+BT+O+D+ETF+G+H+I+J 

~12ZE, 

262. 若 两 个 边 数 不 同 的 正 多 边 形 的 内 
角 之 比 等 于 其 边 数 之 比 ， 则 这 两 个 正 多 边 形 
的 边 数 为 6 与 3. 

解 ” 设 边 数 分 别 为 mx、% 的 两 个 正 多 边 形 
中 , 其 内 角 大 小 分 别 为 


土 (am 一 信 ZLB-(2— 和 4) 3, 
二 (2n 一 今 CBR 一 (32 一生) 忆 B. 
根据 假设 ,有 
(2-- 三 ):(2- 他) 一 mt 
整理 ,得 
MNN— MN) 一 2 (一 M0) (Nt), 


由 假设 , 知 2 去 有 
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9 一 2 十 207， 


因为 mr、% 是 多 边 形 的 边 数 ， 所 以 有 和 人 兰 3， 
% 宇 3 的 整数 。 因 此 

一 5 宇 1, 6 宇 % 们 3， 
且 % 一 2 必须 是 4 的 约 数 。 由 双亲 0， 除去 
m=4, %=4, 于 是 得 m=6, N=3 或 者 N= 
3, % 二 6。 即 这 两 个 正 多 边 形 是 正三 角形 与 
正六 边 形 . 

263， 三 个 正 多 边 形 环绕 一 点 既 不 重 选 
又 无 间隙 的 排列 , 若 它 们 的 边 数 为 p、4、7, 试 
证 下 面 等 式 成 立 ， 并 求 当 2 一 3 时 ， gq”? 的 值 
(在 Pp、4、? 中 2 最 小 ) 。 

1 1,1 1 
| (3<70) 

解 ”因为 边 数 为 的 正 多 边 形 的 一 个 角 的 
大 小 为 


4 8-(o- 和 和 


既 不 重 迁 又 无 间隙 排列 时 , 则 有 
4 4 , 4 
(2-) LB+(2-) LR1(2-S)ZR 
~=4/R,. 
即 
二 和 © 
p a rr” 2 
但 由 于 360° 寺 3 二 120°, 知 当 2 一 Ma 一” 时 , 则 
三 个 正 多 边 形 都 是 正六 边 形 ; 当 p、q、? 大 小 
未 等 时 ， 其 最 小 的 2 是 3SDS6。 当 2 一 3 
时 , 其 中 一 个 内 角 是 69", 另外 两 个 正 多 边 形 
各 取 一 个 内 角 的 和 是 360"-- 60"=300*。 但 
因 廿 多 边 形 的 一 个 内 角 不 可 能 超过 180", 所 
以 这 两 个 内 角 都 大 于 120*。 因此 a>6, 7> 
6. 
在 四 式 中 , 设 2=3, 有 


因为 & 是 大 于 6 的 整数 ， 所 以 7 一 6 是 36 的 


证 朋 是 


正 约 数 ， 于 是 取 Y 一 6 一 二 2, 3, 4, 6, 12, 
18,36， 从 而 得 

gq=42124118]12Y10Y 91 81 7 
，Y 一 7 } A 

264， 若 使 大 小 一 定 的 正 多 边 形 的 砖 无 
间隙 地 销 满 地 , 则 这 些 正 多 边 形 是 正三 角形 ， 
正方 形 , 正六 边 形 中 之 一 种 . 

解 ” 适 合 题 意 的 正 多 边 形 ， 其 顶 角 的 大 小 
必须 是 整除 360° 的 角 , 象 这 样 的 项 角 只 有 是 
正三 角形 的 一 角 为 60*， 正 方形 的 一 角 为 

正六 边 形 的 一 角 为 120"。 因此 能 够 用 
河 样 形状 的 多 边 形 铺 满 地 面 , 只 有 正三 角形 、 
正方 形 、 正 六 边 形 中 的 一 种 ， 


S [EH 鼎 


265。 等 角 多 边 形 必 为 凸 多 边 形 . 
解 ” 设 等 角 多 边 形 的 边 数 为 x， 其 内 角 和 
为 (2 一 4) LB. I 


2n— Ps LR =2LR— 人 LR, 


且 小 于 2 所 以 等 角 多 边 形 必 为 凸 多 边 
形 . 

266. 车 凸 多 边 形 的 边 数 增加 一 边 时 , 则 
其 内 角 和 增加 两 直角 ， 

解 因为 凸 2 边 形 内 角 和 等 于 (2 一 分 
芝 ， 因 此 增加 一 边 时 的 (2 十 了 边 形 的 内 角 
和 等 于 [2 人 十 1 一 和 一 民 。 而 

[(22 十 了 一 和 LAR- (2n—4) LR-2LR, 
所 以 边 数 增加 一 边 时 , 内 角 和 增加 2 一 五 。 

267， 分 别 以 三 角形 的 各 边 为 一 边 , 向 其 
外 侧 作 正 多 边 形 ( 边 数 各 为 ?, 9, ”7)， 若 这 些 
正 多 边 形 的 外 接 圆 在 三 角形 内 -一 点 处 相 
交 , 试 证 下 式 成 立 

部 十 二 十 二 上 


解 设 BC 和 本 2 的 正 多 边 形 
的 中 心 为 Q1, 则 


到 BO: CO 一 364.， 


弧 BC 上 所 张 的 画 周 角 是 二 2 。 象 这 样 三 
个 圆 在 三 角形 内 一 点 2 处 相交 时 。 则 由 
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人 B00 是 地 的 补 角 ,有 
LBOC=180° x(1- 二 ). 
同 理 ， L004 二 180* x(1- 二 ) 


LA0B=180° x (1- 芋 ). 
由 BOO 人 LCOA+ 人 人 A40B 一 360*, 有 
180°(1—1)+180°(1— 1) 
? gq 


+180°(1 一 二)=360°. 


268. 在 等 角 六 边 形 中 ,两 邻 边 之 和 等 于 
相对 的 两 邻 边 之 和 . P 
解 , 设 4BODEP 为 
等 角 六 边 形 ， 则 各 角 是 
120*。 若 延长 各 边 作 
成 如 图 的 AP9R， 则 
人 POR 是 正三 角形 . 从 & C 
而 这 个 六 边 形 的 对 边 互 相 平行 ， 有 
AQ=EE. 中 
又 八 BQO、 人 和信 BDER 是 正三 角形 ,有 
AB+BC=AB+ BY9=A49, 
FFE-ED=—FE+ER=FR. 
由 @、 四 , 有 
AB+BO=EF+ED. 
同 理 可 证 , 其 他 相对 的 两 邻 边 之 和 加 相 和 名、 
269， 星 形 五 角形 各 A 
顶点 上 的 五 个 角 4'、B'、 
CDE 之 和 等 于 两 直 
角 . 名 
解 由 于 人 EBDB' 是 
A40D 的 外 角 , 有 Cr D' 
.AZ4 十 AAAC' 一 也 DD 万 '。 
LB'+/D'=/ABE'BD, 
ZE'=/EE'D. 
oe LA'T+LB'+LO+LD TLE 
/EB'BD+ /EDE'+/EB'D 
二 2LBR (和信 BDE' 的 内 角 和 ). 
270。 连结 A4BC 的 顶点 与 外 心 ， 从 各 


网 理 ， 


me weaiie op -oo hee ev 


顶点 作 这 些 连 线 的 平行 线 组 成 一 个 六 边 形 ， 
则 此 六 边 形 的 各 边 相 A 
等 ， 相 对 的 两 角 相 
等 ， 且 分 别 等 于 三 角 
形 的 各 顶 角 的 两 倍 ， B 
解 设 外 心 为 0， 
引 BF、0 及 平行 于 40,， AF、0D ) 平行 于 
BO，Ah、BD 平行 于 C0， 形成 六 边 形 
AFBDOCE.。 由 于 0 为 外 心 ;, 知 4O 一 BO= 
CO。 而 六 边 形 的 每 两 边 分 别 等 于 40、BO、 
CO, 因此 六 条 边 都 相等 . 
其 次 ,由 4F/ BO, 4B//CO, 因此 
LEAF~ /BOC, 
由 于 和 BAC 是 贺 周 角 , 知 
/BOC—-2LBAO. 
又 BOCD 是 平行 四 边 形 ,有 
LBOC= ~BDC， 
从 而 LBAF=/BDO=/BOGO 
~2/BAC., 
/FBD= /ABOC=2/A4BO, 
LDCER=/AFB=~2/ACB,. 
期 六 边 形 的 相对 两 个 角 相 等 ， 县 分别 等 于 三 
角形 的 各 项 角 的 两 倍 ， 
271， 凸 多 边 形 的 周 长 小 于 包 国 它 的 任 
意 多 边 形 的 周 长 。 
解 设 S 表示 凸 多 边 形 pe "的 周 
长 ，8' 表示 包围 > 
它 的 任意 多 边 形 
LAXY2… 的 周 长 ， < 
则 有 


同 理 ， 


AB+ BO<AX+XO, 
OD<OY +YD, 
DE<DZ+ZE, … 

AB1-BC+CDT+: 

<AX+XY +YZ+.…, 
S<S'. 

272. 若 在 正 多边 形 的 各 边 上 , 依次 从 顶 
点 起 以 相同 的 方向 截取 等 ,BB 
距离 的 点 , 连结 这 些 点 , 则 Cc 少 
得 到 边 数 与 原 多 边 形 相 同  c; 
的 第 二 个 正 多 边 形 . D 

解 车 在 正 多 边 形 D 
A4BOD… 的 各 边 上 大 次 EE 
取 F 


因此 
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AA'~BB'~00'~DD'=... 
则 在 人 4'BB'、 和信 B'GC' 中 ， 
AB~BC, A4’=BB", 


. 4'B=B'O, 
又 BB'=00' 而 LB= 0， 
A4'BB'eeABOC'。 
同 理 ， ”人 ABCOeAODD'2-，， 
-因此 4B'=BO'=OD'=…。 ， 


又 LBA'B'=LCB'O= /DO'D' =…， 
及 人 BB'4' 一 -CO' 一 -DDIO' 一 …， 
LA4'B'C'= LB'O'D’ 
~— /LOD'E'=.…. 
故 4'B'0'D'… 是 与 4BCD… 边 数 相同 的 正 
多 边 形 , D = 


273.。 试 证 从 正 多 SA 
边 形 内 的 任 一 点 向 各 边 ] 
C 


作 垂 线 ， 垂 线 的 和 是 一 

定 的 。 又 当 点 在 正 多 边 

形 外 而 时 ， 只 要 给 定 垂 

线 的 正 负 号 ， 就 可 使 这 B A 
些 垂 线 的 代数 和 也 是 一 定 的 ， 问 这 些 符 号 如 
何 确定 才 好 呢 ? 

解 设 11, Wo, 13… 是 从 正 多 边 形 4BOD… 
”内 一 点 了 向 4B、B0、CD、… 作 的 垂 线 , 若 
正 多 边 形 的 边 长 为 c, .面积 为 S, 则 

S=SspapB+Sa rpct+Sapcpt 
= 二 otl 十 7 十 …) 。 


因为 S、c 是 一 定 的 ， 所 以 有 十 stl3 耳 … 是 
一 定 的 。 当 点 卫 关 于 4B 与 多 边 形 在 间 
侧 时 , 取 刀 为 正 ; 在 异 侧 时 为 负 。 当 点 卫 关 
于 BC 与 多 边 形 在 同 便 时 , 取 2 为 正 , 在 异 侧 
时 为 负 , 对 于 8、 2% 等 也 作 同 祥 考 虑 时 , 则 及、 


25、… 等 代数 和 与 前 面 和 A 


一 样 是 一 定 的 。 4 F 
274. 荐 正六 边 形 
ABCDBEF 的 两 条 对 角 线 
4C、BD 的 交点 为 G, 则 KN Po 
AG=20G. ; 
解 设 0 为 4D 的 中 点 , 作 
OH J BD, 
则 Ho Be. 
又 OA4Z2BO, 得 
AHOALAGBO., 
AH=GC. 
又 A0O=0D 有 
AH=HG, 
因此 AG=20G. 
别 解 因为 4BODEF 是 正六 边 形 ,有 
BC] 4AD, 
AGBOCGBAGAD., 
0 _AG 
BOC 41 
AD=2B0, 
,AG=20G. : 
275。 西边 形 4BOD… 的 各 边 延 长 相 
交 所 生成 的 个 角 之 和 Q 
等 于 2(m- 仿 LE. (其 BR_gNRP 
中 x% 宇 5) D A 
解 ” 因 为 出 多 边 形 的 s 
外 角 和 为 4ZR， 在 图 全 N 
中 ,人 PA4B, 人 QBO… 
等 小 三 角形 的 各 底 角 之 和 为 8, 这 些小 三 
角形 的 内 角 总 和 为 mL 
LA 了 十 BT 一 下 十 … 
=2n/AR—8/AB=2(n—4) LR, 


因此 


但 是 


第 二 章 


1。 圆 的 基本 性 质 
276.。 圆心 只 有 一 个 。 
- 解 ” 设 除 回 心 0 外 ， 还 有 一 个 圆心 O， 延 
长 00' 与 圆周 的 交点 为 4、B， 因 为 0 是 加 
心 ，， 
，40= 50. 


和 


和 


又 因为 C 也 是 圆心 ， 


A0'= BO,, 
因此 
A0— 00'= BO-+00,, 
“. 200'=0. 


即 0' 与 0 重合 ,所 以 圆心 只 有 一 个 . 
277。 已 知人 450, 问 包含 人 A4BC 的 半 


MD OPE .urhi bert a re 
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径 最 小 的 是 怎样 的 贺 ? 
解 ” 要 使 三 角形 的 三 个 顶点 在 园 内 或 圆周 
上 ， 而 且 这 个 蜗 最 小 ， 只 要 使 这 个 三 角形 的 第 


三 个 顶点 ， 能 在 通过 最 大 边 的 两 端点 的 贺 内 . 


或 圆周 上 就 行 了 。 


设 BC 为 三 角形 的 最 大 边 . 车 L4 为 印 
角 ， 则 点 4 在 以 BC 为 直径 的 加 内 ; 车 /4 
为 直角 ， 则 点 4 在 以 BC 为 直径 的 圆周 上 。 
爽 此 在 这 两 种 情况 下 ， 所 求 的 加 就 是 以 BO 
为 直径 的 加。 其 次 , 若 人 4BC 为 锐角 三 角 
形 , 则 4B0 的 外 接 加 
就 是 所 求 的 最 小 四. J 
278. 圆 的 任 一 直 h 了 
径 都 把 该 四 分 成 全 等 的 
两 部 分 ， 且 直径 为 该 加 
的 对 称 二 
解 、 设 加 的 直径 为 4B， 在 人 上 任 取 一 
点 了 ， 乏 结 OP， 在 弧 4PB 关于 直径 AOP 
的 异 侧 作 半 径 09, 使 09 与 0B 的 夹 角 B00 
等 于 ZBOP. 把 4PB 沿 4B 折 过 来 与 
49B 重 合 在 同一 平面 上 ,由 BOP 一 BOQ 
知 0P 与 09 重合 , 又 由 OP 一 09 知 点 了 与 
点 @ 重 食 。 半 似 地 由 拆迁 可 知 ，QF 方 上 各 
点 与 49 方 上 各 点 都 重合 。 反之 也 一 样 。 所 
以 图 形 4PB 与 图 形 49 全 等 , 从 而 4B 为 


该 圆 的 对 称 轴 。 
Wk 
/7 


4、B 的 所 有 圆 的 驾 
心 ， 都 在 连结 这 两 点 * 
的 线段 的 垂直 平分 线 

上 。 

解 设 4B 的 中 点 为 0， 直线 XOF 垂直 
于 线段 4B, 设 过 点 4、 刀 的 任意 圆 的 圆心 为 
P, 因 PA=PB, 所 以 人 PAB 是 等 腰 三 角形 ， 
从 而 

PO 1 AB., 
由 此 可 知 点 卫 在 及 了 上 ， 故 过 点 4、B 的 一 


切 贺 的 贺 心 在 XY 了 上 ， 滨 A 
,280。 证 明 下 述 各 PS 
a 

形 ， 其 周 长 小 于 该 加 的 NX, A 
局 长; 

(2) 正方 形 内 含有 的 


圆 , 其 周 长 小 于 该 正方 形 的 周 


解 在 图 (1) 中 , 正方 形 4B0CD 的 面积 小 
于 圆 0 的 面积 。 设 圆 的 半径 为 >， 则 
AB=~/ 27, 

272 一 TI2，…。 条 <<2or7， 
从 而 正方 形 4BCD 的 周 长 小 于 圆 0 的 周 长 . 
又 , 园 0O 的 面积 小 于 正方 形 PORS 的 面积 , 即 

TI2< 472) 
22-<87， 
从 而 圆 O 的 周 长 小 于 正方 形 PORS 的 周 长 。 
利用 上 面 的 原理 ， 

Q) 在 图 (2) 中 , 作 正 方形 4'B‘C'D' 的 外 
接 贺 0'， 则 正方 形 4'B'C'D' 的 局 长 小 于 
0' 的 周 长 ， 所 以 正方 形 4'B'C'D' 的 局 长 小 
于 圆 0 的 周 长 . 

A D 


(2) (3) 

(2) 在 图 (3) 中 ,如 图 作 辐 O 的 外 切 正方 
形 4'B'C'D'。 因为 留 O 的 局 长 小 于 正方 形 
4'B'0'D' 的 周 长 , 所 以 圆 0 的 周 长 小 于 正方 
形 4BCD 的 周 长 。 

281. 直线 与 陪 赂 相 
交 不 能 多 于 两 点 ， 因 此 阅 
局 上 的 三 点 不 在 一 直线 
二 < 

解 ” 设 圆 O 与 直线 相交 
于 有 B、C 三 点 ; 则 

40= BO=:00. 
所 以 人 40B、 人 入 BOC、 八 A400 都 是 等 腰 三 
角形 ,于 是 
LZ04B= /0BA= /BOC+ /O00B. 
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又 因 04B= /OCB, 
LBOCT+ /00B= /00B, 
. ZBOC=0. 
即 和 0 重合 , 所 以 圆 和 直线 的 交点 不 能 多 
于 两 个 . 
282. 网 环 的 内 侧 贺 的 半径 是 外 侧 圆 的 


半径 的 一 半 ， 当 圆 环 在 直线 上 无 消 动 的 旋转 
一 周 时 , 问 内 侧 贺 怎样 旋转 , 并且 滑动 多 少 ? 
解 在 图 中 , 设 内 侧 贺 的 半径 为 7, 外侧 
和 4 的 半径 为 加。 设 贺 4 从 点 了 旋转 一 膨 
到 P' 的 位 置 时 ， 贺 心 0 的 位 置 移动 到 0' 的 
位 置 . ; 
A A' 


则 线段 PP'=4rr， 其 中 PP' 等 于 辑 4 的 周 


长 ,这 时 在 图 中 ， 
Q8' 一 PP'= 贺 4 的 周 长 =4r7， 
又 B 的 周 长 =2%m7。 


小 贺 万 随 大 加 4 旋转 一 周 而 旋 转 一 周 。 由 
于 贺 B 旋转 一 局 只 移动 2wy, 所 雇 小 岂 B 只 
滑动 m7 一 2m7 一 2m7. 

”283. 试 将 半径 为 7、7'(7>7')， 贺 心 距 
为 4 的 两 哆 的 各 种 位 置 关系 的 图 画 出 来 。 并 


建立 人 7\、Q2 间 的 关系 式 、 
解 两 圆 相 离 外 切 
7 十 7 < 7 二 7 一 Q 
相交 
7 十 9 >G>7 一 ”一 2 一 0 r—7r'>d 
284. 71、I2、73 分 别 是 : 三 个 图 Cl、 C2、 Cs 


的 半径 ,dzs，dsit Qi 分 别 是 Ce 和 Co，Cs 和 
Gi, Cr 和 Ca 的 网 心 距 . 假定 它们 之 间 有 关系 


-ev -oceanssagmvT4o cas 人 rho in 


选 时， 4 和 五 重合 


Q12+72 rT1, Ga1 TT73<Yr1, 
s+? < dog 
成 立 ， 问 三 个 加 相互 间 
的 位 置 有 怎样 的 关系 ? 
解 因 G12 二 72<71， 

即 71 一 ?79> A12. 
所 以 四 Cs? 在 贺 Ci 中 . 
因 Gil 十 ra<71， 
即 71—79> do1. 
所 以 加 0 在 贺 O1 中 。 因 
72 十 73<<02a3， 
所 以 圆 Cs 和 Cs 外 离 . 故 三 圆 O4、C2、Cs 的 
位 置 如 图 . 


285， 在 圆 O 中 ， 回 
心 与 纺 的 中 点 的 连 线 ， 生 
直 于 此 弦 。 | 
解 在 加 0 中 , 设 也 是 人 5 二 8 


弦 4B 的 中 点 ， 若 连结 0D， 则 
人 04D 吕 人 0BD (三 边 相等 ) 。 
LODA= ZODB= /BR, 
从 而 0DL4B. 


H 
286. 在 同 欧 中 ,从 贺 

心 0 向 弦 4B3 所 作 的 垂 

线 ， 平 分 该 弦 所 对 的 优 弧 


和 劣 弧 . I 


解 若 从 圆心 9 向 弦 
4B 作 垂 线 00， 目 向 两 边 延长 交加 局 于 H、 
下, 由 于 五 尼 上 4 所 以 如 果 沿 直线 及 折 
、 和 信和 六 重合 、A 
入 重合 
故 直径 互 尼 平分 优 4 有 8B 和 劣 弧 4EKB. 
287. 设 4B 为 加 0 
L004B= /0BA, a 
且 00 是 4B 的 垂直 平分 \ 一 | ~ 人、 
解 因 40= 大 ， 
400= BOG 
线 。 所 以 0C 垂直 平分 4B, 因此 
AC= BO, 


全 = Bi, A 这 一 BY. 
的 弦 , C 是 4B 的 中 点 , 则 
线 . NS 
即 0C 是 等 腰 三 角形 O04B 的 顶 角 0 的 平分 
“. LO04B= /0BA., 


ee eR ee 
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288. 设 0 为 圆 内 一 点 , 4、B、C 是 贺 


周 上 三 点 ,车 BA 
04=0B=00, 

则 O 是 该 园 的 圆心 。 以 

解 因 04=0B, 所 以 
点 0 在 4B 的 垂直 平分 N 
线 上 。 根据 问题 279， 访 
圆心 必 在 此 垂直 平分 线 上 。 同样 ， 因 08B 一 
00, 该 圆心 必 在 BC 的 垂直 平分 线 上 。 所 以 
这 两 条 垂直 平分 线 的 交点 0 就 是 该 圆 的 加 
心 . 


289. 设 点 0 在 直 x 
径 48B 上 , 由 点 O 向 直 ， A 
径 的 两 侧 作 等 角 的 两 射 
线 OX&、O7 和 圆周 相 yy 
交 于 也、 了 , 则 

'. OX=07Y., 


解 把 半圆 BX4 沿 4B 对 折 落 在 半圆 
BYA 上 ,由 4B 是 对 称 轴 , 且 
LAOX= /4A0Y, 
可 知 点 及 重合 于 点 了 上 ， 
'+ OZX=0Y. 
290. 
人 是 过 点 乙 的 直径 的 两 个 端 


全 -全 


解 ” 设 不 在 圆心 上 的 定点 己 和 圆心 O 连 
结 的 直径 为 4B， 点 B 和 PP 在 点 0 的 同 便 ， 
点 万 和 卫 在 点 0 的 异 便 ， 设 点 C 是 圆周 上 
的 任 一 点 , 连结 PO, 00, 则 在 人 POC 中 ， 

PO+OC> PCO> PO~OO, 


又 因 O04=0B=00, 
。…， POT+OA>PC>PO~OB, 
即 AP>PC>BP. 


所 以 线段 4P 是 连结 点 卫 到 圆周 上 一 切 点 
的 线段 中 最 长 的 ，BP 是 一 切线 段 中 最 短 的 . 

291. 车 线段 的 两 端点 分 别 取 在 相 离 两 
贺 的 圆 局 上 ， 则 诸 线段 中 最 长 的 或 最 短 的 都 


除去 圆心 外 , 一 点 卫 到 圆周 上 的 最 | 


人 已 线 


2 在 连 心 线 “ 
00' 和 两 圆周 的 
交点 中 , 取 外 侧 两 点 所 连结 的 线段 AD 最 长 ， 
取 内 侧 两 点 所 连结 的 线段 BC 最短。 因为 在 
圆 9 的 加 岗 上 除 4 点 外 , 任 取 一 点 至 作风 
0" 的 圆周 上 最 长 的 线段 0'F, 由 上 题 知 

0’'4>0'E, 
“, O'4d+0'D>0'E+O'F, 
妈 A4D>BF. 所 以 4D 比 从 (4 点 以 外 ) 任 
意 点 所 作 贺 O' 的 最 长 的 线段 都 长 , 故 4D 是 
最 长 的 。 同样 可 证 BC 是 最 短 的 . 


乙 . 圆心 角 、 园 周 角 

292. 在 半径 相等 的 两 圆 中 , 等 弧 所 对 的 
圆心 角 相等 ; 大 统 所 对 的 圆心 角 大 于 小 弧 所 
对 的 圆心 角 . 
_ 解 ”在 半径 相等 的 两 四 0、0' 中 , 设 4 一 
DE. 把 圆 0 与 0' 迭 合 , 使 圆心 O 落 在 圆心 
0' 上 , 则 两 加 就 完全 重合 . 


设 0' 为 圆心 , 使 半径 04 和 迭 合 在 半径 0'D 
上 ,车 翻转 圆 0, 使 点 吾 和 了 五 在 0O' 罗 的 同 俩 ， 
由 4 一 为 ， 可 知 4 与 也 重合 ;同时 ,， B 与 
如 重合 ,因此 0B 与 0' 罗 重合. 

LA40B= /DO'E. 

其 次 , 当 L 方 > 为 时 ,和 上 面 一 样 ,两 图 重 
合 时 ,使 04 与 0'D 重合 ; 且 0B 到 0'C 的 位 
置 , 于 是 0 罗 在 0D 和 0'C 之 间 . 

DOC> LDO'B, 
即 LA40B> /LDO'E. P 

293。 设 P8R、PBR 分 
别 是 过 圆周 上 一 点 卫 的 
直径 和 弦 ， 车 半径 08 平 
行 于 PR, 则 O08 平分 8B 

解 ” 设 圆心 为 0 因为 
半径 08 平 行 于 纺 PR, 连结 OR, 所 以 AOPR 
是 等 腰 三 角形 , 从 而 
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LOPR= /ORP. 
但 是 08 / PE, 
。 《GOS= /OPR,;, /SOR= /ORP. 
*. LQ08= /80R, 
-. O08=88, 
即 08 平分 全. A 
294. 直角 三 角形 
的 三 个 顶点 ， 在 以 侍 边 
为 直径 的 圆周 了。 十 
解 在 人 4BC 中 ， 设 人 4 为 直角 ，O 为 
八 边 BC 的 中 点 ,从 点 O 作 40 的 平行 线 OD 
和 4B 相交 于 也, 则 也 是 4B 的 中 点 ,而 且 
ZO0DB= /BAC= /BR. 
因此 , DO 是 4B 的 垂直 平分 线 ， 
.". OA4=0B. 
所 以 ,以 9 为 圆心 , 04 为 半径 的 贺 必 过 4， 
B 及 CO. ” 


A 
295. 在 圆 内 同 弧 上 的 
圆 局 角 等 于 其 圆心 角 的 一 
半 。 、 
C 
B 


解 在 四 0 中 , 设 全 上 
的 圆周 角 为 ZB4C. 当 图 
心 0 在 人 B4C 的 边 4B 上 时 ， 
O04=00, 
.»。 OO4 一 040. 
但 是 LOA0+ /004= /BOO, 


~, 人 B40 一 广 BOOC. 
当 圆心 0 在 人 BAC 内 时 , 连结 40, 并 延 
长 交 圆 O 于 D, 人 象 上 面 一 样 ， A 
LB4D= 池 ZBOD, 
AD40=- 志 ZpDoo. 
*, LBAD+ /DAC D 
= 到 (人 BOD+ADOO)， 


中 LB40= 计 人 B00. 


当 圆 心 O 在 BAC 外 
时 ， 象 上 面 一 样 ， 连结 AO, r 
并 且 延 长 与 网 周 相 交 于 必 D™B 


人 B4D- 亏 LBOD, 


| 样 证 明 。 


LD4C= 字 DOC. 
* LZDAC- LBAD 
= 二 (LDO0~ 人 BOD)， 
即 LB40~ 计 人 B00. 


296。 车 弓形 大 于 半 欧 或 等 于 半圆 或 小 
于 半 网 ， 则 它 的 弓形 角 是 锐角 或 是 直角 或 是 
钝 角 - 


解 设 0 为 圆心 . 当 己 形 B4O 大 于 半 国 
时 , 则 BD 小 于 半 贺 ， 
., LBOOC<2LBR, 
LBA0< ZLB. 
当 己 形 B40 等 于 半圆 时 , 则 3DO 等 于 半山 . 
-。 BO0O= 2 已 关 
LBAC~ LR. 
当 弓 形 B40 小 于 举 圆 时 ， 马 
则 BDC 大 于 半圆 ， 
BOO>3 一 R， 
LBAC> LR. 
注 这 个 定理 的 逆 命 题 也 成 立 。 洲 
， LBAC< -已 
则 弓形 B40 大 于 半 吏 ， 这 是 因为 : 当 己 形 
B40 不 大 于 半圆 时 ， 则 己 形 B4C 等 于 半 固 


或 者 弓形 B4C 小 于 半圆 , 因此 
LBAC= /BE, 
或 者 LBAO>/R. 


这 与 假定 矛盾 。 所 以 ,如 果 LB4C< 人 LR, 马 
形 B40 一 定 大 于 半圆. 
其 他 两 种 情况 ， 可 以 同 


TD， 


297. 从 己 形 弦 所 对 A 
马 形 弧 同 侧 内 的 一 点 向 弓 
形 弦 的 两 端 作 两 条 射线 
所 成 之 角 ， 车 点 在 弓形 内 8 
部 ，: 则 它 大 于 弓形 角 ; 车 


第 二 章 ” 丽 | 63 


点 在 弓形 外 部 , 则 它 小 于 己 形 角 。 

解 ” 设 点 了 在 弓形 B4C 内 , 延长 BD 交 
马 形 弧 于 如， 连结 ZG， 则 ADEC 的 外 角 
LBDC 大 于 内 对 角 人 LDEC. 即 人 BDC 大 
于 弓形 B4C 的 角 LBEC. 设 点 D' 在 弓形 
B40 的 外 面 时 ， 假 定 BD' 和 弓形 弧 相 交 于 
E, 则 人 BD'C 小 于 弓形 BAC 的 BBC, 这 

一 结论 同样 可 以 还 明 . 

298. 若 在 底 边 BC 
的 同 侧 ， 有 两 个 顶 角 
相等 的 三 角形 4BC、 
DBC， 则 这 两 个 三 角形 
内 接 于 同一 个 贺 . 

解 ` 设 和 DBC 的 顶点 D 不 在 人 4BC 的 
外 接 贺 圆周 上 ， 由 上 题 知 ,人 D 大 于 人 4 或 
小 于 人 4, 这 与 4 一 ~ 了 矛盾。 所 以 点 也 
在 圆周 上 , 于 是 两 个 三 角形 内 接 于 同一 个 图 。 

299。 具有 相同 斜 边 的 两 个 直角 三 角形 


的 顶点 , 必 在 同一 圆周 上 ， 
A 
C 
es 
D 


D 

解 设 直角 三 角形 4BC 与 有 BC 具有 相 
同 的 斜 边 BO. 因为 顶点 到 斜 边 的 中 点 等 距 ， 
EY 


0B=~04~0C0-07D. 


所 以 ,以 0 为 图 心 , 以 去 BC 为 半径 的 贺 ， 必 
过 点 4、B、C\、D. 了 
300. 同一 弧 上 的 一 
切 圆 周 角 的 平分 线 必 过 -- 
定点 . 
解 设 4 方 上 的 任 一 加 全 8 
痢 角 为 LAPB. 车 PM M 
是 人 <4PB 的 平分 线 , 它 与 4B 相交 于 点 下 ， 


则 
LAPM ~ /BPM, 


-. Ai=Bi. 
于 是 在 是 4B 的 中 点 , 它 是 定点 ,故人 APB 
的 平分 线 必 过 定点 双 。 
。 马 形 角 的 外 角 平 分 线 必 过 该 弧 的 


解 车 弓形 角 4PB 的 外 角 CPB 的 平分 
线 MM' 与 圆周 相交 于 点 1 则 
ZA4BM= /APMU, M 
从 而 四 边 形 MABP 
为 本 内 接 四 边 形 ， 
ZLZMAB 


一 IPB AU 7 
MPB= MIPC= /APM, 
/ABM= /MAB, 
a A = BY. 

于 是 辽 是 仿 的 中 点 . 本 

302， 从 圆心 为 0 
的 圆 局 上 任意 一 点 卫 
作 定 直径 4B 的 垂 线 
PN, 则 ZOPN 的 平分 
线 必 过 两 定点 中 的 一 
个 . 

解 ” 设 直 径 了 垂直 于 直径 4B, 并 设 点 
且 与 号 在 4B 的 异 侧 , 连结 PK， 则 

PN fi OX, 
ZOXP= /NPZ, 
又 OX=OP, 
LO0XP= /OPX, 
LNPX~= /OPX, _ 

于 是 PX 是 LOPN 的 平分 线 . 同 理 , 当 点 了 
与 也 在 4 万 的 异 侧 时 ， 则 PZ 是 LOPN 的 
平分 线 , 所 以 ZOPN 的 平分 线 必 过 定点 忆 、 
了 中 的 一 个 。 

303. 以 等 腰 三 
角形 42BOC 的 一 腰 40C 
为 直径 的 响 局 妆 过 底 

解 设 以 40 为 直 ， 
径 的 圆 局 与 底 边 BC 上 
相交 于 点 D， 则 .4DC 是 半圆 所 对 的 圆周 
角 ， 所 以 ZA4DC 二 LR，A4D 是 由 顶点 4 到 
底 边 的 委 线 ， 改 刀 是 底 边 A 


然而 


加 
切 


边 BC 的 中 点 。 


304， 形状 一 定 的 任意 
四 边 形 4BCD， 移 动 邻 边 
4B、4D， 使 它们 分 别 过 点 ~ 一 W 
M、N， 则 对 角 线 40 必 过 /一 
一 定点 ， ¢ 
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解 下边 形 ABOD 的 形状 一 定 ， 所 以 ， 四 
个 角 及 人 B40 的 大 小 是 一 定 的 , 要 使 4B、 
AD 分 别 过 定点 戏 、N， 就 需 移动 四 边 形 的 
顶点 4, 但 点 4 总 在 以 MXN 为 弦 的 弓形 角 为 
和 BA4D 的 马 形 弧 上 . 设 4C 或 其 延长 线 与 
这 个 马 形 纪 的 共 辊 弧 相交 于 点 了 P， 由 于 
.340 一 定 , 弧 MP 的 大 小 是 一 定 的 . 因 
而 了 是 定点 , 所 以 对 角 线 4C 过 定点 P。 

305。 设 4B 是 
阅 O 的 任意 直径 ， 取 
半径 40 的 中 点 与 4 
O 为 圆心 以 CD 为 
半径 的 回 与 加 相交 
于 D, DC 的 延长 线 与 贺 O 相交 于 也 则 

Bb~—34), 

解 …… 08=0D, 

ZL0BD= /0DB=0, 


又 GO=0D, 
“. LO0OD= /ODO. 
然而 LCOD 是 0BD 的 外 角 ， 


*, LC00D= /0BD+ /ODB~—20, 
从 而 LBDC=a+20= 0 
即 LBDE~3/4BD, 
.".， 访 一 347. 

308. 若 以 和 人 4BC 的 边 BC 为 直径 画 
圆 ， 作 直径 了 Y 平行 A 
于 .AB, 则 XB、 YB 
分 别 是 人 B 的 外 角 
及 内 角 的 平分 线 ， 

解 … 4B1 XT， 

“, LABY 
~ /BYX. 

又 O07=08, 


. LBYX~ /YBO, 
因此 LABY = /YBO. 
所 以 BY 是 人 B 的 平分 线 ,而 

LXBY /BR, 
所 以 BX 是 LB 的 外 和 角 的 平分 线 、 


3。. 缴 、 弦 


307， 若 TO、9R、ES、S7 是 同 圆 中 相 
等 的 弦 , 则 


PR=08=RT. Q | 
解 ”因为 弦 
EQ=QR=FS=ST， 电 RR 
| “a CD 
- 售 - 倪 ， 
从 而 人 后 
2 区 = 外 = 其 ， 
故 弦 PR~—QS=RT. 
308， 在 等 贺 或 B 
同 了 中， 大 劣 弛 所 对 | 
的 弦 大 于 小 劣 弧 所 对 
| 的 弦 。 反 之, 大 骇 所 
对 的 劣 缴 大 于 小 骇 所 ZS 
对 的 劣 弧 . 
全 设 仿 <D， 
则 ZA0B< /O00D, 
在 入 A40B 和 人 COD 中 ， 
AO=00, BO= DO, /AOB< /CO0D. 
.. AB<OD. 
反之 ， 设 4B<CD, 则 在 人 人 408 和 ACOD 
中 ， . 


O04=00, OB=0D, AAOB< /C0D. 


.. AB<OD. 
309。 若 贺 中 两 弦 A 
4B、CD 平行 , 则 它们 
所 截取 的 弧 AC、BD 相 C5 
等 


解 连结 BC, 因为 4B/ CD， 
ZLB= /0. 
即 加 局 角 4B0 和 国内 角 BOD 相等 


WW 


已 


> 


.. AOC=BD. 

310. 画 出 入 4BC C 
(LO 为 直角 ) 的 外 接 贺 ， Sb 
若 由 弧 BC 的 中 点 了 作 (NN 
BC 的 重 线 与 外 接 贺 的 C6 J 
第 二 个 交点 为 蕊 则 弧 
4 如是 弧 BC 的 一 半 . 

解 由 LO- ABR DELBO, 

“. AON DE, 
从 而 由 上 题 知 ， 
侈 = 化 -于 钢 . 
311.。 在 贺 内 连结 等 红 4B、 CD 端点 的 


*#- 六 四 


弦 是 相等 的 或 平行 的 . 

解 因 48 28=0D, A C 

,64B=Do2, 
因此 人 
纺 BC 和 = 孩 4D. 
又 因为 AB=-07, 
LADB= /C04D, 
故 401 BD. 

312.。 若 贺 中 两 弦 4B、 CD 加 > 分 器 
为 由、N， 且 MN 和 
4B、CD 所 成 的 角 相 
等 , 问 4B 与 CD 之 间 
有 怎样 的 关系 ? 

解 全 着 4B 与 0D 
平行 , 则 牙 入 和 这 两 条 
直线 垂直 ,所 以 形成 的 角 相 等 。 

瓮 车 4 与 OD 不 平行 ， 

与 双 、N,， 得 
: AB LOM, CD ION. 
根据 题目 的 条 件 ， 

ZAMN= /ONM, 
LOMN= /ONM, 
从 而 OM=ON. 
故 4B、0CD 与 圆心 等 距 ， 
AB=0D,. 

313. 在 同 六 中, 车 弧 4 是 弧 CD 的 两 
倍 ， 则 纺 4B 小 于 弦 0D 
的 两 倍 。 

解 设 圆心 为 0， 人 全 
鸭 中 点 为 了, 则 

A 人- 六-0D, 
所 以 , 弦 


AF=BF~-CD, 
又 因 4、F、B 是 融 周 上 的 点 , 因此 不 在 一 直 
线 上 ,所 以 人 48B 是 等 腰 三 角形 . 


"。 4 有 一 .47 十 也 BF ， 
即 
AB<2AF. @® 
但 是 
AF=—=FB=0D, B 
由 @, 得 x 
AB<20D., 


314.。 如 右 图 , 若 况 中 


则 连结 圆心 0 


相交 两 弦 互 相 平 分 , 则 其 交点 0 必 是 圆心 . 
解 车 O 不 是 圆心 ， 设 0’ 是 圆心 ， 因为 连 


结 圆心 0' 与 弦 的 中 点 0 的 直线 ， 垂 直 于 此 


弦 ， 所 以 00' 1 4B、0O0'LCD.、 在 0Q' 上 过 
点 O 有 了 两 条 重 线 4B、CD, 显然 是 不 合理 的 ， 
所 以 O 是 圆心 Ac 
315， 在 等 四 或 同 加 
中 ， 网 心 到 相等 两 弦 的 距 [人 Y 
离 相等 . 
解 在 圆 0 中 , 设 外 
纺 4B= 弦 CD， N- 一 D 
OM .1AB, ON TOD. 


上 | 这 时 由 人 40B 吕 人 COD, 可 知 


LOAM= /OON. 
在 人 04M 和 人 OON 中 , 斜 边 和 锐角 分 别 相 
等 ,所 以 这 两 个 直角 三 角形 全 等 ,从 而 
OM=ON. 
同样 可 证 明 等 加 的 情 。 。 


形 . <> 
316， 若 过 圆 0 内 Ze EN 
一 点 号 的 两 弦 .AB.CD 人 N7 D 
与 过 点 了 的 直径 所 成 

的 角 相 等 ， 则 此 两 弦 和 家 

等 。 

解 车 从 0 向 4B、CD 所 作 垂 线 分 别 为 
OE8E、0F, 则 在 人 OEP 与 人 0FP 中 , 斜 边 及 
一 个 锐角 分 别 相等 ， 所 以 这 两 个 直角 三 角形 
全 等 , 从 而 

OB=OF, 


故 4B=0D (问题 312)， 
， 317。 如 图 , 已 知 定 贺 的 定 直径 4B 三 直 


于 定 弦 0D, 设 已 .4 分 A 
别 为 劣 弧 AC、BC 上 的 隐 
点 ， 并且 过 点 C 且 平 行 
于 4P 的 直线 CL 和 
PQ 想 交 于 点 B,，A@ C 
和 CD 相交 于 点 了 .证 
明 : B 
(1) 40 是 和信 0BEQ 的 外 接 鲍 的 切线 ; 
(2) OG、B、 了 、Q 四 点 共 跑 ; 
(3) 一 在 劣 弧 AC 上 移动 、@ 在 劣 弧 BC 
上 移动 时 , 则 (2) 的 圆心 在 定 直 线 上 . 
解 (1) … 4P1cD ..， 抢 =247, 
从 而 LPQ0= ZA0L, 


DD 
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故 40 与 人 CEQ 的 外 A 


四 A0=AD, Cc D 


故 . ZAP= LDCL. 
即 LEQF = LEOF, 
所 以 C、 召 、 了 了 四 点 共 网 . 
(3) 由 (了 )， 知 ACBQ 的 外 接 贺 与 4C 相 
切 于 点 0, 所 以 这 个 圆 的 圆心 ,在 过 定点 C 县 


垂直 于 4C 的 直线 CB 上 。 
318。 从 四 0 外 一 点 了 ,向 圆 作 两 条 相等 
的 线段 P4、PB， 
与 圆 交 于 点 4、 也 ~ 
则 和 4PB 的 平分 A 
线 必 过 图 心 0. SS 
解 连结 OP、 b 
04、OB, 则 
和 俯 4PO 中 和信 BPO (三 边 相等 ) 。 
LAPO~ /BPO, 


即 PO 是 LAPB 的 平分 线 所 以 人 APB 
的 平分 线 必 过 贺 心 O。 

319。 在 圆 0 中 ， 
4B、CD 是 平行 的 两 


O 相交 于 点 了 ， 则 
也 ,加 B 三 点 在 一 直 
线 上 . 
解 连结 4F、 A40、0B、4E. 大 为 4、 下 、 
五 、O 四 点 共 圆 ， 
-， LFAO+/PEO~2/R. © 
又 因为 吾 是 CD 的 中 点 ,并 且 CD1A 4B， 
*. LABO= /BEO. 四 
04=0F, 
., LFAO= /LAFO= /4AEO. 
出 @、@@, 得 


又 因为 


LFAO= LBEO. © 
LBEO+ /FEO~2/E, 
熙 了 了、 召 、B 三 点 在 一 直线 上 ， 


” 解 ” 如 图 ,已 知 


、323。 车 过 加 0 的 驴 


明 题 


320， 在 同 贺 或 等 
弦 比 小 弦 距 圆心 近 。 
解 设 
AB>O0D, 
4B、OD 的 中 点 分 别 为 
吾 、 五 , 则 4B8>OC ,于 是 
OZB2 一 .40 一 .4Z2， 
OF12 一 OO02 一 CO72。 
” AO0=00, AB>OF, 
OF?<OF’, 


故 。 OB<0F， 

321， 在 同 加 或 等 
圆 中 ， 况 心 距 不 等 的 两 
弦 中 ， 距 两 心 近 的 弦 较 
大 


OE 1.4B, 
, OF {CD, OBE<OF, A0=C0, 
则 由 下 列 等 式 : 
AO= AE?+-OF, 
CO02 一 OF2 十 OF2， 
可 知 AB>OF:. 
故 4AB>0CD. 
322. 过 四 O 内 一 点 
和 4 的 所 有 弦 中 ， 垂 直 于 过 p 
点 女 的 直径 的 弦 为 最 短 . 
解 设 过 定点 4 的 直 
径 为 PQ, 牌 直 于 PQ 的 摔 
为 CD, 过 点 44 的 任意 弦 为 FF。 如 果 从 0 


' 向 EF 作 翟 线 0B, 因 在 和 人 04B 中 ， 


LO0BA= /BR, 
所 以 04>0B8, 
即 BF 比 CD 距 圆心 近 些 。 所 以 
EF>0D. 


4B 的 中 点 四 作 弦 CD， 
再 过 CD 的 中 点 站 作 任 
意 弦 BZ， 如 此 顺 次 过 缚 
的 中 点 作 新 弦 ， 则 这 些 驴 
隶 步 靠 近 较 心 . 
解 因 太 是 CD 的 中 点 ,所 以 
LONCO= ZB, 
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0OM>ON， 
故 弦 CD 比 弦 4B 靠近 圆心 。， 同 样 弦 怠 8 比 
. 弦 CD 靠近 圆心 。 所 以 ,如 此 顺 次 作 下 去 时 ， 
在 这 些 弦 中 ， 后 一 弦 比 前 
一 弦 更 靠近 圆心 。 

324. 从 圆 O 的 直径 
4B 的 一 端点 4 作 任 意 弦 
A0, 在 4C 的 延长 线 上 截 
取 CD 等 于 4C， 则 BC、A 
OD 的 交点 忆 必 在 定 
上 ; 
解 在 人 AD4B 中 , 04=0D、04=0B, 
所 以 BC、D0 都 是 中 线 ,， 故 已 是 人 AD4B 的 
重心 , 因此 

BP~3B0. 


作 PQ1 40, 
则 BQ~3B4, 


所 以 @ 是 定点 ， 
LQPB= AC= LR. 
故 点 卫 在 以 BQ 为 直径 的 定 贺 上 . 

325. 若 防 A4B、0D 在 圆 内 相交 于 点 已 ， 
则 /4PC 等 于 弧 4C 与 弧 BD 之 和 上 的 贺 
周 角 ; 若 点 乙 在 圆 外 时 ， 则 人 4FC 等 于 弧 
A0C 和 弧 BD 之 差 上 的 圆周 角 。[ 阿 勒 哈 森 


解 过 点 卫 作 平行 于 4B 的 弦 DE, 则 
ZAPC=/D. ， 
7 
“人 A+8D-6427. 
所 以 ZA4PC 等 于 仿 + 矶 , 即 G2 上 的 贺 
局 角 . 
车 点 一 在 圆 外 , CE 为 平行 于 4B 的 弦 , 则 
P=LECD, 
并 且 ， = 防 ， 
所 以 LP 等 于 8D 和 .40 之 差 上 的 圆周 角 ， 
亦 即 在 B 帮 上 的 隐 局 角 。 


又 因为 


注 在 已 给 曲线 上 求 一 点 了 P， 使 由 两 定点 
毛 、B 到 了 P 卫 的 距离 之 和 为 最 小 的 问题 称 为 阿 
勒 哈 森 (Alhazen. A. D， 九 世纪 ) 作 图 问题 . 
这 是 很 著名 的 问题 。 

326. 车 同 贺 中 两 弦 | 
4B、CD 互相 垂直 , 则 

A0+BD= D+ 

一 半圆 局 。 
解 设 圆 心 为 0， AB、 D 


LARC= /ABCO+ /BOD 
~ 地 ( LAOC+ LDOB) =ZR. 
由 此 可 知 , 回 心 角 A400、DOB 所 对 的 统 4C、 
BD 之 和 等 于 加 周 的 一 举 ， 从 而 和、 各 之 
和 也 等 于 圆周 的 一 学 。 所 以 

AC+ BD-4D+ 色 = 半圆 周 . 

327。 在 人 4BO 的 外 A 
接 加 中 , 若 人 B、ZC 所 对 -YN 
弧 的 中 点 分 别 为 P、Q, 则 APp 
直线 PQ 与 两 边 4B、AC a 
相交 所 构成 的 人 4DE 为 
等 腰 三 角形 ; 若 A4DB BA 一 
为 正三 角形 , 则 弧 BC 的 长 等 于 该 圆周 长 的 
三 分 之 一 
解 连结 4P、49, 则 
LADE= AD+ ADAGY, 
"LAED= /PAET /APE. 
但 是 0=B0, AP=5B0, 
.“. LA9D= /PAE, 
LDAQ= LAPRE. 
LADE= /AED, 
因此 人 4DE 是 等 腰 三 角形 。 其 次 , 由 于 
人 4DE 是 正三 角形 ,所 以 顶 角 人 .4 一 60", 故 
20 是 圆周 的 三 分 之 一 。 
328， 若 人 A4BC 的 外 、 
接 圆 弧 4B、BC、04 的 中 
点 分 别 为 玉 ML、, 则 如 F 
和 42M 互相 垂直 . 

解 设 了 EBPB 和 4B、4C 
的 交点 分 别 为 D、G, 由 上 题 知 A4DG 是 等 
腰 三 角形 . 又 用 是 区 的 中 点 ,所 以 4M 平 
分 CD4G。 因 而 DG 垂直 于 4M, 即 
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4M | EF,. 

329.。 设 4B 是 圆 的 定 弦 ,在 被 4B 分 开 
的 两 弧 上 分 别 取 点 已、9, 8 或 者 PP 是 48 
的 中 点 , P@ 和 4B 的 交点 为 C， 则 

PA.PB=PO.PQ. 
解 人 车 PP 是 A 入 的 中 点 , 则 
LPRA= /PBA= /PAC. 
因而 P4 与 A490 的 外 接济 相 切 于 点 4, 所 
以 


又 由 于 


PA?~PO.PQ, 
PA=PB, 
*. PA.PB=PC.PQ. 


P 
P 
Q Q 


(ii) 车 8 是 4B 的 中 点 , 则 
LAPQ= /CPSB, 
LAQP= /ABP= /0BP. 
人 PAQWwAPOB, 
PA:PC= PQ:PS, 
因此 PA.PB= PO.PQ. 
330. 若 在 圆 O 中 ， M 
过 4 的 中 点 戏 作 两 


RN 
条 弦 妆 0、M 履 D， 与 弦 人 


B 
AB 的 交点 分 别 为 加 5 
也 ， 则 四 边 形 CDFB 的 NS_ 
顶点 共 园 。 Db 

解 因 人 MEF 等 于 4 与 让 B 之 和 弧 上 
的 圆周 角 , 2 是 人 的 中 点 ， 

.AO0+HB-AO+AY. 
又 LA 了 D 是 404 站 上 的 圆周 角 , 所 以 
LMEF~/D, 

故 CO、D、、 瑟 四 点 共 
贺 . 
331， 由 圆 的 直径 4 
4 的 一 个 端点 4 作 任 A 
意 纺 40， 再 由 40 的 
中 点 巡 作 4B 的 垂 线 。 N 
MD, 车 40 与 MB 相交 于 点 也 则 MD 平 
分 4B。 


第 二 编 证 明 题 


解 延长 妈 D 与 圆周 相交 于 点 叉 ， 因 为 
4B 是 直径 , 且 
MNLAB, 
*. Ai=AN. 
又 Aii=iro, 
. AN= 0, 
LAMN= /MAO. ©® 
而 4B 是 这 个 圆 的 直径 ， 
LAMB= 一 BF. 
设 开 六 与 4 的 交点 为 了 , 则 在 直角 三 角形 
四 AE 中 ,由 加 , 知 
LAMF=— /MAF. 
LFME=- /FEM, 
. AF—FM=FE, 
故 MD 过 4E 的 中 


从 而 


332.。 延长 圆 0 
的 两 条 互相 三 直 的 直 
径 与 任意 切线 相交 ， 
由 交点 向 圆 所 作 的 两 
条 切线 必 互 相 平行 。 

解 ”延长 互相 垂直 的 直径 40OB、COD 与 
切线 工分 别 交 于 点 如、 了 , 队 召 也 分 别 作 切 
线 ZG、FA, 则 

LOFE-+- LOBF= /R 
(. EOLFO). 
又 08、0OF 是 两 条 切线 所 构成 的 人 TEG、 
/ENT 的 平分 线 ， 
二 了 BRB 二 REG 一 2( OFBTOBB) 


一 2 一 忆 

故 FH /| EG. 

333. 了 弦 CD 垂直 p 
于 直径 4B, 在 CD 的 延 
长 线 上 取 一 点 P， 作 加 9 
的 切线 , 设 其 切 点 为 刀 . [7 NN 
过 4 与 如 的 直线 与 CD ^ 
或 CD 的 延长 线 相交 于 2 
点 B, 则 PB=PF. D 

解 连结 08, 则 PB1OB。 因 为 PDL 
4B, 0 为 圆心 
LOEA= /0AE. 
LOAE+ /AFD= /BR, 
LOEA+LZAEP= /ZR, 


而 且 


第 二 章 贺 69 


于 是 LAFD= /PEFR,. 
从 而 LPEF= /PFE, 
故 PB=PF. c 
334， 若 圆 的 两 弦 
4B、CD 在 点 加 相交 成 
直角 , 由 点 妃 作 过 点 D A 8 
的 切线 的 垂 线 B7， 则 E 
LEBFB= /CAB. D 
解 因为 LDBB=/R, 人 BFD= /RE, 
所 以 B、 了 五、 D、 恕 四 点 共 圆 ,于 是 
LEFB=/BDB= /CDB, 


但 是 L004B= -CDB， 
ZEFB= /04B. 
335， 设 圆 弧 4MB Bl 


的 中 点 为 巡 , 弧 上 任意 点 
为 ,由 点 妈 作 直 线 40 
的 垂 线 用 DD, 其 垂 足 为 DD， 


则 4D— 闻 (40+BO). 


解 由 用 向 BC 作 垂 线 站 因 双 是 


4C 方 的 中 点 ,所 以 CM 是 人 40 的 平分 线 ， 
从 而 
MD=MD,. 
Bra .MA=MB, 
MDA= /MEB= /RBR, 
AM4DA 人 MB 


于 是 AD=BE. 
但 是 
AC=AD+ DOC, © 
BC=BE~ EC~AD— DO. 四 
由 四 十 四 , 得 加 
404BO=24D， 


. 4D~ 二 (40+B0)， 


注 DC= 训 (40~BO)。 

336。 设 圆 0 的 半径 00 霍 直 于 直径 
4B, 且 与 弦 加 PF 相交 于 点 
G. 若 BG= BO, 则 

L4OB- 言 CBOB。 A 


解 ” 延长 ZO 与 圆 交 于 
点 已 ) 车 作 瑟瑟 LOC, 则 
EK | AO. 
因而 


LAOB= /OBK. O 
但 是 人 AZCOG 是 等 腰 三 角形 ,又 因 BK._1 OG,， 
所 以 召 有 是 人 如 的 平分 线 。 因此 由 人 名 得 

LOBG—2/A08, 


设 LAO0BR=0, 
则 : LFEO~20, 
., LF=20, 
o, ALFOH= /FBO+/F-4%. 
而 LHOB= /AOE=a, 
故 LBOF=30, 
即 LBOF=3/A0N. 


引 37. 在 圆 0 中 , 弦 CD 垂直 于 直径 4B， 
在 DO 的 延长 线 上 取 一 点 
五 。 税 4 马 与 圆周 的 交点 
为 了 则 

LAFC= /DFE. 

解 因 4FCD 为 加 内 A 
接 四 边 形 ,所 以 
LBEFC= /AADO 

~LA0D= /AFD. 
在 等 式 的 两 边 加 上 人 DFC， 得 

47O= LDFE. 

338。 从 圆周 上 一 点 P, 作 弦 PQ 垂直 于 
直径 4B， 从 点 日 作 任 意 
纺 8R 与 4B 相交 于 点 SS. 
若 把 玉 . S、B 各 与 一 连 
结 , 则 了 PB 平分 <8PR 或 
其 补 角 . 

解 ”连结 BQ, 则 

LARPB= /RQB. 中 
又 因为 4B 是 直径 , 且 PQ@ 14， 
人 人 PSP ASE (三 边 相 等 )， 


于 是 
LBPS= /BQS,. ® 
由 @、@, 得 
LRPB= /BPS, 
即 PB 是 人 SPR 的 平分 线 . 

设 8 在 S' 的 位 置 ， 和 上 面 完 全 一 样 ，P4 
是 人 8S'PR' 的 平分 线 , 并 且 .4P 是 直角 ， 
所 以 BP 平分 ZS8'PR' 的 补 角 。 

339， 设 了 为 圆 0 外 的 一 点 , OP 与 网 
局 的 交点 为 4， 若 OP<340, 则 过 书 必 能 
作 割 线 ,使 其 圆 外 的 部 分 与 贺 内 的 部 分 相等 . 

解 ” 从 点 卫 作 加 0 的 割 线 POD, 设 PC= 
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CD, 如 时 政 为 PO 的 中 点 ,那么 

MC= 寺 0D= 言 7 (> 为 圆 的 半径 ) 。 
所 以 , 以 1 为 加 
心 * 以 于 为 半 . 
径 画 况 如 总 能 
与 网 0 相交 ,就 


总 可 以 作 割 线 
POD, 使 PC 等 于 CD。， 困 此 及 4 不 能 大 于 


M0, 即 MAS3? 是 必要 的 . 
由 假设 EO<340, 所 以 PO<37。 条 是 
3 
MO<37. 
而 MA~MO-04, 


a M4< 号 一 


因此 


即 MA<3?. 
所 以 UA4 小 于 MC, 于 是 可 以 四 为 如 心 
言 7 为 半径 作 加 , 设 与 圆 0 相交 于 点 0, 作 害 

340. 由 圆 0 的 直 
径 4B 的 两 端 向 任意 纺 
CD 或 CD 的 延长 线 作 
算 线 ， 设 其 算 足 分 别 为 

解 由 0 向 0D 作答 线 08, 则 4B OF、 
BG 平行 , 04=0B， 

“， 万 有 一 了 G。 
AOBFSAOGR 

341， 正 五 边 形 的 对 
角 线 的 交点 构成 的 五 边 形 
是 等 角 的 。 

解 设 正 五 边 形 为 
点 作成 的 五 边 形 为 BG 互 KZ， 则 人 FG 开 等 
于 人 +CD 育 , 即 等 于 回 周 的 护 的 弧 所 对 的 
加 周 角 . 同样 LGHE, 人 HEL, 人 KLE, 
人 LFG 都 等 于 加 周 的 亏 的 弧 所 对 的 圆周 


线 POD， 则 PC=CD. 
(he 
RA 
BQ, MW OR=OG., 3 
“. 0 刀 =09。 
4BCDZE， 由 对 角 线 的 交 
角 、。 所 以 五 边 形 了 GKL 是 等 角 的 。 


be 0 A 


证 明 题 


342. 芳 延 长 圆 的 两 弦 4B、CD 相交 于 
点 卫 ， 两 弦 所 对 A M 
的 弧 453 和 弧 B 
CD 的 中 点 分 别 二 
为 让、 入 ， 则 交 
角 己 的 平分 线 D 
垂直 于 MX C——N 

解 设 WN 和 4B CD 的 交 人 

五 , 则 2 等 于 4X +BDN, 即 到 人 + 
铠 + 于 四 上 的 圆周 角 。 

同样 地 LDHG 也 等 于 六 B+BD+ 
序 守 土 的 硒 局 角 .。 

'. ZLBGH~= DERG。 

于 是 人 PG 为 等 夸 三 角形 。 

从 而 项 角 书 的 平分 线 垂直 于 GQ 及， 即 甜 直 
二 人 MN. 

343、 设 4 是 半径 为 ”的 砚 0O 内 的 定 


点 。 车 长 为 "的 弦 BC G 
的 两 端点 在 男 O 的 贺 SN 
周 上 移动 . AN 


(1) 车 人 4BC 的 顶 
角 妥 为 60°%, 则 0O、4、 
B、C 四 点 共 贺 ; 

(2) 洲 召 在 贺 吕 的 圆 岗 上 旋转 一 周 时 , 则 
A45C 的 重心 G 画 一 定 囊 ， 并 求 这 个 圆 的 
圆心 与 半径 。 

解 (11) 由 BO=7， 知 人 0BC 为 正三 角 
形 、 

“, LBOOC=60°=/BAO, 
并 且 4、O 在 BC 的 局 便 (4、O 在 BC 的 异 
侧 时 , 人.B4C> 150"), 所 以 DO、4、B、C 四 点 
共 圆 。 

(2) 设 44 与 BC 的 交点 为 从 ， 
BC 的 中 点 ,所 以 

AG=2GM. 


又 OM= VOB— BM 


= -人 (三 ) A 


车 过 G 作 OU 的 平行 AO WN, 
则 


则 用 是 


9 


AN:NO~AG:GM =2:1, 
NG:OY = AG: AM =2:3, 


rat en 一 一 
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3 
3 


从 而 G 在 以 分 40 为 3 并 的 内 分 点 六 为 圆 
心 , 以 ”7 为 半径 的 定 圆 上 。 

344. 设 4 和 忆 是 已 知 圆 上 的 两 定点 ， 
为 贺 上 任意 一 点 ,在 直线 PB 或 PB 的 


NG OM 三 7 


延长 线 上 取 了 PD=P4， P 

在 直线 P4 或 P4 的 延 A 
长 线 上 取 了 P 刀 一 PB， 则 
直线 DB 到 弧 4PB 的 

共 二 弧 的 中 点 的 距离 是 

定 值 . 


2 设 .全 六 的 共 辆 弛 的 中 点 为 和 则 
是 人 4PB 的 平分 线 . 又 因 
PB—PE, PA=PD, 


于 是 MB~ME, MA=MD, 
又 由 APABEAPDE, 
从 而 AB=DE. 

所 以 AMABSLAMDE. 


因此 , ML 到 DZ 的 距离 等 于 耻 到 4B 的 中 
离 。 又 因 4 万 是 定 驴 ， 是 定 弧 的 中 点 。 所 
以 4B 与 太 的 距离 是 定 值 。 故 1 到 刀 妈 的 
距离 也 是 定 值 

345. 设 48B 是 
定 图 0 的 定 直径 , 动 
纺 0D 的 长 是 一 定 的 , 
4D 与 BO 的 交点 为 
P， 试 决定 点 了 移动 
的 加 对。 

解 设 4D、BC 在 四 内 相交 于 点 P， 则 
人 4PB 等 于 .全 与 合 ) 之 和 上 的 圆周 角 . 由 
了 下 经 所 避 入 入 于 四， 双关 

是 定 长 的 纺 ， 所 以 GD 的 长 也 是 一 定 的 . 

于 是 他 + 的 是 定 值 , 故 人 4PB 的 大 小 是 
一 定 的 。 

设 22 上 的 图 局 角 为 mr 则 

LAPB=—90°+a. 

所 以 ， 点 卫 在 以 4B 为 弦 包 含 90" 二 wx 的 弓 
形 弧 上 . 

如 果 交 换 D 与 0 的 位 置 ,4D 与 BC 的 延 

长 线 在 中 外 相交 于 点 P， 那 么 人 4PB 等 于 

售 与 雹 之 益 上 的 图 周 角 ,所 以 


Pe ee 


LAPB=—90° -0, 
故 点 卫 在 以 4B 为 弦 包 含 90" -a 的 弓形 强 
上 . 
346， 设 在 统 4B 上 三 D 
有 了 两 个 确定 的 弓形 40B、 
4DPB， 在 弧 A40B 上 的 任 
意 一 点 为 C0， 连结 4C、\A 8 


BC, 若 4C、BC 或 者 它们 
的 延长 线 与 缴 4DB 的 交点 为 D、， 则 弦 
DB 的 长 一 定 . 

解 设 弧 AEDB 的 共 轿 张 为 BP4, 则 
人 人 40B 等 于 48B 与 D8 之 和 上 的 加 周 角 ， 
但 是 弓形 角 4CB 是 一 定 的 , 并 且 48B 也 是 
一 定 的 , 所 以 DB 的 长 也 是 一 定 的 。 故 绝 
DB 所 对 的 弦 DE 的 长 也 是 一 定 的 、 

347， 设 4、B 是 加 0 上 的 两 定点 , 且 不 
是 直径 的 两 端点 。 若 过 4 有 
过 4、 了 、 格 ee 
交 于 点 也 

if 

解 在 图 中 ,B、4、 
了 P、O 四 点 共 面 ， 
LBPO= /B40. 

. 04=0B, 
LABO= /BAO. 
于 是 LBPO=L4BO= ACPO. 
又 * 04=0B-00, 
“, LPCO0~ /OAP= /PBO., 
*. APcoseAP5o， 
故 ”PO=PB. B 

348. 从 加 0O 上 的 NY 
任意 一 点 P， 向 两 因 “人 > 
定 的 半径 04、0B 或 者 《一 
它们 的 延长 线 上 作 垂 
线 PQ、PR， 连 结算 足 
QR， 则 线段 QB 的 长 是 定 值 ， 

解 因为 人 P80= 人 R=LPRO， 所 以 ， 
以 PO 为 直径 的 加 过 点 日 及 BR. 但 是 PO 是 
定 圆 的 半径 ,所 以 它 是 一 定 的 , 从 而 这 个 贺 的 
大 小 是 一 定 的 。 而 04、0B 是 国定 的 半径 ， 
以 Z8QOBR 是 一 定 的 。 故 在 半径 相等 的 区 

具有 一 定 大 小 的 器 肩 角 WOB 所 对 的 弦 


但 是 


和 的 长 是 定 值 。 
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349， 设 忆 是 圆 的 直径 4 也 上 的 一 点 ， 
在 4B 的 同 侧 由 卫 到 R 
网 周作 两 条 线段 PO、 
PR. 若 

/LAPQO= /BPR, 
则 A4P9 与 人 RPB & 
相似 。 

解 设 旬 关于 4B 的 对 称 点 为 8', 则 

人 49P2A4q9'P. 
ZAPQ'= /APQ= /RPSB, 
于 是 RPQ' 成 一 直线 ， 从 而 
/RBA= /AQ'R= /AQP. 
又 由 题 设 , 知 
/LAPQ= /BPR, 
政和 人 4PQ 与 人 EPB 相似 ， 

350， 设 延 长 涧 的 弦 .A4B 到 0O, 使 BC 等 
于 半径 , 过 0 与 圆心 O 的 直线 跟 圆 的 交点 为 
D、 加 , 则 弧 4 等 于 
统 BD 的 三 们 . 

解 由 假设 0B 
Bo, 

.. ABOG= /0. 


E 


D 
B C 


而 LOBL 是 等 腰 三 角形 BOC 的 外 角 , 所 以 
LO0BA=~2/ BOC=2/0, 
从 而 ZA4= /0BA=2/0., 
又 LBO4 是 八 400 的 外 角 , 所 以 
LEOA=/A+ /C3 70. … 
由 @， ZEO04=3ZBOD, 
". AB=-3BD. Pp 
351， 在 圆心 为 O 
的 圆 外 有 一 点 了 P， 设 弦 
4B 垂直 于 直线 OP, 若 
直线 P4 和 该 圆 的 交点 
为 0, 直线 OP 和 BC 相 
交 于 点 D, 则 
OD.OP=~04?, 
解 在 图 中 ，PO 垂 
直 且 平分 4B， 


“, BOE8. 
于 是 BOC= /FBOC, 
从 而 其 补 角 LPOC 人 PBC, 
故 有 了、B、O、C 四 点 共 殉 ， 


明 题 
OPOC= /0BO., 
可 是 AOBD= /04D, 
因此 LDPA= /DAO, 
所 以 04 与 APD4 的 外 接 圆 相 切 于 点 4， 
故 OD.0P=04?. 


352， 设 4B、0D 是 贺 0 的 互相 垂直 的 
直径 ,从 强 A4C 上 的 C 本 
一 点 妃 作 弦 BG 与 
CD 交 于 点 与 名 < 一世 
周 交 于 点 GC， 车 BF A ja 
等 于 半径 BO， 则 弧 
BG 是 弧 4B 的 三 倍 ， 

解 作 弦 及 平 
行 于 4B, 则 人 BFO 是 等 阐 三 角形。 因为 
BT OP 所 以 召 坟 平分 LGEO, 而 且 


LOEH= /OHS, 
从 而 LGBT 万 = /OHBE, 
于 是 EG/ OH, 
故 有 LGOH= /EGO., 


但 是 LEG0= 人 G8B0=2 人 HEO, 
又 AHEO~A/ABAHO=~AZHOB. 
LQGO0H=2 /HOB, 
故 有 =3 万 5 一 3 
353， 设 4B、0D 为 团 0 的 两 平行 弦 ， 
马 为 CD 的 中 点 , 车 
BE 的 延长 线 和 圆周 
相交 于 点 了 ， 则 4、 
0O、 恕 、 了 四 点 共 图 . 
解 ”因为 
4ABI CD, OF.LCD, 
所 以 加 4=BB， 即 和 作 4B 是 等 腰 三 角形 ， 
于 是 | 
LABF=2/B. 
但 是 在 加 0 内， 圆心 角 AOF 等 于 圆周 角 
4BF 的 两 倍 , 即 
LAO0F=—2/B. 
". ALA0F=~ /ABF, 
故 和 4 、O、 加 ,了 四 点 共 


354. 在 闸 O 中 ， 

M、N 为 纺 4B 的 三 等 

分 点 , OP、09 为 过 分 人 CA NS 
点 Mr、 太 的 半径 , 试 引 VS 汉 w 
较 三 条 弧 AP、PO、QB. 扣 
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的 大 小 . LN=/LR= LM, 网 
解 车 在 OM 的 延长 线 上 取 好 互 等 于 ON=OM., @) 
0M，, 则 4E~0ON. 但 是 04>0N， 所 以 | 于 是 APONG@AAOM. 
O04>AH, 于 是 在 和 人 04H 中 ， 从 而 OP=04, 
LAOR<ABM, 且 AO 1.OP. 
而 且 LAHM=/MON. kia OP'—04, 
"。 LAOP< LPOY, AO LOP’, 
故 4P<PQ. 和 已 和 P' 都 是 定点 ,所 以 DE 或 者 D'B' 必 
其 次 ， 人 40 妇 骂人 BON (两 边 夹 角 )， 过 两 定点 P、P' 中 的 s 
*. LA0P= /BOQY, 一 点 ,， 
于 是 有 人 = 的 ， 357， 设 圆 0 的 
故 4P=- .50 89. 弦 4B 的 三 等 分 点 为 
355。 设 4D、BC 是 圆 口 的 互相 牌 直 的 | C0、D， 此 弦 所 对 的 弧 


直径 , 到 娘 各 Ea 也 分 别 在 
劣 弧 AB、 6a, 若 ; 
A 训 和 A 相等 , 直线 |! 
D4 和 直线 BB 的 交 
点 为 G， 直 线 了 4 和 
直线 DB 的 交点 为 
五 , 则 LHG4 是 直 
角 . 

解 因为 4DB 

是 贺 内 接 四 边 形 ， 
LHBG=~ /BAD. 
Ce AN 
又 2 DBE=~DOF, 
.. LBAD~/FAD,. 
而 且 ”人 F4D~ 人 HA4G (对 项 角 )， 
.于 是 LHBG= /HAG, : 
所 以 如 、 妃 、G、4 四 点 共 圆 。 
故 LHGA~— /LABD= /LR. 

356.， 过 定 园 内 的 定点 4 作 任 意 沪 BO 
再 作 弦 DB 垂直 且 等 于 
B0, 证 朋 弦 DEB 必 过 两 
定点 之 一 ， 并 且 指 出 这 
两 定点 的 位 置 。 

解 ”如 图 ， 设 DB 与 
刀 妞 ' 都 是 阜 直 且 等 于 
BC 的 弦 。 因为 B0、DB、D'8' 都 相等 ， 所 

以 从 贺 心 0 向 这 三 条 纺 作 垂 线 OM、ON、 
ON ' 都 相等 ,车 过 点 0 作 04 的 垂 线 与 DBE、 
D'E' 的 交点 分 别 为 了 P、P'， 则 

ZNOM= ZR= LPO4, 
LNOP~ LMO4, @ 


4B 的 三 等 分 点 为 怠 、 

fF， 车 延长 BC、FD 

相交 于 点 8S, 则 

OB/SA.OFISB. ™ 
解 若 S4 和 FB 的 延长 线 相交 于 点 K， 

WADY EF HB AC=CD, 


"EE=BEF, @ 
又 因为 入 = 外 训 ,所 以 
弦 A 二 = 弦 BF。 ©® 
由 @、@, 得 
EK=EF=BA. 
, LEAF=/R. @®@ 


设 0 和 AF 的 交点 为 G, 因 4 训 一 名 P， 所 
以 
OB LAF,. 四 
由 转 、@@, 得 3S41/ 0 及, 
同样 地 
OF /1 SB. 

358. 设 圆 0 的 定 
弦 4B3 的 三 等 分 点 为 
CO、D, 这 条 弦 所 对 的 弧 
4B 的 三 等 分 点 为 脏 、 
8， 若 BC、D 的 延长 
线 相 交 于 点 8, 则 

L458B- 计 人 40B. 


解 若 连 结 0B、0F, 根据 问题 357, 有 
SAI OE, SB/ OF, 
o. LASB= /EOF, 
， 局 一 友 祖 -$b 


但 是 


74 


于 是 


359， 在 贺 0 中 ， 
若 直 径 4B 的 两 端点 
上 的 任意 两 弦 4P、 
BQ, 与 任意 半径 OU 
.的 交点 分 别 为 C\、 忆 ， 


则 


ZAPD= /BQC. 
解 如 果 @ 关于 OXM 的 对 称 点 为 ,那么 | 
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LEOF =—# L408, 


L8= 吉 /40B. 
E 


q 在 网 上 ， 
“» LDO=AQOPDM=AYYE © 
( LAQB= LR). 
但 四 边 形 @4PQ' 是 贺 内 接 四 边 形 ， 
. LOB=LYPA. 四 
于 是 由 人 @、@, 得 
/QFPCO 一 人 DC， 


从 而 多、C\、 忆 \ 己 四 点 共 圆 , 连结 C9， 则 


LAPD= /BYC. 
360， 设 圆 内 接 三 
角形 4BC 的 各 边 BC、 
CA4、4B 所 对 强 的 中 点 
为 4、B'"、0'， 连 结 它 
们 作成 A4'B'0', 则 


解 


故 


361, 


LDPC= /DY'C= /DYO, 


¥ 
LA'~LB'-3(LA~LB). 
~ ~ 
因 B'C'~0'4 
-Blt+AO~CGB+BA') 


pe ZB 一 也 2ZB~ 仿 LA4 
一 于 (CB~ AL， 
LA4 ~LB= 豆 (C4~L 司 ， 
在 下 面 的 问题 中 ，( ) 里 面 的 等 号 


和 不 等 号 ,不 要 的 去 掉 ,就 表示 对 于 那 种 情况 
的 证 明 . 


A 
设 在 半径 为 的 ”6 人 一 NN 
加 中 ， 由 内 接 锐 角 三 By 
角形 4B0 各 顶点 所 | 
确定 的 劣 弧 BC、0C4、 NM > 


4B 的 中 点 分 别 为 ”A、 
A'、B'、0'， 纺 BC、 FY 

CA、AB 的 长 为 a、5、c， 六 边 形 40'BA'CB' 
的 面积 用 8 表示 , 则 有 关系 式 


> 
四 区 
< 2 
同样 , 设 劣 弧 B'C'、C'4'、4'B' 的 中 点 分 
别 为 4"、B"、0", 孩 BIO'、0'4'、4'B' 的 长 
为 Q'、 b'、 CC 车 六 边 形 A"O’'B’”A'OC"B’ 的 面 
积 用 S' 表示 , 则 有 关系 式 
>\R 
s(= tb'+o). 
< 


如 果 从 这 两 个 六 边 形 中 去 掉 作 4B'0'", 余 
下 部 分 的 面积 有 关系 式 


Ey 


> 
所 以 erore(S)etwre. 
< 


解 因 4 是 8 的 中 点 。 所 以 O4' 1 BC. 
这 时 四 边 形 0B4'0 的 面积 等 于 二 BC.04 
但 是 

O04'=~R, BC~a, 
所 以 四 边 形 


0BAC= 节 aR, 


同样 地 , 四边形 
00B'4= 二 bE, 


四边形 040'B~ 二 CE. 


而 六 边 形 40'BA'CB' 是 这 三 个 四 边 形 的 和 ， 
所 以 六 边 形 4C'B4'CB' 的 面积 
S= 计 BR(a+b+o). 


同样 地 ,六 边 形 4"Q'B' 4'0”"B' 的 面积 


第 二 全 ” 西 i 75 


S'— 二 Ra'+b'+0). 


其 次 ， 比较 入 4B'C' 和 人 入 4”B'O', 因 为 4” 
是 B'C' 的 中 点 ,所 以 
A4"B'0'=AAB'O'. 
AB"G'4'=ABo'4', 
AC"A'B' 宇 ACA'B', 
5' 是 这 个 左边 的 三 个 三 角形 与 人 4"B'C' 的 
和 , S 是 右边 的 三 个 三 角形 与 人 4B'C' 的 
和 ,所 以 S' 宇 S。 即 

到 R(a+b+e) HR +b +e), 


局 样 地 ， 


。 4 二 D 二 co<a' 十 2 十 c。 


362.。 连结 圆 内 Dp _D 
接 四 边 形 4BCD 各 4 
边 所 对 驳 的 中 点 作成 Cr. 
四 边 形 4'B'C'D', 顺和 4 
次 这 样 进行 下 去 ， 则 
四 边 形 就 逐渐 地 接近 (0 
正方 形 . B 

解 设 她 < 妨 < 冯 <6D, 则 

LAD <DO<BO, 

且 AD'<AB <BO, 


` 所 以 4'D' 最 小 , BC 最 大 。 但 是 
~ 1 ,个 pap po 
A4D'-3(4B+AD) >4D, 


1 > ~ ~ ~~、 
= B'O'=5 (CD+BO) <CD 


等 等 。 所 以 四 边 形 4'B0'D' 的 最 小 边 41D 
大 于 四 边 形 4BCD 的 最 小 边 4D， 四边形 
A'B'O'D' 的 最 大 边 B'0' 小 于 四 边 形 4BCD 
的 最 大 边 。 同样 地 , 连结 四 边 形 4'B'0'D， 
各 边 所 对 弧 的 中 点 ， 作 成 第 三 个 四 边 形 
4"B"C"D", 则 四 边 形 4"B"C"D" 的 最 小 边 
大 于 四 边 形 4B'0'D' 的 最 小 边 。 第 三 个 四 
边 形 的 最 大 边 小 于 四 边 形 4'B'0'D' 的 最 大 
边 。 所 以 反复 使 用 这 个 方法 时 ,各 边 的 差 逐 
渐变 小 , 取 它 的 极限 ,四边形 各 边 的 差 趋 近 于 
零 , 即 各 边 接近 相等 ,而 这 个 圆 的 内 接 四 边 形 
就 接近 正方 形 。 


和 4。 切线 
363， 过 圆周 上 的 一 点 只 能 作 一 条 切线 ， 


解 过 圆 O 上 的 一 点 4， 作 垂直 于 半径 
0O4 的 直线 4B, 则 4B 是 

圆 O 的 切线 。 因 为 在 点 4 3 
垂直 于 04 的 直线 只 有 一 罗 
条 ,所 以 在 点 4 的 切线 只 

有 一 条 。 

364. 若 圆 心 到 一 直 
线 的 距离 小 于 半径 或 者 等 于 半径 或 者 大 于 半 
径 、 则 这 条 直线 与 圆 
相交 ,或 者 相 切 ,或 者 
与 圆 相 离 。 

解 ” 若 从 贺 心 0 到 
直线 4B 的 距离 OF 长 
小 于 半径 时 , 则 点 五 王 L 5 
在 男 内 .然后 在 4B 上 充分 远 的 地 方 取 一 点 
到 0O 点 的 距离 大 于 半径 。 显 然 这 点 在 圆 外 ， 
所 以 4B 与 加 相交 . 

其 次 若 从 圆心 到 直线 CD 的 距离 等 于 半 
径 , 则 除 垂 足 下 外 CD 上 的 点 都 在 图 O 的 外 
面 , 所 以 CD 与 贺 相 切 。 若 由 圆心 O 到 直线 
FF 的 距离 OL 大 于 半径 ， 工 在 贺 外 ， 所 以 
了 7 与 圆 相 离 。 

注 容易 证 明 这 个 命题 的 逆 命 题 也 是 正确 


D 


的 . 
365. 过 圆周 上 一 
点 的 半径 与 过 这 点 的 直 
线 斜 交 时 ， 则 这 条 直线 
是 贺 的 割 线 . 

解 ”车 过 圆 0 上 一 点 4 的 直线 与 半径 04 
斜 交 , 由 O 作 直线 的 垂 线 OB, B 为 垂 足 , 则 
04>0B. 即 从 圆心 到 点 B 的 距离 小 于 半 
径 , 所 以 4B 是 这 个 圆 的 割 线 . 

366， 切线 4B 与 过 切 点 4 所 作 的 纺 
4D 所 成 的 角 B4D， 
等 于 4 所 对 的 圆周 


解 过 点 4 作 直径 
4F, 在 4DZ 的 共 斩 
弧 上 任 取 一 点 召 ， 连 
结 BE, 

‘» LDAB~ /FAB~ LFAD, 
LABD- /LAEF- /DEF, 
LFAB- LZR= /ABY, 


但 是 
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LFAD— DB， 
.. LDAB= /DEA. 
367，。 由 弦 4B 的 端点 4 作 直 线 40, 若 
40 与 4B 所 成 的 角 等 于 纺 4B 的 另 一 侧 的 
己 形 角 4DB, 则 直线 AC 是 切线 。 


De BE 


A A C 
解 ” 若 过 点 4 作 直径 4 至， 因 
LBAC= /ADB, /EAB= /EDB, 
所 以 LB4C 与 LBAB 的 和 或 者 差 等 于 
芝 ADB 与 人 BDB 的 和 或 者 益 。 即 


LBAC= ZEDA. 
但 LEDA= /ZE, 
所 以 40 是 切线 . 加 


368. 在 弦 所 对 的 和 
弧 上 取 一 点 作 该 圆 的 切 
线 与 弦 平 行 ， 则 切线 的 
切 点 平分 该 弧 ， 

解 设 出 的 切线 为 
PN, 切 点 为 P。 车 

AB/ PN, 
则 人 NPB= 人 PB4 (内 错 角 )， 
又 因为 PN 是 切线 ,所 以 
WPB=-P4B (问题 366) 。 
于 是 人 P4B 是 等 腰 三 角形 . 
., AP=PB, 
故 多 = 兮 . 

369。 若 从 圆 0 外 一 点 卫 作 圆 的 切线 
P4、PB， 则 (1) PA~PB; (2) PO 平分 
人 4PB 和 人 40B; (3) PO 是 弦 .4B 的 垂直 
平分 线 。 PB 3 

解 (人 在 人 AP4O 和 
APBO 中 , PA、PB 是 切 A AR 
线 , 所 以 

LPA0= LZPBO= /EB, NN 


04=0B, 
PO 公共 。 
.» APAOBAPBO, 
于 是 … PA=PB., 


(2) 由 (1), 得 
LAPO= /BPO, /POA= /POB. 
于 是 PO 是 人 4PB 与 40B 的 平分 线 . 

(3) 因 了 4=PB， 所 以 八 P4B 是 等 腰 三 
角形 , PO 是 其 顶 角 4PB 的 平分 线 , 于 是 PO 
是 底 边 4B 的 垂直 
平分 线 . 

370， 在 直线 
的 同 侧 有 三 定点 ， 
这 三 点 到 直线 的 距 
离 之 和 等 于 定 值 哨 
则 直线 与 定 圆 相 切 ， 并 求 出 这 个 圆 的 圆心 与 

解 设 三 点 4、B、C 到 直线 7 的 垂直 距离 
分 别 为 44"、BB'、00', 车 人 4BC 的 重心 G 
到 直线 ? 的 垂直 距离 为 GG', 则 

44' 十 BB'+C0' 二 3GG' (问题 107). 
所 以 了 是 以 G 为 圆心 以 GG' 一 于 4 为 半径 
的 圆 的 切线 。 

371， 若 在 圆 0 内 C 
画 一 园 I， 它 与 贺 0 的 
纺 AB 相 切 于 点 P， 又 局 
同 圆 忆 内 切 于 点 C0， 则 
直线 CP 是 人 40B 的 
平分 线 。 : 

解 设 CP 的 延长 线 与 外 切 本 相交 于 点 
Mr, 连结 TIP、OM, 则 

IC~IP, 00=OM， 
ATPO= /ICP= /OMO., 
IPI OM, 
并 且 IP|AB, 
从 而 OM.LAB. 
故 必 是 妨 的 中 点 ， CM 平分 人 40B， 即 
COP 平分 A4CB 的 顶 M 
角 C。 

372. 从 圆 O 外 
一 点 呈 作 圆 的 切线 ， 
其 切 点 为 M、N,， 则 
过 贺 心 的 线段 P4B 
平分 由 用 、W 划分 的 共 应 弧 。 

解 连结 OM、ON, 由 问题 369, 知 

LMOP= /NOP, 
即 . AZM04=LNOA4,- 


所 以 
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. AY=AN, 
从 而 已 这 = 有 7。 
373. 从 圆 0 外 一 点 P 所 作 该 于 的 切线 
了 4、PB 的 夹 角 ， 是 连结 切 
点 的 弦 4B 与 过 点 4 的 直 
径 4E 的 夹 角 的 两 倍 . 
解 设 PO 与 4B 的 交点 
为 也 则 
LA4PO= /ABE=/R, 
-，O0D1/ BE, 
因而 人 40D= AEB,， 


但 是 LPAO0= /R= /ABE, 
*. LAPO=~/BAE, 
故 LAPB=2/BAE. 


374. 从 圆 外 -点 4 所 作 该 圆 的 两 切线 
AB 及 AC 的 夹 角 B4CO， 等 于 劣 红 BO 与 共 
谣 弧 BDC 上 的 圆周 角 之 差 ， 
解 若 过 B 作 Ea 
弦 BD 平行 于 40， 
则 
$0=D0 
(问题 368)， 
又 4C1BD， C 
.. A=/LBEBD. 
但 是 4BE 是 过 点 旦 的 切线 ,所 以 
LEBD= /BOD, 
Sw <4=4BCD., 
因而 人 4 等 于 BDC 和 办 之 差 上 的 圆周 
角 


、B 


375。 切线 4B 与 过 
切 点 和 4 的 纺 4C 的 夹 角 
BA4C 的 平分 线 , 也 平分 这 
个 角 内 的 弧 . 

解 设 平分 人 B40 的 
直线 与 弧 相 交 于 点 D, 连结 DO, 则 

ZA0D=: ABAD= /0AD., 
“人 DD- 的 , 
SN N 
即 刀 是 4DC 的 中 点 . 

376。 若 从 圆周 上 页 
一 点 卫 作 贺 的 切线 PN 
和 了 弦 P9， 则 该 弦 所 对 
的 怠 的 中 点 8 到 切线 Q 
及 弦 的 距离 相等 。 


1 


解 '. P808, 
."，。 深 PS== 弦 QS， 
于 是 人 SPQ 是 等 腰 三 角形 ， 
“. LS89P= -SPQ. 
但 是 PN 是 切线 , 故 
LNPS= /SQP, 
.. LNPS= /SPQ, 
故 S 到 PN、P8 的 距离 
相等 . 
377， 等 腰 三 角形 


A4BC 的 底 边 BC 和 底 角 
的 平分 线 组 成 和 DBC, 它 
的 外 接 圆 与 边 4B、4C 相 
切 . 

解 … 4B=40， 

， LB=L0, 

从 而 它们 的 半角 LDBC 和 人 40D 也 相等 . 
所 以 4C 在 点 0 与 人 BDC 的 外 接 贺 相 切 . 
同样 地 , 4B 在 点 BB 与 人 BDC 的 外 接 圆 相 
切 ， 

378. 若 延 长 园 0 的 直径 48B 到 点 C, 截 
取 BC 等 于 半径 


0B, 从 点 0 作 贺 /2 
切 点 为 D， 则 4 I~ 


6 C 
2 
三 角形 . 
解 ” 连结 0D、BD, 则 
0D=0B, 

而 且 人 DOO 号 直角 三 角形 , B 是 斜 边 0C 的 
中 点 ,所 以 

BD=BO, …，BD=OD， 


在 直角 三 角形 4BD 和 CDO 中 ， 
AB=00, DB=0D, 


人 和 人 ADBESEACDO, 

故 DA=D0. 
因而 AD40 是 等 
腰 三 角形 . 

379. 车 延长 
om 4 Ne 
点 0, 哉 取 BO- NA/ 
0B, 由 C 作 圆 0 的 


切线 CD, 则 加 CBD 与 图 O 相等 。 
锯 -0ODc= -已 而 且 0B=BO, 
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.0B=BC~BD, 
县 4= LBDC= /0, 
所 以 两 个 三 角形 DBA、DBC 的 外 接 圆 有 一 
边 BD 是 公共 的 ， 它 所 对 的 人 4 和 LC 相 
等 , 从 而 这 两 个 圆 相 等 。 即 与 圆 O 
相等 。 

380.、 过 加 0 的 圆周 
圭一 点 C 作 该 圆 的 切线 ， 
从 直径 4B 的 端点 44 作 
切线 的 垂 线 4D, 则 4C 平 
分 LBA4D，. 

解 ae 
于 是 
但 是 


A 
O0 LCD, .*. 001 4D, 
L004=/C4D. 
O00 二 04, 
L040= /004, 
从 而 LZ04C0= /04D, 
即 4C 平 分 人 BAD. 

381.， 设 4 是 圆 0 的 圆周 上 的 一 点 ， 它 
的 切线 与 任意 半径 
0B 的 延长 线 的 交 
点 为 C, 过 点 4 作 
O 万 的 垂 线 4D, 则 
AB 平 分 “D40. 

解 设 AD 的 延 
长 线 与 圆 0 的 交点 为 也 则 

:2 
ZBAB=/BEA. 
但 是 4C 是 切线 ,所 以 

LZ04B= /BBEA. 
由 @、@, 得 
LBAE = 0C4P， 
所 以 4B 平 分 人 DAC. 

382. 过 人 入 4BC 的 外 接 圆 上 的 点 C， 作 
切线 与 B4 的 延长 线 交 于 点 DD, 以 也 为 攻心 、 
DC 为 半径 的 圆 与 
4 相交 于 点 如， 则 
C 也 平分 人 4ACB， 

解 

DO 万 
一 DZC， 
DO4= /ABO, 
LDOE— /DOA= /DEC— /ABO. 
LAO0E= /ECB 


. 
es 


D 


从 而 


证 


明 题 


(… 人 DEOC 是 人 BCB 的 外 角 )， 


即 0 加 平分 人 4CB. 

383. 设 入 4BC 的 人 4 及 它 的 外 角 的 
平分 线 与 B0 的 交点 分 别 为 刀 、 刀 若 外 接 加 
在 4 点 的 切线 4 与 CB 的 交点 为 8, 则 

DF=BF. 


解 设 4D、AE 分别 是 人 BA4C 及 其 外 角 
的 平分 线 , 则 
而 且 ZL4DF=LC+LC4D 
=/ABAF+/BAD 
一 人 D4P， 
。。 AF=DF. 
由 @ 和 回 , 知 了 了 是 BD 的 中 点 ， 
即 DZ 一 也 7. 
384. 设 圆 O、0' 的 半径 分 别 为 了 
(7 <7") ? 画 心 距 及 " 


为 4a。 著作 两 加 


@ 


的 公 基 线 44， 
则 44 与 7、7' 
及 之 间 有 怎样 
的 关系 ? 

解 人 当 44' 是 外 公 切 线 时 , 设 以 O' 为 
圆心 , 7 一 ? 为 半径 画 圆 与 Ba 
连结 OT, 则 

OALT4', 


LOTO'~ ZB, 


OT=A44’. 
从 而 人 O00'T 是 直角 三 角形 ,于 是 
O00? =~07T2+0'7%, 
=A42+ (7 一 7)2。 

AAT (rr) 

Ad'=~ 到 一 (一 人 
的 当 44' 是 内 公 切 线 时 ， 设 以 0' 为 加 
心 , 79" 二 7 为 半径 画图 与 0'4' 的 延长 线 相交 


基 
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于 点 了 ,和 Ci) 一 样 。 
LOTO'~= ZR, 
OT=A4", 


所 以 人 OOT 是 直角 三 角形 , 从 而 有 
O00?=07T2--O'72, 
于 是 44'~V -Ctr7). 
385. 若 以 直角 B 
三 角形 4BC 的 一 直 
角 边 4B 为 直径 的 圆 
与 斜 边 BC 的 交点 为 
D， 则 过 点 卫 的 切线 
必 过 4C 的 中 点 万 . 全 
解 因 4B 是 贺 O 的 直径 , 目 垂 直 4 到 ,所 
以 如 4 是 这 个 圆 的 切线 . 因为 DB 也 是 这 


个 殴 的 切线 ,于 是 
ED=BEA, 
。。 LDAB=/ADE. 中 
LADC= LE, @ 
由 四、 加, 得 E 


AB=EC, 

386. 若 从 圆 的 直 8 
征 4B 的 一 端点 和 4 作 ZN 
直线 4、A4F， 且 与 男 A 
一 端点 如 所作 的 切线 
分 别 相交 于 五 、 了, 与 
圆 局 分 别 交 于 C、D， 
则 C、D、 了 到、 如 四 点 共 加 

解 因为 Z4BE 一 人 R= 攻 40B, 所 以 在 
直角 三 角形 4BZ 中， 

LEB=/ABC. 

但 LABC= /CDA, 
LBE=Z0CDA. 
故 C、D、 了 加 四 点 


A : AC 
387。 设 网 0 的 
直径 为 P9@， 过 圆 上 
一 点 忌 作 该 廿 的 切 
线 ,由 忆 、 向 该 切线 
作 垂 线 , 其 垂 足 分 别 为 4、B, 证 明 

(1) RA=BB; (2) AAPR= /RPE; 

(3) 以 妃 为 圆心 , BR4 为 半径 的 圆 与 P9 
相 切 。 

解 (1) 连结 08, 则 CPF_L4D， 


。 PAIOR/I QB. 
”OP=09， 
“, BR4=RB。 
(2) '. PAN OR, 
“. LAPR=/PRO~/RPQ. 
(3) 设 从 五 向 PQ 所 作 垂 线 的 垂 足 为 0， 
根据 (2), 得 


RA= RC, 
因此 以 五 为 区 心 ，B4 为 半径 的 加 在 点 C 与 
直线 P8 相 切 。 x 
388， 若 从 贺 的 直 N 


径 B4 的 延长 线 上 一 点 
工作 任意 割 线 LDO, 再 
作 直 线 Z4B 的 垂 线 $4 
LX, 它 与 BC、BD 的 /AS M 
延长 线 的 交点 分 别 为 8 一 一 办 
N、M, 则 MM、N、C.D K. 
四 点 共 回 . 

解 连结 D4， 则 在 AB4D 和 人 BML 
中 , 人 BDA4= LBR=LBLM， /人 B 公共 ， 

LBAD= ZBMUL. 


而 且 B4DC 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 


LBAD= /NCD, 
于 是 LNCD= /DML, 
从 而 四 边 形 CDM 是 贺 内 接 四 边 形 , 即 内 、 
N、C、D 共 贺 . 
389. 从 圆 外 一 点 书 作 该 圆 的 一 条 切 
线 , 其 切 点 为 4. A 
过 于 作 一 直线 
与 圆 相交 于 3B、 4 
C, 再 作 4P 的 平 
行 弦 0D, 若 直线 
PD 与 贺 的 另 一 
交点 为 恕 , 则 直线 如 B 过 了 4 的 中 点 。 
解 设 B 和 4 的 交点 为 隆 。 


PAJCD, 
所 以 LC0= LMPB. 
并 皇 LC= LZ%, 
LE=/MPB. 


于 是 过 三 点 召 、B、 呈 的 圆 与 办 P 相 切 于 点 
PP, 从 而 

MP MB.MUE, @® 
又 因 放 4 是 切线 ,所 以 

MA MB.MB. . @ 
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于 是 由 @、@, 得 于 是 CT 一 4 万 
MP=M4, 又 LOFD= /CAD= /CDF, 
故 避 是 也 4 的 中 点 . c F ". OF=0D, A C 
390。 若 从 圆 局 . C 故 4P=OD. ~ 
上 一 点 女 作 两 条 相 ， 392. 设 过 贺 O0 直 
等 的 弦 4B、AC， 过 径 4B 的 两 端点 4 和 B 
点 0C 作 该 圆 的 切线 B 所 作 圆 的 切线 与 圆 的 任 bs 
和 483 相交 于 点 也， D | 意 切 线 相交 于 C、D, 则 B DD 
由 了 向 40 或 它 的 延长 线 作 垂 线 DB， 则 LCOD= /BE, | 
BD=208. 解 因 C4、CD 是 切线 所 以 CO 平分 


解 延长 O08 到 到 使 了 8 一 OZB。 连 结 
DF, 则 


ADECE AD 万 不 ， 
“, LDOFP=LDFO. 
.… LG0A=/ABO, 
由 A4B=40, 知 
LACB~ /ABC, 
于 是 LA0B= ZA0G., 
又 “* ZFOCD= /ACG, 
LACB~ /ACG~ /DCF /DFOC. 
从 而 BON DF. 
又 由 于 4B 一 40， 
所 以 AF = 4D, 
于 是 BD=F0. 
即 BD=~2CE 
391.， 车 圆 0 的 直 
径 为 4B， 在 点 4 与 贺 
相 切 的 直线 上 截取 AC 


二 4B, 连结 00, 00 与 
0 相交 于 点 D, 延长 
BD 与 40 相交 于 点 如 
证 明 : 

(1) CD 是 人 4DE 的 外 接 加 的 切线 ; 

(2) AB=0D. 

解 (1) 因为 LCDE=/0DB=_/0BD. 
一 LZDAC， 因 此 CD 是 和信 4DB 的 外 接 癌 的 
切线 . ' 

(2) 过 点 C 作 40 的 垂 线 与 BE 相交 于 点 
ZB, 则 C、 吕 在 以 4AF 为 直径 的 圆周 上 , 所 以 
LCAF= /CDF= /ODB 
~ /0BD= /ABE. 
CA=4B, 
LACFP= /R=/BAB, 
o, AACFELABAE, 


义 因 


I ts- re ee 


40D, 同样 ，DO 平分 人 BDO.， 
又 .401 BD, 
…， LAOD+ /LBDC=2LE, 
于 是 LO0D+LODC= 人 LR, 
故 LCOD= 人 LR.. E 
393. 设 4B 为 加 ? 
0 的 直径 ， 由 端点 4 作 
过 加 上 一 点 C 的 切线 
的 垂 线 47D， 其 垂 足 为 
D， 延长 4D、BC 相交 
于 有 B, 则 AE=A4B. 
解 ”因为 DO 是 切线 ,所 以 DC_LOC。 


* DOLAE, 
*. OCN AE, 
于 是 ZOCB= /ABB. 
但 0B=00, 
所 以 LOBC= L008, 


从 而 人 AEB= /0BO= 人 /ABE, 
故 AB=AB, 一 
394. 若 过 43 的 ZS 
中 点 0 的 直线 与 纺 4B 。 AASN 
相交 于 点 D， 且 与 个 
的 共 轿 缴 相 交 于 点 甩 ， 
则 直线 4C 是 过 三 点 和 4 
DD、 石 的 加 的 切线 
解 ”因为 C 是 4 的 中 点 ,所 以 
人 0=08, 
于 是 在 妈 、6 祖 上 的 两 回 周 角 相 等 , 即 
LABC= /CAB. . 
因此 ，4C 是 与 圆 4DB 相 切 于 点 4 的 直线 . 
395. 设 团 O 的 直径 为 4B, 从 圆周 上 一 
点 卫 作 4B 的 委 线 , 其 垂 足 为 及 , 从 点 4 向 
过 点 号 的 切线 作 和 三 线 ,其 垂 足 为 , 则 、 
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AH=AK, 
解 . LA4PB=~ 人 /RE, 


PE 4P， 
LS 
< 


.。 /APH 
LAPH= /APK, 


~ LABP. 
.LABP= /APK, 
因此 “和 人 A4PES 和 4PK (一 边 和 两 角 )， 


于 是 


又 因为 PK 是 切线 ， 

所 以 

故 AH=AK. 
396. 在 圆 内 接 三 角形 _ 4BO 中 , 人 BAC 

的 平分 线 与 BO 相交 

于 点 D， 从 点 了 作 \ 

4B 的 平行 线 , 与 过 

点 4 的 切线 相交 于 | kk 

点 也 则 C 了 平行 4D，B D 
解 ” 因 为 4B 是 切线 ,所 以 人 B4C 一 一 B， 


又 ” 也 也 1/ 4B， 
`“， ALB=/LEDO, 
于 是 ZBAC= /EDO. 
因而 4DCZ 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
o, LACEB= /ADE. 


又 因为 DE/ 4B， 且 4 是 人 4 的 平分 线 ， 
所 以 | 

ZADE= /BAD= /DAO, 
于 是 "LACE = /DAO, 
从 而 CE /4D. 

397。 设 圆 内 相交 
两 弦 4B、C 的 交点 
为 P， 作 过 4、P、C 三 
点 的 加 的 切线 PIT， 则 

PT I BD. 
解 因 PT 是 切线 所 以 
ZAPT= /ACP. 
又 因 同 弧 上 的 圆周 角 相 等 , 所 以 
ZACP= /ABD, 
, LAPT=/ABD, 
于 是 PT I BD. 

398， 若 从 圆周 上 的 点 4 作 两 弦 4B、 
40, 又 作 直 线 BD 平行 于 过 点 4 的 切线 4 刀 
且 与 4C 或 者 4C 的 延长 线 相交 于 点 D， 则 
BDC 与 4B 想 切 . 


一 一 一 


解 因为 4B 是 切 
线 , 所 以 
ZEAB= /40B. 
@ 
pra 本 区 


又 


EAl BD, 
ZEAB 
-=/ABD. © 
于 是 由 @、 @, 得 
LABD- /408, 
因此 圆 BDC 在 点 BB 与 48B 相 切 。 
399。 若 半 径 04、0B 互相 垂 二 ，P 卫 是 
04 上 的 任意 一 点 ， B 
过 三 作 弦 BPQ,， 过 
点 9 的 切线 与 04 的 。 A 
延长 线 想 交 于 点 E, Vy 
则 人 AP 是 等 膨 三 ¥ 
角形 。 
解 ” 因 为 8E 是 切线 ， 所 以 
LOQR=— /R= /POB 
= (LOPB+ /OBP). 
* OB=00, 
“. LOQP~= /OBP, 
于 是 L088 一 人 OQ8P= 人 OPB, 
即 ROP- /LRPQ. 
所 以 人 RPQ 是 等 腰 三 角形 。 
400。 设 延 长 吏 的 直径 B4 到 点 P， 使 
AP 等 于 半径 0O4， 过 点 4 的 切线 与 从 点 卫 
所 作 切 线 PC(CO 站 
为 切 点 ) 相 交 于 C 
点 加， 连结 BC [一 7 N 
县 延长 与 4 的 bp 
延长 线 相交 于 点 Ce 
D, 则 人 和信 DEC 是 
正三 角形 . 
解 因为 4 是 直角 三 角形 OPGC 的 斜 边 
OP 的 中 点 ,所 以 
AO~AP=40., 
又 . 04=00, 
., OA=AC—C0, 
于 是 AO4C 是 正三 角形 。 又 因为 
OB=0O0, 
L004A=60°, 
., LB=30°. 
‘» LBAD—_/R, 


而 且 
又 
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…， LD=60°. 中 
其 次 ,因为 CP 是 切线 ,所 以 
LBOAm /B=30°, 
LDCE=60°. 


由 人 @、\@@, 得 人 DOB 是 正三 角形 . 

401. 从 直径 4 的 延长 线 上 一 点 C 作 
该 圆 的 切线 CD， 
切 点 为 D, 若 4D 
和 《LACD 的 平 人 
分 线 的 交点 为 
怠 , 则 


CO 万 太一 人 LR. 


解 设 召 C 和 DB 的 交点 为 了 ,在 人 EAC 
和 人 FDC 由, 因 CD 是 切线 ,所 以 
LEAC= /FDC. 
LACB= /DOF, 
LAEGC= /DFO, 
LZDEF- /DFE. 


而 且 


因此 
而 LADB= ZR, 
所 以 人 DEF 是 等 腰 直 角 三 角形 . 


LADBN- 亏 ZE, 
即 LOEBD~=3LR. 


402。 若 在 线段 4 妃 上 取 一 点 已 从 点 总 
作 以 BP 为 直径 的 
` 贺 的 一 切线 ， 其 切 


的 切线 的 交点 分 别 
为 D.C, 则 人 DTC . 
是 等 腰 三 角形 。 又 这 个 三 角形 是 正三 角形 
时 , 求 线段 4P、BP 的 比值 . 
. 解 因为 人 PTC 是 直角 三 角形 ,县 DT、 

DP 是 切线 ,所 以 ， 
DP= DT， 
故 卫 是 作 边 PC 的 中 点 . 从 而 DC= DZ， 
此 和 DTC 是 等 腰 三 角形 .为 使 这 个 三 角形 
构成 正三 角形 ,只 需 

LDTO=60°. 

LATP=30°, 
ZPBT= /ATP=30°, 


因而 


ep ee 
四 


/BITP= /R, 
所 以 /BAT= 30°. 
PA~PT—3BP, 
.。 AP:BP=1:2., 
和 03。 若 三 角形 的 


两 底 角 之 差 为 直角 ， 则 
过 其 顶点 所 作 这 个 三 角 A 
形 外 接 圆 的 切线 必 垂 直 
于 底 边 。 
解 设 和 人 4BC 的 人 B 
一 人 C+ 人 BE, 过 点 4 的 人 4BC 外 接 贺 的 切 
线 与 CB 相交 于 点 也 则 


LDAB= /A0B, 
又 过 B 作 BC 的 垂 线 BBE, 则 - 
《4BE~ 人 ACB (假设 )， 
LDAB= /ABE, 
故 AD) BE. 
但 BE.!LDO, 
所 以 ADIBO. 
404。 芳 把 圆 的 弦 4B 向 两 边 延 长 分 别 
到 点 C、D, 使 40==BD， 则 从 GC、 刀 高 这 个 
贺 所 作 的 两 切线 CP、D8 必 相 等 . 


解 因 AC=BD， 所 以 4B 的 中 点 下 是 
CD 的 中 点 ,而 且 
OM10CD, 


三 角形 ， 舍 边 和 
它 的 一 直角 边 都 分 别 相等 ， 所 以 它 们 全 等 。 
故 
cpP=DQ. | ->D 

405。 把 弦 AB 

向 两 端 延长 到 C、 

也 ,使 40 一 BD, 从 
0O、D 分 别 作 AB cc 
异 侧 弧 的 切线 COB、DF, 则 BF 平分 4 万 。 

解 设 EF 和 4B 的 交点 为 G,， 过 DD 作 
0 的 平行 线 与 B 了 的 交点 为 瑟 , 则 人 CEG 
与 ADEG 相似 , 车 0B 的 延长 线 为 BK, 则 
BK、FD 都 是 切线 ,所 以 | 

LEBRF= /DFE. 
又 因为 BK/DH, 所 以 


/KEPF= /DAFE, 
于 是 LDFE= /DEF, 
从 而 DF=DH. 
但 是 DF=0E (根据 上 题 )， 
'。 CE=DH, 
ACEGEQADHG, 
CG=—DG, 
所 以 ” AG=BG ('. 40=BD). 
406. 若 由 直径 p 
为 4B 的 半 贺 同上 的 KN 
任意 一 点 卫 所 作 4B | 
的 垂 线 为 PM， 以 ANDAN 
4M、B 了 为 直径 画 A . M 8 
半圆 , 与 PA4、PB 的 交点 分 别 是 8、R， 则 
QR 是 所 画 两 半圆 的 公 切 线 。 
解 ” 连 结 姥 8、 了 ER， 则 四 边 形 PQME 是 
和 矩 形 , 可 画 外 接 加 ， 
“,. LMQOR=/MPR. 
。 /MPR=/MAP, 
LMQR= /MAP. 
所 以 QE 是 半圆 AQUL 在 点 Q 的 切线 . 同 
样 ，EQ 是 半圆 EB 在 点 互 的 切线 ， 即 QE 
是 公 切 线 。. 
407。 两 圆 公 切 线 的 切 点 * 两 圆 连 心 线 与 
两 圆周 的 交点 ， 分 别 连结 这 些 点 的 线段 是 互 
相 平 行 还 是 互相 垂直 ? 


解 ， 设 两 贺 的 圆心 为 0、0'， 直 线 00' 与 
两 个 圆周 的 交点 顺 次 为 C、C'，D、D'"。 则 
04、0'B 都 是 4B 的 垂 线 。 

*, O410'B, LA00'= /BO'D'. 
但 是 人 400, 人 507 都 是 等 腰 三 角形 。 所 
以 

20= 亏 ZA00’, LD= 训 LB0'D, 
ee C=LD, 4C1 BD. 


同样 ， 40 1 BD'. 
因为 . LCAC'=/R, 

“所 以 AC’ LAC. 
BD/ AO, 
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*, AC'1BD. 
同样 ， BD'140. 
408. 车 两 辑 的 外 公 切 线 与 内 公 切 线 相 
交 于 四 点 ， 则 这 四 点 与 这 两 贺 的 两 心 都 在 同 
一 圆周 上 。 


解 设 圆 0、O' 的 外 公 切 线 为 4B、CD， 
内 公 切 线 为 4.B'、C'D'。 它 们 的 交点 为 互 、 
M、 互 、 乙 连结 00'、O, 则 

AHG= /ORBB,’, 
LB'HO'= /0'HB, 
.“. ZOHO'~/R, 
于 是 五 在 以 O0' 为 直径 的 圆周 上 . 对 于 用 、 
KK、 工 有 同样 的 结果 。 所 以 坊 、 四 、K、 工 在 
00' 为 直径 的 圆周 上 。 

409. 若 两 外 切 圆 的 两 外 公 切 线 的 切 点 
分 别 是 互 、 均 、 
工 _M, 则 四 边 形 
HKEML 为 — 
的 外 切 四 边 形 。 

解 因为 HK、 
2 的 夹 角 的 平 
分 线 过 O、O0'， 且 垂直 平分 五 L、 玉 下 (问题 
369), 所 以 过 两 圆 的 公 切 点 4, 于 是 : 

ZABL=/ALH. 
又 "”* AALH=/KHA4, 
wo。 LAHL=/RHA., 
同样 ， 4 有、AM、A4L 分 别 平分 LHEM、 
LEML、 LMLH, 所 以 4 到 四 直线 HK、 
HL、 LM、MK 的 距离 相等 , 故 以 4 为 图 
心 可 以 画 出 这 个 四 边 形 的 内 切 园 。 

410。 设 人 4H0 的 外 
接 圆 的 圆心 为 0， 由 点 O 
所 作 4B、A40 的 平行 线 与 
过 点 B、C 的 切线 分 别 
相交 于 D、 有 加 则 DE 与 
人 4BC 的 外 接 贺 相 切 . 

解 过 点 4 作 直 径 4F， 
者 连结 了 D、FB, 则 在 人 0BD、 和 人 OFD 中 ， 
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ODI AB, 
»“» LABO=/BOD, 
LBA40= LDOF. 
但 04=0B, 
LA4BO= /BAO, 
于 是 LBOD= ADOF. 
又 因 OB 一 OF, OD 公共 ， 
“. AOBDEAOFD, 
从 而 LOFD~ /OBD= AR. 
同样 ， LOFE > LB, 


从 而 也 \ 了、 如 在 一 直线 上 , DZ 与 圆 0 在 点 
五 相 切 。 

411.。 以 圆 0O 上 的 
定点 0 为 圆心 画 回 ， 
从 圆 0 上 的 点 卫 疝 
圆 C 作 两 条 切线 与 加 
0 相交 于 4、B, 则 不 
管 点 卫 的 位 置 如 何 ,4B 都 有 固定 的 方向 . 

解 凋 为 P4、PB 是 欧 C 的 切线 ， 所 以 
FC 平分 人 4PB, 从 而 

A40= Bo, 
.. ABIOC. 
而 CO 是 定 直线 , 4B 是 垂直 CO 的 ,所 以 党 
有 固定 的 方向 . 

412. 过 圆 0 外 
一 点 4 和 圆心 0 作 
任意 加 和 由 点 4 作 
0 的 切线 4B' 和 
互 的 交点 为 B 由 
孔 作 圆 0 的 另 一 条 切 
线 和 圆 民 的 交点 为 0， 再 由 点 马 作 加 0 除 
BC 以 外 的 切线 和 加 的 交点 为 D, 则 直线 
4D 与 加 0 相 切 . 

解 设 4B、0D 与 留 0 相 切 的 切 点 分 别 
为 B'、D', 则 四 边 形 4B00 是 加 内 搂 四 边 形 ， 
所 以 


LB'A40= .400B. 


但 是 LO00B= LO0D’ 
(CB、 CD' 是 贺 0 的 切线 ), 于 是 
LB'40= /OCD'. 
又 因 四 边 形 400D 是 圆 内 接 四 边 形 , 所 以 
LOCD'= /04D, 
LB'A40= /04D. 


办 4B' 与 加 0 相 切 , 故 4 忆 与 贺 0 相 切 。 


证 明 是 
413. 4B、CD 是 两 条 给 定 的 平行 线 , 车 
个 


任意 圆 切 于 4B 上 的 
定点 T， 且 与 OD 交 
于 点 召 、 了 了 ， 则 过 点 
轧 . 了 所 作 这 个 加 的 
切线 都 和 定 圆 相 切 . 

解 ”因为 

EF/ 4P， 
也 是 切 点 ,所 以 M 
TE=~TF, 

于 是 /ATEF= /TEE. 

设 过 点 召 的 切线 和 过 点 亡 的 切线 的 交点 
为 用， 由 点 了 向 用 加 、CD 所 作 的 垂 线 分 别 
为 TZ 五 、TG, 则 在 人 TEH、 入 TEG 中 

LTEH=~=/TFE= /TEF, 
THE=~/R=/TGb. 
而 且 7B 公共 ， . 
. 人 TEHOQOATEHG,. 
于 是 TH=TG. | 
同样 , 设 由 点 了 向 过 点 五 的 切线 所 作 的 垂 线 
为 ZL 则 


B 


TL=TG. 
而 了 是 定点 , TG 是 定 长 线段 ,所 以 这 个 圆 在 
点 加 、 卫 的 切线 , 与 以 了 为 圆心 , TG 为 半径 
的 定 圆 相 切 . 
414. 设 以 锐角 三 角形 4BC 的 底 边 BG 
为 直径 所 作 的 贺 ， 与 边 


AB、40 的 交点 分 别 是 也、 
及 ,过 吃 、 且 的 切线 的 交点 AN 


为 了 ， 则 直线 4F 过 Bp E 

和 CD 的 交点 五 . 4 \ 
解 因为 CDL4B， 3 5 

所 以 五 是 人 4B0 的 垂 

心 ,因此 如 果 延 长 4 互 与 BC 的 六 点 为 工 , 划 

AL | BC、 和 若 过 点 也 的 切线 与 4 及 交 于 点 

F'， 则 


LF'DO= LDBC. ©® 
又 因为 D、 且 、 工 、B 四 点 共 贺 ,所 以 
LDBC=LZDHA, ... ® 
由 @O、@, 得 . 
ZF'DH=/F'HD, 
FD-F'H., 
而 且 LADH= ZB, 
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所 以 了 "是 4 及 的 中 点 ， 同 样 ， 从 点 妃 作 这 
圆 的 切线 也 过 4 互 的 中 点 如 ， 从 而 到 和 五 
重合 ， 即 直线 48 过 点 互 。 

415。 若 从 己 知 的 圆心 O 向 任意 直线 
及 了 作 垂 线 04， 过 垂 足 4 作 割 线 和 圆周 交 
于 点 情 及 0, 过 B.C 所 时 
作 贺 的 切线 和 直线 了 
分 别 交 于 点 子 、 卫 ， 则 
点 4 到 点 也 、 了 了 等 距 . 

解 因为 Z0BX= 
人 04X= 人 BR, 所 以 0、 
B、4、* 四 点 共 圆 ， 

*. ZX04=ZXBA. 
同样 , 0、4、 了 、C 四 点 共 贺 ， 
*. LYO04= /YOA. 

ZXBA= /YCA, 

* LX0A=/LYO4, 
且 0O41ZY， 
“OX=0Y, 
AX=AY. ; 

416. 设 两 等 圆 0、O',， 若 从 圆心 0 所 作 
圆 0 的 切线 的 长 04 等 于 圆 的 直径 , 则 其 内 
公 切 线 的 长 等 于 贺 
的 半径 . 

解 设 04 和 贺 . 
0 的 交点 为 B, 则 

0B=AB=AO'. 
把 00 的 中 点 到 和 召回 结 , 则 

BAM f AO’, 
LOBM = L040'~ LB. 
于 是 让 B 是 网 0 的 切线 ， 从 0O' 向 BIL 作 垂 
线 OC, 则 四 边 形 0'4BC 是 正方 形 ,所 以 
‘0'4=0'0=BC. 

于 是 80 在 点 0 与 圆 0 相 切 ，BC 等 于 圆 0 
的 半径 0'4. 

417. 溢 过 贺 内 
接 三 角形 480C 的 顶 
点 BC 所作 该 圆 的 
切线 的 交点 为 P， 过 
了 作 4B 的 平行 线 与 
圆 相交 于 点 D、B, 则 
LC 平分 DE. 

解 ” 设 圆心 为 0, 4C 与 DE 的 交点 为 以 ， 


而 且 


连结 00,OM、OP、OB, 因为 4Bf DE, 所 以 


LZPUC= 人 BAC= 计 人 BOO= APOc 


(PB、PC 是 切线 )， 
因此 O、M、C、 古 四 点 共 圆 ， 
LOMP= /OO0P=— /BR, 


于 是 OMJ]DE, PDM-ME. 

418. 在 人 4BC 中 ， 

4B+40O. 设 D 为 BC 中 . 

1 

的 外 接 贺 的 切线 相交 于 点 A\ 

到 了 了 和 外 接 加 的 交点 Ni。 

为 也 .求证 WIA 
/FAB= /DAP. Ry 

解 车 0 为 外 心 , 则 
又 OPDD， 
052 一 0OD.O 了 了 、 

但 是 0B=04, 

于 是 042=0D.0F, 

因此 , 过 4、 DD、 恕 的 加 与 直线 04 相 切 于 点 


点 ,过 顶点 B.C 作 人 4BO 
LOBE = /BR. E 
4, 


ZO04D= /AEO., (OW 
由 O04=0F, 得 
LOAF= /OFA. ® 
由 四 一 @, 得 
/LOAF—~ /O04D= /OF A /AEO, 
即 LDAF— /FAB. 

419。 设 和 人 入 4BC 的 边 BC、C4 的 中 点 分 
别 为 D、 由 4 向 
BC 所 作 的 垂 线 足 为 
， 则 过 点 卫 所 作 
团 DBF 的 切线 和 
BC 所 成 的 角 之 一 和 8 
原来 的 三 角形 的 两 底 


角 B、C 之 差 相 等 . 
解 因为 DD、 恕 分 别 是 BC、4C 的 中 点 ， 

*. DBE) AB, 
于 是 

LAB=-BDO * © 
又 因为 五 是 直角 三 角形 48C 的 斜 边 40 的 
中 点 ,所 以 

LC= LEFO. . @ 
由 @-@, 得 . 


ALC- LAB=-BFC- LBDF= /DEF, 
若 过 点 卫 所 作 网 刀 ZZF 的 切线 为 DZ， 则 
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LTDO~ /DEF= /0~/B. 
420。 设 贺 0 的 直径 为 4B, 由 端点 4 的 
切线 上 一 点 C 作 割 线 
和 圆周 的 交点 为 D、 娘 ， 
且 BD、BEB 和 C0 及 其 
延长 线 的 交点 分 别 为 
FG, 则 
OF=—OG. 
解 设 从 点 0 所作 
DB 的 垂 线 为 OH， 由 点 也 作 FG 的 平行 线 
和 B4、BB 的 交点 分 别 为 XK、 工 , 则 
LOHO= L040= LR. 
所 以 0 如、4、C 四 点 共 圆 , 因 此 
LOAH= /OCH= ZEKEDH, 


从 而 D、A、 及 、K 四 点 也 共 圆 ， 
», LEKHD= /RAD=/BED, 
于 是 .HEK/EL. 
而 五 是 DB 的 中 点 ,所 以 DK==KL, 又 因 
FGI DL, 
故  . OF 一 069. 


421， 过 贺 O 上 一 点 4 作 切 线 4B 及 驴 
40, 过 40. 上 一 点 也 作 0 的 垂 线 和 4B 交 
于 点 B, 由 B 作 割 线 
和 圆周 的 交点 为 B、 
ZB, 若 CB、CF 和 BD 
的 交点 分 别 为 G、 五 ， 
则 DG=DEH，。 
解 因为 
LODB= LR 
= /045, 
所 以 四 边 形 0DB4 为 贺 的 内 接 四 边 形 ， 营 
这 网 各 太 的 交点 为 及， 则 
- | ZOKEB=/R, 
所 以 五 是 了 的 中 点 ,车 从 如 作 BD 的 平 
行 线 和 C4、 CF 的 交点 分 别 为 工 、_ ML, 则 
LLEK=/DBE=/DAK., 


所 以 4、 吾 、 工 、 玉 四 点 共 圆 ， 
", LALALEE=~/LAB=/COFS, 
于 是 EL/ FH. 
又 ‘* FRSKE, 
“» ML=LE, 
但 是 UENHG, 
. DH=DG. 


422， 设 卫 是 弓形 4UB 弧 上 的 任意 一 


点 ,延长 4P、BP, 且 截 取 PB'=PB, P4'= 
了 4, 则 和 4B"' 与 定 圆 相 切 。 
解 若 收 是 4PB 的 中 点 ， 则 收 忆 平分 
人 LA4PA4'( 问 题 301), 所 以 . | 
和 AP4MS2A 人 P4'M (两 边 夹 角 )， 
*. MA=MA', LPAM= /PA'M, ©® 
又 由 假设 知 
AP4PFS2AP4'PB， 
LPAB 
=/APA'B'. ©® 
由 D、 ©@, 得 
ZZMAB=~ /MA'B'. 
从 点 政 作 4B、4'B' 的 
垂 线 分 别 为 及 C、 久 D， 则 
AMACEQAMA'D 
(直角 三 角形 的 斜 边 和 一 锐角 对 应 相等 )， 
“, MC~—MD,. 
因此 到 D 是 定 长 ,并 且 用 是 定点 ,于 是 4'B' 
是 与 以 到 为 圆心 .2C 为 半径 的 贺 相 切 于 点 
D 


423， 设 直角 三 驴 


角形 4BC 的 直角 B 
| 及 其 外 角 的 平分 线 和 
C04 或 04 的 延长 线 AR. 
的 交点 分 蜀 为 D、.B， 一 一 ~C 


若 4C 的 中 点 为 则 BF 与 贺 DBB 相 切 
于 点 B. 
解 ” 因 为 BD、BB 分别 为 人 B 及 其 外 角 
的 平分 线 ， 
. LA4BD=3 LR= LABE. ©® 


又 因 允 是 斜 边 40 的 中 点 , 所 以 
ZABF= /BAF. 四 
由 @、 人 @@， 得 
LABF— /ABD= /BAD- /LABE, 
., LDBF= /DES, 
故 BF 与 加 DBE 相 切 于 点 B。 

424. 若 从 正方 形 4BCD 的 顶点 4 作 
任意 的 直线 和 BD、CD、BO 或 者 它们 的 延 
长 线 的 交点 分 别 为 轧 H、G， 则 0 与 贺 
CG 相 切 于 点 C。 

解 “. 人 4DE=LODE, 有 4D=DO, 
DE 公共 ， | 

人 DBE422ADZO， 
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于 是 LDOBR= /DAR. 
但 是 ADJ CG, 
LDAE=/G, 
从 而 LDCBR=LG. 
因此 , 圆 CGF 与 CB 相 切 于 点 C。 

425. 设 平行 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 的 
交点 为 O, 从 BB 及 吃 分 别 作 4D、4B 的 垂 
线 , 其 垂 足 为 BF， 
则 OR、OF 都 与 贺 
AEF 相 切 . 

解 人 了 B7D 是 直 
， 角 三 角形 ,0 是 BD 
的 中 点 , 所 以 
LOFB= /OBF. 
又 因 B、 有 五 、 了 了、D 四 点 共 圆 ， 

LOBF= /DEF, 
“, LOFB=~/AEF, 
因此 OF 与 吕 4BB 相 切 于 点 了。 

同 理 , 0 与 此 圆 相 切 于 点 五 、 

426.。 设 人 4BO 与 给 定 的 三 角形 全 等 ， 
边 4B、40 分 别 过 定点 Xx__A 
与 8, 使 顶点 4 在 PQ 
的 一 侧 移动 时 , 则 边 BC 
与 一 定 圆 相 切 。 也 Q 

解 ”因为 边 4B、4C 
分 别 过 定点 P、9, 因 此 BY D 
人 P48 是 固定 不 变 的 , 所 以 点 又 在 以 PQ@ 为 
弦 所 对 .4 的 弓形 统 上 . 此 弓形 弧 是 确定 
的 . 若 从 4 所作 BC 的 平行 线 与 圆 4PQ 的 
交点 为 祥 , 则 

”LPAX= /ABC== 定 值 ， 
因此 弦 PX 一 定 。 革 是 定点 . 现 从 《4、 了 作 
BC 的 垂 线 4D、 叉 了， 四边形 4XYD 是 矩 
形 . 因此 


ZY 一 4D 一 定 值 ， 
所 以 BC 总 是 与 以 定点 王 为 圆心 ，4DP 为 半 
径 的 圆 要 切 。 | 


427. 若 三 角形 与 给 定 的 三 角形 全 等 , 且 
两 边 分 别 和 两 定 贺 A | 
相 切 ， 则 第 三 边 也 
和 定 圆 相 切 . 

解 设 以 了 了 、8 
为 圆心 的 两 定 圆 和 
A4BO 的 边 4B、 
4C 分 别 在 点 RS 相 切 ， 过 PP、@ 分 别 作 
4B、4C 的 平行 线 ,其 交点 为 了 用 与 BC 的 交 
点 分 别 是 、 了 了。 这 时 UPT、VQT 分 别 平行 
于 BA4、CA4,，UPT 到 .4B; 的 距离 、VQT 到 
4C 的 距离 都 是 一 定 的 , 所 以 和 UTV 的 形状 
与 大 小 是 一 定 的 , 由 上 题 知 V7 即 BC 与 定 
圆 相 切 。 

428。 作 一 直线 与 人 A4560 的 三 边 BC、 
CA、AB 或 者 它 
们 的 延长 线 的 交 
点 分 别 是 DB、 
五 ， 若 过 点 4 
ABE 的 切线 和 多 
过 点 BB 加 BDF 
的 切线 相交 于 点 
GQ, 则 GC 为 较 CBD 的 切线 ， 

解 ”因为 4G 是 圆 4BF 的 切线 ,所 以 


LGAC= 了 4FB. 
又 因为 BG 是 圆 BDF 的 切线 ， 
LGBC= /AFD, 
于 是 LGAC= /GBO, 
所 以 4、B、CO、G 四 点 共 贺 ,于 是 
LABG= /AOG. 
又 因为 BG 是 圆 BDF 的 切线 ,所 以 
LABG= /BDF, 
因而 LACG~ LBDF 
由 . L406G= /LODE. 


故 贺 CBD 在 点 0 与 GC 相 切 . 


5S. 三 角形 的 内 心 、 旁 心 、 内 切 


图 、 旁 切 园 
429. 三 角形 的 三 个 角 的 平分 线 相 交 于 


一 点 , 这 点 是 三 角形 的 内 切 圆 的 圆心 . 

解 设 入 4BC 的 ZA4 和 《人 B 平 分 线 的 交 
点 为 0, 如 果 从 0 向 三 边 4B、BO、04 作 垂 
线 分 别 为 OD、OB、OF, 因 9 是 人 4 平分 线 
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上 的 点 ,所 以 点 Q 到 
4B、40 等 距 , 即 
OD~OF. 


因此 点 0 到 LC 的 两 边 AC、BC 的 距离 相 

等 LC 的 平分 线 也 过 点 O。 又 因 
OD=0%=0F, 

所 以 以 O 为 圆心 ,0O7D 为 半径 所 作 的 加 和 三 

边 相 切 , 即 点 0 是 人 A4BGC 的 内 切 圆 的 欧 心 - 

430. 三 角形 两 
个 外 角 的 平分 线 和 另 
一 个 内 角 平 分 线 相交 
于 一 点 ， 这 点 是 旁 切 
贺 的 圆心 . 

设 A4BC 的 人 BAGC 
的 外 角 平 分 线 交 于 点 0'， 从 9' 向 4B、BC、 
C4 所 作 的 垂 线 分 别 为 0'D、0' 有 BB、0'F, 则 

. | O'D=0'E=~0O'F, 

4 的 平分 线 也 过 0， 于 是 以 0' 为 圆心 ， 
0O'D 为 半径 的 加 与 BC， 以 及 4B、4C 的 延 
长 线 都 相 切 ， 即 0' 是 A4BC 的 旁 切 圆 的 圆 
心 。 : 8 

注 三 角形 有 三 个 汶 
心 。 
431。 八 4B0 的 内 心 、 
4 内 的 旁 心 以 及 两 顶点 
至、C 都 在 同一 圆周 上 . 

解 设 0 是 A4BO 的 
内 心 ， 则 0B、00 分 别 是 
了 B、~C 的 平分 线 , 又 设 
在 人 4 内 的 旁 心 为 0', 则 0B、O'C 分 别 是 
研 B, LC 的 外 角 的 平分 线 。 

LO0BO'=/R= /000’, 
于 是 0, 0' 以 及 B, C 都 在 同一 圆周 上 ， 
432. 车 八 4BC A 


的 内 心 为 0, 则 
B LIN c 


BOG 
解 参考 问题 ?9 的 解 。 


ee 
一 90"+ 写 人 4 


433。 若 三 角形 4BC A 
的 和 4 包含 的 旁 切 圆 的 
贺 心 为 0', 则 
LBO'C=90°— 到 24. 3 

解 参考 问题 79 的 解 . . 

434. 在 八 4BC 中 ， ] 
设 内 心 为 也 延长 BI、OT o 
和 边 A4C、A4B 的 交点 为 D、 加 , 若 DI=EBl, 
则 人 入 4BC 是 怎样 的 
三 角形 ? 

解 因为 41 是 人 4 
的 平分 线 , 所 以 卫 关 
于 47 的 对 称 点 也 
在 4B 上 。. 因为 

DT= DT 一 了 7， 

所 以 D' 和 召 重 合 或 者 人 TD'B 是 等 腰 三 角 
形 


0) 当 D' 和 五 重合 时 ， 
LABI= /AD'T= /ADI, 


LB+ 计 人 C= 主人 B+ 人 LC， 


于 是 ZLB=L0., 

(ii) 当 人 ATD'B 是 等 腰 三 角形 时 ， 
LABI+ /ADI= /ABI+ /ADT=180°, 
( 2B+ 立 20)+ 人 (二 ZB+ Z0) 

一 180。， 

LB+ /LO0=120°, 
/4=60°. 
因此 人 A4BC 是 4B= .40 或 者 人 4=60°， 

435， 若 O2、Os 分 别 是 与 人 4B0C 的 边 40, 
AB 相 切 的 旁 切 圆 的 心 , 则 B、 C、 CO、 Os 
四 点 共 末 , 

解 因 C0 是 人 4PBo 的 旁 心 , 所 以 Co 以 
及 02C 是 LABC 以 及 人 ACB 的 外 角 的 平 
分 线 。 同 理 , 03 是 0 


于 是 


在 Z4BC 的 外 角 A 
以 及 二 40 的 平 0, 
分 线 上 ， 
L022BOs -3 
=/AR= /LOO;, 


因此 B、GC 是 在 以 0203 为 直径 的 圆 局 上 ， 即 


B、 C、 Os、 Os 四 点 共 四 。 
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436。 若 俯 4BCO 的 LB 包含 的 旁 切 图 
的 圆心 为 0， 则 A 


人 40'B= 雪 人 0. 0 
”和解 设 和 4BO 3 


的 内 心 为 9, 则 C 
LO0'A0= ZLB, LOCO= LR. 
所 以 4 O、C、O' 四 点 共 圆 ， 2 


”L400= L400= 志 LC. 


437。 三 角形 的 旁 必 
在 三 角形 外 接轨 的 外 部 . . 
解 设 入 4BC 的 内 心 
为 0， 延 长 40 和 外 接 贺 3 
相交 于 点 D, 则 
LCBD= LCAD 


1 
ey 44 


LOBC= 寺 人 B. 


., LOBD= (LB+LA <0°. © 


设 和 4 内 的 旁 切 回 的 圈 心 为 P， 则 BP 是 


必 B 的 外 角 的 平分 线 , 所 以 


LOBP =90°, ©® | 


由 ©、 加, 得 

ZOBP> OP， 
因此 点 已 在 0 的 延长 线 上 , 故 点 己 在 外 接 
加 的 外 部 。 

438. 设 直角 三 
角形 4BC 的 内 切 
和 和 斜 边 BC 的 切 点 为 
2 则 BT*TC 等 于 三 
角形 4BC 的 面积 . 

解 因为 BT=BS, OT=Ch, 4B=A48, 
所 以 


BTS (BC+BA- AO), 
C7=3(04 +0B- A4B), 


.. B77 [BC+(B4-4O)] 
x [BC— (4B— 40)] 
~ 二 [B07 (4B~40) 


同 理 


本 [BC (AB?+ AC? 


—_24B..40)]. 
但 是 BC?~= AB?+ .AC?, 
所 以 从 上 式 得 
BT.CT 一 也 AB.AC=—S ,upc. 


439. 任意 四 边 
形 的 每 三 边 ( 如 果 必 
要 可 以 延长 ) 相 切 于 
出 ， 若 都 在 四 边 形 的 
内 部 或 者 都 在 外 部 ， 
则 此 四 个 加 心 在 同一 圆周 上 . 

解 ” 若 四 边 形 4BOD 的 人 4 的 平分 线 和 
人 LB、 人 D 的 平分 线 的 交点 分 别 为 G@、 互 。 洁 
人 LC 的 平分 线 和 人 B、 人 DD 的 平分 线 的 交点 
分 别 为 工 .五 。 则 


<mesr[ace-( 仓 + 全 站 
Lomp-[scn-( 条 + 名) 


LAGB+LCHD 


=|4ZB- ( 肚 + 人 + 学 


| + -全 川 -?Z2 


故 互 , G，Z, 五 在 同一 圆 局 上 . 

440， 圆 的 外 切 
正三 角形 DBZ 的 边 
是 贺 内 接 正三 角形 
4BC 的 边 的 两 倍 。 

解 ” 设 过 贺 内 接 正 
三 角形 4BC 各 顶点 
所 作 贺 的 三 条 切线 的 
交点 为 D、 加、F, 则 ADZZ 是 外 切 正三 角 
形 。 而 且 


AF=FB, LBAFP— /A0B—3 LB. 


同 理 ， LPBA= 诗人 
所 以 人 4BC 和 人 4FB 是 全 等 正三 角形 . 因 
47 一 BO， 

AB=BO, 


es FE=2B0, 
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同 理 ， DF 一 204, DB 一 24B， 

441， 如 果 连 结 八 4BC he. 
DE FB, i 和 区 则 ALD- (Bt 
LO), LB=3 (ZC+LA), Zp {44 
+ 人 LB). | 

解 若 B4 的 延长 线 
为 4G,， 则 

LGA40=LB+LO. 
又 因 : 
ZGAC= /ABF 


6 . 


+LAFE, ec 
但 是 人 DEF 的 外 接 贺 
分 别 在 点 万、 五 与 4B、4C 相 切 ,所 以 
LAFB=/D. 
因而 LGAC=2/D, 
. 2 万 = BTTAOC， 
于 是 AD- 去 (ZB+LO)， 
同 理 ，。 ZLB- 部 (LO+ 人 4)， 
LP~=3(LA+LB). 
442， 以 人 4BC 的 三 个 旁 心 为 顶点 所 


构成 的 三 角形 的 三 个 角 ， 与 内 切 圆 的 切 点 所 
构成 的 三 角形 的 三 个 角 分 别 相等 。 

解 如 图 , 设 入 4BC 的 内 切 圆 的 切 点 分 别 
为 忆 、 瑟 、 旁 心 分 R A Q 
别 为 P、@、 了 .因为 
AB、 4F 为 同一 圆 的 
切线 ,所 以 相等 ， 因而 3B C 
和信 48BE 是 等 腰 三 角 


形 , 而 BQ 是 人 4 的 、 


外 角 平分 线 ,所 以 

QB/ BF. 
同 理 ， PRE/ DF, PO/ DE. 
所 以 人 DEF 和 人 PQR 的 三 边 是 分 别 平 


w 


行 的 ， 从 而 两 个 三 角形 相似 ,于 是 两 个 三 角 


形 的 三 个 角 分 别 相等 
”443. 车 人 4BC 的 内 心 为 0, 它 的 三 个 旁 
心 分 别 为 D、 名 了, 则 0 是 人 DEF 的 垂 心 . 

解 因 必 五 、 五 是 A4BC 的 旁 心 ， O 是 
它 的 内 心 , 所 以 三 条 直线 DO4、 BOB、 FOC 


分 别 是 人 4、 人 LB、 FF 
人 C 的 平分 线 

其 次 三 条 直线 
BF、FD、DE 是 B Cc 
分 别 过 项 点 4、B、 
CO 的 ， 并 且 是 其 顶 
点 的 外 角 平 分 线 ， 
所 以 三 条 直线 DOA、 BOB、 二 
条 直线 FF、 了 FD、DBE 冬 直 , 且 过 O 点 , 这 点 
就 是 人 DB 的 垂 心 。 因 此 人 和信 4BC 的 内 心 
0 是 人 DBF 的 壬 心 。 和 

444. 车 八 4BC 的 
内 切 贺 和 边 5C、C4、 & 
AB 的 切 点 分 别 为 玉 、 EF 
HG, BC~a, 04=b, 
9 p= 圭 (a+b+ B K 
b), RI AG=p—a, BEK=p—b, OH=Dp—o6, 

解 ” 由 切线 的 性 质 ， 

AG~=AH, BK=~BG, CRK=0H, 
把 以 上 三 式 的 两 边 分 别 相 加 , 得 
AG+ BRT+OK~—AH+BG+OH 


一 于 (4B 二 BO+C4) =p, 


C 


即 AGT BC=p. 
*. AG~p— BO=p—a. 
同 理 ， BK=—p—b, OH =—p—o6. 

445. (1) 已 知 三 角形 三 边 的 长 分 别 为 
3、4、5， 求 其 内 切 圆 半径 ， 

(2)》 已 知 王 为 人 A4BC 内 的 一 点 ,求证 

AB+AC>PB+PC. 

解 (1) 由 已 知 条 
件 知 这 个 三 角形 是 直 
角 三 角形 ， 其 面积 为 
6。 设 它 的 内 切 圆 半 
径 为 7, 则 


(3 十 4 十 5) x 配 =， 从 而 7=1 


(2)》 延长 BP 和 4C 相交 于 也 则 
AB+AD>BP-+PD. 
因为 PD+ DO>PO, 
把 以 上 两 不 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ， 并 消去 两 
边 的 相同 项 PD, 得  . 
AB+AC>PB+PO, 
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446. 设 作 4BC 的 人 4 内 的 旁 切 圆 和 

边 4B、40 的 延长 线 的 切 A 

点 分 别 为 吾 、 了 , 则 

AB=AF=?, 

其 中 
2p~=AB+BO+C4. 
解 设 这 个 旁 切 圆 和 

BC 的 切 点 为 也 则 
BD—BE, CD=0OF. 

*. AB+BC+CA=AB+(BD-+0D)+04 
=—(AB+BE)+ (40+0F) 
=—AB+4F, 

由 于 4 互 、4 是 相等 的 ,所 以 

AB+AF—2AE~—24F, 


从 而  . 
A AP=3 (4B+BO+04) =p. 


447. 设 八 4BC 的 内 切 赔 和 边 4B、 
BO、C4 的 切 点 分 别 为 G、 互 、 互 , 人 4 内 的 
旁 切 园 和 BC、4B、 4C 的 切 点 分 别 为 也、 怠 、 
F, 则 GE—HF=BC, DE—AB~AC. 

解 设 BCO=a, 04=b,4B=c, aTbtc 
二 2p, 则 由 问题 444, 知 

4G 一 p 一 0。 @ 
由 问题 446, 知 
AB=D. © 
于 是 由 @、@, 得 
GE=—AB-AG 
=p— ~) =a, 
.…。 BO~QGE. 
显然 又 有 GB=HF, 
., GE=HF=BC. 


BE=p-AC, ® 
BD=BE=AR-~-AB=»~AB, ©@ 


如 果 4B>AC, 则 由 @, @, 得 
| BE-—BD=AB-AC 


x 因 


即 DE 一 4B 一 40。 
加 条 4B<40, 同样 可 得 
DK=AC—4B, 


因此 ， 一 般 地 DEK=4B~40. 

448. 设 人 4BC 的 内 切 圆 和 BC 的 切 点 
为 K, 人 4 内 的 旁 切 贺 和 BC 的 切 点 为 卫 ， 
则 CKE=BD。 


解 ” 由 问题 4, 知 
CR-0H=p—AB. 
又 因 
BD=BE= AE—AB 
=p—AB, 
.CK=BD, 

449. 设 八 4B0 的 内 
切 贺 、 人 4 内 的 旁 切 贺 和 
边 BC 的 切 点 分 别 为 D、 | 
D'，BC 的 中 点 为 好 ,已 为 4M 上 的 任意 一 
点 , 求证 四 边 形 4BD'P | 
和 4PDC 的 面积 相等 . 

解 由 上 题 知 

BD’'=0D,., 
又 因 2BM 王 MOC， 
。 MD'—~MD, 
因此 
SS、4px 一 Saxo， ©® 

Sappyu—Sapup, ® 
四 一 四 ， 得 四 边 形 4BD'P 的 面积 = 四 边 形 
4PDO 的 面积 。 

450， 设 人 4BC 的 边 4B 和 内 切 圆 的 切 
点 为 D, 4 内 的 旁 
切 加 和 4B 的 延长 线 
的 切 点 为 B， 且 48 
一 34D, 则 人 4BC 三 
边 的 长 成 等 差 数 列 。 

解 设 人 4BC 的 
属 长 为 2p, 则 由 问题 
444, 得 


AD=p— BC. 0 


又 ABE~p, AB=34D, 
于 是 由 @, 可 得 
AD~ANW-BC-34D-BC, 
., 24D=BO. ~@® 


叉 因 ABT+BC+CA=248, .， . 
把 4B=34D, BC~24D 代 入 上 式 ,得 . 
AB-+2AD+ AC=6AD, : 
“, AB+A0=44D=2BO; 

即 人 4BC 的 三 边 4B, BC, 04 成 等 差 数 
列 。 

451. 设 过 人 4B0 的 内 心 了 所 作 边 BC 
的 平行 线 和 边 4B、4C 的 交点 分 别 为 D、 石 ， 
则 DE=DB+0OE. : 
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解 ”因为 了 是 A4BC 的 内 心 ,所 以 
LDBI A 


LDBI= /DIB, 
*. DI=DB. 
同 理 ， TE=EC, 
DE=DB+0E. 
452。 设 入 4B0C 的 LB 内 的 旁 切 圆 的 
辕 心 为 D, 过 了 所 作 
BC 的 平行 线 和 4C、 a 
4B 的 交点 分 别 为 及 Ww 
i 
EF—~BF-CE. ~ 
解 因为 也 是 人 和 俯 4BC 的 旁 心 ,所 以 
LABD= /DBO. 
又 DBF] BC， 
LFDB= DBC， 
LFDB~= /FBD, 
BF=DYp, @ 
\ pg—on. 加 
于 是 由 @、@, 得 
EF~DF—DE~BF-_OE,. 


同 理 ， 


453。 设 过 人 4BC 的 内 心 了 所 作 BC 的 

平行 线 和 4B、4C . A 

分 别 交 于 D、 万 ， 

M 是 BC 的 中 点 ， 2 | 

则 ZZDMB 是 钝 了 G 

角 . co 
解 I 是 人 4BC F M 


的 内 心 , 且 D 有 BC， 因而 由 问题 451, 知 
了 了 一 BD 二 CD. @ 


设 4M 和 DE 的 交点 为 N， 则 对 是 DE 


的 中 点 。 设 过 N 作 与 DB、 BC 平行 的 两 直 
线 和 BC 的 交点 分 别 为 了 、G, 则 NF=DB, 
NF+NG-DB+REC-DE. 四 
但 在 人 NFG 中 ,WM 是 FG 的 中 点 ， 由 问题 
97, 知 
NETNG>2NM 


同 理 ， 


所 以 由 四 ,可 得 DE>2MN, 又 NV 是 DB 的 
中 点 ， 因 此 DMB A 
是 钝 角 . 

454. 已 知 三 角 
形 的 三 条 中 线 把 它 分 
成 六 个 等 积 三 角形 . 
设 这 六 个 三 角形 的 内 D 
切 圆 半径 顺 次 为 n1、 72、 ?a、 74、 76、76, 则 

lL Ll 
71. Ta rs ?2 ra 96 

解 设 和 人 4BC 名 边 BC、C4、4B 的 中 点 
分 别 为 D、 召 、; 重心 为 G; 人 BDG, AcCDG， 
人 和 人 CBG、 八 4BG、 八 48G、 八 BBG 的 面积 都 
是 5S; 其 内 切 圆 尘 径 分 别 为 71、72、73、74、 ?5、 
76; 则 在 人 BDG 中 ， 


(BD+GD+BG)71 =28, 
1 _ BD+GD+BG 
91 2S “ 
1 _CD+GD+COG 

PO 

1 _ CE+GE+OG 

?3 2S 

1 AB+GE+AG 

ra 2S 

1 _ AF+GF+AG 

9 5 2S 

1 _ BF+GF+BG 

76 2S 


由 以 上 诸 式 及 BD=0D, 0R=AE, 4F 二 


88, 可 得 
el 
Ve ?3 75 92 74 ”976 
455. 设 入 4BC 的 内 切 贺 各 边 BC、04， 
4 的 切 点 分 别 为 必 、 吾 、 刀 ,从 万 作 BO 的 
平行 线 和 4D、DB 的 交点 分 别 为 G、 五 , 则 


FG-GH., Pt 
解 设 过 点 4 所 习 = 
作 BC 的 平行 线 和 
DE、DF 的 延长 
线 的 交点 分 别 为 
尼 、 世 ， 则 D C 
LK=/BDC=/DEC- /ARE, 
ABR=AK. 


AF=AL,.. | 


第 二 章 圆 93 


但 AB=AF, .. AK=~AL, 
又 FH/I LE, .. FG~GH. 

456。 AD 是 等 腰 三 角形 4BC 底 边 BC 
上 的 垂 线 ， 则 与 边 -40 A 0 
相 切 的 旁 切 圆 的 半径 等 
于 4D. 

解 切 于 40 的 旁 切 8 
圆 的 圆心 0 必 在 人 4 D c 
的 外 角 平 分 线 上 , 而且 041/ .Bo 所 以 若 从 O 
向 BC 作 垂 线 0B, 则 AD=O0B. 但 是 0E 
等 于 切 于 40 的 旁 切 圆 的 半径 , 因此 这 个 半 
径 等 于 4D. 

457. 若 人 A4BC 的 两 个 旁 切 贺 O、O' 相 
等 , 则 入 4BC 是 等 
腰 三 角形 . 

解 从 CO、O 分 
器 商 BC 作 垂 线 
OD、0'， 则 由 题 DB 
设 知 OD=0' 有 .因为 0、4、0' 在 一 直线 上 ， 
所 以 O0'/ BC. 从 而 

LABC=/BAO=/O'AF 
=/0'40= /40B, 
故 ”AB=40. 

458. 从 人 入 4BC 的 顶 点 44、 分 别 作 
LC 平分 线 的 垂 线 
AP BQ, 洪 有 让 是 4B 
的 中 点 ,内 切 圆 切 4B 
于 点 也 则 以 巡 为 欧 
心 ，MD 为 半径 的 加 
过 点 了 及。 

解 设 4P、 BQ 的 A 
延长 线 和 CB、C4 的 交点 分 别 为 4 B', 则 
因 CP 是 LC 的 平分 线 , 且 AP1COP, BOlL 
OCP， 所 以 呈 、@ 分 别 是 44、BB' 的 中 点 . 
从 而 


MP= 十 4'B 一 地 (4'0— BC) 


= 诗 (40 一 BO). 
同 理 ， MQ~ 诗 (4C 一 BO). 
其 次 
MD=4D- 忆 AB 


=~- 吝 (4B+ A0~ BC) - 豆 4AB 


1 
= 去 (40 一 BO)， 


.. MD~MP—MG. 
故 以 用 为 圆心 , LD 为 半径 的 加 过 点 卫 及 
4. 

459. 设 入 4BC 的 内 心 为 I， 如 果 延 长 
47 与 其 外 接 贺 的 交点 为 
D, 则 DI=DB=DO. 

解 办 I 是 入 480 的 
内 心 ,所 以 4I、OT 分 别 平 
分 和 Z4、 LC, 即 

LBAD= /04D, 
ZACI= /BOI. 
LBAD= /BCD, 
LDACT /ACI=/BOD+ /BOI, 
因而 LDIC= LDCI], 
故 DI=DC. 

又 由 4D 是 /4 的 平分 线 , 知 卫 是 芝 的 

中 点 ， 


但 是 


., DB=DO, 
从 而 DB=DC=DI. 

4460。 设 八 4BO 的 内 心 为 TI, 人 入 BCT 的 
外 心 为 D, 则 4、 B、 D、 C A 
四 点 共 圆 . 

解 因为 DD 是 和信 BCI 
的 外 心 ,所 以 
DB=DI=DO, B 
从 而 - 

LIBD= /BID., © 
又 因 了 是 人 A4BC 的 内 心 ,所 以 
ZABI= /1BO. 
由 中 、@, 得 
LBID~ /ABI~ /IBD- /IBO, 
即 
LBAIT= LC0BD. 人 
但 是 8D=DO, 所 以 
LO0BD= /BOD. 四 
由 @、@, 得 
LBCD= LBAD, 
因此 4、B、D、C 四 点 共 图 . 
461.。 设 入 4BC 的 顶 角 4 的 平分 线 和 


1 它 的 外 接 贺 的 交点 为 D, 则 DD 到 下 列 四 点 的 
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切 圆 的 圆心 I, 人 4 内 的 
旁 切 贺 的 圆心 有. 

解 由 问题 459 得 
DC=DI=DB. 
又 因 I 是 人 4B0 的 内 心 ， 

互 是 它 的 旁 心 ， 
LICB=/R, 
LIBE= /BR, 
所 以 B、7T、O、 名 四 点 共 圆 ,又 由 DI=DB 
一 DO， 可 知 D 是 这 个 贺 的 区 心 ， 
*. DB=DI=—DO=—DE, 

462. 证 明 三 角形 的 外 接 锅 平分 其 旁 心 
和 旁 心 所 连结 的 线 
段 . 
解 设 人 4、~B 
的 平分 线 和 LC 的 外 
角 平 分 线 的 交点 分 别 
为 互 ,, 则 吾 . 也 是 
这 个 三 角形 的 旁 心 。 

设 BF 和 人 入 ABC . 
的 外 接 圆 的 另 一 交点 
为 到, 则 在 内 接 四 边 形 4CMD 中 

ZDME= /DAC. 
又 由 上 题 , 知 四 边 形 4708 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
所 以 


LIA0C= LIFO, 
, LZDUB~/IF, 
从 而 ”DMJ 1F. 
又 由 上 题 , 知 ”1D=DE, 
FM 一 了 


463。 设 入 4BC 的 ZB、LC 内 的 旁 心 
分 别 为 PQ, 它 q 
的 外 接 欧 和 人 4 下 
的 外 角 平 分 线 的 。 
交点 为 G, 则 

GP=69=GB 
一 GC。 

解 本 题 可 由 上 题 直 接 证 明 , 现 另 解 如 下 。 

因为 了、 纺 是 旁 心 ， 4G 是 4 的 外 角 平 
分 线 , 所 以 4G 和 了 P、@ 在 一 直线 上 . 

设 BP、CQ 的 交点 为 0, 则 0O 是 和信 4BC 
的 内 心 , 所 以 


从 而 四 边 形 840B 是 贺 内 接 四 边 形 ， 
.~ L440~ 人 4B0= 训 人 LB, 


但 是 
ZAG0= /ABO, 
和 由、 @, 得 
LAG0C=~2/G8QO, 
.. GQ=G0. ©® 
因为 CO 是 人 4BC 的 内 心 ， P 是 旁 心 ， 所 以 
LO0P= /RB, 
即 人 QCP 是 直角 三 角形 。 

因此 ,由 @, 可 得 
GQ~GO—GP. @®@ 
_ 又 因 AG 是 人 4 的 外 角 平 分 线 , 则 G 是 
B40 的 中 点 ,所 以 
: GB=G0. © 

于 是 由 图 、@, 可 得 

GP=GQ=Q0=G8B. 

注 由 LPC8Q=LR~= 人 PB8, 可 知 PQ 
是 四 边 形 PCBQ 的 外 接 圆 的 直径 ,从 而 G 就 
是 该 外 接 圆 的 贺 心 ,所 以 也 可 证 得 

GP=GQ=GC 

464， 设 人 入 4BCO 的 
内 心 为 1， 旁 心 为 、 
1"、Z"， 且 旁 切 贺 也、 
7"、2” 分别 和 BC、CA4、 
4 的 切 点 为 愉 刀 .也 
则 I'D、 I"B、 I"’¥ 过 
ATI"I" 的 外 心 O， 而 
县 IO 的 中 点 是 人 4BC 的 外 心 。 


解 “LOI'D=LR-(2LE- /0) 


1 
0 


LOCI"B= LAB- 二 (2LB 一 Z0) 


_1 
一 去 CC- 
所 以 若 TD、7" 吾 的 交点 为 0, 则 
Of! =O07", 
且 LTOI"~2/R~ /0. 
但 LII"I"~= /AR— 0, 


os LITOI"=24LTI" I 


第 二 章 95 


所 以 0 是 ATT"I" 的 外 心 。 

同 理 ， I"F、 I'D 的 交点 也 是 ATTOT7 的 
外 心 。 

由 于 工 是 AT7“7” 的 重心 ，O 是 外 心 , 所 
以 由 问题 675, 知 7O 的 中 点 是 过 垂 足 4、B、 
C 的 九 点 圆 的 圆心 ,也 就 是 人 4BC 的 外 心 。 

465. 从 人 入 4B0 的 人 4、LB、LC 内 的 
三 个 旁 心 P、 q、 BE 分 别 向 BC、 C4、 4B 作 
垂 线 , 则 这 三 条 垂 线 相交 于 一 点 ， 

解 设 从 P、Q、B 向 人 4B0 的 边 DO、 
CA、4B 所 作 垂 线 PD、QE、RF 的 全 足 分 
别 为 D、 BH、 EB, 则 因 P、 QB 是 三 个 旁 心 ， 
可 知 D、 如、 了 分 别 是 人 4BC 的 旁 切 圆 和 边 
BC、C4、AB 的 切 点 ， 于 是 由 上 题 知 PD、 
QB、RF 相交 于 一 点 。 

466. 设 人 4BC 的 内 切 加 和 BC 相 切 于 
点 D, 则 人 A4BD、A4CD 的 内 切 圆 丰 切 。 

解 设 入 4BC 的 内 切 圆 和 4CO、48B 的 
切 点 分 别 为 召 、Z， A 
和信 4BD 的 内 切 
和 4D 的 切 点 为 
EK, 则 

24K=AB+AD 

一 BD， 
AB- BD= AB- B7 一 4 有 
» 24A4K=ADT+AF. 
同 理 ， 若 A4C7 的 内 切 圆 和 -4 也 的 切 点 
为 五 ， 则 
24K'~—AD+AB, 
但 AF=AE, 
.. AK=AK’', 
从 而 人 A4CD、A4B7D 的 内 切 圆 相 切 。 

467. 设 入 4BC 的 内 心 为 1, 和 1BC 的 
外 接 加 和 4B、4C 的 交 
点 分 别 为 D、B, 则 DB 
和 人 入 4B0C 的 内 切 贺 相 
切 。 | 
解 因为 点 D、B、T、 
召 、C 共 贺 , 所 以 

ZIDB= /10B, 

LIDE=/ICER, 
由 于 工 是 人 .485C 的 内 心 ,所 以 
ATOB= /I0B, 
LIDB= /IDE,. 


因而 


由 于 已 知 4D 和 加 了 相 切 ， 所 以 DE 也 与 区 
了 相 切 。 

468， 设 人 4PC 的 内 心 为 7 BI 与 4C 
的 交点 为 吾 , CT 和 4B 的 
交点 为 了 , 且 BF=0%, 问 
从 4BC 是 怎样 的 三 角形 ? 

解 在 C4 上 取 点 B 
使 0B'=BO, 在 4B 上 取 8 
点 0 使 BC=B0', 则 由 两 边 夹 角 对 应 相 
可 知 


人 DOFS2A 人 BCF， OO 
ACBEQAC'BE. 四 
., BF=B'F, COEF=~C0'BE. 
又 知 了 BT 一 OZ， 
*，。 万 万 一 0 也。 四 


在 和 人 B'FH、 人 入 0'BF 中 , BF 公共， 
因为 BE=BC-_CBE, C'F=BC—BF, 
所 以 BE=O'F,. 
又 由 图, 知 B'F=0'E, 

“ 人 BFECQACO'EF (三 边 )， 

“, LFB'E= /EC'F,. 
但 是 由 @、@， 
LFB'E=~/FBO, /EO'F= /ECB, 
.“, LFBC=:/ECOB, 

因而 人 4BC 是 等 腰 三 角形 。 

469， 设 入 4BC 的 内 切 贺 和 三 边 BO、 
CA、AB 的 切 点 分 别 为 D、B、F, 由 人 入 DEF 
的 各 顶点 向 其 对 边 所 作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 
G、 且 EK, 则 和 GHEK 的 各 边 平行 于 人 4BC 
的 各 边 。 A 

注 由 三 角形 的 各 
顶点 向 其 对 边 作 垂 
线 、 则 连结 垂 足 所 成 
的 三 角形 叫做 重 足 三 
角形 。 

解 因为 A 局 

LEHF~/BKRF~/R, 
所 以 点 也 互 、 五 、 瑟 共 况 ,从 而 
DZ 万 = DT， 

又 因 DC 是 人 4BC 内 切 圆 的 切线 ， 所 以 

LDFE= /BDO, 

LDKH= /EDG, 

., HK/ BO， 
.KG CA, GH / AB, 


从 而 


局 理 ， 
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470. 设 T 是 和 八 4BC 的 内 心 ， 内 切 加 和 
BC、C4 分 别 在 点 4、B' 处 相 切 , CI 与 内 切 
加 的 交点 为 卫 、 ©, 则 PP 是 A4'B'C 的 内 心 ， 
纺 是 它 的 旁 心 。 

解 CT 是 4'B' 的 
垂直 平分 线 , 所 以 

JR na 
A'P=B'P, 
于 是 
LA'B'P= /PA'B’. 

又 因 4'C 是 切线 ， 

所 以 LA'B'P— /CA'P, 

ZLZPA'B'= /CA'P. 
因此 4'P 是 LC4'B' 的 平分 线 . 又 知 CP 
是 人 4'0B' 的 平分 线 , 因而 PP 是 和信 4'B'C 的 
内 心 。 - 
其 次 , 因为 PQ 是 直径 , 人 LPB'Q 一 人 BR, 义 
B'P 是 L4'B'C 的 平分 线 ,， 所 以 B'@ 是 
芝 4B'4' 的 平分 线 、 又 CQ 是 人 40B' 的 平 
分 线 , 从 而 @ 是 入 4'B'C 的 旁 心 。. 

471. 正三 角形 4BC 的 内 切 较 ， 外 接 贺 
和 旁 切 贺 的 半径 之 比 | 
是 1:2:3, 

解 因为 4B=BC E 
二 C4， 所 以 人 4BC 
旁 切 圆 的 半径 等 于 这 3 上 c 
个 正三 角形 的 高 4D 
(参照 问题 456) , 而 且 正 三 角形 4BC 的 内 心 ， 
外 心 重心 是 重合 的 。 设 这 点 为 O, 则 O4 是 
外 接 回 的 半径 ，0D 是 内 切 贺 半径 ， 因 此 
和信 4BC 的 内 切 贺 , 外 接 贺 ， 旁 切 锅 的 半径 的 
比 是 

OD:04:; A4D=1:2:3, 


472. 直角 三 角 
形 4BC 的 内 切 圆 0 
的 直径 与 斜 边 BO 之 
和 等 于 4B-4C。、 下 
解 “ 设 内 切 圆 和 斜 小 、| 
、 了 
边 BC 及 两 直角 边 “一 下 


4B、40C 的 切 点 分 别 为 刀 、 召 、 刀 ， 则 四 边 形 
OR.4F 是 正方 形 . 
“， 0 万 十 O7 一 4 刀 十 4 万 = 国 O 的 直径 ， 
从 而 4BT4C= 4 再 十 再 再 十 4 了 十 CO 了 
=(4E+AF)+ (BD-+CD) 
一 贺 O 的 直径 七 DO。 


473。 设 从 直角 A 
三 角形 4BC 的 直角 D 

顶点 C 向 斜 边 4B 

所 作 的 垂 线 为 CD， 

则 A4BC、A4CP、 8 C 
从 BC0D 的 内 切 圆 半径 之 和 为 CD. 

解 设 A4BC、A4CD、AHOD 的 内 切 
圆 的 半径 分 别 为 1、72、73, 则 由 问题 472, 知 
2n1= A0+BO— AB, 
2rs= AD+CD— AC, 
273=— BD+OD— BC. 

。 2(71T+72+73) =20D-- AD+BD—AB 

一 20D， 
即 II 十 Mo 十 7 一 CD。 

474.， 设 入 4B0 的 人 C 为 直角 ,其 内 切 
圆 和 45、BC 的 
切 点 分 别 为 忆 、 
刀 , 连结 D、 并 
延长 和 AC 的 延 
长 线 交 于 点 耳 ， 
则 BD=07. 

解 ” 设 内 切 圆 的 圆心 为 2， 与 边 4C 的 切 
点 为 9, 把 点 O 和 点 B、D、 恕 、G 分 别 连结 ， 
显然 OGCB 是 正方 形 ,所 以 

OD—O0R=EC. 
因为 四 边 形 BDOE 是 圆 内 接 四 边 形 , 所 以 
LBOD~ /BED~ /FEC. 
又 LODB= /ECF= /RE, 
. AODBEEANRCF, 
从 而 BD 二 07. 

475. 证 明和 直 中 
角 三 角形 4BC 的 斜 
边 C4 相 切 的 旁 切 
0 的 半径 0D 等 于 
去 (AB+BC+CA); & 

再 设 内 切 加 的 半径 为 8 三 
O08, 则 0D-0B=A4C. 

解 ” 设 加 OV' 和 4B、BC 的 切 点 分 别 为 了 、 

也 , 则 OFBD 是 正方 形 ,于 是 由 问题 446, 得 
O'D=BD—3(4B+ BC+04). @ 


又 设 圆 0 和 BC 的 切 点 为 吾 , 则 由 问题 全 和 


\$ 


CD 
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0 如 一 BZ 一 到 (4B+BC-AN. 四 


中 一 加 ,得 ”0'D-0B=40. 

476. 从 人 4BO 的 顶点 4 作 BC 的 垂 
线 4D， 再 作 A4BD、A4C7D 的 内 切 贺 O、 
0', 则 此 两 圆 的 直 A 


径 之 和 等 于 ZAI 


24D+BC 
—AB- 40. 

解 四 0 的 直径 Lo ON 

为 


LAD+BD 一 4B (问题 他 2) 

辆 和 的 直径 为 

AD+C0D— 4C., 
所 以 两 加 的 直径 之 和 为 
24D+ BC— AB- AC. 

注 在 本 是 中 假设 <B、 人 LC 都 是 锐角 。 

477. 若 从 锐角 三 
角形 4BC 的 三 个 顶点 
询 对 边 所 作 的 垂 线 分 别 
为 4D、BE、CF, 则 六 E 
个 三 角形 4BD、4CD、 
BOE.BAEB C4AF .CBF 
的 内 切 圆 的 直径 之 和 为 

2(4D 二 BBCF) - (4B+ BO+CA). 

解 ” 设 六 个 内 切 贺 的 直径 顷 次 为 a1、o2、 
Go、 Qs、 ads、 de, 则 由 上 题 知 

d+ =24AD+BC— AB- AC, 

dt+04=2BE+AC—AB~- BO, 

ds+de—=20F +AB— AC— BC., 
.看 十 0 十 0 十 ddG5 填 6 
=~2(4D+ BE--OF) 

~ (AB+BC+0A4). 

478， 在 八 4BC 中 , 4B#40, /BO 
的 平分 线 和 这 个 三 角形 的 外 接 圆 的 交点 分 别 
为 了 五 ,为 使 BD 一 C 刀 ， 问 人 4BC 的 4 
应 满足 什么 条 件 ? 

解 假定 BD=0%, 
则 多 4C 和 名 A 或 B0D 
相等 。 

车 B40-B4D, 
则 “” 碗 = 了 2 
.. LECB=/DBO, 


因而 LB=ZLC. 
由 此 可 知 4B 一 4C， 但 这 与 题 设 关 盾 。 因 此 


Hy a 
BAG= BCD, 
"~ Eu 
从 而 BC=EAD. 
又 Bp=Ab, AD= Do, 
i Pa wm 
故 EA4D=BETDO, 


好 于 贺 周 , 人 4=60*. 


479， 设 过 入 4BC 的 内 心 T 作 一 加 和 
边 4B 切 于 点 4， 
和 BC 的 交点 为 
D、 轧 ,. 则 IC 平分 
LDIE. 

解 因 四 边 形 
ATDE 是 贺 内 接 四 边 形 , 所 以 

LIDB- /IABE. © 


在 图 中 ， 
LIFA= /ABF+ABEAF. ©® 
由 于 4 是 切线 ， 
LBAI= /AB], 
又 LBAI= /CAI, 
LAEI= /0AI, 
LARI4 /BAF 
LIAF+ /EAF, 
LIAB= /IFA. 四 


从 而 


由 @、@, 得 
LIDB=/IFA., .@ 
又 ZT 是 人 4BO 的 内 心 ,有 
LICD= /IOF, 
由 人 @\@, 得 
LDIC= LFIC 
即 IC 平分 LDIBE， 

480。 设 过 人 A 人 4BC 的 A4 内 的 旁 心 也 
的 圆 , 和 人 4BC 的 一 A ,. 
边 4B 相 切 于 顶点 
4， 和 底 边 BC 及 其 
延长 线 的 交点 分 别 为 
D、 互 , 则 直线 7'C 平 
分 LDI'E, 

解 同上 题 一 样 考虑 . 

ZI'DE=~/T'AE, 
和 且 B4 是 切线 ,所 以 


98 第 二 编 证 


明 题 


LIEBA~/I'AB- /1'A4F, 
但 ZT'FA~/I'EAT+/EAF, 
因而 LITFA=/LTAF+/BAF 


一 AT4 甩 = /I'DO. 
又 由 7Z 是 旁 心 , 知 
ADOT 一 FFOT， 
“. 人 DOT'S22AFOT,， 
从 而 LDI'C= /PI'O. 
481， 设 人 4BC 的 人 4 内 的 旁 心 为 7， 
从 B 向 IC 作 焉 线 了 万， A 


垂 足 为 互 , 4B、4C 的 延 
长 线 和 贺 了 7 的 切 点 分 别 
为 如 了 F, 则 召 、F、 瑟 在 
一 直线 上 . 

解 ” 连 结 且 BB、 玉 F, 洪 
能 证 明 LBHF=2 人 Zh, 
则 三 点 加 、 了、 五 就 共 线 ， 
兹 证 明 如 下 .。 

设 加 7" 和 边 BO 的 切 点 为 也 则 点 至 了 殖 、 
D、 的、 了 共 吏 ， 从 而 BD= BE, 所 以 

ZLZDHB= /BAE. 


又 因 ADC5SE2A 人 ACE， 
本 LDHC= /OHF. 
又 . LBHC=/R, 


LEHD+/ADHF=2/BR, 
故 EB、 H、 在 间 一 条 直线 上 ， 

482。 若 人 4B0O 的 
底 边 BC 的 大 小 及 位 置 
一 定 ， 且 4B、4C 的 差 
心 了 在 定 线段 上 。 

” 人 解 设 内 切 芒 和 BC 

的 切 点 为 D， 三 角形 的 
局 长 为 2p, 则 

BD=»—AC, DO=p— 4B, 
“» BD~DCO=(p—A0)~(p—A4B) 
一 4 已 ~4C= 一 定 。 

由 于 BC 是 定 线段 ，BD、 DC 的 差 一 定 ,所 

以 D、D' 是 定点 (可 按照 4B>AC 或 4B 


<40 以 确定 点 D、D')。 从 而 内 心 了 在 过 定 | 为 G 等 ，FG 等 的 


点 忆 且 垂直 于 BC 的 直线 上 ,由 于 7 了 是 
入 4BC 的 内 心 ， 


LBIC=90° + ZL4, 


em append 


怠 向 三 边 所 作 重 线 


。 .BITO> 一刀。 
因此 ， 若 以 BC 为 直径 所 作 的 加 和 DI 的 延 
长 线 交 于 点 P、9, 则 工 不 会 在 PQ 的 延长 线 
上 . 即 这 个 三 角形 的 内 心 了 在 定 线段 P@ 
(或 P8') 上 . 

483。 设 人 4BC 的 内 切 圆 7 和 BO、C4、 
4 了 的 切 点 分 别 为 4、B'、C"， 两 圆 BC'B'、 
CBO 和 BC 的 交 
点 分 别 为 也、 万 , 则 
A'D= A'H. 

解 设 20'DB 
的 交点 为 了 。 因 为 
加 C、 BC 四 点 
共 圆 ,所 以 


及 下 


EE 让 De 
.4 人 一 一 万. 

又 因 B、0'、B"、DD 四 点 共 圆 ,所 以 

40'D 一 -DBDPB' 
但 AB'=AO', 
所 以 LAB'O'=/AC'B, 

“» LE=/BDB.' @ 
因而 人 FBD 和 人 4B'C' 的 两 底 角 相等 ， 故 
LA4A=AF。 叉 由 AO'T= /BR, /AB'T 
LE, 知 4、 C、 IT、 也、 了 五 点 共 圆 , 且 1B'= 
TIC， 所 以 FT 平分 ZF。 于 是 由 @@， 知 FI 
垂直 且 平 分 DE。 然而 14.1LBD, 故 了 FT、 
A’ 在 一 直线 上 ， 所 以 

4 万 一 4D。 

484. 设 人 入 4BC 的 外 接 贺 的 半径 为 B， 
内 切 加 了 的 半径 为 -， 旁 切 贺 IT"'、I" 的 
半径 分 别 为 rr"， 则 

+7 "7" 4R+7。 

其 次 ， 设 从 外 心 


EF 等 的 长 分 别 为 
2 、2 2 则 
好 十 27 于 2 
一 好 于 
再 次 , 若 延 长 如 思 
等 与 外 接 贺 的 交点 


长 分 别 为 g、 gq"、g”"， 则 
9 十 da 一 2 有 一 
解 设 园 工 与 30 的 切 点 为 DBG、7D 


的 交点 为 羡 ， 则 
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r=1'D'~2GK =2(KF + FG) 
=—=2KF-2(HG— FH) 
=2KRF+2HG~2FH 
=ID+4HE-~ (1”D” -+7"D"’) 
=—7T4R— (r+?""), 
A fe he 全 


其 次 ， pp 一 BF=R— FG 


一 RR 一半 (7 一?7) 


1 ，1 
一 及 一 可 7 1+ 和。 


7 I 1 1 
间 理 ， Dp 一 再 一 到 了 + 号 


9 
i 一 一 一 A — 
p"'=R— 可 人 7 十 可 人 


+9"+p "=3R 一 吝 (7 1" 二") 
+ 全 ?一 R+7 (由 加 得 )。 


最 后 ,由 3E 减 去 上 式 的 两 边 , 则 得 
q+gq"t+gq"=2R—7,。 


6、 高 . 垂 心 

485. 由 三 多 形 的 各 顶点 摧 共 对 边 所 作 
的 三 条 垂 线 相交 于 R ed 
一 点 (这 个 点 叫做 2 
这 个 三 角形 的 各 
心 )。 

解 设 4D.BB、 yf 
OF 为 A4BO 的 ye 
三 条 高 。 过 各 顶点 
作 其 对 边 的 平行 线 ， 由 此 得 到 AP9B， 则 
BRBC4、@CB4 都 是 平行 四 边 形 , 所 以 

AR=BC= .AQ. 
4D BO, BC 1 QB, 

. ADIQE, 
因而 4D 是 88 的 垂直 平分 线 . 同 理 , BB、 
CF 分 别 为 PR、PQ 的 垂直 平分 线 ， 由 于 
人 PQR 各 边 的 垂直 平分 线 相 交 于 一 点 (这 个 
点 是 人 PQR 的 外 心 )， 因 此 人 4BC 的 三 条 

486。 设 人 4B0 的 甜心 为 妃 则 

LBHCO-+ /BACm2/R, 
解 延长 BH、CH 和 A4C、4B 的 交点 分 


又 因 


别 为 瑟 、 书 则 
BE AC0, OF {AB, 
AAER=/R 
一 .447 厅 。 

因此 由 边 形 4BBB 

是 加 内 接 四 边 形 ， 
LBACT/BHF=-2/BR,. 

但 ABHF= /BHO, 
LBACT+/BHO=~2/R, 

487。 由 人 入 4BC 的 顶点 0 BO 
作 垂 线 4D， 再 由 其 
垂 足 D 了 DD 向 4B, 40 分 
别 作 垂 线 DB、D, 

则 四 边 形 BOFB 为 
贺 内 接 四 边 形 ， 

解 因为 四 边 形 8 

ABEDEF 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 

LAFE=/ADE. 全 

在 A4DB 中 , LA4DB=/LR, 且 
DE 1! .AB, 
.“ LADB=/ABD., 全 

于 是 由 @、@, 得 

LAFE= /ABD. 
因此 ,四边形 BCB 是 加 内 接 四 边 形 。 

488， 设 从 人 4BC A 
的 顶点 4 所 作对 边 的 
垂 线 为 4D， 目 A4BC 
的 外 心 为 O, 则 

LBA0= /DAO. 

解 从 0O 作 4B 的 重 
线 OZ 则 


L408 一 子 LA0B= 0, 


LABO= /ADO= /R, 
“。 LBA0=/DAG. 

489. 从 人 4BC 的 两 个 顶点 4、B 所 作 
其 对 边 的 垂 线 分 别 为 C 
AD、BE， 珊 从 点 B 
作 了 刀 的 垂 线 BP， 
则 有 

LFBD= /EBA. 

解 因为 

LAEB= /R= /ADB, 
所 以 四 边 形 加 4BD 为 圆 内 接 四 边 形 ,从 而 


又 因 
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LFDB= /BAB, 
因此 ,在 和 作 BDF 和 人 入 B4E 由， 
LDFB- /ABB- /RER, 
LFDB== /BAB, 
故 LFBD= /EBA. 

490.。 从 和 人 4BC 的 顶点 了、O 分 别 作 其 
对 边 的 垂 线 BB,CF; 
再 从 BC 分 别 作 加 F 
的 垂 线 BM、CN,， 则 
DMK 一 RN 

解 设 BO 的 中 点 
为 D， 则 由 人 BEC、 
人 BFC 都 是 直角 ,可知 DF 一 DE.。 

设 Ff 的 中 点 为 PP, 则 - 


PE= PF, © 
且 召 PLPD, 从 而 
BM DP J ON, 
R30 PM=PN. @®@ 
于 是 由 加 、 轩 , 可 得 
FM= EN. 


491。 设 入 4BC 的 垂 心 为 卫 , BC、 4 
的 中 点 分 别 为 2、 | 
VV、 车 以 4 吾 为 直 
径 作 圆 和 MN 的 
交点 为 P,， 则 4P 
平分 LB40， 

解 延长 BH、 
C0 及 和 AC、4B 的 
交点 为 D、 加 ， 则 
4、 D、 2s 互 在 以 NV 为 园 心 的 加 上; 因为 M 
”是 BC 的 中 点 。LD、 召 是 直角 , 所 以 MD 
ME， 从 而 和 人 MBN 和 和 AMDN 是 三 边 分 
别 相等 的 全 等 三 角形 。 

‘“, AENP=/DNP, 
Bb Dy, 
故 LBAP= /DAP. 

492。 从 锐角 三 角形 的 各 顶点 向 其 对 边 
所 作 的 疏 线 平分 其 垂 
足 三 角形 的 顶 角 。 

解 设 从 人 4ZBO 
的 顶点 4、B、C 向 其 
对 边 所 作 垂 线 的 垂 足 
分 别 为 D、 召 ,8,， 且 
互 为 人 A4B80 的 重心 ， 则 
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LBFH= /R= /HDB,. 
所 以 B、F、 五 ,DD 四 点 共 网 ,从 而 
LFDH~ /FBH. 中 

又 因 ， /4 也 B= /R= /LADB, 
所 以 之、 如、D、 厂 四 点 共 园 , 从 而 

LADE= 4. @ 
由 @、@, 得 加 

LZFDA= /ADBE, 
即 4D 平 分 人 FDE. 


同 理 , BB、OF 分 别 平分 LFED, 人 BFD, 
493. 车 三 角形 的 内 接 三 角形 的 两 边 
与 原来 三 角形 的 
一 边 分 别 成 等 
角 ， 则 这 个 内 接 
三 角形 是 原来 三 
角形 的 垂 足 三 角 
形 。 了 
解 延长 BP, 使 fFP~FD, 则 
* LAFB= /PESB, 
但 是 由 题 设 知 
LAFR™= /BEFD, 
., LPFB=/BFD. 
又 FP=FD, LAPP= /AFD, 
*. AAPFEQANADF., 


于 是 
AP=4D, (OW 


LADF = / APR, ® 
局 理 ,在 的 延长 线 上 , 取 BQ=BD, 则 
可 证 明 | 


AQ= 4D, 
LADB= /AQE, ©® 
于 是 由 @O\@, 得 
4P 一 49， 
» ZLZP=/0, 
又 由 回 、@@, 得 
， LAFZD4= ABRD4.。 @ 
由 题 设 知 
， LFDB= /BDO. 
所 以 由 全、 @, 可 得 
LADB== LB, 
从 而 ADLBC. 


同 理 , 连结 BE、OR， 则 BF140, CFP1L. 
4B, 因此 和 人 DBF 是 和 人 4BC 的 垂 足 三 角形 ， 
494. 证 明 顶点 分 别 在 给 定 的 锐角 三 
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角形 4BC 的 各 边 上 的 三 角形 中 , 周 长 最 小 
的 是 垂 足 三 角形 . 

解 在 人 4BC 的 各 边 上 分 别 取 一 顶点 
作成 垂 足 三 角形 “5 A 
DEF, 如 图 (D; 再 
在 人 4BC 的 各 边 
上 分 别 取 一 顶点 Q 
作成 任意 三 角形 B Sc 
D'B'H' 如 图 (2). GD 
设 在 图 (1) 中 , 点 刀 关 于 4B、4C 的 对 称 点 
分 别 为 P、@， 则 由 上 题 知 P、 了 到、 如 、@ 构成 
一 直线 , 且 

垂 足 三 角形 DB 的 周 长 一 P9. 

在 图 (2) 中 , 设 
点 D' 关 于 4B、 
4C 的 对 称 点 分 
别 为 PQ@'， 连 
结 P'Q', 则 
PF'+TF'E!' 

+B'Q'>P'Q'. (2) 
此 式 左边 是 入 D'E'F' 的 周 长 , 所 以 
人 D'B'F' 的 周 长 >P'Q'。 

又 在 人 4PQ 和 人 4P'Q' 中 ， 
LPAQ—2/4=LP'AQ, 
AP=AQ (= .4D), 

AP’'= A®'(=AD'). 
所 以 这 两 个 三 角形 是 顶 角 相等 的 等 腰 三 角 
形 , 且 4D'>4D ( 因 4D 是 BC 的 重 线 )， 于 
是 可 知 4P'> 4P， 
。 也 >Pe， 

于 是 AD'E'Fr' 的 周 长 >P'Q'>PQ 一 垂 足 
三 角形 DBB 的 周 长 ， 即 垂 足 三 角形 的 周 长 
最 小 。 

495. 设 从 锐角 三 角形 4BC 的 各 顶点 
向 对 边 作 垂 线 4D、 
BZB、CF， 并 延长 和 
外 接 贺 分 别 交 于 己 、 
Q、B， 则 人 4BC 的 
重心 且 是 人 POE 的 
内 心 . 

解 ” 因 为 同 弧 上 的 
圆周 角 相等， 

。 LAPR= /AOR, 个 
LAPQ= .4B9. @ 


又 由 题 设 知 
LBFC= AR 一 BBC， 
所 以 B、F、 召 、C 四 点 共 圆 ,从 而 
LFOB= LFBE, 
即 LACR= /ABQ. 
于 是 由 @、@, 可 得 
LAPQ= LAPR, 
即 五 2 平分 人 RPQ. 

同 理 , 五 8 平分 ~PQR。 故 豆 是 人 PRQR 
的 内 心 。 

496. 证 明锐 角 三 角形 4BC 的 恒心 五 
是 其 垂 足 三 角形 DEF 的 内 心 ; 三 个 顶点 4、 
BC 是 垂 足 三 角形 的 旁 心 。 

解 设 入 4B0 的 垂 足 三 角形 为 DB8， 根 
据 问 题 492， 可 知 A 
AD 平 分 LEDE. \ 

辣 理 ，B 平分 
LFBD,， OF 平分 
人 DFE, 所 以 且 是 
和 人 DEF 的 内 心 。 

因为 BCLHD，, 人 
CALHE, ABJ!. M 
五 万 ， 所 以 BCO、0C4 分 别 是 人 DBF 的 人 D、 
人 召 的 外 角 平 分 线 。 由 此 可 知 C 是 人 DEF 
中 LD 的 外 角 平 分 线 和 人 加 的 外 角 平 分 线 
的 交点 ,因而 C 是 和信 DBP 的 旁 心 。 

同 理 ， 4、 B 也 是 ADEF 的 旁 心 。 

497.。 从 八 48C 内 一 点 三 向 各 边 作 垂 
线 ， 若 分 别 连结 其 垂 
足 所 成 的 三 角形 是 正 
三 角形 , 则 人 人 BPC 
LA+60°. 

解 设 和 人 DEF 为 
正三 角形 , 连结 BP、8 
CP, 则 

LBPCO~=/A+/LABP+ALACP. © 
但 由 PFLAB, PD.LBO, PBR] A0, 知 B、 
D、P、F, P、D、C、 且 分 别 共 贺 , 所 以 
LFBP= /PDF, /RCP= /PDE. 
从 而 LA4BP+ 人 LA40P 一 人 EDF=60°. 
把 此 式 代 入 @, 则 得 
ZBPC= /A+60°. 

498。 设 人 4BC 的 重心 为 互 。 并 且 直 线 

4 五 和 外 接 网 及 边 BC 的 交点 分 别 为 、D， 
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则 HD=DE， SR 
解 由 人 4FB= 人 /BR 
~ 人 A4DB, 知 48DB 是 
圆 内 接 四 边 形 ， 
De RED LF 


=/AFBD, OO SS 


又 知 E 
LCAD= /C0BE, 四 
于 是 由 @, 名, 得 
LHBD= /EBD., 


又 BD HE, 可 知 BD 是 八 BH 的 顶 角 B 
的 平分 线 目 垂直 于 底 边 瑟瑟 ， 所 以 九 是 五 召 
的 中 点 , 即 HD=DE. 

499。 设 人 4BC 的 
甜心 为 互 ， 则 三 角形 
ABO, ABH、 BOH, 
CAH 的 外 接 贺 都 相等 。 

解 由 上 题 知 HD 
DB, 所 以 

ABCHSGABEC, 
从 而 和信 BCE 的 外 接 回 
等 于 人 BEC 的 外 接 贺 ， 
然而 人 BEC 的 外 接 贺 就 是 和 人 4BC 的 外 接 
他。 因此 人 B08 的 外 接 贺 就 等 于 人 入 4BC 
的 外 接 圆 。 

同 理 , 人 4BHZ 和 人 CAE 的 外 接 圆 都 等 
于 人 入 480 的 外 接 辕 ， 所 以 上 述 四 个 三 角形 
的 外 接 男 相等 ， 

500。 设 入 4B0 的 重心 为 豆 , 外 心 O 到 
边 BC 的 距离 为 OM， 
则 AH=20M., 

解 ” 作 直径 BD, 则 
0O、Z 有 分 别 是 BD、 
BC 的 中 点 ,所 以 

OM | DO， 
且 DO=20M. 
又 因 4D14B,， OF 1L4D 
-，4D1AcZ. 
OM | DO, 
“ A 及 CD 是 平行 四 边 形 。 
4 五 一 CD， 
.…。 AH=20X, 
证 明 人 入 4BC 的 外 心 0, 垂 心 瑟 ， 


又 知 
从 而 


501， 


重心 G 在 一 条 直线 上 ,而且 外 心 和 重心 的 距 ， 
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离 等 于 垂 心 和 重心 的 距离 的 一 半 。 
解 从 外 心 C 向 A 
BC 作 垂 线 OM, 由 | 


上 题 知 


1 
OM = 可 4. 
设 O 有 和 4M 的 交点 为 G, 则 
AOMGwAHAG, 
。 AG:GM=AH:OM 
一 2:1。 (参照 上 题 ) @ 
但 4 为 A4BC 的 中 线 所 以 由 国 知 G 
是 这 个 三 角形 的 重心 , 所 以 0、G、 互 在 同一 
直线 上 。 

又 OG:GH=0M:AH=1:2, 

06~= 计 GH， 

502。 设 入 4BO 的 
恒心 为 及 ，AB 为 外 接 
圆 过 点 4 的 直径 ， 轿 
结 五 互 ， 则 直线 BB 是 过 
BC 的 中 点 1， 且 11 且 
MH 

解 设 从 和 人 4BO 的 
外 心 0 作 BC 的 垂 线 ORM, 则 有 是 BC 的 中 
点 ,所 以 

OM 一 诗 4E (问题 500)。 


又 AO=0B, 
A 了 OM ( 同 垂直 于 BO). 
因此 ,， 互 、M、 如 在 一 直线 士 .又 0 是 4 的 
中 点 , 所 以 用 为 互 台 的 中 点 ， 即 
ME=MEH. 
503， 设 A4PBCO 
的 垂 心 为 及, 以 4 到 
为 直径 的 园 和 入 4BC 
的 外 接 贺 的 交点 为 
D， 则 D 及 过 BO 的 
中 点 M。 
解 设 DH 和 BO 
的 交点 为 了 ， 作 直径 4B, 则 
LADE= /R=/ADH. 
所 以 DE 和 DH 重合 ,从 而 DB 过 点 下, 但 
四 边 形 五 BBC 是 平行 四 边 形 ,所 以 1 是 BC 
的 中 点 ,因而 DZ 必 过 BC 的 中 点 1 
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504. 从 锐角 三 Wo i 
4、B 所 作对 边 BA 
C4 的 垂 线 分 别 为 
AX、BY, 其 重 足 为 
和 了 , 若 允 是 4PB 的 
中 点 , 则 

LMXY= /0. 

解 因 4XZ1LBO， 蝇 x 
BZL4C， 设 4X、BZ 的 交点 为 P， 则 四 边 
形 4YXB、PXCY 都 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
.. LABY=/AXY, /APY= /0C. 


又 因为 巡 是 直角 三 角形 4XB 斜 边 4B 的 


中 点 ,所 以 
Ne LMAXZ=/MXA. 
oe LAMXY= /MXAT+ /AXY 
~/MAX+/ABY 
=/4PY, 
故 LMZXY= /C0. 
505.。 设 从 一 点 卫 向 不 过 点 三 的 两 直线 
2 和、 4 (交点 为 0) 所作 垂 线 的 会 足 分 别 为 X、 
了 , 从 点 互 疝 尔 , 
从 点 卫 向 % 所 \ 
作 垂 线 的 疏 足 
分 别 为 且 、Y'， 
则 POLX'Y', 
解 若 延 长 
YP、XP 和 Ox、 KY BY 
Oy 的 交点 分 别 为 4、B， 则 在 人 04B 中 ， 
AY10B, BX104, 所 以 了 是 八 408 的 垂 
心 。 


.“, OP14B. 人 
了 、B 共 贺 . 
“, LALAXAB=/XYX', 四 

又 因 孚 、 了 、X'\ 了 Y' 也 共 回 ， 

,» LXYX'=/OY'X', ©® 
由 @、@@, 得 人 X34B= 人 OY'X,, 
, ABN XY', 
AB LOP, 
., ZX'Y'LOP. 

506. 若 作 4BC 的 底 边 BC 及 顶 角 .4 的 
大 小 一 定 , 从 B、C 向 对 边 所 作 的 垂 线 的 垂 足 
分 别 为 吾 、, 则 BF 的 长 一 定 . 

解 因为 人 LBB8C=LBR= 人 BZO, 所 以 好 、 


但 在 @ 中 ， 
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也 在 以 BC 为 直径 的 定 圆周 上 ， 而 人 4BE 
是 定 角 4 的 祭 角 ,所 以 

也 是 定 角 。 因此 , 在 以 

BC 为 直径 的 定 吏 上 的 

人 BBE 的 大 小 是 一 定 

的 ， 所 以 这 个 定 角 所 对 

人 BF 的 长 也 是 一 定 人 


人 设 人 4BO 的 

垂 足 三 角形 为 DBF, 0 为 A4BC 的 外 心 , 则 
OA4、0OB、 OC 分 别 垂 
直 于 BF、FD、DE. 

解 ” 设 延长 40 与 
五 F 及 圆周 的 交点 分 
别 为 @& P, 则 AP 是 
圆 的 直径 , 且 

LP= /ACB. 
又 因 BEFEC 是 贺 内 接 
四 边 形 , 所 以 人 4ABE= 人 40B, 因此 人 P= 
人 A487E， 故 四 边 形 了 QPB 是 贺 内 接 四 边 形 。 

., LAQF= /ABP= /BR, 
AO LEF. 

同 理 ， 0B1LFD, 001DE. 

508. 设 从 信 4BC 的 顶点 和 4 向 底 边 所 
作 垂 线 的 重 足 为 
了 , 从 一 向 4B、40 
所 作 垂 线 的 垂 足 
分 别 为 罗 、 和 N， 则 
直线 HN 垂直 王 
入 4BC 的 外 接 
的 过 4 点 的 直径 。 

解 由 问题 487 
知 MBCN 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 

ZAMN = 40P. © 
车 4B8LMN, 则 由 @, 可 得 
LZMAB= /PAG., 
事实 上 , 设 人 4BC 的 外 心 为 O， 由 问题 488, 
AP40= /MAO, 
LZMAE= /MAO, 
于 是 AOL!LMN. 

509。 设 从 锐角 三 角形 4BC 的 顶点 4 
作 23C 的 垂 线 和 外 共 圆 的 交点 为 也 再 从 刀 
作 4C 的 垂 线 和 外 接 圆 的 交点 为 瑟 , 则 BE 
和 外 接 回 在 4 点 的 切线 AZ 平行。 
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解 设 4D 和 BC 的 交点 为 瑟 , 40 和 BD 
的 交点 为 Z， 则 HCLD T 
是 圆 内 接 四 边 形 。 所 以 

240H=- BDI @ 


A 


又 因 4BZBD 是 图 内 接 
四 边 形 ,所 以 
LABE=/ADL. 四 
由 人 @、 ©®, 得 E D 
LABE~ /A0B. 
但 是 47 是 切线 ,所 以 
ZT74B= /AOB., @ 
由 @、 @, 得 LT4B= 人 /4BE, 
*, AT) BE. 


510， 设 人 4BO 的 
垂 心 为 召 ， 延 长 中 线 
AD 和 入 BCE 的 外 接 
圆 的 交点 为 及 , 则 DD 是 
线段 4 的 中 点 ， 

解 连结 BK、CK. 
BA4C、LBKC 都 是 
BEC 的 补 角 , 它们 相 
等 。 K 
ABOC= 加 KBC. 


设 入 4BC、 入 BEKC 的 外 接 园 的 圆心 分 别 为 . 


O、0O1, 则 001 过 公共 缠 的 中 点 DD. 
De OD=0}1D, 0A=0O1K, 
而 且 0A>0D, OK >0O1D. 
在 人 04D、 人 O01KD 中 ， 两 组 等 边 中 大 边 所 
对 的 角 人 4DO= 人 LKDO1t， 这 时 人 04D、 
人 人 01KD 不 可 能 构成 补 角 ,所 以 
A 人 AO0A4DEBAOIKED. 
., AD=KD, 

即 DD 是 .4K 的 中 点 。 

511。 设 入 4BC 的 
三 条 垂 线 为 4D、BE、 
CB， 其 垂 心 为 有 五, 若 
和信 HBC 的 外 接 加 和 
4B、4D、AC 的 交点 分 
别 为 、 工 、 双 , 则 

AF=FK, AD=DL, 
AE=EM. 

解 ” 由 问题 499, 两 加 瑟 BC 和 4BC 相等 . 

连结 KC, 则 4KC 一 DB4C。 
4DBLCOP， 
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."。 人 CFAA 和 OFK, 因而 4 万 一 7 

同 理 ， AE=~EM. 

叉 因 4 和 工 关 于 BC 是 对 称 的 ,所 以 

AD=DL. 

512。 设 入 4BC 的 外 心 为 0, 垂 心 为 互 ， 
车 在 边 4B、4C 上 藏 取 4O0' 一 4O, 4H'= 
AH, 则 O'H'=AO. 

解 ” 若 由 点 0 作 BC 的 重 线 OM 并 延长 到 
N, 使 ZN=OM。 由 问 


在 人 40'H'" AOBN 
AO'= BO, 
AH'~AH=ON, 


L4- 亏 LBOC= /BON. 


“. AAO'H'RAOBN, 
,BN=0'H'. 
但 是 BC 是 ON 的 垂直 平分 线 ， 
BN = BO, 
.“。 B0~0'H', 因而 0'8'=40. 

513， 设 和 4BO 的 4-60", 从 B.C 
向 对 边 所 作 垂 线 A 
的 交点 为 有 ， 人 人 B 
及 人 LC 的 平分 线 的 
交点 为 0， 则 有 五、 
0O、 五 、CG 四 点 村 
加 . 

解 因 


人 B00~180* 一 ( 闻 ZB+1 Z0) 


e o 1 
-=180 —(%0 -主公 4) 
”=180° — (90° —30°) =120°, 
又 因 LBEC= 人 4 的 补 角 
=180° —60° =:120°, 

所 以 ， 点 0、 五 在 以 BC 为 弦 的 圆周 上 ， 即 
B、 O、 fH、 C 四 点 共 阅 .. ~ 

514。 设 人 4BO 的 重心 为 且 , 外 心 为 0， 
车 人 4 一 60*, 则 三 直线 HO、A4B、A40 所 作 
成 的 人 4PQ 是 正三 角形 . 

解 因 和 B40 一 60°, 所 以 号 是 外 接 加 
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圆周 的 三 分 之 一 , 因而 OD 一 DM. 
但 是 AH=20D,，.. 4 万 =OM 
并 且 AH /OM. 

又 因为 OKX=0O4=7( 贺 0 的 半径 )。 
久 而 4、O、M、 瑟 
是 凌 形 的 顶点 。 

, OH.LAM, 
于 是 PQ | 4M. 
而 且 ALBAM 

一 C4M 

=30°, 
因此 人 4PQ 是 正三 角形 。 

515。 在 入 4BC 中 ， 著 底 边 B80 的 长 及 
位 置 一 定 , 顶 角 4 的 大 小 一 定 , 则 分 别 从 4B、 
AC 的 中 点 M、N 向 对 边 所 作 的 垂 线 必 分 别 
过 一 定点 . 

解 设 人 4BC 的 
重心 为 互 , 外 心 为 0， 
若 BC 的 中 点 为 X， 
由 问题 500, 有 

羡 4 一 0X. 


因 BC 是 定 长 ， 人 4 
的 大 小 是 一 定 的 , 因此 外 心 的 位 置 是 一 定 的 ， 
所 以 OX 是 定 长 、 定 位置， 因而 4 如 的 长 是 
一 定 的 . 
设 从 政 向 4C 所 作 的 垂 线 与 4 五 的 交 
点 为 也 则 有 F/BH, 所 以 了 是 4 了 的 中 
点 ,因而 48 一 0ZX( 定 长 )。 从 BB 所 作 BC 的 
垂 线 和 FM 的 延长 线 交 于 PP， 因 必 是 4B 
的 中 点 ， 所 以 DBP 一 48 (一 定 ) . 因此 ， P 
定点 ， 所 以 有 LF 过 定点 卫 。 同 理 , NF 过 定 
点 @. 

516、 设 锐角 三 角形 4BC 的 边 BC、C4、 
4B 的 中 点 分 别 为 D、 训 、f, 则 SR 的 外 
心 ， A 人 DEF 的 垂 
心 , 人 DE 了 的 垂 足 
三 角形 的 内 心 是 同 
一 点 。 

解 若 从 和 ADEF 
的 顶点 及 吾 、 卫 分 
别 作对 边 的 垂 线 ， 
其 垂 足 为 D'、、"， 则 DD'、 BB'、F8' 交 
于 一 点 , 这 是 人 DEF 的 垂 心 . 


M 


| 如 ,其 垂 足 为 如、 了 ， 
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但 是 DD'\、 召 B'、FB' 分别 是 人 4BC 的 边 
BC0、CA、A4B 的 垂直 平分 线 ,， 所 以 Q 还 是 
人 A4BC 的 外 心 。 

因 和 AZD'B'1 是 人 DBF 的 垂 足 三 角形 , 所 
以 (由 问题 492)D'O、 加/O、F'O 分 别 平 分 
LBE'D'F' LF'B'D' LD'F'E, 因 而 O 是 
和信 D'B'F' 的 内 心 ， 所 以 人 4BC 的 外 心 D 是 
ADB 的 垂 心 并 且 是 人 D'B'F' 的 内 心 . 

517、 从 A4HB0O 的 重心 五 分 别 作 和 4 
的 平分 线 及 其 外 角 平 
分 线 的 垂 线 及 E、 


若 刀 是 BC 的 中 点 ， 
上 


解 因 4B1L47, 
所 以 四 边 形 4BHF 
是 矩形 , 故 4 互 、 EF 互相 平分 ， 设 其 交点 为 
K, 则 瑟 是 4 互 的 中 点 ， 假 定 O 是 A4BC 
的 外 心 , 则 0 了 一 豆 4 于 (由 问题 500)， 


‘, ODLAK. ©® 


但 是 OM 1 AH, OM =04. 
因而 
LHAB= /MM= /OAM., © 
又 因 4BHF 是 矩形 
LEAK=~ /KEA. ©® 
由 四、 四 ,得 LOAB= /AEK, 
. O41/ EF. @ 
车 连结 KD, 由 人 @ 知 40DK 是 平行 四 边 形 。 
". KD/ AO. 全 
出 @、@, 知 了 轧 及 KD 都 过 点 玉 , 且 平 行 于 


直线 04, 所 以 五 、 
畏 .DD 在 一 直线 上 ， 
518.。 设 人 4BC 
的 垂 心 为 及, 车 垂 足 
三 角形 DEF 的 外 接 
贺 和 到 C 的 交点 为 B 
G, NI HG=0G. 
解 人 HDG= 人 LHDE+ 人 EDG, 
但 是 了 TD 一 有 DB (问题 492); 
LEDG= /EFG= /DFG, 
'. LHDG=/HDF+ALADFG 
=ZLDHG, 
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GD=GH., 
. AHDC=AR, 故 HG=0G、 

519。 设 入 4BC 
的 外 心 为 0， 且 从 
B、6 向 对 边 所 作 垂 
线 的 垂 足 分 别 为 DD、 
马 , 若 在 AB、C4 上 
分 别 截取 AF=BE， 
4G=0D, ! 则 OA4 平 
分 GF。 

解 设 DE 的 中 点 为 W， 作 平行 四 边 形 
NEBP NDOCQ, 则 BPLEN, COLND, 
并 且 ND=BEN. 
因此 BPCQ 是 平行 四 边 形 ， 且 BC 过 PQ 的 
中 点 用. | 
但 是 


NPZLBELAF, 

NOQLDOCL AG, 
“. AAFGLANPO. 

由 问题 507, 40_]BD. 
又 由 问题 489、 490, NM LED, 

., AON MUN, 

即 在 两 个 全 等 的 人 4FG、 人 NPQ 中 的 各 对 
应 边 是 平行 的 。 且 和 NM/A4O。 由 于 N 惧 平 
分 PQ, 所 以 40 也 平分 FG。 

520. 设 锐角 人 4HO 的 三 条 高 分 别 为 
AD、 BE、 OF, 以 
BC 为 直径 的 荔 0 
和 和 AD 的 交点 为 G， 
过 点 G 的 直径 的 另 
一 端点 为 £， 若 
态 及 、FK 和 BC 的 
交点 分 别 为 MK 、N， 
则 BN=CM. 

解 因 GEK 是 直 
径 , 所 以 


ALGBM = /R. 
又 因 人 人 GDM 人 BR, G、 刀 、 歼 、 刀 四 点 共 贺 ， 
., ZGME=/GDE. 
LHDO= /R=/HREC, 
五 、D、C、 妃 四 点 共 圆 ， 
LHDBE= /HOB, 
因此 LGME=/AHOB= /FEE, 
于 是 GM A NK. 
又 因 OG=0K, .…“， A 和 人 OMG 人 AONK. 


又 因 


证 明 题 


因而 OM=ON, 
故 BN=0M. 


7 了 7. 三 角形 的 外 接 圆 

521。 三 角形 各 边 的 垂直 平分 线 交 于 一 
点 , 且 其 交点 到 三 角形 的 三 项 点 等 距 。[ 三 角 
形 的 外 心 ] A 

解 设 收 .NW 分 
别 是 人 4BC 的 两 
边 4B、4C 的 中 点 。 
过 用 分 别 作 
4B、40 的 垂 线 8 E 和 
MO、NO， 其 交点 为 0, 因 0 是 线段 4B 的 
垂直 平分 线 上 的 点 ,所 以 40=BO. 

同 理 , 0 是 40 的 垂直 平分 线 上 的 点 ,所 以 
LO0=00., 


“。 4A0=~=BO=00. 
因此 人 BOC 是 等 腰 三 角形 , 且 0 为 顶点 , 所 
以 BC 的 垂直 ' 平 分 线 过 点 0。 即 4B、 BO、 
C4 的 各 垂直 平分 线 相交 于 一 点 , 并且 
OA=~=0B=0O0. 

522. 从 作 4BC 的 外 接 贺 的 熙 心 0 向 
BC 边 作 垂 线 0D， 

(GD 证 明 人 B0D= 人 4 或 者 LBOD+ 
A=—2/8; 

(2) 由 卫 向 40 或 它 的 延长 线 所 作 垂 线 
BE, 


~、 则 ZL0BC= 人 人 4BE. A 
解 (1) 当 人 4 是 锐 

角 时 (图 了 。 

在 这 种 情况 下 , 圆心 0 及 A 
顶点 4 在 BC 的 同 便 ， NN 
而 且 LBO0=2LB40. RD- 一 
但 是 0DL1LBo, (人 
所 以 ” LBOD~= LBO0,，、E 

LBOD= /4. 


当 人 人 4 是 钝 角 时 (图 2)， BE 
圆心 0 和 顶点 4 在 BC 的 
异 侧 ， 而 且 令 DO 的 延长 
线 为 05， 则 

ZA=/BOF,. 
但 是 BOB 二 TABOP=2R， 
， LAt+/LBOD=2/R, 


(2) 
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526. 在 圆 形 的 纸 上 作 一 全 角形 


(2) 在 人 4BE 和 AOBD 中， 
LBAEB= /BOD, 
.41BB= /R=/BDO, 
“. LABE=/DBO, 
即 ZABE= /0B0. 
523。 加 内 接 正三 
角形 的 各 边 ， 截 取 过 该 
边 所 对 顶点 的 直径 的 
1 


2 . WN 
- 解 设 和 4BC 为 内 “AN 本 
接 于 加 0 的 正三 角形 ， 、 下 

作 直径 40E, 则 4 是 34D 的 中 点 ,如是 
BB 的 中 点 ,所 以 A 是 BC 的 中 重 线 。 又 
AO0B 是 正三 角形 ,所 以 也 是 OB 的 中 点 


.， DE 去 OE= 节 AN. 


524. 过 等 腰 三 入 形 4B0 的 点 如 的 
直线 和 底 边 BC 交 于 也 
和 外 接 圆 交 于 也 则 4B 

和 贺 BDE 相 切 . 

解 因 人 48B= 0, 
AB=40, 

所 以 LC0= 人 4BO， 
LB=/ABD, 


i 
因此 4B 和 圆 BDB 相 切 。 


525. 圆 内 接 三 角形 的 重心 和 圆心 重合 ， 
问 具有 这 种 性 质 的 三 角形 是 什么 三 角形 ? 
解 设 人 4BC 的 外 


接 园 的 园 心 0 和 人 4BC 和 

的 重心 重合 , 则 人 4BC 修 

是 正三 角形 .为 什么 呢 ? 

天 为 0 是 A430 的 外 【个 
接 圆 的 圆心 ,所 以 5 


O04=0B=~00. ©@ 
又 因 0 为 人 4BC 的 重心 。 若 作 三 条 中 线 
AD、 BE、CF, 则 


AO 一 也 4D, BO=.3- BB, 
2 
Co- 了 cz。 
由 ,有 AD=BB=0F, 


所 以 人 4BC 的 三 条 中 线 相等 ,因此 是 正三 角 
形 。 


心 为 0， 


4BC, 若 以 弦 BC 为 折 

辣 把 加 缴 BC 折 过 

来 ， 此 绪 愉 好 切 于 两 

边 4B.40, 问 人 和信 4BO 

是 什么 三 角形 ? B € 
解 定点 B 作 该 区 

的 切线 BZ. 在 图 中 ， TT D 

SDC 和 BE 关于 BO 是 对 称 的 , B4 和 Epc 

相 切 ,所 以 


LO0BT= /LABC., 
因 BT 是 该 圆 的 切线 ,所 以 LCBT= 人 4 
"。 人 .4BO 一 一 4。 
同 理 ， LA0B= 44. 
因此 , A4BC 是 正三 
角形 。 
527. 如 果 等 腰 三 
角形 4BC 的 项 角 4 等 


于 正三 角形 的 外 角 ， 则 
该 三 角形 的 外 接 圆 的 半 
径 等 于 其 一 腰 。 

解 ” 因 正三 角形 的 顶 角 是 60°, 它 的 外 角 
是 120°，, 
所 以 LBAC=120°, 
设 俯 4BC 的 外 心 为 O， 县 AB 一 40， 
所 以 AO 平分 LBAC,，.…。 LBAO0=60°, 
又 因 04=O0OPB, 所 以 人 4B0O=60°， 

从 而 人 A4BO 是 正三 角形 。 贺 0 的 半径 40 
等 于 4B。 EA 
528、， 设 入 4B0 的 
外 心 为 0, 80 的 中 点 为 
D, 则 

ADO 


= 于 (LB~L0). 


_ 解 着 延长 DO 和 团 O 交 于 点 瑟 , 则 已 是 
B40C 的 中 点 。 
所 以 ， 全 =( 他 ~ 翁 )， 


~ L4D0=3(LB~LO). 


529。 设 入 4BC 中 人 4 的 平分 线 和 BC 
的 交点 为 D, 从 4 向 BO 作 垂 线 48, 若 外 
则 CO4D= BE4D。 
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解 因 AD 是 人 4 的 平分 线 ， 若 延长 4D 
与 外 接 辕 的 交点 为 了 ,， 则 也 是 BC 的 中 点 . 
因此 OF_LB5C， A 

oO 了 1 AE, (人 


re (人 


ZF=/DAB. 

又 因 04=OF， 

., LF=/04D. ® | 6 

由 @、@, 得 i 
L004AD= /EAD. 

530。 若 人 4BC 的 LC 的 平分 线 和 边 
4 的 垂直 平分 线 相交 寺 D, 则 

LACB+ /ADB=2/B8. 

解 若 画 A4BC 
的 外 接 圆 ， 则 LC 的 
平分 线 过 LO 所 对 的 
AB 的 中 点 .又 因 4B 
的 垂直 平分 线 也 过 
. 态 的 中 点 ,所 以 LC 
的 平分 线 和 边 4 的 二 
垂直 平分 线 的 交点 也是 4B 的 中 点 . 于 是 在 
内 接 于 贺 的 四 边 形 4DBC 中 ， 

LACB+ LADB=-2LR. 

531。 若 在 4=60* 的 人 4BC 中 。 其 
外 心 为 0， 垂 心 为 
H, 则 40=4H. 

解 设 0DLBO, 
延长 0D 和 加 局 的 交 
点 为 起 则 

0D- 亏 AH 


(由 问题 500). 
LBOC=2/BAC=120°= /BEC., 
于 是 BC 是 0 的 垂直 平分 线 , 因此 
OE =2D0O, 
故 A 
接 等 腰 三 角形 4BC 
的 底 边 BC 的 一 端 
平行 于 BP, 则 4P /86. 
解 因 491/BP， 


4 万 =O0 万 =40。 0 
点 B, 在 人 B 内 作 7 
SW 


532, 从 国内 
弦 BP, 若 作 弦 49 3 
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明 题 
…， 弘 = 二. 

4B= 40, AB— 40. 
.40=8， 故 4PY 90. 

533. 若 人 4HC 的 人 4 的 平分 线 和 BC 
的 交点 为 人, BC 
的 中 点 为 了 D， 
和 人 4MD 的 外 接 
加 与 4B、4C 的 |G 
交点 分 别 为 P、 P 
4, 则 DBP 一 0C9.。 c 

解 ” 因 四 边 形 es 
4PD9 是 圆 内 接 四 边 形 ， 所 以 人 BPD= 
公 48D. 于 是 LBPD、 人 DQC 构成 补 角 , 并 
且 BD=DO, 所 以 


又 由 


BPD= 贺 D90. @ 
但 是 LPDB= /PAM 
=ZMAQ= LYDM, 
ZPDB- /QDO. ® 
由 @、@, BP=0Q. 


534， 证 明 人 4BC 
的 一 个 顶点 4 的 内 角 及 
其 外 角 的 平分 线 和 外 
接 贺 的 交点 所 连结 的 
线段 , 是 顶点 4 的 对 边 
BC 的 垂直 平分 线 , 且 该 
线段 的 两 端点 也 是 外 接 
圆 直 径 的 端点 ， 

解 设 一 4 的 平分 线 和 外 接 的 交点 为 
D, 则 号 是 BC 的 中 点 。 所 以 

LBOD= /C0D, 
从 而 0D 是 等 腰 三 角形 BOC 顶 角 0 的 平分 
线 ， 它 垂直 平分 BC。 延 长 DO 和 部 周 的 交 
点 为 加 ,连结 4B,， 因 DE 是 直径 ， 所 以 
人 DAB = 人 LR.。 因 AD 是 .人 4 的 内 角 的 平分 
线 , 所 以 4 是 外 角 的 平分 线 , 数 召 、.D 是 垂 
直 平 分 BC 的 直径 的 两 端点 。 

535.。 在 不 等 边 三 角形 4BC 外， 设 从 点 
0 所作 垂直 于 人 4 的 平分 线 和 4B 及 该 三 角 
形 的 外 接 圆 的 交点 分 别 为 刀 、 束 , 证 明 : 

(1) EB=HD; 
(2) 4 了 > 二 (4B+ 40), 

解 (1) 在 人 40D 中 ,人 4 的 平分 线 
垂直 于 CD 的 ,所 以 40=4D， ‘7 


第 二 章 


LA0D= /4ADC. 


LEDB~= /ADO, 
LEBA— BO 
-。 ZEDB 
= /EBD, 
因此 ， BB=ED. 
(2) 由 加 向 BD 


作 垂 线 , 设 其 垂 足 为 了, 则 由 (1) 知 瑟 是 BD 
的 中 点 ， 


。。 AB>AF~3[(4B— BP) 
+ (AD++ DF)] 
一 妆 (AB+ AD) 


一 于 (4B+40) 


536. 在 圆 内 接 三 角形 4BC 中 , 若 人 4 
的 平分 线 和 图 周 的 交点 为 D, 从 DD 所 作 4B、 
40C 的 垂 线 分 别 为 DB、DF， 则 

AB=AF— 亏 (4B+-A0), 


BE—0F 一 去 (AB~AO). 


解 因 -4D 是 /4 的 
平分 线 ， 所 以 D 是 怒 
的 中 点 . 


从 品 向 4B、AC ( 设 
4B> 40) 作 垂 线 , 设 其 
委 足 分 别 为 吾 、 了 F， 因 


而 且 BD=CD， 
ADBFE2ADO7， 
于 是 BE =—0F,. 


但 也 是 和 BAC 的 平分 线 上 的 点 ,所 以 AB= 
-47， 
故 4B+4C=~AB+AF 


=2 AB~2AF. 
同 理 ， 
AB—AC~[(AB+BE)— (A4F— FO0)] 
一 23 刀 一 207. 


因此 4B~=4F= 计 (4B+40)， 
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BB 一 CZF 一 王 (4B~AO). 


537， 若 三 角形 
一 个 顶 角 的 位 置 、 大 
小 及 夹 该 角 两 边 的 和 
都 一 定 ， 则 三 角形 的 
外 接 圆 总 过 一 定点 . 

解 设 人 4B0 的 
外 接 贺 和 到 4 的 平分 
线 的 交点 为 D. 由 DD 了 
所 作 4B、4C 的 垂 线 分 别 为 DB、DF, 则 由 
上 题 知 


4B 一 4AP 一 二 (4B+ 40) = 一 定 。 


因 ZL4 的 位 置 、 大 小 是 一 定 的 ,所 以 ABAF 
是 一 定 的 。 因 此 DD 的 位 置 是 确定 的 , 故 
人 入 4BC 的 外 接 贺 必 过 这 个 定点 DD， 

注 4B~AC 一 定时 ,由 下 题 可 见 外 接 贺 
过 定点 G。 

538. 设 入 4BC(4B> 40) 的 人 4 的 外 
和 角 平 分 线 和 外 接 贺 的 交点 为 G, 由 GG 所 作 
AB、AC 的 垂 线 的 垂 足 分 别 为 加、 了, 则 . 

GB=G0, BB=FC. 3 

解 设 人 4 的 平分 线 和 外 接 贺 的 交点 为 
D, 则 人 GAD 一 人 R。 因 此 , GD 是 该 加 的 直 
径 , 并 且 DB 二 D6, 

"6B=606, 

于 是 摔 GB=G0, 
因 AG 是 人 4 的 外 角 平 
分 线 , 且 GBE_|L4B, 

GF 1 40, 
*, GT 一 GCT， 

人 A 人 BGFceACGB， 
故 BB=FO, GB=GC., 
539、 设 入 4BC 

的 4 的 平分 线 和 
外 接 贺 的 交点 为 也 ， 
由 直径 DB 的 两 端点 
所 作 4B 的 垂 线 分 别 
为 DF、EG, 则 
FG=40. 

解 因 A4D 是 人 4 

的 平分 线 , 所 以 由 问题 536, 得 


110 第 二 编 证 


47 一 地 (AB+AO). @ 
又 因 人 LD4B=/R，.。 4 平分 LC4G,， 
“4G= 记 (40-4B). © 


由 @+@, 得 AF+AG=40, 
即 FG= AO, 

,540， 若 在 定 三 角形 的 两 边 4B、4C 上 
截取 任意 等 长 线段 
BX、0Y, 连结 XY 了 ， 
则 人 4XY 的 外 接 
圆 总 过 一 定点 。 问 
又 了 取 在 边 的 延长 
线 上 ,或 工 、 Y 之 一 
取 在 延长 线 上 时 的 
情形 如 何 ? 

解 (DD) 设 贺 4XY 
和 加 4BC 的 交点 为 P, 在 人 PXB, 八 PYC 
中 ， 

LPBA= /PCA, 
LPXBu /PYO(' /PXA=/PYA). 
又 因 BX 一 0CZ， 


PB~PO. 

因此 了 是 B4C 的 中 

点 ， 所 以 团 4ZY 过 

定点 (B840 的 中 点 ). 
(3) 当下、 了 在 边 (2) 

的 延长 线 上 时 ,同样 世 有 和 人 PBX 和 人 PCY， 
.“, PB==PO. 
因此 了 是 人 2 如 的 
中 点 , 是 定点 。 所 
以 辑 4 了 过 定点 

P, 

(3) 若 且 在 4B 
的 延长 线 上 , 了 在 
AC 上 时 ,完全 同 


(3)  ， 
样 , P 还 是 一 定点 , 圆 4XY 过 定点 


.541。 在 人 4BC 中 , 若 人 4 是 LB 的 两 
倍 , 由 顶点 C 作 人.4 的 平分 线 的 垂 线 , 则 该 上 
垂 线 过 三 角形 的 外 心 。 

解 作 入 4BC 的 外 接 贺 ， 令 人 4 的 平分 |- 
线 和 圆 局 的 交点 为 D， 若 由 0 作 4D 的 季 线 


明 题 


和 圆 局 交 于 肪 ， 和 
4D 交 于 了 了 , 则 由 
LAFC= /LR, 
有 
4%8-+De 一 半 贺 周 . 
但 由 假定 
AC=D0= HD, . D 
"。 4 为 上 40 一 半圆 局 . 

所 以 BC 是 外 接 贺 的 直径 因而 CB 过 
和信 4BC 的 外 心 。 

542。 若 由 和 八 4BC 的 外 接 加 上 的 一 点 PP 
向 三 边 或 其 延长 线 所 作 垂 线 和 图 周 的 交点 分 
别 为 4 B00', 则 A4'B'OS2A4BO。 

解 ” 设 由 点 书 向 
边 BC、04、4B 所 
作 垂 线 的 垂 足 分 别 
为 也、M、WN， 则 
P、 工 、 以 、C 四 点 
共 圆 , 所 以 
ZA4'PB'=~/BCA., 
但 是 


E 


B 


AQ 


LA'PB'~/B'O'A', 
*. LB'C'A4'=/BOA, 


WY 


因而 
弦 4'8'= 弦 4B，。 


©@ 
其 次 。 四 边 形 4'C'PB' 及 4NPM 分 别 是 贺 


内 接 四 边 形 ， 


"LO0'4'B'=2/R- /OPB' . 
m2LR- ANPM= /BAG. 


由 @、@、@, 得 本 
A 人 4'DOSE2A4BCO。 
543， 车 过 人 4BC 的 两 顶点 B.C 及 外 
心 0 的 贺 和 4B 或 它 的 延长 线 的 交点 为 @， 
连结 0 则 84 一 80。 了 


解 ”因为 O 是 外 心 。 
所 以 Q 
LQ40= /YBO. B 6 
又 L900= /QBO, 
从 而 
LY9A0= LQ00, 
又 因 L040= L004, 
“ L940~= 9c4， 
故 94=4C。 
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544. 作 正 三 角形 4BC 的 外 接 圆 0， 设 
工 、M 分 别 是 4B、 巡 的 中 点 ,P 为 好 上 的 
任意 一 点 , PL、PM 和 4B、4C 的 交点 分 别 
为 D、 召 , 则 DO、 
瑟 在 一 直线 上 。 

解 连结 CD、 
OPB, M 和 0 关于 
40 是 对 称 的 ,所 以 
40 了 一 了 4 了 ME。 
同 理 ， 

LA40D= /ALD. 
但 是 4、 工 ,了 、M 四 点 共 圆 ， 
所 以 ZLZM+AL=2LB, 
.“ LAOE+/A0D=2/R. 
因此 妈 、O.、 如 在 一 直线 上 。 

545. 作 正 三 角形 ABC 的 全 IEO， 设 
名 6X、A8 的 
中 点 分 别 为 了 、 
了 Y、Z， BC 上 的 
任意 点 为 双 ， 
MX、 MY、 MZ 
分 别 和 BC、CA、 
4 的 交点 分 别 
为 Re @、 E, 则 P、 五 、 @ 在 一 直线 上 . 

解 由 上 题 知 ERE、 O、 Q 在 一 直线 上 ， 连结 
PO, 则 CO 和 己 关 于 BO 对 称 , 所 以 

LPOX= /PXO= /MY A= 409- 
所 以 P、O、@ 在 一 直线 上 . 故 P、B、@ 在 一 
直线 上 . 

546. 在 等 膀 三 角形 4BC 的 边 4B 的 
延长 线 上 取 点 也, 在 40 上 取 点 卫 , 使 BD= 
0B, 车 人 .4 的 平分 线 和 人 4BC 的 外 接 圆 交 
于 点 了 ,BC、 DB 交 于 点 G, FGLDE. 

解 因 玉 是 B88C 的 中 点 , 所 以 BF=FC. 
又 因 "”BD=08, LFBD= /FOE, 

*. 人 FCEQAPFBD. 
因此 EF=DF. 

由 召 作 4B 的 平行 
线 和 BC 的 交点 为 且 ， 
则 =BO。 

BDZLEH, - 
因此 BDHB 是 平行 四 
边 形 ，DB 和 B 有 的 交 ? 


点 G 就 是 DE 的 中 点 ， . 
“. FGIDE (** BF=DF)., 

547。 车 人 入 4BO 的 人 4 的 平分 线 AB 
是 中 线 4 与 垂 线 4D 所 夹 的 角 的 平分 线 ， 
则 和 人 4BC 是 什么 三 角形 ? 

解 因 LBAB= 人 /CAE, 

MAE=/DAB 
»» LBAM= /CAD. © 

车 延长 中 线 4 下 
和 人 入 4BC 的 外 接 
圆 的 交点 为 了， 则 
LC=LAFB. ©®@ 
由 @、@, 得 
LABF 

=—L4A4DO= ZE, 
所 以 AM 了 是 该 圆 的 直径 . 

由 于 直径 48 平分 边 B0, 所 以 4AM1BO,， 
或 者 到 是 圆心 , 二 者 必 居 其 一 . 当 4M_LBC 
时 , 则 4B 二 AC。 由 此 4D、4M 重合 , 这 不 
合 题 意 。 所 以 到 是 人 45C 的 外 接 圆 的 圆 
心 > 


*. B4O= AR。 
因此 A4BoC 是 直角 三 角形 。 
548. 车 在 正三 角形 4BC 的 外 接 圆 的 劣 
弧 BC 上任 取 一 点 P, 则 P4=PBE 二 PCO。 
解 延长 PC, 截 A 
取 CD=PB、 因 为 
边 形 4BPOC 是 
贺 内 接 四 边 形 ， 
所 识 . D 
LACD=/ABP,. 8 C 
又 因 4C=4B， 了 
CD=BP, 
“. NA0D@AABP, 
因此 


AD=4P, @ 
又 因 LDAC= /PASB, 
于 是 

LDAP=60°, ©@ 
由 Q@、@， 得 和 人 4PD 是 正三 角形 ; 

.. PD=P4, 
而 `' PD=PO+OD=PO+PB, 
故 PA=PB+PO., 


549.。 若 在 正三 角形 4BC 外 取 一 点 轧 
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使 得 P4=PB+PC, 则 4、B、P、C 四 点 共 
殴 。 8 
解 车 在 人 4BC 的 外 侧 作 人 L064D= 
一 D4P, 并 截取 4D 一 4P, 则 


AABPEGAACD. 家 . 

“. PB=D0, 
LABP= /ACD. 
/NS 
LDAP=/0AB BB 

0 AND 一 

所 以 AD4P 是 正 P 
三 角形 ， .….、 4AP=PD. 


但 由 假定 4P=PB+PC， 所 以 PD=PC+ 
CD, 因此 了 P、C、DD 在 一 直线 上 . 

因为 LACD= /ABD, 

从 而 4、B、P、C 四 点 共 贺 . 

550， 若 在 人 4BC 的 各 边 的 外 侧 作 正 
三 角形 4BC'、 BCA4'、CA4B', 则 

(1) 这 三 个 正三 角形 的 外 接 贺 相交 于 一 
点 ; 

(2) 44' 一 BB' 一 CO4 

(3) 这 三 个 外 心 构成 正三 角形 的 顶点 . 

解 全 设 三 个 圆 的 圆心 分 别 为 PE、Q、， 
两 辑 P、@ 的 交点 为 O， 连 结 40、BO、 CO， 
则 

" ZA00+ LB'=180°, 
但 ZB'=60°, 所 以 人 400=120°。 
同 理 ， LBOC=120°, 
‘“, LA40B=120°. 
又 因 人 LC'=60，， | 
所 以 人 4BCO' 的 
外 接 贺 也 过 点 O。 


所 以 4、O、 44 在 一 直线 上 ， 

同 理 ， B、 O、 也 ， C、 O、 CO" 也 在 一 直线 
上 . 而 且 O 是 正三 角形 4'B0 的 外 接 圆 的 劣 
弧 BC 上 的 点 , 由 问题 548, 有 

04'~O0B1iOC., 
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'. 44'~=0A4+0B+OC. 
BB'=00'=0A +0B-+00, 

.» AA'=BB’=0C0', 

(3》 连结 两 兄 的 轴 心 的 线段 性 直 公共 纺 ， 
所 以 POLOC PRAOB. 

故 LP+/ABOC=S2/R. 

但 是 BOC=120°， ZLZP=60°, 

辣 理 ,人 Q、 人 RR 也 是 60°。 

所 以 人 PQER 是 正三 角形 . 

551。 在 入 4BC 的 各 边 的 内 侧 作 正三 角 
形 BOD、C4B、A4BF， 则 4D、BBE、CF 相 
交 于 一 点 。 

解 设 两 网 了 BO、4BFR 的 交点 为 0， 连 
结 40、DO, 则 D 

LBOA= /BFA 


2 
Be 


同 理 ， 


又 因 
LBOD= /BCD 
2 
-<®, 
., LBOA=/ BOD. 
故 O、4、 了 在 一 直线 上 . | 

局 理 ,分别 连结 OF、00 及 0B、OE， 则 
0O、F .COC 及 及 0、 也 在 一 直线 上 。 即 4D、 
BB、OF 相交 于 一 点 . 

552. 设 入 4BC 的 外 心 为 0, 车 O 关 于 
BC、C4、4B 的 对 称 点 分 别 为 4、B'、0', 
则 44' BB'、 
CC 相交 于 一 点 。 

解 ” 因 为 四 边 
形 040'B 的 对 
角 线 互相 平分 ， 
所 以 它 是 平行 四 _ 
边 形 。 


LOLOP。 
A'CLOB, 

*» AO'LA'C, 
因此 四 边 形 40'4'C 是 平行 四 边 形 ，44'、 
C0' 在 中 点 卫 相交 。 

同 理 ,， BB' 也 过 卫 点 。 | 

所 以 44'、 BB'、 C0' 过 同一 点 于。 

553。 设 AD 是 八 4BC 的 外 接 圆 D 的 直 
径 , 过 直径 4D 的 一 端点 也 的 切线 和 BO 的 


同 理 ， 


到 


ot 


1 
-AM = (AB 
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交点 为 如, BE0 和 4B、4C 的 交点 分 别 为 过 、 
9 则 OP=O04%. 

解 从 C 所 作 
3P 的 平行 线 和 
AD、4B 的 交点 分 
别 为 五 、F, 又 由 0 
作 BC 的 垂 线 0G, 
则 


LOGE- /R=/ODBE, 
所 以 O、G、 刀 如 四 点 共 贺 . 
于 是 人 0DG= /O08BG= 人 人 HCG, 
所 以 G、D、C、 瑟 四 点 共 贺 ， 
“ HGC= -TDC= /LB, 


", HG/ 4B. 
"» GB=G0, ., HF~HO, 
又 … PO/CF, .*, OP=09. 


554. 设 由 正三 角形 4BC 的 边 BC 上 的 
一 点 P， 所 作 4B、4C 的 平行 线 和 AB、AC 
的 交点 分 别 为 如 、D, 若 人 4D 有 的 外 接 
和 入 4 的 平分 线 的 交点 为 0, 则 0 是 A4BC 
的 外 心 。 A 

解 从 O 向 4C 
作 垂 线 OM， 由 问 
题 5936, 有 


+AD). ® 38 
但 人 4BC. 是 正三 角形 ， 
PD/ AB, PE / 4C， 


所 以 
AE+AD=AC. @ 


于 是 由 多 、@ 得 
4MX= 亏 40， 


因此 点 O 在 40 的 垂直 平分 线 上 。 
同 理 ,从 O 向 4B 作 垂 线 ON, 显然 从 是 
4B 的 中 点 , 因而 点 0 是 人 4BC 的 外 心 


SS。 贺 内 接 、 外 切 四 边 形 
555。 圆 内 接 四 边 形 对 角 互 补 。 这 个 命 
题 的 逆 命 题 也 是 正确 的 . 
解 设 四 边 形 4BCD 的 外 接 贺 的 圆心 为 
0, 连结 0B、OD 时 ， 


* LB+LD~2LR, 


人 0 一 到 名 4 广 的 度数 ， 


~ LA4+ LO=#[B0D 的 度数 


十 多 4 的 度数 ] 
一 计 X360* 一 2 人 LR。 
所 以 LZ4 和 LO 互 , 
为 补 角 。 

同 理 , ZB 和 人 人 D 
互 为 补 角 。 

逆 当 四 边 形 B D 
4BCD 的 内 对 角 互 Sy 
补 时 ,就 能 够 画 出 其 
外 接 加 .这 是 因为 : 


假定 过 4、B、C 三 点 的 贺 不 过 顶点 D, 令 
4D 和 贺 周 的 交点 为 
D', 连结 D'C, 则 四 边 
形 4B0D' 是 加 内 接 
四 边 形 ,所 以 


A 


LD'=ZLADC. 
这 是 不 合理 的 。 所 以 
4B0 过 DD 点。 即 能 够 画 出 四 边 形 4BCD 


' 的 外 接 贺 。 


556，。 证 明 ”等 腰 梯 形 内 接 于 圆 .又 若 加 
内 接 四 边 形 的 两 对 角 线 相等 ， 则 此 四 边 形 是 
等 腰 梯 形 . 

解 在 梯形 4BCD . 
中 , 4D1/ 50,4B= CD. 
则 /4BC= DCB. 
.。 LABC+LBAD 

一 DCB 
+LADOC=2ZR (. AD/] BO), 
故 等 腰 梯 形 内 接 于 贺 . 
又 设 四 边 形 4BCD 
为 圆 内 接 四 边 形 , 且 
A0C=BD, 
则 ”4DO=84D 
或 ”4BC=34》, 
“， AB-6D 或 4D=BC. 
故 当 4B=CD 时 , 则 LZ4DB=_/ 人 DBC; 
当 4D= BC 时 , 则 人 4BD= BBC. 
所 以 有 4D1/ BC，4B=CD; 或 4B1CD， 


A 
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4D= BOC. 故 不 论 娜 种 情况 四 边 形 4BCD 
都 是 等 腰 梯 形 . 

557.” 由 人 4B0 的 一 个 顶点 艺 :向 对 边 
BC 作 垂 线 4D, 再 由 也 向 另 两 边 作 垂 线 DE、 
DF, 则 B、 召 、F、C 四 点 共 回 . 

解 因 4EDF 是 内 接 于 回 的 四 边 形 ,所 以 

LAEF= 


LADF. EF 
但 是 
LADC= lB, 
AOLDF. B C 


D 
LADF= /ACB, LAEF= /ACB. 
故 B、 E、 F、 C 四 点 共 圆 . 
558. 外 切 四 边 形 4BCD 的 对 边 之 和 
AB+CD 与 4D+BC 相等 . 
解 设 4B、BC、CD、D4 辣 内 切 贺 的 切 


点 分 别 为 P、@、 玉 、S， 则 = 
. AP=48, S 
BP= B09, 
CR=0Q®, P 
DR= DS. 
把 这 四 个 式 子 的 两 EE 
边 分 别 相 加 ,得 9 & 
7” (4A4P+BP)+ (CR+DR) 
=(48+DS) + (BQ+C9), 
即 4B8-+0CD=A4D+BC. 
559. 在 一 加 上 有 两 等 弧 , 过 每 统 的 两 端 


点 所 作 四 条 切线 构成 的 四 边 形 ， 则 位 于 不 相 
等 二 弧 上 的 两 邻 边 相等 . 

解 设 贺 0 的 至 和 6 六 相等 , 则 

LEOF~= /GOH. 
设 由 五 五、 
G、 吾 名 点 作 该 
加 的 切线 所 构成 
的 四 边 形 为 
4BCD, 则 OB 平 
分 LE0OF, OD 
平分 ZGORH. 所 
以 在 人 BFO 和 和 人 DGO 中 ,人 OFB= 人 R= 
LOGD, LFO0B=~ /G0D, OF =0OG. 
“» ABFCSBADGO, BF=DG. 

但 是 CF=CG,， BC= DC。 

同 理 , -+ 4B=4D. . 


589、. 在 由 四 边 形 4BCD 中 ， 若 相对 两 . 


N 
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边 4B、CD 之 和 等 于 另 两 对 边 4D、BC 之 
解 设 以 和 4、 人 B 的 平分 线 的 交点 0 为 
圆心 ， 可 以 作 一 圆 与 D'D 
三 边 4B、.BC、4D 相 A 
O 不 相 切 ,车 作 此 器 的 
切线 且 平行 于 CD 并 \ 
与 4D、 BC 或 其 延长 
则 四 边 形 4BC'D' 为 圆 外 切 四 边 形 , 所 以 ， 
AB+D'C'= AD'+ BOC’", (O) 
又 由 假定 , 知 
DO~D'C'=[ (AD~AD') + (BC~ BC')], 
“» DC~D'C'= DD’'+CC', 
或 D'C’'=DD'+00'+ DC., 
这 个 四 边 形 的 一 边 等 于 其 余 三 边 之 和 ， 这 是 
不 合理 的 。 所 以 ,该 四 边 形 4BOD 是 圆 外 切 
561.。 在 定 圆 的 外 切 梯 形 中 , 面积 最 小 的 
是 正方 形 . 
解 ” 设 梯形 4BCD 为 圆 外 切 梯形 ，4DV1 
8~ 记 (4D+ BO) x27。 
要 使 5S 为 最 小 ， A D 
只 要 4D+ BC 为 
是 4BOD 是 梯 
形 , 若 设 4B、CD 
点 分 别 为 M、 B 一 9 
因此 在 本 题 中 , 只 要 求 出 MN 为 最 小 就 可 
以 了 .但 .MT 等 于 直径 27 时 为 最 小 。 这 时 ， 
. 562. 4D、50 是 相交 的 两 条 线段 , 当 四 
条 直线 4B、4D、OB、OD 都 和 一 个 圆 相 切 
时 , 则 4B~O0D= 4D~ BO. 


和 , 则 该 四 边 形 是 圆 外 切 四 边 形 . 
切 .. 现 假定 DC 和 圆 
线 分 别 相交 于 D'\ CC， GC 
AB+DC= AD+BC., 全 
即 DCO=DDP'TCC' 二 DO 
四 边 形 , 
3C, 圆 0 的 半径 为 7, 则 梯形 的 面积 8 为 
最 小 就 可 以 了 .但 
N, 则 MX 通过 下 0 并 且 

面积 最 小 值 8 一 47?, 4B0D 为 正方 形 . 

解 设 边 4B、BO.OD、D4 或 它们 的 延长 
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线 和 一 个 圆 相 切 ， 其 切 A 


oO 
点 分 别 为 轧 .F.G、 五 则 人 


AB=AEB— EB 
=AH— BF, zy SN 
OD=06G— DG G 
=OFf—DH. © 
由 外 一 加, 得 


AB—-OD=[(AH — BF) — (OF— DAH)] 
=[(A4H +DH) ~ (BF-+OF)] 
~AD— BO, 

在 4B<OD 时 ,由 加 一 ,得 
OD—AB=BO— 4D. 
因此 一 般 地 A4B~OD=A4D~ BO。 

563. 若 贺 O 的 外 切 四 边 形 4BCD 的 对 
角 线 4C 和 BD 过 圆心 O0， 则 4C、BD 互相 
垂直 ,和 且 四 边 形 4BCD 是 菱形 . 

解 因 对 角 线 A 
AC 过 内 切 贺 的 加 
心 ， 所 以 该 四 边 形 
关于 4C 是 对 称 
的 .. 同 理 , 四边 形 
i BD 也 是 对 称 


AC 1.BD, 
并 且 4B=4D= BO=CD。 
故 四 边 形 4BCD 是 凌 形 . 
564. 四 边 形 45CD 是 圆 的 外 切 四 边 
形 ,着 这 个 贺 的 圆心 为 五 , 则 
LABB+/CBD=2/R. 
解 设 圆心 为 马 ， A D 

把 召 和 各 顶点 4 了、 
C、 DD 连结 , 则 

LBAB= /HAD, 

:LBBA= /NEBG, 

LECD= /BCB, 3 , ¢ 

. LEDC= ZEDA. 

“ LBAB+/BBAT+/ECOD 
+ AEDC=2/R. 
但 是 入 4BE、 人 CDE 的 内 角 之 和 都 等 于 两 
直角 ， 
即 LEB4B+ ZEBA+ SAEB=2 LB, 
LECD+/EDC+ /OED=2/R, 
oo LAEB--/OBD~2LR. 
.565. 车 四 边 形 4BCD 是 一 个 国 的 内 接 
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-AT 
四 边 形 ， 又 是 另 一 个 圆 的 外 切 四 边 形 , 则 连结 
对 边 切 点 的 两 直线 BG、 了 FH 互相 翟 直 . 

解 设 四 边 形 的 边 
AB、 BO CD、 DA 与 . 
内 切 贺 的 切 点 分 别 为 
BE,\ FG H, 则 I 
LBFE=/EGF, ©@ 
LDHG= /HFG: ©® 
但 是 人 和 DRG、A 信 BEF 
都 是 等 腰 三 角形 ,并且 4、B、C、D 四 扣 共 
圆 , 人 AB+AD=2/R.。 '- 


所 以 Se 
LBFE+/ADHGm AR。- 四 
故 由 中 、@、@@, 得 
LEGF+ /HFG= LB, 
.., HF BG. 


566. 设 国内 接 四 边 形 480D 的 边 4B、 
BC、CD、DA4 的 中 点 分 别 为 P、@、 R、S， 则 
人 和信 APS 入 BOP ACRQ、 ADSR 的 外 接 回 
都 相等 并 且 都 与 贺 4BCD 内 切 .。， .… ， 

解 设 四 边 形 4B0D 的 外 交加 的 加 心 为 
O, 线段 40 的 中 点 
为 Oh 则 


OiP- 亏 OB, 
oOS= 工 0D 
于 0D. 


因 04、OB、OD 都 
是 加 O 的 半径 ，。 
所 以 O14 O010=O1P=018. 

因此 以 04 为 直径 的 网 Ot 过 号 及 S, 并 
且 和 加 0O 在 点 4 内 切 。 同 理 也 可 作 以 OPB、 
OC、OD 为 直径 的 加 .所 以 四 个 三 角形 4PS、 
BE9P、CF9、DSR 的 外 接 圆 都 相等 … 并 且 都 
和 圆 O 内 切 . 

567。 设 过 正方 形 4BCD 的 对 角 线 4C 
上 的 任意 点 召 作 4D、4B 的 平行 线 , 与 4B、 
BC、CD、D4 的 交点 L 
分 别 为 五 M、K、 工 ， 

则 此 四 点 在 以 正方 形 
的 对 角 线 的 交点 0 为 
圆心 的 圆周 上 . 
的 交点 ， 所 以 
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O04=0D, 
又 AL=LE=DK, 


LO4T= 王 LR /ODK, 


*. AA0IQADOKR. 
同 理 , 和 人 AOL、 仿 A4O0H、 八 BOM 都 是 全 等 
“ OL=OK~=~OH-~OM., 
因此 LK、M、H 
四 点 在 以 0 为 
心 ,， O05 为 半径 的 
轴 周 上 .、 

568. 以 加 内 
接 四 边 形 4BOD 的 
四 边 4B、BC、 CD、 
D4 为 弦 所 构成 的 
四 个 弓形 角 之 和 LABB+ LBFC+ LCGD 
十 DEL4 等 于 6LR, 

解 ~.4BB 等 于 (圆周 一 4 妃 B) 上 的 圆心 
” 角 的 一 半 ， 其 他 三 个 弓形 角 也 是 一 样 的 。 所 

以 


L4BB+LBFC+LO0GD+LDHA4 是 
(4X 贺 局 ) - (4BB+BFC+C6GD+5H2)， 
即 3X 岗 户 上 的 圆心 角 的 一 半 , 亦 即 是 6 一 五 

569。 设 贺 O 和 
的 切线 畏 FGH 被 
圆 的 外 切 四 边 形 
ABCD 的 边 或 其 
延长 线 分 成 三 段 
FP、FG、GH, 试 
证 此 三 线段 所 对 
加 0 的 圆心 角 的 
大 小 是 一 定 的 。 

解 ” 因 加 0O 是 入 BDF 的 旁 切 贺 ,所 以 

LBOP~ 闻 ZEDF; 


出 0 是 ACFG 的 旁 切 圆 , 所 以 
FTFOG= LAR- 己 ZFCG 


一 于 C2LRB- LPOG); 
0 是 人 BGHH 的 旁 切 圆 ,所 以 
ZGOH ~ 部 LGBH, ” 
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因此 , BOFP、 人 FOG、LGOH 分 别 是 等 于 
人 4DO、LDCB、LCBA 的 补 角 的 一 半 。 

570D， 圆 内 A 
接 四 边 形 的 两 组 ， 
对 边 相交 所 成 的 
角 的 平分 线 互相 
垂直 . 

解 设 4BCD 
为 贺 内 接 四 边 
形 , 延长 4D、BC 
及 4B、DC, 交 
点 分 别 为 F、 如 
设 一 刀 的 平分 线 和 BC、 pe 的 交点 分 别 为 
P.9， 人 LF 的 平分 线 和 PQ 的 交点 为 及 , 则 在 
人 BBP 和 人 BQD 中， 


LBEP= AQED. ©® 
又 因 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 
; LBBP~ /BDY. © 
由 中 、@, 得 LBPE= /EQD, 
因此 LFPQ= /FQP, 


所 以 人 FPQ 是 等 腰 三 角形 。 因此 LP 的 平 
分 线 垂直 P9。 

571。 设 加 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 边 
AB、DC 及 AD、 
BC 的 延长 线 的 交 
点 分 别 为 .也 , 若 
人 4FB 的 平分 线 
和 4B、CD 的 交 
点 分 别 为 ,.B、 丈 ， 
过 .4 了 的 平分 线 
和 4D、BC 的 交 py 
点 分 别 为 K、 工 ， 上 上 
则 四 边 形 GKH 工 是 菱形 

解 ” 由 上 题 知 入 FKL 是 等 腰 三 角形 ，ZG 
垂直 平分 KL 

同 理 ， 允 已 垂直 平分 G 瓦 。 即 GH、KLI 是 
互相 垂直 平分 的 ， 所 以 四 边 形 GK 是 次 
形 。 . 

572。 设 四 边 形 4BOD 的 两 组 对 边 4B、 
DO 及 4D、BC 的 交点 分 别 为 吾 . 权 ,车 人 加、 
人 FP 的 平分 线 互 粕 垂 家 时 ， 则 该 四 边 形 为 轩 
内 接 吗 边 形 . 

解 设 人 ZE 的 平分 线 和 BC、 4D 的 交点 
分 别 为 P、@,， LF 的 平分 线 和 PQ 的 交战 为 


第 二 章 辆 


了 HLPQ， 所 以 

和信 FPQ 是 等 腰 

三 角形 

因此 

LZQPF 
=/APOF. © 

在 人 BPC 和 E 

` 人 4EQ 中 , 人 PEC= 人 4AEQ, 
由 @@, 人 BPC= /BQ4, 
., LPCOB=~ /EAG. 
因此 四 边 形 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 。 

573。 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 边 4AD、 
BC 的 延长 线 交 于 点 G，4C、BD 交 于 点 书 ， 
过 加 作 人 4GB 的 平分 线 的 垂 线 BF, 则 BF 
平分 4C 和 BD 所 夹 的 角 . 

解 令 人 G 的 平分 线 和 AC、BD 的 交点 
为 K、 工 , 则 

LEKP~ 广 /G+ LD40, 


LEBLF=3 LG+LDBo. 


但 LDAC= /DBO, 
LEKF= /ELF. 

因此 ,和 BLK 是 A 
等 腰 三 角形 . 
所 以 ，B 了 平分 
由 AC、BD 所 天 BB 
的 角 . 

574. 车 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 角 
“五 、 呈 的 平分 线 和 外 

接 圆 的 交点 分 别 为 
五. 了, 则 BF 是 该 贺 
的 直径 。 


LCFE= LCBB 一 地 ZA4B0., 
“, LCBF+L/CFE 
=3(LA4DC+ LABO) =LR. 


因而 LEOF~ LZR, 
故 了 3F 是 该 图 的 直径 。 
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575。 设 由 定 加 的 内 接 四 边 形 45CD 的 
顶点 卫 作 任意 弦 BP, 它 和 CD 的 交点 为 @， 
再 由 @ 作 4B 的 平行 线 8B 和 4D 或 其 延长 
线 的 交点 为 马 , 则 EP 过 定点 . 

解 设 BP 和 加 Ss 
0 的 交点 为 了。 A 

ABI EQ, 
所 以 
POBE= /PBA. 
但 是 ， 四边形 
4BPD 是 加 内 接 四 
边 形 ， 


Po 


”OX 


SS 
LPBA= /PDE, 
LPQE= /PDE. 
因此 , P、E、D、Q@ 四 点 共 轿 . 

“。 人 PP- /BDC 4BC( 定 角 ) . 

因为 ”BC 二 BPB 一 2 R， 

所 以 LBCF 也 是 定 角 , 故 了 是 定点 ，EP 总 

576. ABCD A 
是 圆 内 接 四 边 
形 ，4B、DO 及 
BC、AD 的 延长 
线 的 交点 分 别 为 
加 了, 若 记 、 了 F、 E 
也 、 互 四 点 共 圆 ， 则 4C 是 前 一 圆 的 直径 ， 
如 FF 是 后 一 圆 的 直径 . 

解 因 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 

ZLOBE= /ADC. 
又 有 瑟 、F、D、B 四 点 共 贺 ,所 以 
LEBF=/EDF, 
于 是 LA4DO= /EDF, 
“. LADC= RPR= 了 7DF 
因此 40 是 前 一 圆 的 直径 , 了 8 是 后 一 圆 的 
直径 。 

577， 若 阅 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 边 
4B、DC 的 延长 线 相交 于 P, 4D、BC 的 延 
长 线 相交 于 @, 则 人 BPC、 和 人 DCQ 的 外 接 贺 
的 另 一 交点 在 PQ 上. 

解 若 信 DC8 的 外 接 贺 和 P9@ 的 交点 为 
五 , 则 C\、 也 、q、 召 四 点 共 贺 ,所 以 

ACNQ= 一 4Da. 
但 四 边 形 4BCD 是 贺 的 内 接 四 边 形 ,所 以 
LADO= /PBO, 


~ 
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于 是 LPBC= /0EQ, 
因此 P、B、C、 刀 四 
点 半圆 . 

所 以 和 人 BPC、 入 DC@ 
的 外 接 贺 的 另 一 交点 
在 P8 上 . 

578， 在 人 4FC 
的 两 边 4B、BO 的 外 
侧 分 别 作 正方 形 
4BED、BCGF, 再 以 第 三 边 C4 为 对 角 线 作 
正方 形 4KCH, 则 三 个 正方 形 的 外 接 圆 过 同 
一 点 。 

解 设 正 方形 B4DE、BCGF 的 外 接 贺 的 
另 一 交点 为 P， 因 弧 n 


BP4 是 圆周 的 工 ， 
所 以 
AL4PB= 孔 LZR. 


同 理 ， 
LBPO=3 ZR, 
, LAPCE4/R 


-(3 LRx2)= ZR. 
因此 三 在 以 4C 为 直径 的 贺 上 ， 即 在 正方 形 
AHOK 的 外 接 加 同上. 
579. 车 四 边 形 4BOD 为 贺 的 外 切 四 边 
形 , 则 人 4BC、 和 人 AD0C 的 内 切 圆 互相 外 切 . 
解 ”假定 两 圆 在 4C 上 的 切 点 分 别 为 PP、 


&, 则 由 问题 44, 知 
4P 一 也 (40+A4B-_BO). © 
在 入 4DC 中 ， 
49= 子 (40+ AD- DC). @ 


但 是 4BCD 是 圆 的 
外 切 四 边 形 ， 册 问题 
558, 知 
AB+0D=AD+ BO, 
即 4B-BC 
=AD-CD,. 
因此 由 @、@@, 有 4P=4q9， 
所 以 一 和 4 重 含 。 因 此 两 圆 互相 外 切 。 
580. 若 圆 内 接 四 边 形 的 对 角 线 互相 垂 
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直 ， 则 由 交点 向 一 边 所 作 垂 线 平分 其 对 边 。 
[ 布 拉 美 古典 定理 ] C 
解 ” 设 圆 内 接 四 
边 形 4BCD 的 对 
角 线 的 交点 为 0， 
由 0O 疝 4 刀 所 作 垂 
线 的 垂 足 为 路 , 延 
长 MO 和 CD 的 交 A 
点 为 ,于 是 由 人 人 40B= 人 R, OM 44B. 
可 知 LAO0M~= /0OB4， 
ADB4= Do4， 


.因此 ZNOc= 一 Nco,， 从 而 NO=NO. ，. 


同 理 NO=ND, 故 广 是 DC 的 中 点 . 

581. 车 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 两 对 角 
线 互相 垂直 , 则 其 一 边 4B 和 圆心 O 的 距离 
OF 等 于 对 边 CD 的 一 半 . : 

解 设 AC、BD 的 交点 为 马 . 
线 垂直 于 4B, 和 CD 
的 交点 为 G, 由 上 题 
知 


GO—GD=3 DO， 


因而 OG_LCD. 

同 理 ， 由 加 作 直线 

垂直 于 CD, 和 4B 的 交点 为 妃 则 
FE-FA-PB, 

因而 OP.1.4B. 

但 FB /OG ( 同 垂直 于 CD)，BG/ OF, 所 以 . 

BFOG 是 平行 四 边 形 . 


故 OF 一 BG 一 立 CD. 


由 召 作 直 
Db 


582. 考 圆 内 接 四 边 形 4BOD 的 对 角 线 
互相 垂直 , 从 其 交点 0 向 各 边 4B、BC、CD、 
D4 所 作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 、F、G、 五 , 则 
此 四 点 共 贺 . 

解 设 4B、BC、CD、D4 的 中 点 分 别 为 
P、8@、R、S， 由 问题 A 
580, 可 知 BO 的 延长 
线 过 点 BE,GO 的 延长 
线 过 点 也, 所 以 EE、G 
是 在 以 了 PE 为 直径 的 . 
圆周 上 

同 理 , 了 五 是 在 以 : 
QS 为 直径 的 贺 周 上 ， 但 是 ，PQRS 是 矩形 ， 
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故 以 PR 为 直径 的 加 和 以 9S 为 直径 的 沿 是 
重合 的 。 因此 点 瑟 、F、G、 五 在 以 PR 为 直 
径 的 圆周 上 。 

注 在 这 种 情况 下 , EB、 FG、H, P、@、 
到 8 是 在 同一 圆周 上 , 称 为 八 点 贺 . 

583， 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 
的 交点 为 0, 由 O 向 各 边 4B、 BC、CD、D4 
所 作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 刀 、F、G、 五 , 则 四 
边 形 万 FG 及 能 画 一 内 切 贺 . 

. 解 由 于 L4BO=- -4REO= AR。 所 以 

四 边 形 4BO 瑟 是 圆 的 内 接 四 边 形 , 因而 ， 

LHAO0=/HEO. 


同 理 ， FBO /FEO. 
但 是 LAB40= ZFBO, 

LHEO= /FEO., 
即 BO 平分 LHEF. 


同 理 ，FO、GO、HO 
分 别 平分 ZF、 人 G、 
人 HH， 所 以 由 0O 到 四 边 
形 忆 FGH 的 各 边 的 距 
离 相等 , 故 BFGZ 能 以 
O 为 圆心 画 一 内 切 圆 

584. 证 明 ”由 加 内 接 四 边 形 的 各 边 的 
中 点 向 对 边 所 作 的 垂 线 相交 于 一 点 . 

解 ” 设 园 内 接 四 边 形 为 4BCD, E、 了 、G、 
五 分 别 是 各 边 的 中 点 ， 
由 至 、G 分别 作对 边 
AD、BC 的 垂 线 ， 相 交 
于 点 P， 则 EP、OG 同 
为 4D 的 重 线 ， 所 以 
EPIOG¥H PGN OB 
(都 垂直 于 BC)， 故 
GPEO 是 平行 四 边 形 , OP 过 GB 的 中 点 
并 且 PK=KO。 但 是 B、G、、 玉 是 原 四 
边 形 各 边 的 中 点 ， 所 以 已 FGH 是 平行 四 边 
形 .因此 五 了 过 G 双 的 中 点 严 ， 并 且 被 这 点 
所 平分 ,所 以 PROF 是 平行 四 边 形 。 

» HP/OF, OP LOCD， 


因而 HPLCD. 
局 理 FPLAB. 


因此 由 贺 内 接 四 边 形 的 各 边 的 中 点 吾 、 五 、 
G、 互 向 对 边 所 作 的 垂 线 相交 于 一 点 卫 。 

585。 由 圆 内 一 点 P 向 圆 的 内 接 四 边 形 
4BCD 的 对 边 4B、 OD 作 垂 线 PE、PH, 车 


cy ea 一 一 一 一 
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它们 和 40、BD 的 交点 分 别 为 PG, 玉 、 工 ， 
则 工 、G、 政 、 万 四 点 共 奖 . 
解 因 人 4BF90°, 所 以 
KFG - 
=90°— /BAO., 
又 因 人 DBI=90°，, 
所 以 
LGLK 
=—90°— /BDO., 
但 是 


LBAC= /BDO, 
“» AKFG=/GLK. 
故 工 、 G、 有 五、 了 下 点 共 回 ， 

586. 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 
的 交点 为 召 , 过 点 召 作 直线 GBH 垂直 于 过 
如 点 的 直径 ， 若 此 直 
线 和 A4B、CD 的 交点 
分 别 为 G、 囊 , 则 

EG= EH. 

解 设 由 C 所 作 
妃 G 的 平行 线 和 直径 
及 圆周 的 交点 分 别 为 
ZY、K, 则 CB 垂直 于 BF( 直 径 上 的 线段 ). 
因为 BCR, 所 以 

LHEC~ /AECK~— /BKEC= /GEK. 
但 是 LECK+ 人 ABK=2/R (. 4, B、 
长 、C 四 点 是 共 略 的 ) . 

LGEK+ /GBK=2/R, 
故 百 、 及 、B、G 四 点 共 圆 , 从 而 
LEKRKG= /EBG= /ECH. 
EV LKO, 
*. EK=EC, AGEK=/HEC, 
因此 人 GBKQAHEC, .. EG—EH. 

587. 若 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 ， 则 
入 4BC、 八 4BD、 八 4CD、 八 BCD 的 内 切 
圆 的 圆心 收 、NW、P、@ 是 矩形 的 顶点 . 

解 令 EFG、 
及 为 顺序 弧 4B、 
BC、CD、D4 的 
中 点 ， 设 BG、 FH 
的 交点 为 7 则 


Ac 人 


BIH 等 于 名 4 立 


+ZHCG 上 的 圆周 
角 , 即 人 BE。 


又 因 
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又 因 点 M、N 在 以 台 为 圆心 、 玫 4 为 半径 
的 圆周 上 (问题 459) ,所 以 等 采 三 角形 BMN 
的 底 边 办 入 是 垂直 于 人 DEC 的 平分 线 EG. 
但 是 BG1 HF, ., MN/HPF. 

同 理 , PN/GE, .. APNM=/R. 

同 理 ， 人 NPQ= 人 POM = 人 LR, 

所 以 MMNPQ 是 矩形 。 . 

588. 若 以 加 内 接 四 边 形 4BOD 的 各 边 
为 弦 作 任意 圆 , 则 这 些 圆 相交 的 四 点 共 圆 . 

解 设 以 4B、BC、CD、D4 为 弦 所 作成 
的 圆 的 交点 顺 次 为 忆 、9、BR、S， 吾 忆 、DR 分 
别 延 长 到 至、 环 , 则 

LEPQ= -gcCB， 一 万 PS= /8AB, 
LFRO= /QC0D, LFRS= /SAD,. 


这 四 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 
LSPQ+ /SRQ=/BCD+ /BAD,. 
但 是 LBOD+ 人 LBA4D=2 人 LR,. 
*, LSPQO+ /SRO=2/R. 

因此 PQRS 是 网 内 接 四 边 形 . 

589. 连结 团 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 角 
线 4C, 设 人 入 4BC 及 人 40D 的 重心 分 别 为 
U、V, 则 线段 UF LBD， 


解 因 BDU、 DV 同 垂直 于 4C， 所 以 互相 
平行 。 从 外 接 加 的 加 
心 0 所 作 4C 的 重 线 。 ”A 一 只 
的 垂 足 为 万 ， 由 问 是 


500, BV、DV 都 等 于 
OB 的 两 倍 ,所 以 它们 
相等 。 因 此 BDVU 


是 平行 四 边 形 。 所 以 ¢ 
UV LZ.BD, B 
590.。 在 内 接 贺 O 的 四 边 形 4BCD 中 ， 


车 四 个 三 角形 4BC、BCD、DC4、DAB 的 外 
心 分 别 为 P、@、B、 5, 则 四 边 形 PQRS 和 原 
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四 边 形 全 等 . | 

解 若 0B1LBC， 则 AP=20E (由 问题 
500), 写 AP/ OB. 
又 因 D8Q=20E, 
且 D8/fOE, 

AP 4.DQ. 

故 四 边 形 4PQD 是 
平行 四 边 形 。 
因而 PQ LAD. 

同 理 ，9R 人 4B， 
所 以 LPQR= LDAB. 

同 理 ， DOLPS, BOLRS. 

因此 四 边 形 4BCD 和 四 边 形 PQRS 全 等 . 

591。 在 圆 内 接 四 边 形 4BCD 中， 三角 
形 4B0C、BCD、CDA、DA4B 的 重心 分 别 为 
Hi H2\ H;、 Hs, 
则 A482、BHs、 
CH4、DHi1 相交 
于 一 局 

解 ” 因 四 边 形 
AR1iH2D 是 平 
行 四 边 形 (由 上 
题 ) 2 所 以 4 万 ?、 
DH1 相互 交 于 中 点 8。 

同 理 ， 4BZLH9Hs, CDZ HiIH. 
所 以 BE3、 CE4 交 于 4 妃 z? 的 中 点 4， 故 AH,;、 
BH;:, OA、 DH!i 交 于 一 点 Ss, 


9。 相 交加、 相 切 

592. 阁 两 四 有 一 交点 不 在 连 心 线 上 , 则 
此 两 圆 还 有 一 个 交点 。 

解 设 4、 好 
是 两 团 的 圆心 ， 
在 连 心 线 4B 外 
两 加 有 一 个 交点 
CC。 由 CC 作 4B 
的 垂 线 CD, 在 其 
延长 线 上 取 一 点 妃 , 使 DB 一 CD, 4、B 分 别 
和 QC、 加 连结, 因 4B 是 OB 的 垂直 平分 线 ， 
所 以 


AE=AC, BO~ BE. 

因此 召 在 以 4 为 圆心 的 加 上 ， 又 在 以 马 为 
罗 心 的 加 上 。 所 以 两 网 又 在 点 名 相 交 , 而 生 
两 圆 除 C、 如 外 没有 其 他 的 交点 了 。. 
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两 圆 没有 其 他 交点 . 即 此 两 圆 为 内 切 或 外 切 . 
AB 上 有 一 交点 
连结 4D、DB. (1) 
而 BD= BO, . 4D>40. 
再 没有 别 的 公共 点 了 ，。 即 
而 ABT4BD=AC, .. AD<AC. 
00’ 垂直 平分 公共 
疆 
即 00' 是 等 腰 AO4 的 顶 角 平分 线 、 轩 而 
平面 可 分 成 多 少 部 分 ? 
若 把 平面 分 成 四 个 或 八 个 部 分 试 分 别 用 
解 一 个 贺 把 平面 分 成 两 个 部 分 。 作 第 二 


593. 若 两 加 有 一 交点 在 过 心 线 上 , 则 此 
解 ” 设 园 4 和 和 
圆 瑟 在 连 心 线 
p> 
C, 在 加 马上 除 
C 外 任 取 一 点 了 ， 
在 图 (1) 的 情况 下 ， 
4D 十 DBD>4CTATCB， 
因而 了 在 圆 4 的 外 部 ,所 
以 加 4 和 回 巨 除 点 C 外 ， 人 NS 
此 时 两 圆 外 切 . (人 
在 图 (2) 的 情况 下 ， 
AD<AB+BD, (2) 
因此 刀 在 圆 4 的 内 部 , 所 以 加 4、B 除 点 
C 外 再 没有 别 的 公共 点 了 , 即 此 时 两 贺 内 切 . 
594. 两 圆 O0、O' 相交 于 4、B 两 点 , 则 
绞 4B. 
解 将 圆心 0、 < 
0' 分 别 和 4、B 连 
则 入 400' 委 入 B00'( 三 边 相等 )。 
*. LAOO'= /BOO', 
00' 垂直 平分 4B. 
595. 平面 上 不 同 的 两 加 可 把 平面 分 成 
三 个 或 四 个 部 分 . 车辆 由 一 个 增加 到 三 个 时 ， 
平面 上 不 同 的 三 个 圆 ， 最 少 可 把 平面 分 成 
四 个 部 分 ,不 可 能 分 成 九 个 以 上 的 部 分 , 试 说 
明理 由 ; 
表示 这 两 种 情况 ; 
车 把 平面 分 成 五 个 、 六 个 、 七 个 部 分 , 试 分 
别 用 图 表示 每 种 情况 . 
个 圈 时 , 车 与 第 一 个 贺 不 相交 , 则 把 平面 分 成 
三 个 部 分 ; 若 相交 , 则 把 平面 分 成 四 个 部 分 
第 三 个 加 和 前 两 个 网 可 以 完全 不 相交 或 相 


1 


0@ 


和 
时代 
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2 
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2 
1 
3 
1 
2 
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> 


交 于 一 个 点 、 二 个 点 、 三 个 点 , 妈 个 点 ,但 不 能 
多 于 四 个 交点 。 而 且 由 于 最 初 的 两 圆 把 平面 
分 成 三 个 或 四 个 部 分 ， 设 第 三 个 圆 和 此 两 圆 
的 交点 个 数 为 %，0 三 ?友人 4。 


9 


当 % 一 0 时 ,三 个 圆 把 平面 分 成 四 个 或 五 个 “. 


部 分 ; 
当 %==4 时 , 把 平面 分 成 八 个 部 分 , 所 以 没 
有 把 平面 分 成 多 于 八 个 部 分 的 . 

. 596. 老 任 意 圆 都 和 相交 两 定 圆 相 切 , 则 
由 定 圆 的 圆心 到 任意 圆 的 圆心 的 距离 之 和 或 
差 是 一 定 的 。 

解 ” 设 相交 两 定 圆 的 圆心 为 4、B, 此 两 加 
都 和 圆心 为 C 的 任意 贺 相 切 ， 又 设 圆 A、B 
的 半径 分 别 为 有 、ER', 贺 C 的 半径 为 7,(B> 


EB). 
(A 
(Y \ 7 

“Ey 

(i ) 当 贺 C 和 圆 4、B 外 切 时 , 则 

AC~BCO= (RT?7)~ (R'+?7)=BR~R', 

(并 ) 当 圆 C 和 圆 .4、B 之 一 (如 加 4) 外 
切 和 男 一 圆 (如 圆号 ) 内 切 时 ， 

则 4Ct+BO= (ER+7) 二 (BR 一 人 =Ri+R'. 

(这) 当 圆 CC 和 贺 4、 瑟 都 内 切 时 , 则 

AOC~BC= (BR—7) ~ (BR'_?) =R~R'. 
因此 ,不 论 在 那 种 情况 下 ，AC 与 BC 之 和 或 
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差 是 一 定 的 。 
597. 圆 0 内 切 于 圆 0, 又 切 于 它 的 直 


径 4B， 若 这 两 四 的 内 切 点 和 点 4 的 连 线 ， 
与 内 切 辆 的 另 一 个 交点 为 C， 则 过 C 点 的 切 
线 垂直 于 直径 4B 

解 在 图 中 ,了 是 
两 圆 0、O' 的 切 点 ， 
所 以 O、O' 多 在 一 
直线 上 。 

又 0O'T=0'0, 
OT=04. 
LA=/T= /LTCO,, 
“0'0104. @ 
又 设 CH 是 圆 0' 的 切线 ， 
。» CHILOCO', ®@ 
由 O.@， 0H1AB. 
”598。 试 证 以 直角 三 角形 4BC 的 余 边 
BC 的 中 点 品 为 贺 
心 , 以 4B+4C 为 
直径 的 圆 和 以 AB、 
4C 为 直径 的 两 加 
相 切 . 

解 设 五 也 分 别 是 边 40、4B 的 中 点 ， 
则 一 、 吾 分 别 是 以 4B、4C 为 直径 的 贺 的 
圆心 。 但 是 ， 

圆 忆 的 半径 = 二 (4B+4C)，。@ 


所 以 


.加 也 的 半径 一 瑟 4B， 四 
罗马 的 半径 = 于 4C. ® 
由 .@.@, 得 
加 也 的 半径 一 圆 也 的 半径 
至 AC=DF,. 


即 两 团 D、 了 的 圆心 距 等 于 两 辑 的 半径 之 差 。 
所 以 匮 刀 与 画 忆 相 切 . 

同 理 , 圆 卫 与 圆 忆 也 相 切 。 

599. 确定 一 点 也, 使 点 卫 和 两 定点 4、 
BB 所 连结 的 线段 4、 


N 
PB 之 和 等 于 已 知 的 2% 
定 长 。 若 以 P4 为 直 xX ) 
径 作 圆 ， 则 该 阅 便 切 {MC WA 
于 定 圆 . 
解 如 图 ， 设 以 了 4 为 直径 的 贺 的 圆心 为 
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0, 连结 4B 的 中 点 到 和 O 的 直线 与 圆周 的 
交点 为 信 , 则 


ON—PO~ 二 Pp4 MO= 写 PB, 
.~ MN2=ON+MO 
一 王 (PA+PB) 一 一 定 . 


因此 圆 0 与 以 下 为 圆心 , 寺 (P4+PB) 
为 半径 的 定 贺 相 切 . 

6oo。 过 两 加 的 交点 Z、 了 作 两 直线 
AXB、CYD, 若 它 们 和 贺 分 别 相交 于 4、B， 
C\ D, 则 弦 4C、BD 平 行 . 

解 6G) 若 4B、CD 在 圆 内 不 相交 , 则 

ZXYDT+ /XBD=2/R, 二 
又 因 
ZXYD= /XAO. ®@ 
由 @、@, 得 
ZXACT+/AXBD=2/R, 
所 以 4C1 BD 

全 若 4B.CD 

在 贺 内 相交 ， 设 


故 4O1/ BD. 
601. 若 过 相 切 两 圆 的 切 点 作 任意 两 孩 
PAQ、 EAS, 则 PEN QS. 
解 在 点 4 作 两 圆 的 公 切 线 ZM。 
在 图 ( 届 中 ， 
AP4DT 一 PR4， 
LMAQ=/LASQ. 
LPAL= /MAY, 
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.PR4= 489， 
PR/S9。 
在 图 (2) 中 ， 
LP=LMAR= /0, 
PRI QS. . 
602.。 设 两 圆 在 点 召 外 切 ， 若 它们 的 直 


径 4B、CD 互相 平行 , 则 直线 4D、BC 相交 


于 点 五 - A c 
解 因 连 心 线 

00' 必 过 切 点 羽 A 

车 连结 吾 B, BC， / FSN/ 

则 在 等 腰 三 角形 

OBE、 0'08 中 ， 


AB | Do， 
“ AEOB=/EO'O, 
。。 LOBEB=/0'EC0, 
因此 B、 E、 O 在 一 直线 上 ， 即 BC 过 点 五 。 

同 理 4D 也 过 点 召 。 故 直线 4D、BC 相 
交 于 点 五 。 

603。 直线 民生、 了 Y"” 和 半径 相等 的 两 
圆 O、O' 相 切 , 车 了 Y' 入 际 ' 的 交点 为 了 ， 
00' 和 县 '( 或 了 Y') 的 交点 为 四 , 则 

2PM=00’, 

解 设 对 X' 和 加 0O、0' 的 切 点 分 别 为 工 、 
W, 则 

: A 人 AOLMOQAO'NM, 

“» OM=0'XM. 
又 因 加 0、0' 是 等 圆 ,所 以 0O01 了 了 了， 

. AOPY'=/MOP., 


又 因 


604. 如 图 , 作 DE 平行 于 从 4BC 的 边 
BC, 则 人 4BC、 人 入 4DE 的 外 接 贺 相 切 .。 
解 过 点 4 作 贺 4BC 的 切线 47。 因 
LTAC= /ABC= LADE, 


因而 
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从 而 47 在 点 4 和 
ADE 相 切 。 即 
两 加 和 同一 直线 
47 在 点 4 相 切 ， 
故 两 圆 相 切 。 

605， 在 相交 
两 贺 之 一 的 圆 上 取 
任意 一 点 了， 车 点 
PP 和 两 加 的 交点 4、B 所 连结 的 直线 分 别 交 
另 一 圆 于 9、 玉 两 点 , 则 圆 4BP 中 过 点 卫 的 
直径 垂直 于 QE. A 一 9， 

解 设 PS 为 直 也 
径 , 则 
ASP= /ABP 

=AAQR. 


@ 

设 直径 PS 和 QR 的 交点 为 以 ， 由 @@， 知 
4、S、M、@ 四 点 共 闸 ， 

LPMQ= LPAS., 
但 PS 是 直径 ,所 以 LPA4S= 人 人 RE， 
从 而 LZPMQ= /R, 
故 PS 1QR. 

606。 洁 过 两 
圆 的 交点 4、B 作 了 2 F 
平行 线 DAF CBE 
和 两 区 的 交点 分 别 CC A 所 
为 D、F, C、 召 , 则 

DF=0E. 

解 由 假设 DF/CE, 又 由 问题 600， 
DC FE 所 以 DCBF 是 平行 四 边 形 ， 因 此 
DF=08., 

607.。 在 相交 两 圆 O0、0' 中 的 一 个 贺 0 
上 ， 取 两 点 已 、9,， 作 四 条 割 线 PAC、PBD、 
@A4AB、QBF, 车 
它们 与 车 0' 的 
交点 分 别 为 C、 
DB、B, 则 

DE/ CF. 

解 ” 在 右 图 中 , 因 

LCAB= /PAYQ= /PBO= ADBF, : 
所 以 (=D, 
DE/ CF. 
608. 设 两 定 贺 的 交点 为 4、B, 过 点 碌 


-| 的 任意 直线 和 圆 0、O 的 另 一 交点 分 别 为 
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了 P、@, 则 线段 PQ 的 中 点 好 在 定 圆 上. 
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车 它们 与 贺 0' 的 交点 分 别 为 C、D， 则 


解 过 B 作 加 F 垂直 于 4B， 设 它 与 两 加 | 4Df BOC. 


的 另 一 交点 为 B、 卫 ， 则 
2 如 /9F (由 问题 600) 。 
考 设 瑟 8 的 中 点 为 W, 则 


MN /PE / QF. @ 
但 PBBA4 是 贺 的 内 接 四 边 形 ,所 以 ， 
LP=ALABF=/R. ©® 


因 加 了 在 点 如 垂 
直 于 4B， 所 以 
是 定 弦 ,和 是 它 
的 中 点 ,是 定点 ， 
因此 由 人 = 
8R， 可知 妈 在 
以 4 为 直径 的 定 圆 上 . 

609， 两 定 风 0、0' 相交 于 4、 了 两 点 ， 
在 加 OO 上 取 异 | 
于 点 4 的 一 点 
卫 ， 若 连结 卫 4 
的 直线 和 加 0O" 
的 交点 为 4, 线 
段 PQ 的 中 点 
为 絮 , 线段 00' 的 中 点 为 人， 

( 证 明 人 PBM 和 和 AOBN 祖 似 ; 

(2) 当 点 一 在 贺 O 的 圆周 上 移动 时 , 则 点 
2 在 怎样 的 图 形 上 移动 ? 

解 (1) 因 


人 BPQ 闻 LBOA= /BOO’, 


LBQOP=3 LBO'A4= LBO'O, 


。 人 PBQAOBO', 
因此 PM:ON=P8:00'==PB:0B, 
从 而 A 人 PBMwAOBN. 


(2) 可 以 和 上 题 同 样 考虑 ， 也 可 以 作 如 下 
考虑 : 


由 (人 ， LPUB-LONB 广 ZANS, 


又 因 入 4 一 入 B, 所 以 N 是 加 M4 巨 的 圆心 . 
因此 点 站 在 以 六 为 圆心 , N4 为 半径 的 图 
上 移动 . 

610.。 贺 O 过 贺 0' 的 圆心 并 与 它 交 于 


4、B， 由 较 O 上 一 点 三 作 两 直线 P4、PB， 


解 在 人 PO0'B 和 人 PO0'C 中 ,PO' 公共 。 
LBPO'~ /CPO'(. AM0'=P0), 
LO0'BP= /0'AC0 P- 


因此 4D1/ BC. 

611. 两 路 O、0' 相交 于 4、B， 过 4 作 
两 吏 间 的 任意 割 线 C4D。 车 CO、DO' 的 交 
点 为 瑟 , 由 轧 作 CD 的 垂 线 B 了 与 B4 的 延 
长 线 相交 于 点 则 CO 如、B、 刀 、 下 五 点 共 
圆 。 

解 ” 作 直径 CG， 
则 4G、FB 同 垂直 
于 CD, 因此 

4G1 FH. 
". LBFE 
一 人 B4G 
一 DOG， 
因而 过 也 、B、 五 的 贺 过 点 C. 

同 理 。 作 加 0' 的 直径 DH, 由 4H/ BF， 
可 知 过 了 B、 甩 的 加 过 点 DD， 因 此 C、 如 、 
B、D、 也 五 点 共 回 ， 

612. 在 内 切 的 两 画 中 , 设 C 为 小 四 的 加 
心 , 0 为 大 圆 的 圆心 , PP 为 切 点 ， 圆 0 的 弦 
PQ 和 加 C 相交 于 点 到， 过 点 局 作 圆 C 的 切 
线 与 贺 O 交 于 4、B, 则 @ 是 她 的 中 点 , 

解 ” 因 三 是 两 圆 0、 
C 的 切 点 , 所 以 点 也、 
CO、O 在 一 直线 上 。 

车 连结 CR、Og， 
则 


CP =0R, 
OP =008, 
所 以 CRJ/O08。 但 是 也是 园 C 和 48 的 切 
点 , CR_LAB, 
.. O91 4B, 
故 @ 是 .人 的 中 点 . 
613.。 设 两 加 外 切 于 点 卫 , 若 直 线 4B 与 
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两 加 的 切 点 分 别 为 4、B, 则 以 4B 为 直径 的 
加 过 点 了 P， 且 在 该 点 和 两 加 的 连 心 线 相 切 。 
解 若 过 点 P 
作 两 贺 的 公 切 线 
交 4B 于 点 O， 
则 
O04A=O0P=0B. 
故 着 以 O 为 加 
心 , 04 为 半径 作 园 ， 则 此 贺 过 点 4、P、B， 
即 以 4B 为 直径 的 加 过 点 了. 
但 OP 是 该 加 的 半径, 且 OP LOD, 所 以 此 
四 在 点 卫 切 于 CD。 
614. 训 丙 外 急 过 切 点 的 直线 和 两 加 
相交 ， 若 在 交 
ee 
则 此 两 切线 平行 。 
解 ” 设 两 加 的 _ 
切 点 为 C， 过 点 
C 所 作 直 线 和 两 
贺 的 交点 分 别 为 
4、B， 车 过 点 
4、 BB 的 切线 和 
过 点 0 的 公 切 线 的 交点 分 别 为 恕 ,, 则 
ZEAC= /ECAd, LAFCB= /FBC., 


但 是 ”人 人 BCA4= 人 FCB( 对 顶 角 )， 
*. LEAC™ /FBO, 
故 AB/ BF. 


615. 若 两 圆 O、OC' 相 切 于 点 4, 贺 O 的 
纺 BC 各 0O 相 切 于 点 DD, 则 AD 平分 BAC 
的 外 角 . 

解 若 延 长 C4、 
D4 和 加 OO、0O' 分 
别 交 于 召 、F， 则 

DE/I CF 
(问题 601)， 
" LADE=/F=/ABD, 
又 因 人 人 3= 人 人 4DB, 即 两 个 三 角形 4DB、 
4BD 的 两 个 盘 分 别 相等 ,所 以 简 下 的 角 也 相 
等 。 
即 LDAB=/DAB, 
故 4D 平 分 <BAC 的 外 角 ， 

616。 设 过 外 切 的 两 等 圆 的 切 点 C 作 任 
意 两 弦 CD、0B 互相 垂直 ， 则 DB 平行 且 等 
于 连 心 线 AB, 


1 0O,， 则 C 是 定点 .。 连 
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解 AC= AD, BC=Bh, 
所 以 LACD=/ADO, LBOB= /BEO., 
但 是 LDCB=LR 且 4B 过 点 0， 
所 以 ， 
LA4OD 上 BOB = 4DOT BEC- LR,. 
" LA+LB 

一 2R， 

于 是 4D/ BE, 
且 4D=BE, 
从 而 4DBB 是 
平行 四 边 形 . 
故 


DELAB. 

617. 定 直 线 与 定 圆 不 相交 , 若 作 外 切 于 
定 圆 又 切 于 定 直线 的 任意 圆 ， 则 连结 两 切 点 
的 直线 必 过 一 定点 ， 

解 设 定 加 为 0， 定 直线 为 XY, 8XY,、 
贺 0 和 任意 留 0' 的 
切 点 分 别 为 4、B. 
由 点 0 作 有 了 的 垂 
线 和 圆 O 的 交点 为 


结 4B8B、BC， 因 
0、0' 外 切 ,所 以 00 
过 切 点 BB。 
又 因 0'4 /00C, LAO0'B= /BOO., 
但 是 人 A40'B、 人 BOC 都 是 等 腰 三 角形 , 它们 
的 底 角 相等 。 因 此 

LA4B0'= /0BC, 
又 因 0B0' 是 一 直线 ， 所 以 4、B、O 在 一 直 
线 上 。 因而 4B 过 从 O 向 XY 所 作 的 改线 
和 四 0 的 交点 , 即 过 定点 C。 

618. 在 上 题 中 , 当 圆 O、0' 内 切 时 , 连 
结 两 个 切 点 的 直线 
也 过 一 定点 . 

解 设 两 加 0、 
0' 内 切 于 点 B， 则 
O'\、O、 了 3 在 一 直线 
上 . 

设 4B 和 加 0 
的 交点 为 C， 连结 00, 则 0B 二 00', 0'B= 
0O'4。 所 以 LO00'B= /0'’4B=/B, 

“, O41 oO0’, 
又 因 0'4LXY, 于 是 00'LXY、 
因此 , 和 上 题 一 样 , 0' 是 定点 , 显然 4B 过 定 


倍 且 内 切 , 当 贺 CO' 在 
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点 0'。 ; 
“…619。 设 贺 O 的 半径 是 圆 O' 的 半径 的 两 
贺 O 的 内 侧 深 动 时 ， 
其 切 点 为 C， 贺 0 的 
定 直 径 4B 与 贺 0' 的 8 
交点 为 如 则 
204=0P. 

解 连结 0'P, 则 LC0'P=2ZCOP. 
设 * . LAOC=a, O04=27, 
则 


~ a To 
AC=477 X 360 王 30 


2a [ade 
Fo 2x7 x -了 一 0 


2 64=08., 

.620， 设 4 是 两 加 的 公共 弦 , 过 其 中 一 
加 上 的 任意 点 卫 作 直线 P4、PB， 和 另 一 贺 
的 交点 为 8、, 则 弦 8 的 长 一 定 。 

解 连结 4B、 Q 
AR,， 则 
LQAR 

一 .4PR 

十 一 4FP. 

因为 4B 是 一 定 b> 
的 , 可 知 人 APR、 ARP 的 大 小 是 一 定 的 . 
所 以 人 8@AB 是 一 定 的。 因而 , 弦 QR 的 长 度 
是 一 定 的 . 

621.。 设 外 切 两 圆 0、O' 的 外 公 切 线 为 
AB, 其 切 点 分 别 为 4: B, 则 过 4、B 且 和 
直线 00' 相 切 的 圆 的 圆心 是 4B 的 中 点 ML. 

解 设 由 两 加 的 切 点 7T 作 公 切 线 与 4B 的 
交点 为 了 L; 则 : 

MA=MT=MB, 


于 是 ML 是 4B 的 中 点 。 
叉 因 MT_100', 
因此 ,以 四 为 贺 
心 过 4、B 的 同 
和 00' 在 点 了 相 
切 . 
“所 以 点 到 是 
过 4 B 且 和 00' 相 切 的 圆 的 圆心 ,也 是 4 了 B 
的 中 点 。 
622， 若 三 个 贺 O1、 Os、 Os 两 两 外 切 , O1 
各 02, 0 和 03，0s 和 01 的 切 点 分 别 为 4、 


只 
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Q@、B 的 直线 的 交 
点 为 肪 则 点 加 
不 在 圆 03 上 .其 


B、0, 过 点 4 的 直线 和 圆 0, 的 交点 分 
中 点 了 P、 信 和 
点 妃 、C 是 不 同 


别 为 RP、@ 过 
% 


PP ee 
解 显然 KR 在 人 4BC 的 外 接 国 上 . 这 是 
为 : 


由 4 作 困 O1、O; 的 公 切 线 4T， 在 图 中 
LP= /C0AT, /QO=/LBAT, 


" LP+/Q=/04B. 
在 人 PQR 中， 
LP+/Q+/LR=180°, 
所 以 ， LCAB+ 人 LCRB=180°， 


因此 , B、C、A4、B 四 点 共 圆 车 点 及 在 加 
0s 上 , 则 贺 Cs 过 点 4, 与 假定 韦 盾 , 故 五 不 
在 加 Os 上。. 

623. 设 两 定 圆 的 交点 为 4、B, 若 在 其 中 
一 个 图 上 和 任 取 一 点 P, P4、PB 和 另 一 圆 的 
交点 分 别 为 苹 、 了 了 , 则 BX、AY 的 交点 日 在 
定 圆 上 . 

解 因 LAX LAPBT+ 巡 A 了 B= 定 角 

(“4B 是 一 定 的 )， 
又 因 人 4XB= 定 角 (. 4B 是 一 定 的), 所 
以 在 图 (了 D 中 ， 
人 人 4908 人 QA4X+ 人 4XQ( 定 角 )。 


又 在 图 (2 中 ， 
49B= 人 人 4XB- 人 XAQ( 定 角 )， 
所 以 @ 在 以 定 线 段 48 为 弦 且 所 对 的 图 周 角 

为 定 角 的 定 辑 上 ， 


624. 相 离 两 加 O、 O', 连 心 线 OO 向 两 
侧 延 长 与 图 O、0O' 在 外 侧 的 交点 分 别 为 C 
DZ. 0C 向 C 的 方向 延长 到 4， 使 OO=C4， 
0 向 也 的 方向 延长 到 轧 使 0D=DB. 
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再 在 连 心 线 的 同 侧 由 4 向 圆 O 作 切线 4E， 
由 五 向 贺 0' 作 切 线 BF， 其 切 点 分 别 为 互 、 
B, 若 DF 和 4 五 的 交点 为 G, CB 和 BE 的 
交点 为 五 , 则 


HG-~ 半 EF. 
解 在 和 人 4BE0 中 ， 
LAEO=90°, OE -00—04. 
所 以 ， LA4=30°. 
同 理 ， LB=30°. 
因而 LFDO'~—60°, 
故 /LAGD=90°, 
同 理 ， L0HB=90°. 


因此 及 、G 在 以 如 的 中 点 1 为 团 心 ，BF 

为 直径 的 圆周 上 。 在 该 贺 中 的 周 周 角 及 ZG 

是 30"， 所 以 圆心 角 
BMG=60°, 

因而 MG 是 正三 角形 ， 


.。 G—HM—3 EF. 


625.， 以 0 为 圆心 作 圆 ,在 该 况 上 任 取 一 
点 G 为 圆心 所 作 第 二 个 圆 , 与 第 一 个 圆 的 交 
点 为 B、O, 又 在 第 A 
二 个 圆 上 任 取 一 点 
了 为 圆心 作 与 BC 


mew 


3 


相 切 的 第 三 个 圆 ， 
车 由 B、C 分 别 向 SF 
第 三 个 贺 作 切线 ， F 


则 其 交点 在 第 一 个 圆 上 . 

解 由 了 了、C 作 圆 工 的 两 切线 BB、CF, 其 
切 点 分 别 为 轧 , F, 设 BBE、CF 的 交点 为 4， 
则 圆 工 是 人 4BC 的 旁 切 圆 ,所 以 

LBIC= AR- 互 人 4。 
可 是 , G 是 人 BITC 的 外 心 ， 
故 LBG0~2 人 BIC=2 人 RL4， 


\ 
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. LAt+/BGC=-2/R. a 
因此 ，4 在 人 BGC 的 外 接 贺 上 ， 即 在 圆 0 
626. 若 过 相交 两 圆 的 公共 弦 上 一 点 卫 
D、 有 B、F 四 点 共 Sy 
贺 . 
解 在 圆 0 中 ， 
CP.DP 
一 4P.BP， 
在 贺 0' 中 ， 和 
EP.FP=AP.BP. 
所 以 CP.DP~BEP.FEP, 
故 C、D、 召 、 了 四 点 共 圆 . 

627。 设 4、B 是 两 贺 的 交点 ,过 4 作 垂 
直 于 4B 的 直线 和 两 加 的 交点 分 别 为 忆 、 
9, 着 PB、9 与 两 贺 的 交点 分 别 为 以 已 
则 ZRAB= 一 S4F. _ 

解 因 . 
LBSQ= /QAB 

=ALR, 
LPRB= /PAB 

一 一 已。 本 
所 以 ， 人 48R 是 人 PBQ 的 垂 足 三 角形 . 
此 , RAB= 人 SAB. | 

E28. 设 两 等 圆 相 交 于 4、B 两 点 , 过 4 
作 直 线 和 两 圆 分 别 
交 于 C、D， 连 结 
BC, BD, 和 BCD 
是 等 腰 三 角形 . 

解 连结 4B, 
则 (1 

.ABAC+ /BAD-=-2/R, 图 (1) . 
或 人 B4C=B4D. 图 (2) . 
但 是 在 等 圆 中 互补 
或 相等 的 圆周 角 所 
对 的 弦 相 等 . 
所 以 BC=BD, 
即 作 BCD 是 等 腰 
三 角形 . (2) . 

629. 车 两 加 0、O' 在 点 了 相交 成 直角 ， 
连 心 线 和 贺 0' 的 交点 为 4, 则 连结 P4 的 直 
线 过 垂直 于 连 心 线 的 直径 的 一 端点 . 

解 设 P4 种 0 的 交点 为 B, 过 5 作 直 
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径 BC, 则 
LOBP= /OPB. © 
因 两 圆 0、O' 交点 上 的 两 条 切线 互相 垂直 ， 
即 LOPO'= LZR, 
所 以 ， LOPA+/AAPO'=/R, 
又 因 LO0'PA= 人 0'4P. © 
于 是 由 、@, 得 
LB+ /OAB 
=LOPA 
+ LAPO' 
一 一 局, 
LBOA= AR 


BO OO， 
即 PA 过 垂直 于 00' 的 直径 BC 的 端点 B. 

630. 三 个 网 相 切 于 4、B、0O, 若 弦 4B、 
AC 的 延长 线 和 第 三 个 圆 的 交点 为 也 .至 则 
第 三 个 圆 的 男 心 和 D、 甩 在 一 直线 上 . 

解 设 以 4B、4C 为 弦 的 融 的 圆心 分 别 为 
M、Z， 第 三 个 圆 的 圆心 为 V， 连 结 WD， 
NE, 则 . 

LMAB= /MBA, /NBD= /NDB, 
但 是 LABM~= NBD， | 
所 以 ， LMAB= ALANDSB, 

于 是 AM / DN. 

同 理 ， Z41/ EN. 

但 是 I4M 是 一 直 
线 ， 且 它 平 行 于 直 
线 和 WD、NEB, 因此 
ND、NE 是 一 直 
线 , 即 、 入 、D 在 
一 直线 上 。 

注 三 个 圆 相 切 
的 情况 是 各 种 各 样 的 , 在 各 种 情况 下 都 有 巨 、 
N、D 在 一 直线 上 的 结论 . 

.631.。 四 直线 A 

两 两 相交 所 构成 
的 四 个 三 角形 的 Be 
外 接 贺 相交 于 一 Ef 

点 , 且 由 该 点 向 四 
直线 所 作 垂 线 的 
垂 足 在 一 直线 上 . 

解 ” 设 四 直线 4B、BC、CD、A4D 中 ,4B、 
CD 的 交点 为 如 BC、AD 的 交点 为 了 图 
BCB、 加 CDF 的 另 一 交点 为 0, 则 
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LBOF=/BOCT LCOF 
~ ABEC+ /CDA, 
LBOF+/AA=~2L8, 
所 以 贺 4B8 过 点 O.。. 

同 理 , 和 人 4+ 人 BOD=2 人 LR, 所 以 园 ABD 
也 过 点 O。 改 圆 BOB、CDF、4PBF、4 万 刀 
相交 于 一 点 0。 

其 次 , 若 由 O 向 48B、BC、CD、D4 所 作 垂 
线 的 柔 足 分 别 为 ZL、 收 、 入 、P, 由 西 摩 松 定 
理 L、 M、 及 M、 N、 卫 分 别 在 一 直线 上 . 
因而 工 、 政 、 入 、 忆 在 一 直线 上 (问题 665) 。 

632.， 半 径 相 等 的 两 中 O、0' 相交 于 和 4 
万 , 且 其 中 一 圆 过 另 一 圆 的 圆心 。 若 过 点 B 
的 直线 和 两 图 的 交点 为 C、D， 则 人 4CD 是 
正三 角形 , 

解 因 两 图 
O、O 相等 , 且 其 
中 一 圆 过 另 一 贺 
的 圆心 ,所 以 
0A=0O0' 

=A0'. 
因此 和 仿 400' 是 正三 角形 ， 
"。 LA00'=60°, 
LBOO'=60°. 
“, LA0B=120°, 

LADB=60°. 

因 两 回 是 等 圆 ,所 以 人 40B 一 60°，, 
故 人 40D 是 正三 角形 . 

633。 设 4、B 是 两 贺 的 交点 ,， 点 P、@ 
分 别 在 两 四 上 ， 
车 点 P、8@ 按 一 
定 速度 作 同 向 运 
动 ， 它 们 运动 一 
周 所 需要 的 时 间 
相等 ， 且 在 某 时 
刻 同 时 过 点 4， 

则 PP、 q、 B 和 恒 在 一 直线 上 . 

解 ” 因 点 P、@ 分 别 在 加 OO、0' 上 运动 一 
周 所 需 时 间 相 等 ， 所 以 它们 的 角速度 相等 
故 ， 


辣 理 ， 


ZA0P= /40'0. 


但 是 ， 人 4BP= 言 CLOP， 
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L4BQ~ 寺 人 40'@， 


“, LABP=/4BQ, 
因此 P、@、 B 在 一 直线 上 . 


634. 设 两 
内 切 于 点 P, 制 线 
截 两 回 周 于 点 4、 和 
2 人 
LAPB= /0PD. 

解 过 切 点 P 作 ”AKC 一 2 全 
两 加 的 公 切 线 PZ， SS 
则 


PHEC= /TPO, /PAD= /TPD. 

*, PEBO- /PAD= /TPO- /TPD, 
故 " LAPB= /CPD, 

635。 设 两 圆 内 切 于 点 C， 若 大 圆 的 弦 
AB 切 小 贺 于 点 
D， 则 CD 平分 
L408B. 

解 若 在 点 C AA E 
作 公 切线 和 4B 
的 延长 线 交 于 点 怠 ,， 则 6B、 DE 是 在 CD 的 
两 端点 的 切线 , 所 以 

LDOE= /CDE, @ 
LDCB= /DOB— /BCE, 


© 


又 因 
LAC0D= /0DE— /CAD, ® 
而 ZBCB 是 大 圆 的 弦 CB 和 切线 C 名 所 成 
之 角 , 所 以 等 于 人 <4。 由 外 、@, 得 
LDCB= /DOCA, 
即 CD 平分 “4CB。 

636， 设 两 等 圆 0、0' 外 切 于 点 P, 以 贺 
O 上 的 点 4 为 圆心 ,， 作 与 圆 O 相 切 的 圆 ， 切 
点 为 B， 则 此 圆 和 
加 0O' 的 交点 中 之 
一 在 BP 的 延长 线 
让。 
解 ”连结 00, 则 
00' 过 切 点 P.。 又 贺 0、0' 是 等 圆 , 所 以 若 令 
BP 的 延长 线 交 贺 O' 于 点 D, 则 


BP=PD. 
又 因 AO= BO, 
所 以 2PO~— AD= 4B. 
故 以 4 为 圆心 与 圆 0 相 切 的 圆 过 点 D。 
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637.， 设 梯形 的 两 底 为 4B、CD, 对 角 线 
的 交点 为 互 ， 则 过 4BE、0CDB 的 两 圆 互相 
外 切 于 点 马 。 | 

解 设 入 4BB 的 外 
接 圆 在 点 妞 的 切线 为 
MEN, 

则 AZNBB= 人 BAC. 
ABI OD, 
LBAC= /LACD. 

又 因 LNEBB~ LDEM, 

所 以 LDEM— /ACD. 

因而 MBN 又 是 人 CDB 的 外 接 贺 的 切线 . 

故 两 圆 在 点 召 互相 外 切 。 

638. 过 一 点 0 的 三 个 等 贺 ， 若 其 他 的 
交点 为 B、C、4， 则 在 四 点 4、B、C、O 中 ， 
总 有 一 点 是 其 余 三 点 所 成 三 角形 的 重心 . 

解 ” 设 过 点 O 的 三 个 等 圆 的 阅 心 为 P、Q、 
五 ， 则 四 边 形 ORBP 是 菱形 (在 等 圆 中 半径 
都 相等 )， 其 对 角 线 0B、EP 互相 垂直 且 平 
分 。 


阅 理 , 0C、PQ 及 04、8E 也 都 是 互相 刁 
直 且 平分 ， 因 设 0B、RP 的 交点 为 LOC、 
PQ 的 交点 为 双 , 则 

OL=LB, OM= MO, 
.. LM/ BO。 


又 因 RL=LP, QM — MP, 
LM | RQ, BC RQ. 
但 是 AOLR9,，.…. A0OLBO. 
同 理 ， BO C4, CO 1 4F。 


所 以 , 0 是 人 4BC 的 垂 心 。 
因而 四 点 0O、4、B、C 中 之 一 点 是 其 他 三 点 
所 成 的 三 角形 的 垂 心 ， 

639。 设 以 四 边 形 4BCD 的 边 4B、BO 
为 直径 的 两 圆 的 公共 弦 为 BB, 以 边 DO、D4 
为 直径 的 两 贺 的 公共 弦 为 DF, 则 

了 1 DF. 
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解 连结 4B、BC, 则 
LBEA=_/BEC 
= 人 AR. 
所 以 ，4、EC 成 
一 直线 , 从而: 

BE 1AC. 
同 理 , DF | 4C， 
“» BE/DF. 
640. 若 萎 形 

的 两 对 角 线 中 以 短 的 为 直径 的 圆周 与 四 边 相 
交 ， 则 把 这 些 交点 和 短 对 角 线 的 端点 分 别 连 
结 所 成 的 四 边 > 

形 是 菱形 且 与 

原 菱形 相似 . H 

解 设 萎 形 . B D 
4LBOD 的 对 角 E 
线 AC、BD 的 
交点 为 0, 则 

OA=00, HAC | BD. 

设 A4C<BD, 以 AC 为 直径 所 作 的 阅 和 四 
边 4B、BC、CD、D4 的 交点 分 别 为 如 、 也 、 
G、 瑟 , 因 40 是 圆 的 直径 ， 所 以 CE 4D， 
4 万 1 DO。 

改 4 1 CTF。 

同 理 ， CB/) AG. 

其 次 ,在 人 4DC 中 ,由 各 顶点 向 对 边 所 作 
的 垂 线 ， 它 们 相交 于 一 点 ， 所 以 AG、 OH 在 
OD 上 相交 ， 同 理 , 4AF、 CE 在 OB 上 相交 ， 
令 这 两 点 分 别 为 工 、 及 ， 则 四 边 形 4KOL 是 
平行 四 边 形 。 又 对 角 线 4C、 民工 互相 垂直 ， 
所 以 AKOL 是 凌 形 。 


再 次 ， 
LADCT+ LDAB=—2/R. OO 
又 因 LDHL~LDGL=~ 人 ZR, 
LD+AHLIG=2LR. 四 
因此 , 由 @、@, 得 


LBAD= TILG=-4LC。 
所 以 鞭 形 4KCL 和 鞭 形 4BCD 福 似 。 

641. 设 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 的 交点 
接 闸 的 圆心 分 别 为 加 、 了 、G、 瑟 , 则 四 边 形 
FGH 是 平行 四 边 形 。 

解 加 AOB、 COB 相交 于 B、 0, 连 心 


we 
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线 忆 PF 是 垂直 于 BO 的 。 则 理 , GE_LZO. 但 
是 BOD 是 一 直线 ,所 以 BF 1] G 互 。 

同 理 。 FG/ HE. Ee 
故 四 边 形 BFGH 是 平行 四 边 形 。 


642. 在 平行 四 边 形 4BCD 的 两 边 4B、 
CD 上 分 别 取 点 召 、F, 若 贺 ABF 和 AD、 
AC 的 交点 分 别 为 G、 咏 , 则 两 加 DGF、CHF 
相 切 . 

解 因 人 LBFG 一 人 LD(LBAG 的 补 角 ), 所 
以 加 DG 在 点 也 和 BF 相 切 。 

其 次 , 因 A4Bf//FC, 所 以 

LFCH=/HAE=/BEFH, 
故 圆 CHF 在 点 了 和 BF 相 切 。 
因此 两 匣 在 点 了 相 切 ， 


643. 作 两 圆 和 人 XOY 的 两 边 相 交 , 车 
OX 和 两 圆 的 交点 N 
为 4.B、C、D, OY 
和 两 圆 的 交点 为 
如 、 下 、G、 豆 ， 则 弦 
A、BF 的 延长 线 
和 弦 CG、DH 的 延 
长 线 相交 的 四 点 
互 .MX、N 共 贺 。 
解 因 人 KLILM 
是 人 EGL 的 外 角 ， 
所 以 , M 
ARLM= /GEBLT+ /LGB. 
LGBL=/ABF= /NBD, 
ZIGE= /0GH= /NDB, 
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LELM= NBDTANDB 
二 人 LN 的 补 角 ， 
LZRLM+/KEKNM~2/R. 
疏 、 工 、 四、 四 点 共 贺 . 
644. 在 平行 四 边 形 4BCD 所 在 的 平面 
上 取 一 点 忆 ,: 作 四 个 网 P 了 4B、 PBC、 PCD、 


P4D,， 若 其 中 相 邻 两 个 圆 相等 ， 则 此 四 个 加 ， 


都 相等 . 

解 . 设 两 贺 P4B、PBC 相等 , 因 BP 是 公 
共 弦 ， 所 以 ， 
LBAP= BOP. 
但 是 
ZBAD= /BCD, 
“, ALPAD 

一 PCOD。 

因为 加 PP4D 和 

PCD 有 公共 弦 PD, 并 且 
LPAD= /POD, 

故 两 别 相 等 . 

又 车 以 4B、BP 为 两 边 作 平行 四 边 形 
ABPE, 则 


PELABLCD. 
所 以 四 边 形 CDEP 为 平行 四 边 形 。 于 是 ， 
ED=~PO, .…，AB4TISAPBC， 
". LBEDA~ /POB= AP4B= 4FPPB. 
因此 点 名 在 贺 了 PAD 上, 而且 
和信 BAT 入 PBO, 所 以 加 PAD 等 于 圆 PBC.， 
故 以 上 四 个 贺 都 相等 。 | 

645. 共 点 的 三 个 等 圆 中 , 过 每 两 圆 的 另 
一 交点 的 圆 等 于 原来 的 圆 。 

解 设 过 点 忆 的 
三 个 等 圆 中 ， 每 两 
圆 相 交 的 另 一 交点 
分 别 为 4、B、0， 
延长 BP 和 贺 4PC 

交 于 D. 因 圆 4PB 
和 贺 4CD 相等 ,所 
以 


LADP= /4BP. 

ZPDC= /PBO., 
.. .4DO= 4B0. 
因此 公共 弦 AC 所 对 的 圆周 角 4DC 和 圆周 角 
4BC 相等 。 所 以 , 过 4、B、C 的 圆 和 过 4、 
D、0 的 六 相等 。 改 八 4BC 的 外 接 圆 和 原来 


” 同 理 ， 


的 三 个 圆 相等 。 

646. 两 网 0、0O' 相交 于 4、B, 设 过 点 
B 的 割 线 GBD 和 ; 
圆 相 交 于 C、 也 ， 
A4CD 的 外 接 
的 略 心 为 P， 则 四 
边 形 4OPO' 是 
内 接 四 边 形 . 

解 连 结 PO、 
PO' 与 4C、AD 的 
交点 分 别 为 如 .PF。 若 在 4 方 的 共 统 缴 上 
一 点 G, 则 - ， 


LG-- 地 LAO0'D= /40'P. 


又 因 ， L480=3 LA00= /AOF, 


但 是 四 边 形 4BDG 是 加 内 接 四 边 形 ， 
所 以 LABC= /LG, 

于 是 ”4O0P= “4HFO= 40 万. 
故 四 边 形 4OPO' 是 圆 内 接 四 边 形 。 

647。 4、B 是 定 园 O 上 的 两 定点 , 书 是 
在 此 圆周 上 的 任意 一 
点 ， 若 直线 已 4、PB 
和 过、B 的 任意 加 
的 交点 分 别 为 C、 了 ， 
则 直线 CD 垂直 于 直 
线 PO。 

解 过 点 卫 作 圆 - 
P45 的 切线 PX, 则 

ZZXPB > 
=/PAB, 2 S 
但 是 ,， 4BDC 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 
LPAB=/D, LXPB=/D, 
因而 PX/ oD. 
因 PZX 是 区 0 的 切线 ,所 以 PX._LPO， 
故 PO LCD. 

648. 大 小 两 圆 相交 于 4、B3， 且 小 圆 的 
圆心 在 大 圆 的 圆周 上 ，. 
从 点 4 作 小 圆 的 割 线 
ACD 和 小 圆 交 于 点 C、 
和 大 圆周 交 于 点 D， 若 
B80 二 BO0'， 则 CD 等 于 
大 圆 的 半径 00/。 

解 设 00' 和 小 圆 的 交点 为 加 则 
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OB 地 A0'B, 
/BO0'= /4DB, @ 
又 因 铺 -去 4BB8， 若 延长 B0' 和 小 吏 交 


于 点 到 则 
OO0'B= /4FB, 并 且 4、 了、B、C 四 点 

是 共 圆 的 . 

所 以 


又 


LF= /DOB, 
到 LO00'B= /DCB, 二 


0'B=B0, ® 
由 @.@、@, 得 
AO'BOGBADBO, 
“CD=00'. 

649， 过 相 
交 两 贺 的 一 个 
交点 4， 作 和 和 
公共 弦 成 等 角 
的 两 直线 , 则 两 
贺 间 的 线段 CD 
和 如 也 相等 。 

解 ” 因 四 边 形 4DBB 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 
以 ， 


同 理 ， 


LFEB= /LODB. 中 


LDCB= /BFB, @ 
又 由 假定 LDA4B= 人 FAB, 
.DB=BB 和 CB=EFB, 全) 
由 @.@、@, 得 
AOCODP@AFESB, 
., DOBEF, 

650.。 过 两 贺 的 交点 4 所作 直线 M4N 
与 两 网 的 交点 为 MK、W， 过 点 及、 分别 作 
两 圆 的 切线 ， 则 两 切线 所 成 的 人 URN 是 一 
定 的 , 且 四 边 形 有 BNR 是 融 内 接 四 边 形 。 

解 ” 设 两 圆 的 另 一 交点 为 B, 连结 4B, 则 

RMA=/MBA, “及 
LRNA=/ANBA. 
但 是 Z4MB 是 一 定 
的 ， 人 4NB 是 一 定 


的 。 
所 以 ZUMBN 是 一 定 
的 


因此 ，LRUN4ARNM 是 一 定 的 ， 故 
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MEN 也 是 一 定 的 。 

其 次 ， 
LAMUEN+/ZMBN 

=AMRN+ARMN+ ARNM=2/R, 
所 以 四 边 形 姥 BNE 是 圆 内 接 四 边 形 。 

651. 过 两 痪 交点 4、B 之 一 的 点 4， 引 
两 条 直线 C4D、P 了 AQ8, 分 别 与 两 回 交 于 C、 
D，P、9, 设 CP 与 D8 的 交点 为 BR， 则 
LCRD 是 一 定 的 且 四 点 B、C、R、D 共 四 . 

解 ” 在 图 中 ， 因 
四 边 形 4BD9 是 
网 内 接 四 边 形 ， 所 
以 ， 

LZPQOR= /4ABD. 


又 因 P、C、 4、B 
共 网 ,所 以 ， 


LP=/L4Bc. @ 
由 四 、 四 ， 得 LCBD= /P+/RQP, 
“, LCBD+ALCRD=2/R, 
因此 四 点 了 D、B、C 在 周一 圆周 上 。 
其 次 , 由 上 题 知 LCBD 的 大 小 是 一 定 的 ， 
所 以 其 补 角 LCRD 也 是 一 定 的 。 
652. 过 两 加 交 Pp 
点 之 -的 点 4 作 两 。 DA 
割 线 BAC、DAEB, 积 
一 个 四 的 交点 为 B、 (人 人 
D, 和 另 一 贺 的 交 B 
点 为 C\、 也 则 BD、 
BC 的 交角 BPC 是 一 定 的 . 
解 “过 点 4 作 两 加 的 切线 了 G、 五 瑟 , 则 
P=/BDE~—/E=/ABAG- /CAH 
= /BAG— /BAK= /GAK., 
即 LP 的 大 小 等 于 两 圆 的 交角 ， 所 以 是 一 定 
的 。 


E 


653。 加 4、 为 相交 的 两 定 画 , 若 过 其 
中 一 个 交点 作 任 意 直 


G 
线 ， 和 加 2、B 的 另 
一 交点 分 别 为 豆 、 媚 ， pA 
则 两 直线 4、8B 所 pC 


成 的 角 一 定 。 ~ 
解 设 且 4、FB 的 A 
交点 为 D, 过 点 慷 、 了 F pb 


分 别 作 加 4、 好 的 切 
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线 , 设 其 交点 为 G, 则 由 问题 650, 知 LG 是 | 因此 4、Q^、P' 在 一 直线 上 . 


LGED= /GFD= /RBR. 

所 以 LD 也 是 一 定 的 。 

654. 男 0、O' 相交 于 点 4、B, 若 过 点 扫 
的 割 线 和 两 圆 的 _D 
交点 分 别 为 C、 
DD, 连结 BD 的 
直线 和 贺 @ 的 交 
点 为 五 , 连结 0、 
加 并 延长 和 国 O' 
的 交点 为 一 则 LDFB= 人 DBF. 

解 因 筷 D、F、B 四 点 共 圆 ,所 以 


LDFB= /04B= /0EB. © 
但 是 CCB 是 人 BF 的 外 角 , 所以， 
LDBF+/EFB=/0EB,. ® 


» LDBF=— /DFB- /EFB= /DFE. 
655。 圆 0、O' 相交 于 4、B, 过 点 B 作 
垂直 于 42 的 两 


吏 周 间 的 割 线 
CBD, 车 连结 
C4、D4 并 延长 
和 两 欧 分 别 交 于 5 
BE、 F, 则 
LABE = /ABF. 
解 因 LDBB=/DAE, 
LCAF— /OBF,. 
但 是 LDAE= /0AF, 
. LDBE=_/OBF,. 
由 假定 AB1CD, 


。 LABE=/4ABFE. 
656. 贺 0、0' 相交 于 4、 B, 过 点 4 作 
两 团 周 间 的 割 线 
PA4A9Q, 设 PB，8B 和 
另 一 加 的 交点 分 别 为 
9 , 且 9B1PP'， 
则 4、@'、 P' 在 一 直 
线 上 . 
解 因 A、Q、P'、B 四 点 共 贺 ,所 以 ， 
LAQ4P'=AgBP'-LFE。 © 
又 因 P、4、@'、B 四 点 共 贺 ,所 以 ， 
L049'— LQ'BP— ZR. 
由 @、@, 得 4P' 上 49, 49'.L49. 


657. 一 圆 和 弓形 的 弧 及 弦 相 切 , 则 过 两 
切 点 的 直线 恒 过 定点 。 

解 ” 设 任意 加 0' 和 
弓形 40B 的 4CB 及 /AN 
弦 4B 相 切 ,其 切 点 为 9 
C0、 D, 弓形 所 在 圆 的 
圆心 为 0, 则 QO、O'、C 
在 同一 直线 上 。 

又 设 CD 的 延长 线 和 ACB 的 共 恩 弧 的 交 
点 为 妈 ， 则 人 0'DC、 作 OMOC 都 是 等 腰 三 角 

., O'D]J OM. 
但 是 O'D14B, 于 是 OM 也 垂直 4B. 因而 
如 是 4MB 的 中 点 ， 所 以 它 是 定点 ， 即 CD 
过 此 定点 用 。 

注 参考 问题 615。 

658. O、O0' 在 点 4 相交， 过 点 4 作 
两 圆周 间 的 割 线 
B40、DABE, 其 
此 两 直线 和 连 心 
线 00' 构 成 等 角 ， 
则 BC=DE， 

解 、 设 从 圆心 
CO、O' 所 作 DE 的 垂 线 分 别 为 OF、0'G, 从 
0' 作 DE 的 平行 线 和 0 的 交点 为 互 ， 则 

O'H~FG— 地 DBE. 

同 理 ,从 0' 作 BO 的 垂 线 和 从 0 作 BC 的 

平行 线 相交 于 点 五 , 则 


OK- 亏 Bo, 


M 


而 且 由 假定 
/BOO= ZKOO', 
，AHOOseAEO0,， 
因而 OK=0'H, 

故 BOC=DE,. 

659。 两 圆 相 
交 于 P、@, 若 过 点 
王 所 作 两 贺 的 切线 
PA4、PB, 分 别 和 
另 一 圆 相交 于 4、 
也 则 P 平 分 人 48B. 
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解 _ 设 LM 是 PQA 的 共 亏 弧 上 的 一 点 ，N 
是 P@ 方 的 共 斩 弧 上 的 一 点 。 因为 PB 是 加 
PQ4M 的 切线 ,所 以 ， 

LZBPA~ /PMA. 
P4 是 加 PQBN 的 切线 ,所 以 ， 
LAPB= /PNB. 
因而 ZLZPMA=/PNB. 
但 是 PMA+ 人 LP9A=2LR, 
LPNB+ /APOB=2LR, 
“. LPQA=A/PQB,. 
即 PQ 平分 人 4QB. 

660。 若 在 点 4 
互相 外 切 的 两 加 、 
Q, 分 别 在 点 B、C 内 
切 于 第 三 个 加 则 
LROP~2/ ABC. 

解 连结 PQ、RP、 
RQ, 则 它们 分 别 过 切 点 4、B、C, 而 且 

EB=BC, 
“ LRBCO=~/ARCB. 
又 因 LRBCT+AROB+/BROC=2/R, 
"， 2ARBC+/ABRO=~2/R. 
但 是 人 RBC= 人 RBAT+ 人 ABO, 

。 2LZRBAT+2/AA4ABOC+ /BROC=2/R. 

又 因 了 4 二 PB， 所 以 2 人 LRBA4= 人 RPG. 

故 2L4BC=3AR- (LBRO+/RPO) 

一 人 BR9P-。 

661.。 圆 0 和 两 圆 0\、0" 分 别 相 切 于 点 
4、B， 在 图 0' 上 有 点 C， 在 圆 0” 上 有 点 
D, 若 CD 是 
此 两 国 的 公 切 
线 ， 则 两 直线 
4C、BD 和 圆 
0 交点 有 怎样 
的 位 置 关系 。 (P) 
说 明 其 理由 . 
并 把 四 和 切 
线 的 各 种 位 
置 关系 用 图 表示 出 来 

解 ” 当 CD 是 两 贺 O'、0” 的 外 公 切 线 时 ， 
由 问题 617， 知 两 直线 C4、DB 和 从 点 0 所 
作 CD 的 垂 线 同 交 于 团 0 上 的 一 点 9. 

当 (C) (D) 是 加 0、0” 的 内 公 切 线 时 ， 车 
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由 0 向 直线 (0) CD) 作 垂 线 和 圆 O 相交 于 点 
(P)、(8), 则 直线 (0) 4、(D)B 分 别 过 (P)、 
(9), 即 点 CP)、(@) 是 垂直 切线 (C) (D) 的 网 - 
0 直径 的 端点 . 

662. 有 三 个 加 P、9、BR、 圆 卫 与 融 9 
外 切 于 点 4， 圆 五 过 
点 妇 4 和 且 和 回忆 、 圆 @ 
分 别 交 于 点 BC。 设 
过 如、4 的 直线 和 加 
相交 于 点 D, 过 DD、 
C 的 直线 和 赔 及 相交 
于 点 如， 则 直线 BB 
和 圆 相 切 。 

解 ”四边 形 4BBC 是 较 瑟 的 内 接 中 边 形 ， 
所 以 


ZABE=/ ACD. OO 

其 次 , 作 较 已 、@ 的 公 切 线 4T, 则 人 BA4T 
的 对 顶 角 等 于 /4CD, 所 以 ， 

LBAT=/ ACD, © 
由 @、@, 得 4BB= DB47， 
因为 4T 是 圆 忆 的 切线 ， 所 以 BB 也 是 贺 P 
的 切线 . 

663。 两 娘 相 交 于 4、B. 过 4 作 一 直线 
和 两 圆 相交 于 点 P、Q, 且 4P 一 4AQ， 若 也 
和 BB 的 中 点 分 别 为 如 F, 则 EPLA4B. 

解 因 点 妞 是 PBB 的 中 点 ,所 以 A 加 平 
分 LZPAB, 

.". PE=pB. Q® 

在 4B 上 截取 4S=4P， 

则 人 4PHS22A 人 AS 万 ， 
所 以 


ES=PE. 四 
由 四 、@, 得 
HB~ES. 

但 是 4P=A48, 所 以 48=48. 

司 理 ， 

FB=FS. ©@® 
由 @@、 外 ,得 

EF | SB, 

。 EF|AB, 

664。 设 四 
边 形 4BCD 的 两 组 对 边 的 延长 线 的 交点 分 . 
别 为 五、 了， 且 三 角形 BBC、CDF、ABF、 
4DB 的 外 心 分 别 为 OQ1、O2、03、0s， 若 此 臣 
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解 从 B 作 DC 的 生 线 BG, 根据 西 摩 松 


圆 的 交点 为 了 ， 则 I、O1、0Oo、 Oa、 OQ4 五 点 共 


回 。 
解 ”由 问题 
631, 可 知 这 四 
个 圆 相 交 于 一 
点 IT. 因 FI 是 
加 O02、O; 的 公 
共 弦 ， 所 以 
O02031FI, 设 
O20s 和 FI 的 交点 为 五 , 则 0s8.LFI,。 
"0 LIOoH=/ICF, @ 
司 理 ， 
LTI010s= /IEB. [由 | 
但 五 BCT 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 
TIO8 /IEB. 
由 @、@, 得 ”LI0sH = 人 1010s.。 
同 理 L110s03= L102H. 


因此 IT、O1、O2、0O8、O4 五 点 共 圆 。 


“ 10. 西 摩 松 线 .、 九 点 贺 
665. 从 人 入 4BC 外 接 贺 上 一 点 卫 作 BC、 


4B、A0C 的 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 D、 互 、 了 , 则 
[ 西 摩 松 线 ] 


这 三 点 在 一 直线 上 。 

解 、 连 结 DB、 DF, 
若 能 证 明 

LBDE= /FDO 
就 可 以 了 。 
因 , 
LBDP : 

=/AR=/LBEP, 
所 以 B、 如、P、 也 四 点 共 贺 ， 
因而 LBDEB= /BPE. 

同 理 ， LFDC= 人 FPC. 

在 和 八 BEP 和 和信 PEC 中 ， 

/ABEP= /B= /PECG. 

又 因 ZL4CP=-PBZ (4、B、P、C 共 
辑 )， 


。。 LBPE=/FPO, 
因此 LBDE= /FDG, 
改 召 、D、 了 在 一 直线 上 . 

666. 四 边 形 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
且 LD 是 直角 ， 若 从 5B 作 直线 4C、4D 的 
重 线 , 其 垂 足 分 别 为 五 、, 则 加 了 (或 它 的 延 
长 线 ) 平 分 BD。 


定理 , 知 F、 恕 、G 在 一 
直线 上 。 

又 ' 
LABFD=/AFDG=AR, 
所 以 四 边 形 BGDP 是 
和 矩形 。 3B : 
”因此 BD 被 男 一 对 角 线 FG( 即 FE) 所 平 
分 


667。 从 一 点 一向 人 4Z5C 的 三 边 或 它 
们 的 延长 线 上 作 垂 线 , 溢 其 重 足 二 及、N 在 
同一 直线 上 , 则 点 三 在 人 45C 的 外 接 园 上 . 

E 西 摩 松 线 的 逆 定 理 ] 
B、 工 , 卫 四 点 共 圆 . . 

: LNBP= /NLP. (OM) 
又 因 人 PIC= 人 R= 人 人 PMC, 所 以 PLAM、 
C 四 点 共 圆 . 
LNLP 

=AMOCP. 


由 中 、 四 ,得 
ALNBP= /ACP, 

因此 4 B、P CO 四 - 

点 共 圆 。 即 点 乙 在 人 A4ZBC 的 外 接 枉 上 ， 

668.， 设 人 48BC 的 三 垂 线 4D、BE、CF 
的 疏 足 分 别 为 D、 吾 、 可 从 点 DD 作 4B、 
BB、CF、AC 的 垂 线 , 其 重 足 分 别 为 PE、 
&S， 则 卫 、 @、B、S 在 同一 直线 上 。 

解 设 人 A4BC 的 重心 为 0， 
则 . LOEC= /ZR= ZODC. 
所 以 O、E、C、D 
四 点 共 贺 。 

同 理 , 0、F、B、 
D 四 点 共 贺 。 因 
此 呈 是 人 OBC、 
人 OFB 的 外 接 圆 . 
的 第 二 个 交点 ， 由 
问题 665， 知 PP、 Q、 五 在 同一 直线 上 .。 又 S、 
RE、@ 也 在 同一 直线 上 . 

故 ， P、 &、 ER、 Ss 在 同一 直线 上 。 i 

669.， 从 人 4BC 的 外 接 贺 上 一 点 也， 向 
边 EC、C4、4 吾 或 它们 的 延长 线 分 别 作 垂 
线 PPD、PB、PF, 若 这 些 和 事 线 及 其 延长 线 和 
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贺 的 交点 分 别 为 邓 、 了 、2， 则 4X、 BY、 
CG 都 是 关于 点 的 “西府 松 线 ”BDF 的 平 
行 线 . 
解 因 LBDP= /R= 人/PFB, 
所 以 P、D、F、B 
四 点 共 圆 , 从 而 
LDFP= /CBP. 
但 是 
LCBP= /C2ZP, 
LDFP 
=/0ZP, 
因此 


XA 


FD/ O02Z, 
即 BEF/ 02. 

同 理 ， AX/ BF, BY /| EF. 

670. 设 入 4BC 的 外 接 圆 的 任意 直径 为 
PQ， 则 关于 P、@ 的 “ 西 麻 松 线 ” 是 互相 垂直 
的 ， 

解 着 从 P、 向 BC 作答 线 并 延长 和 
入 4BC 的 外 接 加 分 别 
交 于 P'、9", 则 由 上 题 
知 P'4、8'4 分 别 与 点 
PP、Q@ 的 “ 西 摩 松 线 " 平 
行 . 

因为 PQ 是 这 个 加 
的 直径 ,又 PP' 和 99' 
是 平行 的 ,所 以 四 边 形 
PP'Q8' 是 矩形 。 从 而 P'Q' 也 是 这 个 圆 的 直 
径 。 故 了 P'4 上 98'4， 因 而 关于 P、9 的 “ 西 摩 
松 线 ” 是 互相 垂直 的 . 

671。 设 关于 人 A4Bc 的 外 接 疯 上 两 点 
P、@ 的 “西府 松 线 ”DE、FG 交 于 一 点 0, 则 
OZ 等 于 圆周 角 人 PCQ@.。 

解 ”在 四 边 形 OBECG 中 ， 

LOGC+ ZOEOC 

= (LOGO+ LR)T (LOBP+ We 
但 是 LQFC= 9GC= LR, 
所 以 G、 了 、Q、C 四 点 共 圆 ， 
.» LFGO= /QCF, 
同 理 ， 
ZOEP= /POA, 

LOGC+/OEC 
一 AQOF 

十 PC4 

+2ZR, 


证 


明 题 


两 边 加 上 人 ACB, 得 
LOGO+ /ORC+ /GOB 
一 PCOQ 十 2 已。 
而 在 四 边 形 OGCZ 中 ， 
LOGC+ LOEC+ AGO 也 
一 和 人 玉 一 GO 万 
所 以 由 前 式 有 
4LBR 一 GOZB 一 PC 二 3 
“。 2/R—/GO0B= PC9， 

故 LEOF= /PCQ,. 

672. 设 人 42B0 的 重心 为 0， 则 外 楼 贺 
上 任意 一 点 卫 和 0 连结 的 线段 OP， 被 三 角 
形 关 于 点 书 的 “ 西 摩 松 线 ? 所 平分 。 

解 若 从 点 已 向 4B、 py 所 作 季 线 2 
为 PH、PL, 则 及 是 
从 4BC 关于 己 的 “ 西 摩 
松 线 ”。 

延长 C0, 和 4B 及 贺 
局 的 交点 分 别 为 f、G， 
PO 和 日 工 的 交点 为 了， 
PG 和 HL、AB 的 交点 
为 有 、 召 , 则 4A、 五 \, 二 PP 四 点 共 贺 ， 并 且 
PHJCG。 所 以 

LPHK~ /PACG= /PGC= 了 PK， 
即 LZPHE= /HPER. 
因此 天 是 直角 三 角形 PHB 的 儿 边 PB 的 
中 点 。 从 而 
LRERE=~ /KEH~ /GEF. 
但 是 由 问题 498 知 ， 
OF~—GF, AGBF= /OEF.,. 
LKEHE=- /OEF, 
EL/ EO. 
因 玉 是 PB 的 中 点 ,所 以 吾 在 I 了 点 平分 
OP. 

673. 设 入 4BC DR 五 ， 延长 CH 
和 外 接 圆周 的 交点 为 
D。 在 外 接 加 上 取 一 
点 P， 若 PD 和 4B 
的 交点 为 如 ， 则 了 BE 
平行 于 关于 点 也 的 
“ 西 摩 松 线 2NZML。 

解 ” 因 及 是 人 4BC 
的 垂 心 ， 所 以 且 、D 关 于 4B 是 互相 对 称 的 
《问题 498) 。 
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LDHE=/AHDE~/PBO. 四 
但 了 2、 N、 PP、 工 共 俩 ,所 以 
LZPBL= /PNL. 四 
并 且 PN、 CH 都 是 翟 直 于 4B， 所 以 互相 平 
行 。 
.、 LPNL= /DFN., ©®@ 
由 @、@、@, 得 
LDHE~ /DFN. 
". EH/NLM. 

S74. 正三 角形 4BC 的 外 接 贺 上 一 点 
UL 和 4B、BC、62 的 中 点 所 连结 的 直线 分 别 
与 4B、BC、04 的 交点 都 在 平行 于 人 4BC 
关于 女 的 西 摩 松 线 的 一 直线 上 。 

解 设 4B、 包 62 的 中 点 分 别 为 也、 万 、 
E, MD, ME、 
MF 和 AB、AC、 
20 的 交点 分 别 为 
工 、 瑟 、 互 , 由 问题 
545， 知 及 ZH 是 
过 圆心 0 的 直线 ， 
并 且 显 然 有 


LDLA= 470. @O 

从 履 作 BC 的 垂 线 ， 和信 4BC 的 外 接 圆 
相交 于 和 ， 则 4N 是 平行 于 关于 用 的 西 摩 
松 线 (问题 669) . ©@ 
因 人 4BC 是 正三 角形 , D 是 A 庐 的 中 点 , 所 
以 ， 

DB EC. 

因而 DBJ MN, DN= BY, 
并 且 DB=Db, 
于 是 。 人 B+DN-AD+B, 

故 
LNAB= /DLA., ey 
(问题 325) 

由 @、@, 得 人 NA4B= 人 4LK, 

. AN/]EL. 
因此 由 禽 ， 知 直线 及 LH 平行 于 区 的 “ 西 
松 线 ”。 

675. 在 人 4BC 中 ,如 下 的 九 点 共 贺 : 
三 边 的 中 点 乙 、M、N，, 从 三 个 顶点 向 对 边 所 
作 垂 线 的 垂 足 D、B、， 三 个 顶点 和 地 心 所 
连结 线段 的 中 点 已 9、8S 等 九 个 点 。 

注 此 圆 称 为 九 点 囊 。 
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解 设 C 是 人 4BC 的 外 接 圆 的 圆心 ，BC 
的 中 点 为 五 连结 A 
垂 心 且 和 4 线段 
的 中 点 为 P， 从 女 
向 BC 所 作 垂 线 的 
垂 足 为 D， 由 问题 
500， 有 OL=PH. 
因此 , 若 PL 和 OH 8 LD C 
的 交点 为 0, 则 LO'=0'P=0'D, 


并 且 OP- 亏 04. 


所 以 工 、P、DD 在 以 室 
点 0 为 圆心 ， 以 
入 4BC 的 外 接 圆 的 
半径 的 一 半 为 半径 的 
圆周 上 . 

局 理 ， 2M、q、 召 及 N、 F、 5 也 在 间 一 圆周 


i 
676.。 在 圆 0 的 内 接 四 边 形 4BOD 中 ， 
三 角形 4BC、PBCD、CD4、D4 中 的 四 个 垂 
心 Hi 吾 s、 五 s、 Ha 在 同一 阅 销 上。 又 这 四 
个 三 角形 的 九 点 加 的 圆心 ， 四 个 三 角形 的 重 
心 都 分 别 在 同一 癌 周 上 . 

解 ” 因 四 边 形 及 23H4H1 给 四边形 4BCD 
(问题 590) . 而 四 边 形 4B0D 是 圆 内 接 四 边 
形 , 所 以 四 边 形 互 ? 互 3 五 4 到 1 也 是 圆 内 接 四 边 
形 ， 设 这 个 圆 的 加 HH 
心 为 01。 

其 次 ， 三 角形 的 
九 点 圆 的 贺 心 是 外 
心 与 垂 心 的 中 点 
《上 题 )， 因 此 四 个 
九 点 圆 的 圆心 是 在 
以 OO 的 中 点 OO7 
为 圆心 ， 圆 0' 的 半径 的 一 半 为 半径 的 加 局 
上 : 


再 次 , 重心 是 在 外 心 0 和 私心 的 距离 之 间 
距 O 点 的 吝 处 (问题 501)， 因 此 四 个 重心 
也 在 以 00' 为 1:2 的 内 分 点 0” 为 圆心 、 贺 
0' 的 半径 的 亏 为 半径 的 同一 加 局 上 . 


677， 设 入 4BC 的 内 心 及 三 个 旁 心 分 
别 为 工 Hi、 E2、 Bs; 在 LE 上 取 一 点 U 使 


CV a ns ~ ower ee 
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第 二 编 证 明 题 


70 一 子 TB, 同样 ,分 别 在 TBs、 TBs 上 取得 
点 7、 抑 ; 又 设 w、B、? 分 别 为 A 人 BiB2Es 的 


各 边 的 中 点 ,， 则 人 UVW 的 外 接 圆 平分 T4、. 


TB IC loa.1B、 IY. 

解 因 4B1LE2B:, BE LEEs, CEsl. 
五] 瑟 o 所 以 A4BC 的 内 心 7 是 人 B18oB8s 的 
重心 , 因而 人 4B0 的 外 接 贺 是 人 及 E283 的 
九 点 贺 。 又 人 五 1 五 < 五 3 的 各 边 中 点 CQ、 B、 7 
及 TEi, 1B»、 1Es 
` 的 中 点 都 在 九 点 图 
上 ， 所 以 点 IT、F、 
歼 及 I4、fB、IC、 
Ta、 18、 Iy 的 中 点 
到 恒心 T 和 入 4BC 
的 外 心 O 所 连结 的 
线段 的 中 点 的 距 E | 
离 ， 都 等 于 圆 4BC 的 半径 的 一 半 。 所 以 加 
UVW 过 这 六 条 线段 的 中 点 。 

678. 如 果 O 是 人 4BC 的 重心 , 则 三 角 
形 4BC、OC4DB、OBC_Oc4 有 相同 的 九 点 
贺 . 

解 设 BC、CA4、AB、A0O、BO、0C0 的 中 
点 分 别 为 D、 加、 下、 及 
P、Q@、 加 。 若 从 顶点 
和 4 B、C 向 其 对 边 
所 作 垂 线 和 的 垂 足 分 
别 为 召 、 腑 、 工 ， 则 
从 4BC 的 九 点 加 是 
过 DE .FPO.R, 
五、K、 工 的 贺 ， SH 

现 考 虑 关于 人 OBC 和 它 的 各 边 的 中 点 @、 
D、 E, 则 4 恰好 是 人 AOBC 的 重心 ,所 以 PP、 
五 、 台 分 别 是 从 顶点 O、B3、C 到 後 心 4 的 距 
离 的 中 点 , 且 五 、 玫 、 二 分 别 是 从 顶点 向 其 对 
边 所 作 垂 线 的 垂 足 ， 因 此 和 人 42BC 的 九 点 咬 
和 人 和 人 0BC 的 九 点 跟 相 同 。 关 于 其 余 的 三 角 
形 也 可 以 同 祥 证 明 . | 

679.。 闭 三 角形 的 九 点 圆 的 圆心 是 连结 
垂 心 和 外 心 的 线段 的 中 点 ， 其 半径 等 于 外 接 
器 半径 的 一 半 , 则 该 三 角形 的 外 心 、 垂 心 、 重 
心 及 九 点 欧 的 网 心 在 一 直线 上 . 

解 设 和信 4BC 的 外 心 、 垂 心 、 重 心 及 九 点 
照 的 辕 心 分 别 为 O、P、 人 及, BC 的 中 点 为 


i 


.都 平行 于 40, 


D，AP 的 中 点 为 工 则 LD 是 九 点 圆 的 直径 
(问题 675)、 


但 是 OD 他 AP=LP, 


所 以 车 LD 积 OP 的 交点 为 互 , 则 

A 人 AOHDSG@APHE, “"。 LH=HD., 

因而 五 是 和信 4BC 的 A 四 
九 点 图 的 圆心 。 又 因 
OH 一 HP， 所 以 九 点 \ 
同和 的 器 心 是 OP 的 中 \ 
点 , 2HHL=04, 即 九 "、 : 
点 加 的 半径 是 外 接 贺 8 /IN c 
的 半径 的 一 半 ， 且 
A4BC 的 重心 G 在 PO 上 (问题 501) .因此 
四 个 点 在 一 直线 上 ， 

680， 有 共同 重心 和 外 接 圆 的 一 切 三 角 
形 都 有 相同 的 九 点 圆 . 

解 ” 因 九 点 圆 的 圆心 是 外 心 和 霍 心 连 线 的 
中 点 (上 题 ) ,所 以 当 外 心 和 重心 一 定时 , 则 九 . 
点 圆 的 圆心 也 是 一 定 的 。 又 九 点 圆 的 半径 是 
外 接 圆 的 半径 的 一 半 ， 多 此 它 的 半径 也 是 一 


定 的 。 所 以 本 问题 的 一 切 三 角形 都 有 想 同 的 
九 点 欧 。 
681， 设 0 是 人 4HC 的 牌 心 ， D、B、F 


分 别 为 边 BC、C4、4 也 的 中 点 ,已 、@、 五 分 
别 为 40、BO、CO 的 中 点 , 则 四 边 形 PTDR、 
PQRDE、FQRE 都 是 矩形 ， 其 对 角 线 的 交点 
都 是 九 点 加 的 回 . 
心 . 

解 因 FP、 
DE 部 平行 于 
BO, FD PR 


而 B01LAC, 所 
以 四 边 形 PFDR 是 和 矩形, 其 对 角 线 的 交点 为 
九 点 圆 的 圆心 (问题 679). 

其 余 两 个 四 边 形 也 可 以 同样 证 明 。 

682， 若 过 八 4BC 的 各 顶点 分 别 作对 
边 的 平行 线 了 4Z、 Z A Y 
ZBX、XOY, 组 成 : AN 
人 XY2, 则 人 ABC ,Ry 
的 九 点 园 和 三 角形 V 
XBC. YCA. ZAB DA 
的 九 点 圆 分 别 相 声 - pi 
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于 BC、C4、4B 的 中 点 ， | 

解 因 和信 4BC 和 和 八 XCB 人 多 等 ,上 且 A4BXC 
构成 平行 四 边 形 ， 所 以 车 以 BC 的 中 点 马 为 
中 心 ， 则 人 AXZBO 旋转 2 人 EB 就 和 从 4BC 完 
全 重合 ， 因 而 这 两 个 三 角形 的 九 点 加 也 完全 
重合 县 也 为 公共 点 . 设 这 两 个 九 点 加 的 加 
心 为 VN、W', 则 WPDN' 成 一 直线 。 故园 入、 
WV' 在 DD 点 相 切 。 关 于 人 YA4C、 八 24B 的 
九 点 圆 世 有 同样 的 结果 . 

683. 设 人 4BC 的 外 接 陋 0 的 直径 为 
Pe8, 关于 P、8 的 “ 西 摩 松 线 ”LM、EKS 的 交 
点 为 D, 则 也 在 九 点 加 入 上， 

解 设 和 人 4BC 

只] 垂 心 为 肪 ， 且 
LM、RS 分 别 过 
五 P、H@ 的 中 点 
五 、 了 (问题 672) . 
因而 ZF/ PQ@, 但 
是 六 是 九 点 圆 的 
圆心 ,所 以 互 W=NO,， 因 此 六 在 马上 ， 

又 PO 一 QO, 故 EN 一 FN, 由 问题 670, 有 
工 到 1 PS。 所 以 人 BDF 一 /RE。 因 此 人 DD 在 


以 为 圆心 ， BN 一 译 PO 为 半径 的 团 上 . 


即 忆 在 九 点 加 上 . 

684. 和 人 4BC 的 内 心 D、 外 心 0 和 三 个 
旁 心 为 顶点 所 组 成 的 人 0'0"0" 的 外 心 卫 
在 一 直线 上 。 

解 由 题 意 知 , D 
是 A0'0"0" 的 重 
心 . 圆 O 过 其 垂 线 
足 人 水 召 、C， 所 以 
0 是 人 0'0"0” 的 
九 点 圆 的 圆心 ， 而 
且 P 是 人 0'0"O” 0 
的 外 心 ， 因此 己 0 了 在 一 直线 上 (问题 
679) . 


685。 设 入 4BC 的 边 BC、C4、4B 的 | 


中 点 分 别 为 44、B'、0C'"， 从 4 向 BC 所 作 季 

线 4 互 和 人 4BC 的 九 点 贺 相 交 于 天， 再 作 

4 五 关于 人 .4 平分 线 4 已 对 称 的 线段 4， 
则 互 4 AW. 

解 在 图 中 ， 

: LAEKRH=/A'BH, lA) 


但 是 4 B' 是 BC、04 的 中 点 ， 
所 以 A 
4A'B' 1 AB. 

于 是 

LB'AC=/LB, 

又 因 

LAHC=/R, 

所 以 B 
B'H=B'O. 

因此 


LB'HC= /0O, 
o» LA'BH=/B'HOC-/B'A'OC 
=L0— LB. © 
设 LB<AC, 
由 人 名、 ©®, 得 
LA'KH=/C~/LB,. ©®@ 
** AHL1BC, LBAP= /CAP, 
LAWAP= /HAP. | 
LBAW= /HAC= /AR— /LO, 
区 此 
~ AWAH=/BAC—2(/R- LO) 
=/AC—LB. | 
于 是 由 @、@, 有 . 
: ZWAH=/A'KH, 


故 . AW/ KA'. 


686. 设 入 4BC 的 人 4 的 平分 线 为 4P， 
从 忆 作 内 切 圆 的 切线 PF, 其 切 点 为 为 设 
BC 的 中 点 为 4，， 人 A 
延长 4 五 和 这 个 
圆 的 另 一 交点 为 
工 , 则 工人 在 人 4BC 
的 九 点 加 上 。 

解 设 内 切 圆 
和 BC 的 切 点 为 
D, PF 的 延长 线 和 48B 的 交点 为 C"， 则 

AC=A0". 
又 设 4P 和 CC' 的 交点 为 如, 则 
CE=EC0', AE |.C0'. 
作 从 4BC 的 高 4H, 则 4、 怠 、 五 ,C 四 点 
共 贺 ， | 
“ LEHA'~/BAG. 
~—/LBAB=/A'BP 
: ( A'E/IAB). 
因而 4 如 和 人 入 PEEH 的 外 接 圆 相 切 。， 
“ A'B?~A'P.A'H, @ 
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但 是 4 二 BO'~ 计 (4B~—A0), 


又 因 4'D- 地 (4B 一 40) (问题 447)， 
“, A'R=A4'D, 
由 四 ,得 A'P.4'8 二 4'D?=4'F.4'L, 
所 以 LF、P、 五 四 点 共 贺 . 
此 LA'LH= /BPC'. 
又 LBPO'~ /ACP-/B 
一 CC 一 人 5 
, LAATLH=/C-/B,. 
但 是 ,由 上 题 知 以 4 互 为 底 边 包含 人 0 一 人 B 
的 贺 是 九 点 圆 , 所 以 点 工 在 九 点 圆 上 . 
687。 和 作 4B0 的 内 切 贺 及 旁 切 网 都 和 此 
三 角形 的 九 点 图 相 切 。 [ 费 尔 巴 哈 定 理 ] 
解 作 和 4BC , 
的 人 4 的 平分 线 
AP，, 从 点 卫 作 内 
切 圆 的 切线 PF， 
设 过 BC 的 中 点 
4' 和 点 的 直线 
与 内 切 贺 的 交点 为 工 , 则 由 上 题 知 , 工 在 
人 入 4BC 的 九 点 圆 上 . 中 
过 点 工作 内 切 贺 的 切线 LX， 则 
LXLF=/C'FL. 
由 上 题 , ZL、、P、 五 四 点 共 贺 , 所 以 
LCO'PL= /LHP. 
因而 ZE 一 LE4 
由 @, 入 4'LH 是 内 接 九 点 圆 的 和 三角形， 所 
以 , LX 相 切 于 这 个 九 点 圆 。 
即 ZX 在 点 工 相 切 于 这 两 疯 ， 因 此 A45C 
的 内 切 圆 和 九 点 贺 相 切 。 
同样 可 以 证 明 三 个 旁 切 贺 也 辣 九 点 贺 相 
切 . 


11. 园 内 接 、 外 切 多 边 形 

688。 考 贺 内 接 六 边 形 的 两 组 对 边 分 别 
互相 平行 ， 则 第 三 组 对 B 
边 也 互相 平行 . 

解 在 圆 内 接 六 边 形 
ABCDEF 中 , 设 4B1 
也 B，BC1 BF,， 则 

LB=LB. 
对 于 这 两 个 角 的 补 角 ， 


sr 


证 


显然 有 
LAFC= /FCOD, 
. CD/) A4F. 

689. 由 正 五 边 形 
的 对 角 线 的 交点 可 以 组 
成 等 边 的 五 边 形 . 

解 设 由 正 五 边 形 
ABCDBE 的 对 角 线 的 交 
点 组 成 的 五 边 形 为 
HGHIJ, 则 


AB= ARF= BCO=.…, 
* LABE=/BAC=-/A0B 
=/A/CBD= GT 
因此 人 FA4B、 信 GBC、…、 信 JE4 等 都 是 全 
等 的 等 腰 三 角形 , 因而 人 BFG、 人 入 CGH、…、 
公 A47 了 也 是 全 等 的 . 所 以 五 边 形 FGHIJ 是 
等 边 的 五 边 形 。 

690. 正 多 边 形 的 内 角 平 分 线 相交 于 一 
点 ,由 这 点 到 各 顶点 的 距离 相等 ,并 且 这 点 到 
所 有 的 边 等 距 。 由 此 正 多 边 形 既 内 接 于 阐 又 
外 切 于 圆 ,而 且 此 两 圆 是 同心 圆 . 

解 设 正 多 边 形 4BCD… 的 两 角 4、 殖 的 
平分 线 交 于 点 DO, 连结 OC、OD, 在 和 04B、 
人 0BC 中 ，A4B=BC, 0B 公共，L0BA4== 
LOBC. 

A 和 人 0ABSAOBO, 
04B= /00B. 
因为 4BCD… 是 正 多 边 形 ,所 以 
LA=L0, 


又 因 CO4B 一 二 人 4, 所 以 
由 @、@, 得 人 00B= LOCD， 


© 


即 00 平 分 人 0. 
局 理 , OD、 O08、…. 

分 别 平分 LD、 人 ZB、 [AN 

-… 故 正 多 边 形 的 内 和 角 AFR? 

平分 线 相交 于 一 点 . XI/|\ A 
又 因 L048、 EY¥ 


LOBA4A 是 人 AA、LB 
的 一 半 , 所 以 相等 。 因 此 04=0B. 

同 理 , 08~000D 一 …, 即 0 到 各 顶点 
等 距 。 

其 次 , 从 O 到 4B、BC… 的 距离 分 别 设 为 
OK、OL、0OM、-…， 在 直角 三 角形 OBK 和 
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OBL 中 ,， 
LOBK= /OBL，0B 公共 ， 
“oo AOBRKQAOBL, 


故 OK=OL. 
间 理 , OL 一 OM 二 =-…, 即 O 到 各 边 的 距离 
相等 ， : 


因此 正 多 边 形 的 外 接 辆 的 圆心 也 是 内 切 贺 
的 圆心 且 都 是 DO。 这 两 圆 是 同心 圆 . 

691.。 2 等 分 圆 局 
时 , 则 这 些 弧 所 对 的 弦 
作成 的 内 接 多 边 形 是 
正 多 边 形 , 并 且 过 所 有 
的 分 点 所 作 的 切线 组 
成 外 切 多 边 形 也 是 正 
多 边 形 。 ， 

解 设 酌 周 上 的 % 等 分 点 为 4i、4?、43、 
…、 4 在 各 分 点 上 的 切线 的 交点 如 图 中 的 
Bt、B2、…、Bn， 则 

-4143 一 4243 一 … 一 4041。 

,和 414? 一 4243 一 … 一 441， 

并 且 这 个 内 接 多 边 形 414?…4n 的 各 内 角 都 
是 = 四周 上 的 圆周 角 ,所 以 是 等 角 ,因此 


内 接 多 边 形 4142…4， 是 正 多 边 形 ，。 

其 次 ， ` 在 外 切 多 边 形 BIDB2…Bn 中 ， 令 O 
为 辆 心 ， 则 四 边 形 0O41Bi4>?， 由 .于 41= 
人 4s 一 人 R, 所 以 是 圆 内 接 四 边 形 .。 

人 Bi 二 2 一 尼 一 人 41049 


一 2 人 BE 一 4LBRx 工 


2 
-1 
LBs= LBs=*…= LB, 
2 
一 2(1-- 二 ) 2 人 BR。 
因而 人 4 Bl14。、 人 Ad42PBo4s8、…、 人 4D41 


都 是 顶 角 相等 的 等 腊 三 角形 , 所 以 是 全 等 的 
wo A1Bi=BiA»= ABs=.…. 


闻 理 ， 


=~A,B,= Bdi, 
从 而 Br1Bs= BBs==…==B,Bi. 
因此 外 切 多 边 形 是 正 多 边 形 . 


692. 与 同一 圆 外 切 的 两 个 等 边 三 角形 
的 边 相 交 组 成 的 六 边 形 是 等 边 的 六 边 形 . 
解 设 圆 O 的 两 个 外 切 等 边 三 角形 4BC、 


48:C 的 边 相交 组 
成 如 图 中 的 六 边 形 
PQRSTU， 则 在 
APAV、 A 人 PA'Q 
中 , 人 4= 人 4", 
LAPU=/4'PQ, 
因此 第 三 个 顶点 的 
外 角 也 相等 ，。 
LPQOR= LZPUY. 


B 


若 设 PQ、 PU 和 圆 O 的 切 点 分 别 为 M、N， 
则 


QM=UN HH PM=PN, 

所 以 PQ=PU. 

同 理 ， 显 然 六 边 形 PQRSITU 的 任意 相 邻 两 
边 相 等 。 即 六 边 形 PQRSTU 是 等 边 的 

693， 阁 四 内 二 
接 多 边 形 的 边 数 
是 偶数 , 则 每 隔 一 
角 的 和 等 于 另外 
的 隅 角 的 和 。 

解 设 圆 O 的 
内 接 边 数 为 2%  A 
(n> 的 多 边 形 为 4142?…42w 分 别 连结 0 
和 各 顶点 ， 因 人 和 人 0414;、 和信 04;,4s、 i 2 底 角 
分 别 相 等 ,所 以 都 是 等 腰 三 角形 。 

现 将 这 些 角 表 示 如 下 , 令 
L04143= /04A34A1=a1, 
O4243 一 0434o 一 ao 

LO4o2n41 一 人 O414on 一 aany 
则 多 边 形 4l14?4s…42 的 每 隔 一 角 的 ww 个 
角 之 和 为 
LA1t /AAst+ + LAm-1 
一 (oo 十 at) 十 (cs 十 ce) + 
十 (aon-3? 十 aon-1)， 
4 十 LA 十 十 Lo 
一 (ai 十 ca) 十 (ca 十 o4) 十 …… 
和 二 (Qon-1 十 ccan) 。 
LT ZL 十 ZL 
一 人 .4 十 人 .44 十 … 十 人 4on， 

694. 兰 边 数 是 偶数 的 多 边 形 的 边 都 与 
同一 圆 相 切 , 则 不 相 邻 的 边 之 和 相等 。 

解 设 边 数 为 偶数 的 外 切 多 边 形 为 


.414243…4， 各 边 与 同一 加 的 场 点 分 别 为 
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Ti1、T»、 “~ Ton, 则 得 到 如 下 侦 数 个 等 式 : 

A1T1 = A1T2n, T: Ai: Ton 
AsT1= A2T,, A Azn 
AsTs= A3T,, 9 7, T2s-: 

Asn-s 


42n7on-1 一 4on7on。 
将 上 式 的 两 边 分 别 人 > 
相 加 ,得 A 
A1A2-+ AsAs FT A A2n 
=AAst AsAst + Aon A1. 


.695。 在 圆 内 接 等 角 多 边 形 中 , 若 边 数 为 


2 十 1 则 是 正 多 边 形 。 (其 中 % 为 正 整数 ) 
解 设 4BOD… 为 男 内 接 等 角 多 边 形 , 设 
《B= LC, 则 
-4B0 一 BCD， 
车 两 边 去 掉 公共 部 分 部 , 则 
AB=6D. Se AB=CD, 
同 理 ,CD 和 间隔 着 
的 一 条 边 相 等 。 如 此 
继续 下 去 。 就 可 以 证 . 
明 每 阳 一 条 边 都 相 所 
等 . 因此 , 当 多 边 形 的 
边 数 是 偶数 时 ， 进 行 8 
一 冰 后 ， 又 等 于 4B; 


马 C 


已 


当 多 边 形 的 边 数 为 奇数 时 ,进行 一 周 后 ,就 等 "| ， 


于 4B 的 邻 边 BC， 因 2n+1 是 河 数 ,所 以 边 
数 为 aa 十 1 时， 等 角 的 加 内 楼 多 边 形 是 正 多 
边 形 。 
696. 在 网 外 切 等 边 多 边 形 中 , 若 边 数 为 
奇数 , 则 是 正 多 边 形 。 9 
解 设 加 外 切 等 边 
多 边 形 为 4BCD-- “KR 
且 4B、BC 和 加 的 切 eh 
点 分 别 为 M、W, 0 
为 圆心 , 则 KE 
BA=BO, 
BM—BN. 
, AM=ON. 
而 OM=ON, LOMA~ /R= -ONC. 
~“. AOMASQAONG, 


从 而 、 ， ~04MN= -OON。 
但 是 LK4B~2/04AW, 
LBCD=2/OCN., 


“ LEKEAB=/BCD, 


明 题 


即 这 个 多 边 形 的 角 每 饮 一 个 都 相等 ， 所 以 边 
数 是 亲 数 时 ， 和 上 题 相 仿 ， 全 故 为 
正 多 边 形 。 
697， 设 在 正 五 边 形 A4BOD 记 的 外 接 贺 
周 上 ,AB 的 中 点 为 下 , 则 
MA+ (和 双 ) MO. 


解 因 ABDO-5 的 圆周 ,所 以 
LAUC=5 AR 


连结 CO 和 圆心 O， 且 
延长 CO 和 及 4 的 延 
长 线 交 于 点 F, OF 
过 4 的 中 点 ,因此 


LUCP~E- LR= /LAOF, 


从 而 LUMFC-3 ZR. 


“. AF=A0, MC~MF,. 
故 。 他 4+A40=WMF=MC. 
698. 作 正 五 边 形 4BCDE 的 外 接 9 


-| 了 了 为 4B8 上 的 一 点 , 则 


PAtPB+PD=~POTPE, 
解 延长 PB 使 BF=PAhA. 设 DF.PO 的 
交点 为 G, 则 在 人 P4D、 和 人 7BD 中 ， | 
PA=BF, AD=BD, /PAD= LFBD, 
~ 人 AAPATSQAFBD, 


因而 人 8 一 人 4PD- 和 名 人 ZB 
人 BPO LB. 


~ LPG 于 LB, 


因而 PG=PF. 
其 次 ， 延 长 PE 使 PH 一 PD， 连 结 DH, 
则 在 GOD、 和 HED 中 ， 


P_A 


CD=DE, LHED= /G0D, : 
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又 因 全 PDH 是 等 腰 三 角形 ， AAFYSQAAOY, . 
LDFH=2 ZR, “ LAFY=/AOY,. -四 
i 将 @、@ 等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 
所 以 ZH = LR= LDGC. LABX+/AFY 
a ， =/AOX+/AOY=2/R. 
GODEQAHED, 
Ce Dd 所 以 BX、FY 的 交点 玉 在 4、B、 的 定 贺 


». PA+PB=PF=PG, 
PD=PH=PE+OG. 

将 这 两 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
PAT+PB+PD=PO+PE. 
”699. A4 是 团 0O 上 一 点 ， 在 贺 O 上 另 取 
一 点 B, 使 4B=40。 再 过 4 作 与 4 反 向 
的 切线 40, 使 4C 一 
40。 设 BC.OC 和 图 
O 的 交点 分 别 为 也 、 
EB, 则 4B、4D、D 刀 
分 别 等 于 加 内 接 正 
六 边 形 、 正 十 二 边 

形 \ 正 二 十 四 边 形 的 一 边 ， 
解 因 人 40B 一 人 BB 所 以 4B 是 加 内 
接 正 六 边 形 的 一 边 。 | 
其 次 , 因 人 4BCO= /4CB 且 4C 是 切线 ， 
所 以 人 人 ABO= CA4D. 
又 ADB=/CAD+/ ACD=2/ A40D, 
*“. LA0D=2/LABD=2/ ACD= /ADB 


一 到 LA40B=3 LR. 
闵 此 4D 是 圆 内 接 正 十 二 边 形 的 一 边 。 “ 
再 次 , 因 L040 一 人 RR, 40 一 40。 
因此 LA4LOB = 二 LB, 


: 1 /Rl Rl/R 
。 LDOE 言 CR- 本 人 FR 


故 DB 是 圆 内 接 正二 十 四 边 形 的 -- 边 。 
700, 设 过 正六 边 形 4BCDEF 的 中 心 

0 的 直线 和 AC、A 加 的 交点 为 Z、 了 ， 则 

BX、 FY 的 交点 在 外 A 

接 贺 上 . AAA 
解 
A4DFXE22A4LOR， 

"“。 LABYX 
=ZA0X. @ 


又 因 


0 上， 


12。 杂 题 


701.。 设 卫 是 人 和 俯 4BC 的 边 BC 上 的 任意 
一 点 。 过 点 卫 作 PD/ A4C、PE /1 4B, 若 直 
线 PD、PE 和 以 , , 
4B、AC 为 直径 在 jp 
三 角形 的 外 侧 所 作 
半圆 的 交点 分 别 为 
力 五) 则 也 AB 
在 一 直线 上 . 

解 两 中 另外 的 交点 了 在 BC 上 , 连结 
了 4, 并 且 延 长 和 加 4FB 的 交点 为 D', 车 
证 明 孔 和 D' 重合 就 好 了 。 , 

: 因 4B/ PB, 所 以 
~. LD'EP=/AD'AB=/DFB, 
下 此 及 到、 了、 也 四 点 共立 . 
"。 LDPB=/D'BF=/O, 

因而 PD'/ 4C。 

故 , DD 和 D' 重合 . | 

702. 设 4 为 定 加 的 定 弦 , 书 为 定 加 
上 的 任意 一 点 ， 则 过 
P4 的 中 点 C 且 垂直 
于 PB 的 直线 CD 过 

解 . 设 0 为 定 团 的 
圆心 . 因为 人 和 4CO= 
ZB, 所 以 点 C 在 以 、 
40 为 直径 的 定 圆 上 。 洪 DG 的 延长 线 和 此 
加 的 交点 为 恕 , 则 吉 
LACE= /PCD=/R- /COPD (为 定 角 ) . 
故 马 为 定点 ( 若 点 卫 取 在 劣 弧 上 时 , 则 思 也 
是 定点 ) 。 

703. 一 圆 和 等 腰 三 角形 4BC 的 两 边 
4B、4C 分 别 相 切 于 点 D、B, 和 入 4BC 的 外 
接 贺 要 切 于 点 也 则 A4B0 的 内 心 G 和 六 
如 在 一 直线 上 ， 2 

解 设 4F、DZB 的 交点 为 G/ 加 DB 的 
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圆心 为 五 , 则 瑟 在 4F 
上 , 并且 48 是 外 接 贺 
的 直径 . 


。 HE/FC, 
又 因 

DE /| Bo, @O 
并 瑟 G、 BR、 OC、 五 四 点 
共 园 . 


' LGOR=— /GFE=/HEF~—/ENC 
一 人 BGC 一 人 GCB( 由 @ 得 ). 
因此 G 是 人 B4C ~.40B 的 平分 线 的 交点 ， 


上 . 
704。 在 人 4BC 各 边 的 外 侧 作 正三 角形 
BCA4'、 C4B'、 4BC', 以 B'C' 为 一 边 在 其 外 
侧 作 正三 角形 B'0'4"。， 车 BB'、 CC' 的 交点 
为 Es: 则 A”"、 4、 PP、 A' 在 一 直线 上 。 

解 由 问题 550 知 ， 
点 4,P、4' 在 一 真 线 
上 ， 

LCPB'~ 委 ZR, 
而 且 

LCA40B' 一 号 ZB, 
所 以 4"、0C'、P、B’ 
四 点 共 欧 . 

若 连 结 4"P， 则 A 

L4"PB'= 人 4"0'B'~ 邓 LR, 


但 是 LAPB'~3 LR, 


玖 , 4"P 和 4P 重合 , 即 点 4 4、P、4 在 
一 直线 上 . 

705。 在 人 4BC 各 边 的 外 侧 作 正方 形 
ABDE DCGT 、 K 
ACHK, 若 BK、 
0 恕 的 交点 为 
工 ，BG、CF 的 
交点 为 及 ， 则 
4、L、 M; D、 
直线 上 。 

解 由 问题 
238 知 ， 
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明 题 


人 LBIC=/R. XX /ABMO=/ZB, 
所 以 B、 轩 、C、 工 四 点 共 园 , 而 BM 一 0M， 
因此 LM 平分 人 BLC. 

因 LEKIC= /R=/KAO, 
所 以 及 、4、I、CO、 瑟 五 点 共 图 。 连 结 4 万 ， 
则 
LALKE = /AHK=-45°, 


同 理 ， /LALE=45°, 
直线 上 。 


其 次 ,人 BLB= 人 ERE, 人 BDB= 人 R, 所 以 
五 D、 B、 L 四 点 共 贺 ,而且 DB=DE, 因此 


ZLD 平 分 人 BLE. 
同 理 , LH 平分 CCZK。 故 点 卫 工 、 互 在 
一 直线 上 。 
706， 从 人 A4BC 的 边 BC 上 的 一 点 乙 
作 4B、AC 的 平行 上 且 
线 ， 和 过 C 及 BB 的 BS 
任意 平行 线 分 别 相 | ~、 . 司 
交 于 D、 轧 ， 则 D、 A D 
4、 石 在 一 直线 上 ， 起 > | 
解 设 B4.04 > 1 
的 延长 线 和 CD、 B“ 一 
BB 的 延长 线 分 别 相交 于 G、 石 ， 则 
BE BP_DG 
EH LC Op: 


因此 , 加 、4、D 在 一 直线 上 . 

707.， 设 三 是 矩形 4BCD 内 的 一 点 , 过 
各 顶点 所 作 垂 直 于 PA4、PB、 PC、PD 的 站 
线 组 成 四 边 形 EFGH, 则 BG_LFH. 

解 因为 BA4P=AR=LBDP, 所 以 ， 
以 瑟 P 为 直径 的 圆 过 
A、D. 

同 理 ,以 GP 为 直径 人 
的 加 过 DB、C。 设 网 FF 

4PZD 马 的 圆心 为 O, 贺 
BGOP 的 圆心 为 0 
则 O、O 分别 在 4D、 
BO 的 垂直 平分 线 上 。 
所 以 00' 垂直 平分 


AD 及 BO、 而 00'1 EG, …. EG/ 4B. 
同 理 ， PH/ 4D, | 
故 ， EGLFH. 


708，. 由 人 A45C 外 一 点 己 向 三 边 BC、 


Di 
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CA、4B 分 别 引 线段 PD、PB、PF,， 车 PD 
与 BC、PE 与 04、 | 

了 PF 与 4B 的 同 向 夹 
角 相 等 ， 且 D、B 了 了 
在 一 直线 上 ， 则 点 卫 
在 人 4B0 的 外 接 贺 


则 B、 B、 P、 D; D、 P、 C、 五 分 别 在 同一 圆 
局 上 . 
“+ LBPF= /LABDF 
=AEDC= /EPO, 
因此 LBPC=~ /EPEFE. 
又 因 人 人 BFP 人 PEC, 所 以 4、F、P、 如 在 
同一 圆 局 上 . 于 是 <A4+ 人 BPF=2 人 LR, 
“»。 LA+ALBPO~2LR. 

故 4、 B、P、C 在 同一 园 悦 上， 即 点 忆 在 
全 4BC 的 外 接 照 上 

709，。， 从 正三 角 
形 4BC 的 一 边 BC 
上 的 任 一 点 DD 所 作 
483、4C 的 平行 线 和 
AC、4B 的 交点 分 别 
为 吾 、 了 ， 若 加 DEF 
和 4B、4C 的 交点 分 别 为 G、 五 , 则 

EGY FH / BC。 


解 因为 
LAGE= /EDF=/A=~60°=/B, 
EG / BC 
LBHF=/EDF= /A 
二 60°=/0, 
*, FH BC. 

710。 从 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 B 
作 斜 边 40 的 垂 线 
BD, 设 LC 的 平 
分 线 和 A4B、BD 的 
交点 分 别 为 、F， 
过 五 所 作 4C 的 平 
行 线 和 BC 的 交点 
为 G, 则 


LEDG=/R. ... 
解 设 GF 和 A4B 的 交点 为 是 则 4 五 = 
了 BE( 问 题 1332)。 作 GE 4B， 


则 GK=AH, 
所 以 KG= BE, 

四 边 形 加 BGK 是 矩形 。 因此 以 BK 为 直径 
的 圆 过 互 、G。 并 且 BD1DO, 从 而 点 DD 也 
在 这 个 圆周 上 . 

故  LEBDG~/BKG=/R. 

711. 从 定 贺 0 的 定 直径 4 的 两 端点 
分 别 作 弦 4C、BD, 著 其 交点 为 吾 则 
DZEC 和 圆 0 互相 垂直 . 

解 因为 
LACD= /B= /BDO, 

所 以 圆 CDE 和 0D 相 切 
于 点 D。 若 设 加 DEC 的 A 
殴 心 为 O"， 

则 《0DO'= 人 人 R. 
因此 两 加 0、0' 互 相 垂 直 . 

7 了 712.。 从 一 定点 4 所 作 两 动 直线 4R、4@ 
的 夹 角 等 于 定 角 c， 从 另 一 定点 B 作 此 两 边 
的 垂 线 BP、BQ, 则 PQ 切 于 定 圆 . 

解 因为 人 4PB= /人 R=/ 人 49B, 

所 以 P、8@ 在 以 4B 
为 直径 的 定 团 周 上 . 
人 P48 是 一 定 
角 , 所 以 PQ 为 定 长 
的 弦 ， 因 此 PQ 到 这 
个 圆 的 圆心 即 4B 
的 中 点 的 距离 一 定 ， 
设 为 CC。 则 PQ 是 和 以 0 为 国 心 ，CC 为 半 
径 的 定 圆 相 切 。 

713. 固定 人 A4BC 的 边 BC， 当 4 一 
定时 ， 若 BB 4C, CD145， 则 DE 切 于 
定 圆 . 

解 设 BC 的 中 点 为 已 则 

LDFE~=2/DCE 
一 2.( 人 4 的 余 角 ) 一 一 定 。 
所 以 DE 的 长 是 一 定 的 。 因 是 直角 三 角 
形 DBC\、 了 BC 斜 边 的 中 点 ,所 以 


DB 一 了 BO~EF, 


因此 ABRDZ 的 形状 和 
大 小 是 一 定 的 。 设 DB 
的 中 点 为 G, 则 FG 是 
定 长 ， 且 FG_LDE, 故 
DE 和 以 了 为 团 心 , 定 
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长 ZG 为 半径 的 圆 相 切 .。 

714. .两 圆 O0、O 的 割 线 4BCD 与 两 
的 交点 分 别 为 4、B、C、D, 设 在 点 4 的 切 
线 和 在 点 CO、D 的 切线 的 交点 分 别 为 了 .8, 在 
点 8B 的 切线 和 DQ、 CP 的 交点 分 别 为 EE、S， 
则 四 点 卫 、@、R、S 共 贺 . 

解 ” 因为 .人 PAD 是 和信 4QD 的 外 角 , 所 以 

LY=ALPAD- LD. 中 
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但 是 
LPAD= SB4， 

LD= /S80B. 
所 以 由 四 ,有 
AQ 一 SB4 

— ZSCB 
=/LBSCO. 
因此 了 P、Q、R、8 四 点 共 圆 . - 

715。 设 平行 线 44'、BB' 的 公 
的 中 点 为 改 ， 以 双 
为 直角 的 顶点 所 作 
成 的 直角 三 角形 
MA'B', 另 两 顶点 
A B' 分 别 在 两 平 
行 线 上 , 则 斜 边 4 呈 3 
切 于 一 定 圆 . 

解 若 从 点 政 作 4'B' 的 垂 线 ， 其 垂 足 为 
五 ， 则 四 边 形 好 BB' 玉 、 MA44' 及 分别 是 以 
MB'、M4' 为 直径 的 圆 内 接 四 边 形 。 
因此 LMBH= /MB'H, 

LMAH~= /MA'H., 
但 是 人 AMB'H-4+AMA'H= 人 LR, 
.. LMBH+/AMAR=/R,. 
从 而 俯 4BH 是 直角 三 角形 ， 点 隆 是 斜 边 
AB 的 中 点 , 有 MH=MA4, 且 MH 1 4'B'. 
所 以 4'B' 切 于 以 歼 为 圆心 ，M 4 为 半径 的 
定 圆 。 

716. 设 48B 为 品 0 的 直径 , C 为 任意 一 
点 ， 连 结 40、BC 的 直 
线 和 圆 0 的 交点 分 别 为 ， 
P、Q@, 则 OP、08 相 切 
于 加 CPQ.。 

解 延长 08 得 QE， 
因 人 0B8 是 等 腹 三角 
形 , 所 以 
LB=A00B= /CQR, 


垂 线 4B 


证 明 题 


又 因 4P8QB 是 区 内 接 四 边 形 , 所 以 
LB=L9P0, 

因而 LOQBE= AQPO., 

因此 @E 即 O08 在 @ 点 切 于 贺 CPQ。 

局 理 , OP 也 切 于 圆 CPQ. 

717.。 设 4B 是 定 园 0 的 定 直 径 ,-CD 是 
定 长 的 动 弦 , 4C、BD 或 其 延长 线 的 交点 为 
五， 则 人 ECD 的 外 接 图 的 圆心 0 在 定 
下: 

解 ”因为 4B 是 定 直径 , CD 是 定 长 的 弦 ， 
所 以 ~C4D= 定 角 (o) 。 于 是 

LEB=/R-g= /O00., 
但 由 上 题 ,显然 CC 与 贺 0' 相 切 ， 
LOC0'= /RBR. 
因此 直角 三 角形 OOC 
的 COO 的 大 小 及 
00 的 长 都 县 一 定 的 ， 
.所 以 O00' 也 是 一 定 的 . 
从 而 0O' 在 以 0 为 
心 ， 定 长 00' 为 半径 
的 圆周 上 . 
718. 从 定 圆 的 贺 
心 0 作 定 直线 WAN 的 垂 线 O04, 再 从 垂 足 和 4 
作 两 割 线 4BC、4DZ 和 史 0 分 别 交 于 B、 
C0C, D、 如 , 若 CB、DB 和 A 收 N 的 交点 分 别 为 
FG, MAF=AG. 
解 过 召 作 平行 于 A 收 N 的 弦 252, 连结 
HG HB HA, 则 AH=AE., 


因 五 、B、D、 怠 四 点 共 圆 , 所 以 
LHAG~ /AHE= /AEH= /HBG, 
从 而 4、B、 互 、G 四 点 共 圆 
“ ZGHA~LGBA=/CBD 
=ZABEF. 
又 因 AH=AB, LHAG=/BAF, . 
“» AHE4G 纪 人 了 4 机 
AF=AG. 


719。 设 4 为 定 园 0O 上 的 一 定点 ; B 为 
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定 直 线 上 的 一 定点 , 作 任 意 圆 过 4、B, 若 它 
各 定 罗 及 定 直 线 的 另 
一 个 交点 分 别 为 O、 . 
DD, 则 直线 CD 醒 过 
一 定点 。 

解 设 DC 和 定 面 
O 的 另 一 交点 为 2， 
连结 40, 在 贺 内 接 
四 边 形 40DB 中 ， 

ZACM= /4BD. 

但 是 4、B 是 定点 ，BD 是 定 走 线 ， 所 以 
了 4BD 也 是 一 定 的 ， 从 而 定 加 O 上 的 圆周 
角 4CM 是 一 定 的 。 因此 4M 一 定 , 点 内 是 
定点 , 即 DC 恒 过 定点 好 。 

720。 过 和 人 4BC 的 边 4B 上 的 一 点 D 
作 直 线 DB， 和 AC (或 A 
其 延长 线 ) 相 交 于 瑟 , 使 
LABD= 人 LB, 着 4B> p 
AC, 则 E 

BE>OCD. 
. 解 0) 当 百 在 4C c 

上 时 ,因为 
”所 以 B、D、 甩 .C0 四 点 共 加 .又 因 4B> 4C， 

若 ZLC< ~ 已 则 劣 弧 BB> 劣 弧 COPD， 

*“。 BE>CD. 

车 LC0O= 人 B,' 则 BE 是 该 贺 的 直径 。 因 

LO0=LB, 


和。 BE>OCD,., 
车 人 0C> 人 LB, 则 LC 的 补 角 小 于 人 及 , 所 
以 在 图 中 , 人 BDE < 人 BEB 并 且 
. LBDE=/AED+/A>/AED, 
*. ABDE> /ABo, 
劣 弧 BB> 劣 弧 CD 
.BE>OD. 
因此 在 这 种 情况 下 ， A 
一 般 地 有 BB>CD. 
(i) 当 如 在 40 的 
延长 线 上 时 ,这 时 因 了 C 
LAED= /SB, 
所 以 B、D、0、 互 在 同 
一 圆周 上 . 因 4B> 40, E 
所 以 : 
LA0B> /ABO,. 


因而 
故 
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若 LO0> 人 信 , 取 BOB 的 共 示 弧 上 的 任意 
一 点 卫 ， 则 
BFZ 一 -CO， 
BoB=DBECTA4> DBC。 
“。 劣 弧 BB> 劣 弧 CD， 
»“e BE>OD. 
若 LC0~=LB, LBCR= 已 
: “» BE>OCD. 
车 LC<LR(ZBOB> 人 /BR)，, 
劣 弧 B= 劣 弧 BDT+ 劣 缴 DO . 
十 劣 弧 0B> 劣 绝 0D， 
“, BE>OD. 
因此 在 一 切 情况 下 ;都 有 BB>CD。 

721. 设 等 腰 三 角形 4BC 的 等 边 4B、 
AC 与 任意 圆 的 切 点 A 
分 别 为 也、 了 , 从 点 B. - 
作 此 因 的 切线 , 其 切 . 
点 为 和 则 直线 了 Z 
过 边 BC 的 中 点 允 。 

解 ” 设 任意 圆 的 网 
心 为 0, 直线 40 是 B M 
垂直 于 冶 边 BC 且 过 (1) 
其 中 点 四 连结 了 2, 在 图 1 由 ， 


LIXEZ= 襄 LXOY = /AOX= AL4BC， 


并 且 显 然 有 月 收 、2、O、 苹 四 点 在 以 O08 为 直 
径 的 贺 周 上 。 所 以 ,在 图 1 的 情况 下 , 即 点 攻 
在 图 形 的 内 部 时 ， A 
LXZM=2/AR—- LAB. . 

在 图 2 中 , 即 点 2 在 图 


形 的 外 部 时 ， x oF” 
/XIM= LB. 

因此 ，LXZIY 和 B 

人 XZM 在 图 的 情况 > 

下 是 补 角 关系 , 在 图 2 (2) 


的 情况 下 是 相等 关系 。 故 不 论 在 哪 一 种 情况 
下 , 了 、2Z、 2 总 是 在 一 直线 证 ， 即 直线 了 2 
过 下 点 . 

722. 在 加 内 接 多 边 形 中 , 作 过 一 个 顶点 
和 该 顶点 的 两 邻 边 的 中 点 的 加 ， 则 不 论 对 于 
至 个 顶点 这 样 的 加 者 是 全 等 的 ; 都 与 原来 的 
圆 相 切 ;都 过 一 定点 。 

解 设 贺 内 接 多 边 形 4FOD…ZT，4B、 
BC 的 中 点 为 M、N, 圆心 为 0. 因 OML4B， 
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ON BC， 所 以 下 、 
B、N、O 在 以 BO 为 
直径 的 圆周 上 、 因 此 
加 BMON 的 半径 是 
一 定 的 。 无 论 对 哪个 
顶点 ， 这 样 的 贺 都 是 
相同 的 ， 所 以 这 些 加 是 全 等 的 . 


证 


又 因 圆 BUN 的 圆心 0 是 BO0 的 中 点 ,所 


以 该 贺 与 圆 0 相 切 , 这 个 结论 无 论 对 哪个 项 
点 都 是 相同 的 . 

因 圆 BMW 过 0 点 . 无 论 对 哪个 顶点 都 是 
相同 的 ,所 以 这 些 圆 都 过 定点 0， 

723.。 在 人 4B0C 内 取 一 点 G, 使 


人 4BG 一 二 /8B, L406G= 二 Zo, 


设 了 为 人 BGC 的 内 心 , 在 4B、AC 上 取 点 
M、N, 使 BD=BMU，CD=CN; 再 在 GB、 
GO 上 分 别 取 、 A 

互 , 若 八 DBEF 是 
正三 角形 , 则 4、 
N、EB、F、 以 五 
点 共 圆 . 

解 首先 ,为 
了 证 明 4、 邓 、 
了 、N 共 阅 ， 就 要 证 明 

ZAMF+/AFNA=2/R, 

设 LB=38, LC0=37. 

因 刀 是 人 BEGC 的 内 心 ,所 以 由 问题 79， 知 


LGDC90"+ 去 /GBC=90° +8. 


因 人 LGDE==30°, 所 以 BEDC 一 60" 十 6. 
而 DO、GC 是 人 0 的 三 等 分 线 , CD=CN， 
所 以 ， 


辣 理 ， 


LENCG=/EDCO~60°+8. © 


LZBMF=60° +Y. ©® 

其 次 ,为 * 了 求 出 人 ENF, 着 眼 于 EF= 

EN, 只 要 求 出 等 腰 三 角形 NB 的 顶 角 
NBF 就 可 以 了 . 

LFEN=—360°~ /AFED~ ADEN, ©® 


型 LFED=60°, @ 
LZDEN=360° ~2AEDO~2y 
1 一 360" —2(60°+p) 一 27 
一 340。 一 2(8 坏 7) 。 © 


明 题 


将 @@、 四 代入 回 中 ,得 
LABBN 一 60" 十 2(8 十 7)， 


ZENF 二 (180° — ZFEN) 


一 二 El80" 一 60。 一 2(8 二 7] 


一 60" 一 (8 十 放 
由 多 、@, 得 
LFNO~ /ENOT+ /FNB 
=60° +B+60° — (B+Y) 
二 120° 一 7。 
又 由 加 十 @@, 得 
/BMF* /FNG 
=(60° 十 ?) + (120° —Y) =180°. 
因此 LA4MF+ 人 人 FNA=180°. 
所 以 4、 M、 F、 六 共 圆 : 

同 理 ，4、M、 五 、N 也 共 圆 。 故 4、 和 也 
FM 五 点 在 同一 圆周 上 。 

724. 在 和 八 4BC 中 , 各 角 的 三 等 分 线 的 
交点 (如 图 ) 所 作成 的 人 DEF 是 正三 角形 。 
[ 布 兰 库 * 毛 利 问题 ] 

解 延长 BF、0EB 相交 于 点 G, 则 点 DD 恰 
好 又 是 人 AGBC 的 
内 心 ， 因 此 ,这 个 
问题 的 证 明 可 考 
虑 如 下 : 取 人 GBC 
的 内 心 D, 若 作 
LGDE= /GDF 

30° 一 
使 吾 、 琅 分 别 在 GC、GB 上 ,显然 人 DEF 是 
正三 角形 ， 这 时 只 要 证 明 4 加 、4 了 三 等 分 
人 4 就 可 以 了 . 

设 点 卫 关 于 BG、CG 的 对 称 点 分 别 为 好 、 
N, 因 DE=BF 一 FD,， 由 问题 ?724， 知 4、 
MM、 了 、B、N 是 共 圆 点 。 因 DB 一 BF 一 了 FD， 
所 以 EN=~BF—FM, 

于 是 LMAF= /FAB=—/BAN. 
故 4F、AEB 三 等 分 人 4。 A 

725， 在 八 4BC 中 ， 
设 ZB、LC 的 平分 线 为 
BD、08, 若 人 人 B> 0， 
试 借助 于 辆 证明 BD< 
OB. 

解 ” 央 为 
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GG'、 BB 44', 则 
Ad4DMeeAG'MG， 
ABOIQAH'LH, 


LA4BD> L408, 
所 以 人 BDC> LBEC。 因 此 若 过 B、D、C 
作 回 , 则 互 在 弓形 BDC 的 外 面 . 设 CZ 和 贺 
周 的 交点 为 了 , 又 因 
LO0BF= /0BD+ /DBF 
>LBOF+LZDOF = /BCD, 
LB+ /0<180°, 


所 以 人 LOB 一 地 (ZB+ /0) <90°. 


又 因 LC< LB, 所 以 LDCB<90°，。 
因此 CD 六 、B7 记 都 是 劣 红 . 
OF>BD， 
CB> BD. 

726.。 作 . 人 4BC 的 三 条 垂 线 4D、B 甩 、 
GZ,， 由 垂 足 向 其 余 各 边 作 垂 线 ， 则 六 条 垂 线 
的 垂 足 、N、K、 瑟 、 人 、 工 在 同一 圆周 上 . 

解 ” 由 问题 505, 知 KN |/ BC, 因此 


ZANK- /4ACB. ® 
又 因 AD.LBO, DH LA4B，DGJ44C， 所 以 
B、 瑟 ,G、O 共 圆 (问题 487) . 
.“, LAHG~ /G0B. 四 
由 @、@@, 得 


LANE=—/AHG, 
因此 互 、 互 、G、XN 共 圆 . 
和 前 面 一 样 , LG /4B, 连结 区 荆 ， 
*, LKELG~ALBKL. 
但 是 4、 互 、 忆 CO 共 圆 (由 问题 487)， 
“, ZBEL=/ACB. 
由 @、@、@， 


© 


@ 


ZEHG 
ZELG, 

因此 KG、L、H 
共 贺 . 

同 理 , 五 、M、 
区 .也 共 贺 . 故 
、 瑟 ,MM、L、G、W 共 四 ， 

727。 在 正方 形 4BOD 的 一 边 4B 上 任 
取 一 点 加 ,从 恕 作 垂直 于 4B 的 BF 一 二 4B， 
以 了 7 为 直径 作 圆 0, 再 作 垂直 于 BP 的 直 
径 LM, 车 分 别 以 工 、 ML 为 直角 顶 作 等 腰 三 
角形 GLH、DMG, 则 五 ,了 、G 在 一 真 线 上 ， 

解 着 从 瑟 .G、5、4 启 LM 作 焉 线 召 瑟 \ 
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c 
于 是 GG'~MA',，HH’'=LB', 
‘. GG'_HH'2MA'_LB’, 
但 是 
MA'—LB'~(MA'+MB') (LB'+MB') 
—4'B'_ LM~AB_ LM 
一 到 AB—EF—2.F0, 
,GG'—HH'~280. @® 
并 且 MG'=D4', 有 'L 一 B'C, 所 以 
MG’'=H'L, OM ~0L, 


“. HO=06’, © 
而 OF 1 HEH’/ GG'. ©® 
由 、@.@, 得 瑟 、F、G 在 一 直线 上 . 

7 了 28. 以 四 边 形 48B0CD 的 四 边 4B、BO、 
CD、D4 为 直径 
画 贺 ， 若 在 外 侧 
的 半圆 弧 的 中 点 

2 下 A 
和 在 内 侧 的 半圆 AN 
弧 的 四 个 交点 
P、Q、R、5 构 成 
正方 形 的 项 点. 


解 ” 如 下 考虑 这 个 问题 较为 简单 . 设 4F、 
DE 的 交点 为 8,，BP、CE 的 交点 为 8， 要 证 
明 PQRS 是 正方 形 ， 只 需 证 明 连 结 SQ 的 直 
线 过 半圆 4 及 D、BFC 的 中 点 就 可 以 了 。 

人 = 和 =- 工 的 四周 ， 


LAPE~ /BPB=45°, 
同 理 ， DRG= /CRG~45°, 
因此 , 若 3P、C 的 延长 线 祖 交 于 点 5S, 则 
LSPR= /SRP=45°, 
又 若 4P、DE 的 交点 为 89, 则 
LFPQ~ LAPRQ=~45°, @ 
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由 @、@, 得 PORS 是 正方 形 。 连 结 89, 则 
AQSP 一 SR 一 45?， 
因此 者 延长 89 和 以 BC 为 直径 的 圆 相交 于 

点 也 则 五 是 半圆 BFC 的 中 点 . 

同 理 ， 延 长 98 和 以 4D 为 直径 的 圆 相交 
于 五 , 则 互 是 半圆 4ED 的 中 点 . 

729. 延长 五 边 形 4B0DE 的 各 边 ， 在 
其 外 部 得 出 五 个 EA L 
三 角形 FA4B、 
GBC. HOCD.. 
KDE、 LEA, 则 
这 五 个 三 角形 的 
外 接 贺 的 五 个 交 
点 4、B、C、 
DD'\ 如 在 同一 加 H 
周 上 ，[ 米 库 勒 定理 ] | 

解 人 FCK 的 外 接 贺 过 B'、D',. 这 是 因为 
五、D'\ DD 共 贺 . 所 以 ; 


RW 


LEED'~ /HDD'. 四 
但 是 及 CO、 了 、D' 是 共 贺 的 , 若 连 结 OD, 则 
© 


ZHDD'= 有 COPD/ 


第 三 章 


全。 基本 性 质 
A 两 边 分 别 相等 的 两 个 长 方形 面积 
相等 . 

解 宇 长 方形 4BOD、EFGH 中 ， 当 4B 
和 相等 ,BC 和 FG 相等 , 若 把 刀 FG 和 迭 
在 4BCD 上 ,使 FG 和 BC 重合, 且 两 个 长 方 
形 在 BC 的 同 侧 , 则 它们 的 各 边 完全 重合 , 所 


以 两 个 长 方形 面积 相等 。 
A. bs. D E HN 


注 “长 方形 的 面积 用 相 邻 的 两 边 之 积 来 天 
示 , 
长 方形 480D4B.4D. 
731， 平行 四 边 形 的 面积 等 于 以 一 边 和 
与 此 边 平行 的 另 一 边 之 间距 离 为 边 作出 的 长 


第 二 编 证 明 题 


由 @、@ 得 ， LBED'~ 人 HCD'. 
因此 四 边 形 PKD'C 是 加 内 接 四 边 形 。 
同 理 ACE 的 外 接 
圆 过 点 了 3'.。 
其 次 ,证 4、B'、D/、 
B' 共 圆 .- 因 卫 、 隐 、 怕 、 
D' 共 圆 , 所 以 
LEBE'D'= /EKD'. 
® 
但 是 由 于 上 面 证 明了 于 : 
也 、B'、O、D'、K 共 圆 ,所 以 连结 D'B', 则 


LFED'~/D'B'M. ©® 
由 国 、@, 得 
- TBITD' 一 DIDP'M。 2 © 
又 因 4、 也 、 工 A 共 贺 ， 所 以 
4 万 太一 人 .447 一 4DBT。 


由 @、@, 得 
LA'B'D' + /A'B'D'S2L/R, 
因此 A4^\ PB、D、B' 共 贺 ， 
间 理 , 4'、B'、O' 也 也 共 贺 。 故 这 五 个 
点 共 画 。 1 


面 


积 
方形 面积 . 
解 由 4、B 分 
别 引 DC 的 垂 线 ， 
设 垂 足 为 4、B'， 
则 4-4BB' 是 长 方 
形 ， 显 然 
人 4D452AHOB (两 角 夹 一 边 ). 
“。 口 4B0D 的 面积 = 口 4BB'4 的 面积 ， 
因此 . DABCD=AB.AA'. 
732. .三 角形 的 面积 等 于 与 其 同 底 、 等 高 
的 平行 四 边 形 面积 的 一 


A 
半 . | 

解 过 和 4B0 的 顶 
点 4、0, 分 别 作 与 BC、 | 


4B 的 平行 线 ， 其 交点 ff 
为 D, 则 4BCD 是 平行 3 一 全 Cc 
四 边 形 , 并 且 人 4BC2ACD4。 


和 
ee Sa4po 一 宇 口 4B0D 的 面积 ， 
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BO 是 平行 四 边 形 4B0D 与 A4B0 的 公共 | 


底 边 ， ee 因此 
Suno 一 亏 BO. 4B= 志 口 4BCD 的 面积 . 


733. 若 在 间 . . 
一 线段 的 同 侧 有 底 。” 代 一 -7 D 
边 相等 、 面 积 相等 八 a 
的 两 个 三 角形 , 则 /1 
连结 两 个 三 角形 的 S 
顶点 的 直线 与 底 进 平行 


解 ” 如 图 在 八 4BC 和 人 DEB 中 ， BC= 
EF, 且 Saapo 一 Sapzz。 车 从 4 及 D 诊 底 


边 作 垂 线 4 五 、 DG， 因 两 三 角形 面积 相等 ，. 


BOC=BEF, 所 以 4AH=DG, 从 而 4D I BF. 
734. 设 一 条 直线 上 的 四 点 依次 为 4、 

B.C、D, 则 长 方形 4C*BD 等 于 长 方形 4 

"OD 与 长 方形 BC.4D 之 和 .。 [ 欧 拉 定 什 ] 
外 


40.BD= (4D-CD)(BC+CD) 
“AD.BO-O0D.BO.- 
“4+CD(A4D— CD) 
= AD.BO—OD. BO 
+OD(A4B+ BO) 
=AD.,BC—CD.BO 
+OD.AB+OCD.BC 
=AD.BC4+0D.AB. 
735。 在 线段 4B A 
上 取 一 点 C, 车 4B 的 i 
中 点 为 @, 则 40.GB=402 一 O05, 
解 40=40-H00， 
CB=0B—00~AO~00. 
“, AC.CB= (40+00) (40—00) 
= A02— O032. 
即 AC.0B= A403—002, 
736.。 设 线 段 4B 上 任意 一 点 为 C，4B 
的 中 点 为 0, 则 
402 十 CBa 二 2(402 二 0O03) 。 
车 40>CB， 
则 ACY~O0B?=2A4B.OC. 
解 设 点 0 在 0 和 .有 0 C.B 
B 之 间 , 则 et 


B 


| . AC= 40+0C. 
“AC= .A402+O02+2 .40. 00, 
又 BC—0B-00. 


| 42B 平行 。 
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BCa=OB2+OC2 30.00.、 
0B=.40, 


“AO CB?2e2(AO02+O0), 
402 一 CB? 一 24B.OC。 


人 .三 角形 的 面积 本 
737。 设 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 4C、 
BD 交 于 点 0, 三 角形 4OD 和 三 角 形 BQC 
面积 相等 , 则 4Bf DC。 反之 亦 成 立 . 
解 Sa4op 一 SApoo( 题 设 )， 和 本 
都 加 上 AO4B, 则 得 
SaAp4B 一 SAcap， 
所 以 过 这 两 个 三 角形 项 
点 的 直线 DO . 同 底 边 


反之 , 基 2 Wp 
从 等 式 两 边 都 减 去 A 40B, 则 


ahop 一 SAsoc。 


738.， 在 两 个 三 角形 中 ， 设 两 边 分 别 相 
等 ,其 夹 角 互补 , 则 这 两 个 三 角形 面积 相等 . 
解 在 人 4BC、 人 DER 中 ， Cr 
延长 BC 并 在 其 上 取 点 
B', 使 0B' 一 BC。 连结 ， 
4B', 有 
和 4BCeaA4CB'。 
而 -2= 二 4CP'， 
因此 ee A 
739. 若 两 个 三 角形 的 底 边 、\ 面 积 和 顶 角 
分 别 相等 ， 则 这 两 个 三 : 
形 全 等 。 
解 ”使 相等 的 两 个 三 角 . 
顶点 重合 ， 这 两 个 三 角形 显然 全 等 。 若 不 重 
合 , 则 两 个 三 角形 4BC、 DBC 在 如 图 所 示 的 
位 置 ,由 于 一 B40、BDO 相等 , 知 人 4BC 
的 外 接 贺 过 点 D, 连结 4D, 因为 
Sa4Bo—SADgo, 


BO 一 BF, 并且 
AC=DE, CB'=EP. 
形 具 有 相同 的 底 边 ,。 县 顶 
所 以 4D/ BC， 


LOC=2/R- LE. 
*. ADBFEQAACB, | NF 
点 在 底 边 的 同 侧 , 这 时 车 ~ ~ 
人- 太 
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因而 LA0B= DBC. 
因 这 两 个 三 角形 的 底 边 BC 是 公共 的 ， 

LA=/D, /A0B= /DBC. 

故 人 A4BCse 人 DCB. 

740.。 三 角形 的 一 条 中 线 等 分 三 角形 的 
面积 . 

解 设 4 为 三 角形 4BC 的 中 线 ， 则 在 
A4BD 和 八 4DC 中 , 启 边 BD=DC, 高 4E 
公共 ,所 以 


SasaBDp= Saapo, 


即 中 线 4D 将 和 八 4BC A 
的 面积 二 等 分 . 
注 由 此 可 知 ,两 个 
三 角形 的 两 边 分 别 相 
等 , 车 夹 角 互补 , 则 能 3 E 


够 作出 两 个 等 积 三 角形 (问题 738). 
741。 设 三 角形 48C 中 线 4D 的 中 点 为 
互 , BB 的 延长 线 与 B 


4C 交 于 点 PP 则 Ne 
Seascy 一 2SAapp。 

解 设 人 D 作 DG [及 
平行 BF 与 40 交 于 人 6 一 C 


G, 因为 了 是 BC 的 中 点 ,所 以 G 是 FC 的 中 
点 .又 在 和 从 4DG 中 , 吾 是 4D 的 中 点 , BP/ 
DG, 所 以 了 是 4G 的 中 点 . 
“。 AF=FG=G0, 
因而 Sashkpr 一 Sespe 一 Sesec， 
故 Sagcr=2Sa4ps. 
742。.。 在 线段 4B 


D 
上 作 两 个 三 角形 > . 


个 三 角形 顶点 CD, 若 
CD 的 中 点 为 孔 则 三 IN 
角形 4BE 等 于 两 个 “ED 
三 角形 4BC、4BD 的 和 或 差 的 一 半 ， 
解 由 COC、 五 孔 分别 作 c 


4B 的 翟 线 CC'、ER'、 
DD', 得 
Se4pco 十 Sa4ap 

二 AB(CO'+DD). A 


又 Souss 至 AB.EE'’, 
当 人 4B8C、 八 4BD 在 .48 的 同 侧 时 ， 
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BE 一方 (CC'+ DD'), 


> Soaps— 二 (Soapc + SaasD). 


又 当 入 4BCO、 人 入 A4BD 在 4B 的 异 侧 时 ， 
EE'= (CO'~DD’), 


,AS saa 一 诗 (Sa4gc ~ SAaBD) 。 


743. 车 在 公共 底 边 BC 异 侧 的 两 个 三 
角形 4B0 和 DBC 等 积 , 则 连结 顶点 4D 的 
线段 被 BC 或 其 延长 线 所 平分 ， 反 之 亦 成 
7 

解 设 4D 和 BC 或 其 延长 线 的 交点 为 0， 
过 4 和 DD 作 BC 的 垂 线 4B、DF, 因 两 三 角 
形 等 积 , 故 4Bm=DF. 又 4 DEF, 故 四 边 
形 4BDZ 是 平行 四 边 形 . 

.. AO=DO. 
即 4D 被 BC 或 其 延长 线 所 平分 。 
反之 , 因 4O=OD, 有 4AE=DF, 
所 以 


Se4ac 一 Sepso。 


744. .以 连结 三 角形 两 边 中 点 的 线段 为 
底 边 、 以 第 三 边 上 的 机 
线段 为 对 边 的 平行 四 
边 形 的 面积 是 这 个 三 NE 
角形 面积 的 一 半 ， 又 
顺 次 连结 任意 四 边 形 ”$B 
各 边 的 中 点 。 所 得 平 So 
行 四 边 形 的 面积 等 于 这 个 四 边 形 面积 的 一 
半 . 

解 设 人 4BC 的 边 4B、4C 的 中 点 分 别 
为 FB, 边 G 虽 在 BC 上, EFGH 为 任意 平 
行 四 边 形 . 设 BC 的 中 点 为 D, 如 果 连 结 DE; 
DEF, 那么 BBBD 是 平行 四 边 形 . 且 

AFBLEOEADEFERAEDCOAAFE, 


“» DBPBD 的 面积 一 去 Saaso. 


平行 四 边 形 EFGH A RE_D 
和 BFBD 有 相同 的 
底 边 到 8, 而 且 它 们 的 
对 应 高 相等 ， 因 此 面 


积 相 等 。 G C 


口 BFGEH 的 面积 = 去 SA4BC。 

其 次 , 设 四 边 形 4BCD 各 边 的 中 点 依次 为 
肪 、F、G、 及, 作对 角 线 40， 与 FP、G 玉 分 
别 交 于 点 二 MK, 则 在 人 DAC 中 ,及 互 分 别 
为 D4、DC 的 中 点 ,所 以 

口 BLMH 的 面积 = 训 Be 


同 理 。 口 FGMZ 的 面积 一 圭 Saa4o. 
。。 平行 四 边 形 FGEH 的 面积 
=- 亏 四 边 形 .4BCD 的 面积 


745. 从 图 0O 外 一 点 卫 作 切线 P4, PB， 
设 过 点 女 的 直 
径 为 4C, 则 


Sapac 一 于 Sa4ac。 


解 连结 FO， 
则 FOL4B, 叉 
AC 是 直径 ， 有 BC.1.4B. . 

PO/ BC， 因 而 Sargo 一 Saogc 
出 AO=00 有 Saosc 一 Sao4B， 


1 
Se SaPao 一 可 SA48C。 


746. 在 三 角形 天 
4BC 中 , 设 BC 的 中 
点 为 D，4D 的 中 点 
为 加 延长 CB 与 4B 
交 于 点 妨 试 证 A4CF 6 
的 面积 等 于 和 4BC 
面积 的 子 . a 5 


解 设 BF 的 中 点 为 G, 则 DGVCF， 且 
AE 一 BD, 从 而 有 4 一 FTG 一 GBF. 


“» Soscr 一 各 SaaBpo. 


747. 在 面积 为 8 的 三 角形 4BC 的 边 
BC、C4、AB 上, 分别 取 点 P、Q、 及 , 设 4P 
和 CR 的 交点 为 L， 党 


| 车 BB、CD 的 交点 为 
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等 于 也 时 ,求人 AP9R、A4HZ 的 面积 
解 因为 


Saarg Sa4rg x Saspa ,1 .2.2 
Saapo Sae4B3 Saspec 3 3 9 


Sa 一 了 人 A4Bc。 
设 Sa4apo 一 中 
Sakzo 一 呈 s. 
局 理 ， 
S\ppR—Sacpo 


_2 
-53. 


、 -8—2. = 工 
， Sapor=B 5 Sx3 5 Ss. 


其 次 , EE' /BP, 在 AP 上 取 点 BE'， 


RE RR 1.1 1 
使 ~ 一 训 * 了 ~ 
RE'_ RL 
PC LO" 
BLl, . Son 1 
70™ 6 Bapo 6 


Sonn 一 地 Saxno~ 讲 - s. 


748。 若 三 角形 4BC 的 垂 足 福 角 形 
DEF 的 外 心 为 O, 则 
2Ss4s0=O0A(DE+EF+FD). 
解 ”根据 问题 567, 4O_L BF， 
.“。 2X 四边形 0 有 AF 的 面积 =O04.BF. 
同 理 ，2x 四 边 形 OFBD 的 面积 =0B.FD，, 
2X 四 边 形 ODOB 的 面积 =0C.DE， 
将 以 上 三 式 相 加 , 左 A 
边 是 2S44sc; 右边 由 
于 04=0B=00, 所 
以 
OA(BF+FD-+-DE). De 
*, 2SAnpo=O0A(BF+PD+DE), 
749. 设 平行 于 A 


三 角形 4B0 底 边 BC - E 
B | G 


的 直线 与 4B、4C 的 
交点 分 别 为 D、， 
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解 由 a 1 BC，SAspo 一 SaApzc。 
:sa SAapop 一 SAkoo。 


_DO Baa00 BO 
但 是 SA DC' So EB 
而 且 PDB/ BC, > 
及 - 艇 ， "2 Sohop 一 Sanoc， 四 


由 @、@ 得 ea 

750, mi 
过 B、 刀 作 任 意 的 
平行 线 BB、DF 与 
AO0、:4B 或 其 延长 
线 分 别 相交 于 五 
孔 , 则 三 角形 48F .- 
面积 等 于 三 角形 
ABC 面积 的 一 半 .. 
” 解 由 于 是 
4C 的 中 点 , 所 以 


‘i S44ap 一 去 Saapc. 


又 BENEFD, SA5gD 一 SABER。 
如 果 在 两 边 加 上 人 4B 万 ， 


那么 人 
即 .SAarz 一 Sahdzp 一 喜 a ea4ac， 


751. 在 直角 
三 稻 形 4BC 中 ， 
设 4B>4C， 在 余 
边 BC 上 取 一 点 D， 
使 BD=4B, 过 D 
作 直 线 平分 A4BC, 用 与 4B 的 交点 为 
则 BB、 DB 都 等 于 BC 的 一 半 

解 的 连结 40, 则 


Ss4ao 一 去 Sa4B0, 


| 1 
SAzaD 一 杞 人 SA4pc， 


因为 . 


- 。 和 
等 式 两 边 减 去 A 了 BO, 得 Sa4g0 二 Sapgo; 又 
人 480O 和 人 ADZBO 共 底 边 且 面积 相等 , 所 以 
4D/ BO. 根据 假设 4B 一 BD， 


SA BE~BO 亏 BC. 
因此 和 450 与 人 DBE 是 两 边 及 共 夹 负 分 


oj 


第 二 编 证 明 是 
| 列 相等 而 全 等 . 


. DB=40= 玛 Bo, 
BE~DE—3 BC. : 


752.。 着 从 三 角形 4BC 的 顶点 4、B.C 
分 别 作 三 条 平行 线 人 A 
4P、BQ、CR, 它们 同 
其 对 边 的 交点 分 别 为 C 
P、Q、B, 则 : 
EO 

=—Sacpe. 
解 4P1/9EB， R 
» Sapg—Sappe. A 
同 理 Sarp9 一 SacB9。 两 等 式 相 加 ,得 = 
Sa4ep 一 SAcPa. © 
又 APJCR, .., ‘SapRo=Sa4rc. 
从 两 边 减 去 人 BRC 得 
SeaRP 一 Se4sc。， © 
在 SAPge 二 Ss4se 的 两 边 加 上 和 CBG 得 | 
SacPg 一 SA4aBc。 
由 四 、@、 四 得 8 
Saope 一 SAaRpP 一 SA4oR。 

753. 设 给 定 
三 角形 4BC 及 与 
共 各 边 都 不 平行 
的 一 直线 2 ， 过 顶 
点 4、 刀 、C 作 直 
线 7 的 平行 线 ， 若 
这 些 平 行 线 与 
BOC.CA、4B 或 其 
延长 线 的 交点 分 别 为 D、 瑟 、 碾 , 则 三 角形 
DEF 的 面积 是 定 值 . 

解 因为 4D/ BBE/JCF, 所 以 

人 SAapE 一 SAs4zy © 
Saapz 一 SAspgc。 @ 
又 以 pc 为 底 边 ， 有 人 FDC 一 人 R40， 所 以 


“Sarpo~SarBc=SAra0o™~ SarBgo, 


即 
SAapp 一 SA4Bc。 四 
由 O+@+@ 得 | 
BaapB 十 SAspp 十 SAapz 
一 SAs4z 十 SApzo 十 SA4acy 


因此 Sapzs 一 2SAa4po， 即 不 管 1 的 方向 如 
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人 和 DEF 的 面积 总 等 于 人 人 43BC 面积 的 两 

754。 在 等 腰 三 角形 
4BC 中 。 从 底 边 BC 上任 取 
一 点 D 作 与 底 边 夹 成 等 角 
的 两 条 直线 DB 和 DF, 与 
4B、4C 的 交点 分 别 为 召 、 
五 , 则 两 三 角形 BDF、CDE 
面积 相等 . 

解 ” 取 点 当 关 于 底 边 BC a 
的 对 称 点 4', 设 FD 的 延长 线 与 4B 的 交 
点 为 召 ， 因 为 B4'V LO, 所 以 

aapyBg' 一 SAscog'。 
从 而 Saapp 一 Sacpag 
但 ” 人 BDB= 人 LFDC= 人 人 EB'DB, 
因此 五 和 如 是 关于 BC 的 对 称 点 。 


SaopB' 一 Sopmy 


- 故 Saapp 一 Sacpz。 
755。 在 三 角形 4BC 的 边 C4、CB 土 分 
别 取 点 D、 如 , 使 


CD=2 AD, OF= 到 EB. 


(1) 如 果 点 卫 是 线段 DE 的 中 点 ,了 是 
BC 的 中 点 ,证 明 PF/ 4B. | 
(2) 点 卫 在 线段 DB 上 移动 时 ， 确 定 
人 4BP 的 重心 移动 范围 。 
(3) 点 卫 是 线段 DB 的 中 点 时 , 则 
a 


' SaapP 1 

Saapo 3” 

解 (1) 设 BE 
的 中 点 为 五， 已 万 
的 中 点 为 了 , 则 D、 
互 是 4C、BO 的 三 
等 分 点 ,所 以 DHf. 
4B. 而 卫 、 了 分别 
是 如 D、 如 日 的 中 点 ,有 PF DH。 

.i 0» PPIAB. 

(2) 设 48 的 中 点 为 MW， 在 办 P 上 到 一 

点 8, 使 


PG 一 子 PM, 
则 G 是 A4PB 的 重心 。 而 在 DM、 EM 上 
分 别 取 点 瓦工 , 当 
DE~3 DM, BL—3 BM 


' 因此 4DG 是 平行 四 边 形 ， 
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时 , 因为 及 、Q、 工 在 一 直线 上 , 所 以 在线 
段 &L 上 移动 . : 
(3) 由 (4) 知 PF/ 4B， 拆 以: 
SAkap 一 SA4Bjy 


也 为 B0 的 中 点 


Ah8z = 地 Sa4ao， 


= 


改 Se4sp SA4BP _1 


756。 在 三 角形 
4BO 内 取 一 点 9， 若 
三 角形 4BG、ACG、 
BCG 面 积 相等 , 则 G 是 
这 个 三 角形 的 重心 . 

解 ” 按 假设 


Sa4ae 一 SAdcey . 
延长 L8 与 BC 交 于 点 D, 则 BD=DC( 由 问 
题 743), 即 4D 是 这 个 三 角形 的 中 线 . 同 理 ， 
BE、CF 也 是 这 个 三 角形 的 中 线 ; 所 以 G 是 
这 个 三 角形 的 重心 . : 及 . 

757。 设 三 角形 
ABC 的 边 4B、AC 的 
中 点 分 别 为 了、 了， 
BY .CZ 的 交点 为 0， 
则 


Sa4xyr 一 3SAxor。 

解 因 AY=Y 了 C0, ,Saazxr 一 Saxor, 由 
于 两 条 中 线 BY、CZX 的 交点 0 是 八 4BC 的 
重心 ,于 是 有 CX=3.0X， 

‘”, Saxor=3Sa0xY, . 
“Saarxr=3Saxor. 

758。 以 三 角形 
三 条 中 线 为 三 边 的 二 
角形 的 面积 ， 等 于 原 
三 角形 面积 的 四 分 之 

解 设 人 4BC 的 
三 条 中 线 为 4D,BE、 
CF', 连结 两 点 了 D, 并 延长 到 G 点 ,使 DG= 
8D, 连接 CG, 则 BGC 是 平行 四 边 形 , 

0 BG=FO, 
又 FDG 平行 40， 
FD= DG AR, . 
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第 二 编 证 明 题 


,, EG=AD. 
因此 和 BGEH 是 以 三 边 中 线 为 边 的 三 角形 
D、 及 、 卫 分别 是 BC、04、4B 的 中 点 ,有 
AAFESQAFBILSGADEFERAREDC 


= 二 SAaBc. 
因此 D 是 FG 的 中 点 ;所 以 


1 
Sapge™ SapgF™ 2 SaaBc;s 


gapae 一 Sarap 一 二 Saapo. 
又 HB 1 BO， 
“"， Sarap 一 SA zap 一 斌 Sa4aao; 


因而 


1 
Sapse t+ SaApsg+ SagBp™— SaapcxX3, 


759。 车 在 等 腰 
三 角形 4BC(4B~ 
4A0) 的 边 4B 上 ， 任 
取 一 点 ,由 卫 作 BC 
的 垂 线 PD， 则 


1 
Sappo= 可 SA4ac。 


解 由 4 作 BO 的 
三线 4 有 Bh， 由 了 卫 作 BC 的 平行 线 与 48、A40 
分 别 交 于 FT、G, 则 
Sappo™=Sarpo™ Sargp+ Sarso, 

Sargp— Saprp—S8agro 
(… PF=GF), 
“。 Sappo 二 四 边 形 了 ECG 的 面积 。 
而 四 边 形 了 BCG 的 面积 <Sassgo， 


» 


1 
> CQezpo< Sa4po 一 本 saBc。 


760. 设 三 角形 二 条 高 为 人 人 7、?1 人 
加 的 半径 为 证 明 


但 是 


各 边 BC、C4、 4B 
的 长 分 别 为 CD、 c， 

各 边 上 的 对 应 高 分 别 为 人 Ms 则 由 卫生 

的 面积 得 


2S=7r(a+b+o) 一 中 一 2 一 0 
2 


上 2S8 2S8 , 2S 
得 各 -于 + 的 十 区 
1 
改 人 
781， 在 以 4B 
为 直径 的 半圆 周 上 
取 点 书 , 设 以 P4、 
PB 为 直径 , 在 
人 4BP 的 外 侧 画 
和 上面 吉 、 商 不 二 大 总 沁 册 网 
个 月 形 面积 的 和 等 于 人 P4B 的 面积 . 
解 ” 两 个 月 形 的 面积 是 以 PA4、PB 为 直径 
的 两 个 半圆 与 人 PA4B 的 和 减 去 4B 为 直径 
的 半圆 ， 设 两 个 月 形 面积 的 和 为 8， 则 


S= 人 (AP2+ BP?) 4 Saasp— 写 AB’, 


由 于 人 4PB=90°, 有 4P2? 十 了 Pa 一 4B2. 


一 了 + 二 十 过。 


“» SeSapap. A 
762. 在 三 角形 
4BC 中 ,由 44 作 人 人 B 
的 平分 线 的 垂 线 4D， 
出 C 作 角 B 的 外 人 角 
平分 线 的 垂 线 0 加 , 设 
AD、0 轧 的 交点 为 F， 
则 四 边 形 


BEBFD 的 面积 一 Sa4ao。 

解 设 A48、BC 的 交点 为 G, 在 人 4BG 
中 BD 4G. 因为 BD 是 全 4BG 的 平分 线 
所 以 AD= DG. 

oe Saago~=2SAapBo, 
但 BCfBD, 有 
2Sapso 二 四 边 形 BEFD 的 面积 ， 
“，。 SaA4zc 一 四 边 形 BBFD 的 面积 ， 

763。 由 三 角形 4BC 
的 顶点 4 作 底 边 的 垂 线 ， 
设 垂 足 为 D， 外 接 贺 半 
径 为 五 则 

AB. AC0C=—28R.AD. 


解 设 过 4 的 直径 的 
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另 一 端 为 4， 则 
LABA'— /R= 4DO， 
因 . LA44'B= /ACD. 


…“。 人 A 人 4B4'mA 人 4DC( 两 角 相 等 )， 
因而 AB: AD= A4':AC, 
” 故 4B.40=A44'.4D=2R.4D. 
764， 设 三 角形 A 
4BO 的 边 BC、C4、 
4B 分 别 为 a、 5、 <， 
其 外 接 回 的 半径 为 
EB, 三 角形 4BC 的 面 2 D 
积 为 8, 则 SN 
S—-0 A 
2 。 
解 设 过 4 的 直径 的 另 一 端 为 4， 由 4 
作 BC 的 垂 线 , 垂 足 为 D, 由 上 上 题 知 
AB. A0=—2R.4D, 
但 8 三 译 AD.BC, 
28 
“» 4B.A40~2R B37, 
BO.C4.4B _ a.b:c 
故 S44 
765。 在 顶 角 相 A 
等 ， 夹 顶 角 的 两 边 之 
和 等 于 定 长 7 的 三 角 
形 中 ， 等 腰 三 角形 的 
面积 最 大 。 
解 设 顶 角 相等 ， 
夹 此 角 两 边 的 和 等 于 昌 
i 的 两 个 三 角形 
ABC、4AEF, 使 其 等 角 重 迭 . 若 4BC 是 等 腰 
三 角形 , 另 一 三 角形 为 4BF, 则 
AB+ AC= AB+ AF 1, 
即 24B~AE+AF=1. 
当 4E>4B, 那么 4F<AO, 所 以 加 在 4B 
的 延长 线 上 , 在 边 A4C 上 . 
又 作 了 FEK/ BE, 则 由 4B=.A4C, 有 FEK= 
FC、 而 由 BB=FC, 有 BB=FK, 所 以 
ABEGQAKFG. 
“"。 Sagga<Sarago., 
由 此 Saagr<Saanc, 
即 两 边 的 和 与 其 夹 角 相 等 的 三 角形 中 ， 等 腰 
三 角形 面积 最 大 . 


K C 
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766. 在 同 底 且 面积 相等 的 三 角形 中 ,等 
腰 三 角形 的 周 长 最 短 . 五 

解 设 和信 4BC 中 ， 
4B=AC, 作 DBC 是 与 
和信 4BC 同 底 等 面积 的 
任意 三 角形 ， 则 两 三 角 D 
形 高 相等 , 所 以 卫 在 过 
点 和 4 且 与 BC 平行 的 直 
线 上 。 另 外 在 B4 的 延 
长 线 上 取 4 如 =AC, 由 
4D1 BC,4B=-40 有 
LBAD= AC4D， 可 知 三 角形 4ED、AOD 
全 等 ,所 以 DE=DO, 因此 DB4+DC=DB+ 
DE, 并且 BE<DB+DE. 但 是 

AB+ AC=BE, 
.. AB+AC<DB+DC, 
故 三 角形 4BC 的 周 长 比 三 角形 Re 局 
长 小 。 

767， 在 同 底 且 
周 长 相 等 的 三 角形 
中 。 等 腰 三 角形 的 面 
积 最 大 . 

解 设 人 4B0 为 
等 屡 三 角形 ,4 .BC 是 
与 人 4BC 同 底 等 周 Bt 
长 . 且 在 BC 同 侧 的 三 角形 . 由 是 得 - 

AB+AC= 4'B+4'0, 
过 4 作 与 BC 平行 的 直线 了 了 , 则 4 在 BC 
与 XY 之 间 。 这 是 因为 ,如果 4 在 XY 上 
A" 的 地 方 ,延长 B4, 取 点 0, 使 4C' 一 40， 
则 C 与 C 是 关于 直线 圣 了 的 对 称 点 ， 

40=401， 
A"B+A'C= A"B+A"0'> BO 
=AB+ AAC, 、 

与 假设 了 矛盾 。 如 果 4 与 BC 在 XY 的 异 侧 ， 
则 因为 4C 与 X 了 的 交点 为 4”", 有 
A'B+AC~—A'B+A'A4"+A"C>A"'B+A"C 

=A"B+A"C'=BO'=AB+ 40, 
同样 与 假设 矛盾 。 所 以 4' 是 在 BC 和 XY 
之 间 ， 因 而 S<4so> Sa4ac， 改 等 腰 三 角形 
4BC 的 面积 最 大 . 

768.、 在 同 顶 角 4 的 各 种 三 角形 中 , 若 
底 边 过 顶 角 内 一 定点 0, 则 这 些 三 角形 中 其 


4 底 边 被 点 0 平分 时 面积 最 小 。 
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第 二 编 证 明 题 


解 若 三 es 由 号 和 媚 分 别 作 4B 和 40 的 平行 线 交 于 


分 ,三 角形 4EF 的 底 边 

BP 过 点 0, 有 
BO>OF. 

过 BB 作 4C 的 平行 线 

BD, 又 BD 与 BO 的 交 

点 为 D, 则 


E 
人 BOSS 人 CO。 
。。 Soagr> SA4Bc。 

769. 在 定 圆 的 内 接 三 角形 中 ， 人 
4BC 的 面积 不 小 于 其 x 
他 三 角形 面积 ， 则 过 点 
4 BC 的 各 女 线 分 别 与 
BC、AC、AB 平 行 。 并 
县 4BC 是 等 边 三 角形 。 

解 首先 考虑 固定 
BC, 若 4 是 弧 B4C 的 中 点 时 ， 则 从 BC 到 
点 4 的 高 最 大 ， 这 时 三 角形 面积 最 大 ， 即 
AB=AC、 同样 , C4 二 CB 时 , 即 A4BO 为 
正三 角形 时 。 比 其 它 任 何 内 接 三 角形 的 面积 
都 大 。 过 4 作 切 线 了 4 了 , 有 

ZXAB= /0~ LB, 
由 此 可 知 了 了 /BC。 过 B、C 作 切 线 时 也 是 
如 此 . 

770. a 以 四 条 
边 都 相等 的 长 方形 ， 
正方 形 的 高 积 最 大 . 

解 ” 设 阅 内 接 正方 形 
为 ABCD， 长 方形 为 
4BOF,， 圆心 为 0 则 在 
三 角形 DOC、ZFOC 中 ， A 
OC 为 公共 ，DO= 二 FO， E 
LDOC= LR, LFOC< LBR, 


。。 Sapoo> Sapoc. 
正方 形 4BCD 的 面积 =48Sapoc， 
和 矩形 4BCF 的 面积 =4Sapoo， 
.…。 正方 形 4BCD 的 面积 
> 矩形 4ECF 的 面积 . 
由 此 得 出 ， 在 图 内 
接 长 方形 中 。 正 方 
形 面积 最 大 .。 
771。 设 三 角 
形 4BC 的 边 BC 
被 D、 瑟 三 等 .分 ， 


ee ev 


| 点 五 , 由 
Bayraa 一 Sazao 一 SaAzao4。 
解 由 FDJ/ 4B, .“。 Saras 一 SAp4a， 
因为 BD=DE=~EO, 
所 以 三 个 三 角形 4BD、ADE、AEC 的 面积 


都 相等 , 等 于 计 AABC. 


“。 SAr4B 一 于 Saasc. 


又 FE/AC, .. Sarca™=Sagca. 


oe Saros4= 于 人 Aaaoy 


1 . 
Sarpc™ SaaBo; 


os SaAraB 一 SAro4 一 Arac。 

772. 设 三 角形 4BC 的 外 接 圆 半径 为 
五 ， 内 接 贺 半径 为 7, 边 BC、CA4、AB 的 长 
分 别 为 Z、 2、 6, 证 明 当 ac=6R7, 有 

CQ 十 C 一 20。 
解 ” 设 这 个 三 角形 的 面积 为 83， 由 问题 
760、764 有 
: Ss GDC 
7 一 一 一 一 一 一， 卫 一 一 。 
末 C 二 5 十 0) 人 
所 以 如 将 此 式 代入 ac 二 6E7, 得 


CDBC 3czc 
i tone 
因而 ca 十 2 十 C 一 32， .“。 a 二 c=20。 

注 因为 4+c=25, 所 以 三 边 4、5、c 按 
这 个 硕 序 构成 等 差 
数列 。 

773。 若 延 长 三 
角形 4BC 的 边 BC、 
CA、4B, 使 
CD 一 BC，4 万 = 一 C4， 
BF=AB, 则 Sepgz 一 7SA4ac。 

解 因为 BC= CD, 04 二 4E, 4 一 BZ、 
所 以 


Raazp 一 2SAprc 一 2SA4ac， 
Sacpg 一 2Sacps 一 2Sahac， 
Sa4zszy 一 2SA4BB 一 2Sa4zc。 
故 坦 - 演 
Sapgr= (2SA4Bc) X3 汪 SaA4so 一 7Sa4po。 
774， 设 直角 三 角形 4BC 的 内 切 画 了 与 
余 边 4C 和 边 BC 的 切 点 分 别 为 P.@。 又 设 
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角 妈 内 的 旁 切 圆 与 边 4B 的 延长 线 的 切 点 
为 五 ， 试 回答 以 下 问题 : 

(了 DD) 设 入 4BC 的 三 边 BC、CA4、4B 的 长 
分 别 为 a、 5b、c，s 一 吝 (a+5+O) 时 ， 则 4B 
和 008 的 长 用 a、5、c、s 来 表示 . 

(2) 设 了 为 内 切 圆 中 心 时 ,证 明 

.BORSAQIC. 
(3) 证 明 三 点 已 、@、 忆 在 一 直线 上 。 
解 (1) 由 问题 444、446 得 
AR= (at+b+o) =$, 


COQ=—=s—AB=s—c. 


(2) 因为 BR= A4R 一 A4B=s-6c, 又 CO= 
S$ 一 Cc，BQID 是 正方 形 。 所 以 
QI~QB, LB=/IYC= LEB, 
'. 人 BORLAQIC. 
(3) 因为 人 BQR、 和 QIC 全 等 ,由 于 
BQ LQI, BELQC, 

所 以 在 第 三 边 上 也 有 QBELIC. 
又 连结 P8Q, PQ 上 1C. 
由 Q@、 回 有 P、Q@、 忆 在 一 条 直线 上 , 

775. 在 共 底 边 A 
BC 的 同 侧 作 两 个 三 
角形 4BC、DBO, 设 
边 4B、AC、DB、DC 
的 中 点 分 别 为 召 、 
、G、 及 , 则 四 边 形 ， 
EGHF 的 面积 等 于 
入 4BC 与 和 DBOC 面积 之 差 的 一 半 . 

解 设 到 为 8C 的 中 点 , 吾 、 万 分别 为 
4B、40 的 中 点 , 
所 以 “ 

口 BBMF 的 面积 = 计 Satso; 人 @ 


SO 


口 GMCH 的 面积 ~ 去 Sapao。 人 @ 
因 G、 五 分 别 是 DB、 DC 的 中 点 ,所 以 . 
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GH~BM= MO, 
六 此 三 个 平行 四 边 形 BGHF、BBMF、 
GMCH 有 相等 的 底 边 , 所 以 其 面积 与 其 高 成 
比例 

因 口 BGHF 的 高 等 于 口 BBMF 的 高 与 

DCMCZ 的 高 之 差 ,所 以 

口 8GHF 的 面积 == 口 BMF 的 面积 

改口 GMCE 的 面积 . 

将 @、@ 代 入 这 个 等 式 ,得 


DEGHF 的 面积 = 也 (Saagc~ SADBEC) 


776. 若 同 底 等 高 的 三 角形 4BC、DBC 
在 BC 的 同 侧 ，B4、CD 的 交点 为 0, OB/ 
BD, OF J AC, 则 BE =0F. 

解 因为 Ssa4sc 一 Sapso, 4 和 DD 在 BC 
的 同 侧 ,所 以 AD/ BC， 


o» SA4BD 一 SA4cpy 


em 


eo SaoBp—Saoca. 
由 OE/ BD, 
OF /| 4C， 

有 
SAoBD— SAEBD; 
SAoc4 一 SaArc4。 


o» SaAzaD 王 Sarc4 
从 而 这 两 个 三 角形 高 相等 。 
”一 OF 

777。 若 在 公共 底 边 同 侧 的 两 个 三 角形 
的 面积 根 等 ， 则 与 底 边 的 平行 线 被 每 个 三 角 
形 其 他 两 边 截 得 的 线段 相等 。 

解 ” 设 面积 相等 的 
两 个 三 角形 为 4BC、 
DBC， 底 边 BC 的 平 
行 线 与 边 4B、 4C、 
DDB、DC 或 其 延长 线 
的 交点 分 别 为 P、@、 
玉 、S,， 则 由 这 两 个 三 角形 是 同 底 等 面积 ， 其 
高 相等 ,从 而 4DV/ BC. 

- .4D1BC1 PS， 
AP_DS PO_ES 
AB DO BO BO 

故 PQ=BES. 

778. 从 人 和信 4BC 底 边 的 两 端 B、0, 在 三 
角形 同 侧 分 别 作 BC 的 垂 线 BD、0B 等 于 三 


-| 角形 的 高 4 工 的 两 倍 , 若 也 各 分 别 为 4B、 
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明 是 


AC 的 中 点 , 人 4BC、 人 ACB 都 是 锐角 , 则 
Sasapc™—SAppr + SacgG. 
若 人 4BC 为 鲁 角 , 则 
人 SA4Bo 一 Saczpe 一 SABpz。 
解 设 过 4 作 B0C 的 平行 线 与 DB、ZC 
的 交点 分 别 为 五、 到， 则 


Behpo 一 去 口 有 BOK 的 面积 
~ 二 口 太 BLA 的 面积 


+ 亏 口 4L0RK 的 面积 。 


又 下 和 G 分 别 为 4B、4C 的 中 点 ， 所 议 
瑟 DZ 分别 过 HG, 但 在 入 BFD .AHBL 
中 ,DH 二 HB, HF D E 
=FL, 

o» ApRFP 一 全 ABRF 

二 SaBrr, 
“» Sappr=SanBL. 
同 理 ， 


SacEG SArcK 。 


即 。 Saspr 一 于 口 妃 BT4 的 面积 ， 


Saorza 一 立 口 4LOK 的 面积 . 


因此 Sa4ao 一 Saapp 十 Sacgc。 
若 么 4BC 为 钝 角 , 则 


Sasao 一 避 口 4LOEK 的 面积 


= 去 口 4LBH 的 面积 . 


因此 与 上 面 一 样 ， 得 
于 口 4ZCE 的 面积 


一 Saczge， 
于 口 4LBZ 的 面积 


=SABDF. 
“'» SaA4Bc 一 SaogG 一 SABpF。、 1 

779， 若 以 A4DBC 
的 各 边 为 边 分 别 向 外 侧 
作 正 方形 4BDE、 
BOFG、ACHTIT, 则 三 角 
形 47 .BDG、08EB 面 
积 相等 。 


解 由 于 LCA4I=ABEAB=AR, 所 以 
LIABE、 人 BAC 互补 .两 个 三 角形 A418、 
40B 的 两 边 分 别 相等 , 它 的 夹 角 互补 , 所 以 

Sa4rg 一 SA4ca( 问 题 793). 

同 理 ”Sappg 一 Sap4c, SaopH =—SacBA 

所 以 Sa4arg= SABppG 
Saorg. 

780. 若 从 圆 O 外 
一 点 卫 向 该 园 作 互相 
垂直 的 两 条 割 线 P4B、 

PCD， 则 
Sao4ac™= SaoBD. 人 
解 LP=/BCD- /ABC= /RBR, 
2ABCD-—2/ ABC=—2/R, 
| 2 人 《BCD 一 优 角 BOD( 圆 心 角 )， 
2 人 4BC= A400C( 贺 心 角 ). 
(4/BR— /BOD)— /AO00=2/R, 
即 LBODT+ /AOC-=2 /RR, 
由 问题 738 得 
Sao40™— SaoBD. 

781。 过 加 0O 直径 
4 妃 的 一 端 4 作 互 相 垂 
直 的 两 弦 4C、4D， 若 
在 劣 弦 A4C 上 取 一 点 P，Ak 
则 
SA4pB 一 SA4Po 十 SA4PD， \ 

解 在 同 底 边 4P 上 4 
的 两 个 三 角形 4PC、4PD 中 ,连结 顶点 CD， 
由 于 人 DA4C= LR, 有 CD 过 圆心 0。 所 以 
由 问题 742 有 Se4Po 十 SaA4pp 一 2SA4Po。 

又 2SA4Po 一 SA4PB， 
。。 Sa4Pc 十 SA4pD 一 SA4PB。 


3。 平 行 四 边 形 的 面积 


782. 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 把 它 分 
为 四 个 面积 相等 的 三 D 
角形 . 

解 ” 设 平行 四 边 形 
为 4BCD, 它 的 对 角 


线 的 交点 为 0, 在 

A4ZB7DP 中 , 0 是 BD 的 中 点 ,所 以 
Sa4B0=Sa40D. : 

同 理 , 在 人 B4C 中 Saaao 一 Saaco 在 人 CBD 

中 Saoso 一 Sacop。 
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。…。 NAo4B 一 Saosc 王 SaocD 一 SAop4。 


783. 在 平 行 A E D 
四 边 形 4B0D 的 
一 边 4D 上 任 取 一 ZN 
点 妃 , 阁 连 接 BB、 A 


BC， 则 人 BBC 的 
面积 等 于 平行 四 边 形 4BCD 面积 的 一 半 ， 

解 过 吾 作 4B 的 平行 线 如 了 与 BC 的 交 
点 为 了 ,， 则 有 


人 SAzBz 一 SAEB4，SAECF 一 SAzcD。 
， Sazso 一 去 口 4BCD 的 面积 ， 


784. 过 平行 四 和 A 
边 形 的 对 角 线 交点 
的 任意 直线 ,将 它 分 


M D 
力 形 的 对 角 旨 
a 1 gj 
形 . 
: B N- 


为 两 个 相等 的 四 边 
解 设 任意 直线 


过 平行 四 边 形 4BCD 对 角 线 交点 0, 与 边 
AD、BC 的 交点 分 别 为 M、N, 则 
AOM/4AGBAONO, 人 04Fc2A 人 OCD， 
AODPN22AODM。 
将 各 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
四 边 形 4BN4 的 面积 
一 四 边 形 CDMN 的 面积 。 
785. 若 一 直线 了 了 平分 平行 四 边 
4BCD 的 面积 ， 则 A 


亚 过 对 角 线 交点 - 2 


x ~ 人 HF 
解 设 有 了 不 过 es 
点 0， 则 过 点 0O 作 4 


B C 
及 了 的 平行 线 ， 与 边 4B、CD 的 交点 分 别 为 
轧 、F, 由 上 题 有 
四 边 形 4BFD 的 面积 


=- 注 口 4B0D 的 面积 ， 


但 因 四 边 形 
AGHD 的 面积 四边 形 48BFD 的 面积 . 
因此 四 边 形 4G8D 的 面积 和 四 边 形 GBCH 
的 面积 ,这 与 假设 矛盾 ， 
故 XY 必 过 点 CO。 

786. 在 平行 四 边 形 4BCD 内 任 取 一 点 
卫 , 若 连 接 P4, PB, PO,PD, 则 

SeahPB 十 SacPD 一 SA4PD 十 SApPoe 


| 口 BBHP 的 面积 = 


. 解 过 P 点 A EE D 
作 4B 的 平行 (2 

线 BPF 与 < 
4D、 BO 交 于 ,I 六、 

、 了 ， 于 是 


ABFB、BFCD 都 是 平行 四 边 形 . 由 问题 


783 有 
S44P2 一 部 口 4B7B 的 面积 ， 


Becpp 一 于 口 BFCD 的 面积 。 
-， Sapa 十 Saopp 一 亏 口 4BCD 的 面积 。 
因此 
Saapp 十 SAapo= 亏 口 4BCD 的 面积 ， 


,人 AdpB 二 SAcPp 一 SA4pD 十 Seapc。 

787 。 过 平行 四 边 形 4BCD 对 角 线 AC 
上 的 任意 点 O, 作 与 各 边 平 行 的 直线 ， 与 
4B、CD 及 4D、BC 的 交点 分 别 为 五 及 
G、 互 , 则 

口 BBHO 的 面积 = 口 908D 的 面积 . 

解 因为 ABOG、EBHO、OHCF、 OFDG 
都 是 平行 四 边 形 ， A & D 
所 以 它们 的 一 条 对 
角 线 把 它 分 为 两 个 了 F 
全 等 的 三 角形 。 所 
以 B 

SA4po 一 SA4cp， 
Sa4go 一 Sa4eo，Saoagc 一 SAorc。 

故 口 BBHO 的 面积 一 口 6OFD 的 面积 。 

788. 过 平行 We 
四 边 形 4BCD 内 
的 一 点 己 作 各 边 的 
平行 线 妃 BF、G 互 , 若 


H 


DGPFD 的 面积 ， 
则 也 在 4C 上 . 
解 设 卫 不 在 40 上 ,HF 和 4C 的 交点 
为 二。 根据 上 题 
口 BBH'P' 的 面积 = 口 G'P'8D 的 面积 ， 
而 一 在 了 P' 上 , 则 
口 BBHP 的 面积 二 品 刀 BOP 的 面积 
一 口 G'P'FD 的 面积 < 号 GP8D 的 面积 
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口 台 好 万 三 的 面积 < 口 GPFD 的 面积 ， 
这 与 假设 也 盾 。 所 以 三 在 4C 上. 

789. 设 平行 
四 边 形 4B0D 的 
对 角 线 AC、BD 
的 交点 为 O, 呈 为 
三 角形 40B 内 的 
形 4PC 各 BPD 的 面积 大 小 。 

解 车 OP1/4D, 则 

Sa4Po 一 Gappo，SAapo 一 SAcPo。 
"» SA4apo=SABPD. 

其 次 ， 设 4B 的 中 点 为 及 ， 若 卫 与 BB 在 
OM 的 同 侧 , 则 

| 。。 Boarc> espp， 
又 车 证 与 有 女 在 0M 的 同 侧 时 ， 则 与 上 式 相 
反 , 有 Saapo<SAgpp. 


790。 在 四 边 形 内 任 取 一 点 己 , 设 
Sapapi+ Sapcp 
是 定 值 , 则 .4BCD 为 平行 四 边 形 . 
的 平行 线 了 ,与 
AD、BC 的 交点 分 
别 为 如 克 ,因为 点 
忆 在 BF 上， 所 以 


SaP4s 为 定 值 根 一 下 
据 假 设 Sepas 十 Sepcp 是 定 值 ,所 以 Sspop 必 
须 也 是 定 值 。 
因此 EF/CD, “. ABY OCD. 
其 次 在 四 边 形 48CD 中 , 若 
Sap4B+ Sapcp 
一 定 ， 则 
Saapp+ Sappc 
也 一 定 , 司 理 ,有 4D/ BC, 所 以 4BCD 为 平 
行 四 边 形 . A D 


的 一 点 卫 在 
.入 ABD 内 , 则 
SAPaD 一 SBAPaso 一 SAP4B。 
解 连结 底 边 BP 上 两 个 三 角形 4BP 和 
CBP 的 顶点 4C, 设 线 段 40 的 中 点 为 0， 
则 Sacsp 一 Sa4asp 一 2SaoBpp( 问 题 742) 。 


.的 面积 等 于 两 个 B: 
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由 于 O 为 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 ,所 以 
BO=OD, : 
故 Sapgo~Sap4AB=SAPBD。 
792， 设 PP 为 
平行 四 边 形 4BCD 和 了 
内 的 一 点 ， 则 
SApcp~Sap4p 
一 APBD 十 SAP4C。 
解 设 BEF// 4B, pp 
GHf Bo, 则 
口 PFCR 的 面积 一 口 4GPEB 的 面积 
一 2SApap ©@ 
(参照 问题 796)， 
口 BPHD 的 面积 一 口 GB8P 的 面积 
一 2SAp4c。 ©® 
@ 十 人, 则 
口 PFOH 的 面积 + 口 BPHD 的 面积 
一 ( 口 4GPB 的 区 积 
+ 口 GBFP 的 面积 ) 
一 2(SApap 十 Sapho) 。 
又 ” 口 PFOR 的 面积 十 口 妃 PPD 的 面积 
一 28Apop( 问 题 783) ， 
口 4GPE 的 面积 + 口 GBFP 的 面积 
一 2SApP4B， 
»» SApPop SApP4B 一 SApBD 十 BAPhac。 
793， 若 在 平 ，A 了 
行 四 边 形 4B0D pg 一 


< < 
的 平面 上 取 一 点 /CK 


了 , 则 三 角形 PBD 


三 角形 P48B、PBC 的 面积 之 和 或 差 。 
解 ” 设 对 角 线 的 交点 为 0, 则 40 二 00, 车 
4、C 在 PPB 的 间 侧 , 则 
SAp4B 十 SApso 一 2SApao 
一 SAPsD( 问 题 742) 。 


| 着 4、C 在 ZB 的 异 侧 , 则 


人 apP4B~SaAPac 一 2SApao 
一 SApPaD( 问 题 742) 。 
794. 设 卫 为 平行 四 边 形 4BCD 外 的 任 
一 点 (不 在 4B、CD 的 延长 线 之 间 ), 则 


Seapa~Bappo 一 避 口 4BCD 的 面积 ; 


又 过 已 作 各 边 的 平行 线 ， 则 平行 四 边 形 
PFBN ,PMDEB 的 面积 之 和 或 差 等 于 人 APC 
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的 面积 的 两 售 . 人 
解 过 卫 作 


42B 的 平行 线 与 AN 


Hp 
4D、BO 的 延长 /AAA 
线 的 交点 分 别 为 全 二 
M、N, 则 


SAapa 一 志 口 4BNM 的 面积 ， 


Sepro= 子 口 DCNM 的 面积 . 


ev。 SaaPB~Sappo 


一 立 口 4BNM 的 面积 
一 二 口 DONXM 的 面积 


= 到 口 4BCD 的 面积 . 


其 次 过 己 点 引 4D 的 平行 线 与 4B、CD 的 
交点 为 了 了 、 及 , 4C、BD 的 交点 为 9, 则 
口 HBNP 的 面积 十 口 DEPM 的 面积 
二 口 了 BOE 的 面积 十 口 DCNM 的 面积 
=2(Sapsc + SAppo) 
=4SApoc( 问 题 742) 一 2SA4po。 
车 了 不 在 平行 线 4D、BC 之 间 , 则 为 差 . 
795。 两 个 圆 O、0' 相交 于 4、B, 过 点 
4 的 直线 与 贺 0、0' 分 别 交 于 P、P， 过 
点 B 作 号 、P' 的 平行 线 与 两 园 OO 分 别 相 
交 于 @、 8'。 


(中 试 证 殉 
PQ8&P' 为 平 
行 四 边 形 . 

(2) 在 什么 @ 
情况 下 ， 此 平 
行 四 边 形 的 面积 最 大 ? 


解 (1) 在 图 中 APQB 是 四 O 的 内 接 四 
边 形 ,所 以 C4PQ 一 人 4BQ'. 又 由 于 4BQ'P' 
为 贺 0' 的 内 接 四 边 形 ,有 

iLABQ'+ ZAP'QY -2LB, 
., LAPQ+ /AP'Q'=2LR, 
+ PON P'Q'. 
根据 假设 PP'/ 88', 所 以 PQ@'P' 为 平行 四 
边 形 . 

(2) 平行 四 边 形 PQQ'P' 的 面积 等 于 

人 PBP' 面积 约 两 倍 ， 要 使 平行 四 边 形 面 


MJ. 又 AD.GH、 


积 最 大 ,问题 可 以 转化 为 使 人 PBP' 的 面 
积 最 大 。 在 APBP' 中 LP、 人 LP’' 在 两 
O\、O' 上弦 4B 所 对 的 强 是 一 定 的 , 所 以 这 两 
个 角 一 定 , 因此 人 APBP' 的 形状 一 定 ( 这 是 自 
身 相似 图 形 )。 所 以 只 要 求 出 这 个 三 角形 的 
任何 一 边 为 最 大 就 可 以 了 。 因 此 , 如 使 PB 
为 圆 O 的 直径 时 ,人 APBP' 的 面积 最 大 . 

注 PB 为 直径 时 , LP4B= 人 LR, 因此 
BP' 成 为 圆 0' 的 直径 ,有 4BLPP'。 

796. 过 平行 四 A Kk _D 
边 形 4B0D 内 一 点 c/ 坟 一 人 -人 
P, 引 30、4B 的 平 /| > 
行 线 GPF、KPL, /NN 
与 4B.CD.4DBC BB Le 
的 交点 依次 为 G\、 有、 开工 . 如 果 王 在 人 4OD 
内 , 那么 

口 GBLP 的 面积 一 口 KPFD 的 面积 
=2SAp4ac. 

解 设 A4C、BD 的 交点 为 0， 

口 GBLP 的 面积 一 口 KPFD 的 面积 
二 口 GBCZ 的 面积 一 口 KLCD 的 面积 
=2(SapBgo— Sappc) 

一 48Apoc (问题 742) 一 2Sap4o。 

797. 作 平 行 四 边 形 4BCD 的 两 条 边 
4B、B0 的 平行 线 BF、GH, 则 四 个 平行 四 
边 形 中 的 两 条 对 角 线 召 及 、G 了 与 四 边 形 


4BCD 的 对 角 线 40 共 点 . 
解 设 EH、GF . 
的 交点 为 好 ,过 四 
分 别 作 平 行 于 4B、 
BC 的 平行 线 MP、 


N M 
BC 和 PR 的 交点 分 别 为 P、O、N, 4B、 
加 #8、DC 和 放 J 的 交点 依次 为 J 玉 、 工 , 则 
口 IONPF 的 面积 = 口 B88KJ 的 面积 
(问题 787) 。 
在 等 式 两 边 加 上 口 了 CLK, 得 
站 ION 六 的 面积 士 品 FOZZ 的 面积 
一 口 OLJB 的 面积 . 
在 DDPOH=DIHLK 
的 两 边 加 上 口 H8ONC, 得 
口 DPNC 的 面积 
二 口 18LK 的 面积 十 口 HONC 的 面积 ， 
但 是 
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口 IONF 的 面积 十 口 FOLK 的 面积 积 的 入 -一 忌 ? 
一 口 IHLE 的 面积 + 口 HONC 的 面积， | 3 4p op 
因而 口 DPNC 的 面积 = 口 CLIB 的 面积 ， 的 交点 为 玉 4 E G 
所 以 C 在 对 角 线 4M 上 (问题 788)， Ce 


798。 过 三 角形 4BC 各 顶点 引 两 条 定 
直线 的 平行 线 ， 作 A 
成 三 个 平行 四 边 形 
ADBG BECK, 
AHCF, 则 DGBEEK、 
及 交 于 一 点 。 

解 设 DG、HF 
的 交点 为 0, 则 在 口 4H0CF ke 

口 480OL 的 面积 
一 口 OMCP 的 面积 (问题 787) 。 
又 过 0 作 DE、DF 的 平行 线 ,与 DF、EC 及 
DE、CF 的 交点 依次 为 工 、 及 、N、P,， 则 
口 4GEL 的 面积 = 口 BNQG 的 面积 。 
在 等 式 两 边 加 上 口 G8OR, 得 
口 BNOR 的 面积 二 口 480L 的 面积 . 

“"。 口 BNOER 的 面积 = 口 OMOCP 的 面积 ， 
所 以 0 在 加 K 上 (问题 788) 。 即 DG、 BK、 
瑟 F 交 于 一 点 . 

799. 过 平行 四 边 形 4BCD 内 一 点 也 
作 边 48、BC 的 平 
行 线 GPH、 EPF, 
与 4B、CD、A4D、 
BC 分 别 交 于 点 至 、 
也 、G、 互 ， 设 BF、 
DH 的 交点 为 9 
则 点 4、P、 在 一 直线 上 . 

解 ” 如 图 所 示 , 过 8 作 4B、BC 的 平行 线 
MN、 KL, 则 @ 是 口 GB80D 的 对 角 线 HD 
上 的 一 点 (问题 787), 所 以 

口 GRQM 的 面积 = 口 9NCZ 的 面积 . 
又 9 在 口 BPBC8 对 角 线 BF 上， 
口 8KQS 的 面积 = 品 9NCZ 的 面积 ， 

“。 口 GRQM 的 面积 一 品 瑟 EGGS 的 面积 ， 
从 而 口 GPSM 的 面积 二 口 EKBRP 的 面积 ， 
因此 卫 在 口 4KQM 对 角 线 498 上 (问题 
788),， 即 4、 卫 及 8@ 在 一 条 直线 上 . 

800. 设 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4B、 
BC、CD、DA4 的 中 点 分 别 为 吾 . 了 了、G、 瑟 , 则 
连结 4F, C 瑟 ， 4G, CB 所 成 的 四 边 形 为 平 
行 四 边 形 ， 它 的 面积 等 于 四 边 形 4BCD 面 


则 由 4B=DO, 刀 了 
及 G 分 别 为 4B、CD 的 中 点 , 知 4 五 4GC。 
因此 AGf/ BC， 同 理 41 HC. 
所 以 4KCL 为 平行 四 边 形 。! 又 连结 4C, 天 
为 是 八 4BC 的 重心 ,有 

AK—3 AF, 


因此 
口 4KCT 的 面积 = 3 口 4FCH 的 面积 
2 


一 可 X 记 口 4BCD 的 面积 


于 口 450D 的 面积 ， 


801. 由 平行 四 边 形 内 任意 一 点 向 各 边 
作 垂 线 ， 以 垂 足 为 
顶点 的 四 边 形 的 面 
积 是 定 值 . 

解 ” 若 由 平行 四 
边 形 4BCD 内 任 
意 一 点 也 向 各 边 
作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 五、 下、G、 
CD, 4D1/ BO, 有 BP、G, H、 
成 为 一 直线 , 且 其 长 是 一 定 的 , 由 

LABP= /R=/AHP, 
LBAH+/EPH=2/R. 
因为 人 妞 4 及 是 一 定 的 ， 所 以 LBPRH 也 是 
一 定 的 ， 由 此 两 条 对 角 线 的 长 度 与 其 夹 角 都 
是 一 定 的 。 根 据 问题 829 知 ， 四 边 形 LFGH 


的 面积 是 定 值 。 

802 。 作 过 平行 四 边 形 4BCD 的 顶点 也 
的 直线 ， 与 边 BC A D 
交 于 加 ,与 边 4B 
的 延长 线 交 于 2 2 
2 则 - 

人 ae4sp 一 SAcpz。 2 

解 连结 BD， 

因 4D/ BE, 
有 F 


SaaBE =~=Sappse。 
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又 BF 1 oD, 
有 SasBiD 二 Saogr( 问 题 737) 。 
EE ne 

, 803. 设 平 行 
四 边 形 4BCD 的 
对 角 线 4C 的 平行 
线 与 4B、BC 的 交 
点 分 别 为 如 .fF， 则 

Seapz 一 Secpr。 

解 因为 4B1/DC， 

。…。 GeA4DB 一 SA4cB。 
又 4D1 Bo, 

.…。 Saopr=Sacar. 
但 是 4C 1/ 五 F， 

“。 Sa4oB 一 SAc4zF， 

故 Saapg 一 Secpr。 要 
四 边 形 4BCD 的 边 < / 
4B、CD 上 ， 分 别 SS 
取 点 P,g, 若 49、 /一 C/ 
DP 的 交点 为 B; 3 c 


BQ、CP 的 交点 为 了,， 则 
Sa4zp 十 Sesrc 一 四 边 形 PFQB 的 面积 . 
解 由 于 4B1/DCO 有 ASeagp:=Sapzgo， 

Saasrco 一 SAPre， 

。。 Sa4gD 十 SaBFo 垃 四边形 PFQEB 的 面积 . 
805. 和 若 在 平 

行 四 边 形 4BCD 

的 两 边 BC、CD 上 

分 别 取 点 五 、F， 

则 Saazgzr 小 于 

这 口 4B0D 的 面积 . se 


’ 种 因为 Sa4pz> Sapgz， 
0%% SoaaBgt+Saapy +Sacgr> Saapg 
十 Sapzz 十 Seogz 
一 SA4BB 十 SApzo 


一 于 口 4BCD 的 面积 . 


.~ Saasn< 立 口 48B0D 的 面积 . 


806. 设 入 4BC 的 各 边 中 点 分 别 为 也、 
五 、 了， 作 平 行 四 边 形 DB8E, 又 作 任 意 内 接 
平行 四 边 形 D'BF'B', 则 
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口 DBFBE 的 面积 > 口 DBF'B' 的 面积 。 
解 在 图 中 , 过 A 

点 0C 引 BD 的 平 

行 线 与 DB 的 延 J 

长 线 交 于 点 五， I 玉 一 6 元 

则 DBOE 为 平行 0 

四 边 形 , 设 DB pL/ 4 

与 已 F、FC 分 别 


交 于 点 妊 、 工 ， 延 长 PF'B' 与 DH 交 于 点 K， 
因 瑟 是 DH 的 中 点 ,有 | 
口 BDD'MM 的 面积 = 口 BMLBH 的 面积 。@ 
又 因为 是 口 刀 8C 互 的 对 角 线 CB 上 的 
点 ,有 
口 KB'LEH 的 面积 
二 口 MFF'B' 的 面积 ， 
口 BMLH 的 面积 > 口 MFF'E' 的 面积 . 
四 
由 中 、@ 有 
DEDD'M 的 面积 > 口 MFF'E' 的 面积 ， 
两 边 加 上 口 D'BFM 得 
口 DBFB 的 面积 > 口 D'BF'E' 的 面积 。 
807， 在 三 角形 4BC 的 边 4B、4C 上 ， 


向 外 侧 分 别 作 任 意 平行 四 边 形 4BDE、 
ACEFG, 设 DE 和 FG 的 延长 线 交 于 点 及, 又 
作 以 BC 为 底 边 ， 另 一 边 与 区 4 平行 且 等 于 
到 4 的 平行 四 边 形 BCBIT, 则 
口 BDBA 的 面积 十 口 G4C7 的 面积 
[ 怕 普 斯 定理 ] 
K. 


二 口 BI1HC 的 面积 ， 
解 设 五 4 的 延长 
线 与 BC 及 7 互 的 交 
点 分 别 为 二 六, 7D、 
HC 的 延长 线 疝 五 愉 、 
到 万 的 交点 分 别 为 瑟 、 
了 , 因此 口 4BDE 和 
口 4BXK 的 底 边 及 
高 都 相等 ， 所 以 面积 
相等 。 但 是 口 4BXK 与 口 LMIB 的 底 边 
4=LM, 并 且 KMfXI, 所 以 等 底 上 所 
对 的 高 也 相等 。 
因此 
口 KXB4 的 面积 = 口 B7MUL 的 面积 ， 
从 而 
口 DBA4E 的 面 科 = 口 BIML 的 面积 。 
同 理 ， 
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口 408G 的 面积 二 口 KA407 的 面积 
二 口 LMHC 的 面积 。 
“。 口 DBAR 的 面积 二 口 408G 的 面积 
一 口 BTRC 的 面积 . 


全. 梯形、 矩形 、 正 方形 的 面积 


808. 梯形 面积 等 于 两 底 之 和 的 一 半 与 
两 底 间 的 距离 所 A Dp 


围 成 的 长 方形 的 
/i 
解 设 4BOD 8 Ne 


为 梯形 ，4D/ 下 CF 
BO, 连结 DC 的 中 点 如 与 4, 并 与 BC 的 延 
长 线 相交 于 点 ,因为 
DE=EC, AADE= /FOR, 
LDEA= /ORD, 
.» 人 和信 ADEQAFCE. 

在 等 式 两 边 都 加 上 四 边 形 4BOZB 得 梯形 
如 BOD 的 面积 二 人 和 俯 A4BF 的 面积 ,而 A4D=CF， 
'. BF=~AD+BC. 

但 A4B7 的 面积 是 以 BF 为 底 边 , 4 及 为 
高 的 长 方形 面积 的 一 半 ， 所 以 它 与 BF 的 一 
半 和 24 互 所 图 成 的 长 方形 面积 相等 。 故 梯形 


ABCD 的 面积 = 于 (4 D+B0) 4 万 


809， 梯形 的 面 
积 被 其 两 底 中 点 的 连 
线 所 平分 。 

解 设 梯 形 4BCD G 
的 两 底 4D、BC 的 中 
点 分 别 为 M、N, 连 结 4XW,DN, 则 因 4D1 
BO, 和 且 BN 二 NC, 有 SauaBy 二 Sapwc. 又 因为 
AM=MD, 有 Sawau =Sawaup, 

“» BaaBw tSawau=Sapwyc +SawaD, 
即 四 边 形 4BN 的 面积 
一 四 边 形 WMNOCD 的 面积 

810。 连结 四 边 A_.FE DD 
形 4BCD 一 组 对 边 
AD、BC 中 点 的 直线 
互 玉 ， 若 平分 这 个 四 

边 形 的 面积 , 则 人 
4D1/ BO。 

解 由 BF=CF, 


*» Sagpr=SAgcr. 


A_M_D 
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但 四 边 形 4B8B 的 面积 
一 四 边 形 FCD 的 面积 ， 
“， Saspg=Sapgcp。 
CC 到 -4 上 的 高 也 相等 。 
.，4D1 BC. 

811， 设 梯形 
4BCD 的 底 边 为 
4D、BC, 若 OD 的 
中 点 为 政 , 则 


Sauua 一 言 (梯形 日 


4BOD 的 面积 ). 
解 设 过 有 站 作 .4B 的 平行 线 与 4D、BC 
人 DME 和 人 CMF (两 角 夹 边 )。 
"。 梯形 4BCD 的 面积 
二 口 4BFE 的 面积 . 


但 。 Sawss 一 吝 口 4BFE 的 面积 ， 


A D _E 


Saxsa 一 去 ( 简 形 4BCD 的 面积 )。: 


812. 梯形 的 面积 等 于 以 一 条 不 平行 边 
与 从 其 对 边 的 中 点 作 这 条 边 的 垂 线 所 国 成 的 
长 方形 面积 . 

解 ”在 梯形 4DBOD 中 , 设 4D1 BO 过 CD 
的 中 点 轨 作 4B  。 


的 平行 线 BP, 与 (= 
4D、 BC 的 交点 分 。 . 人 
别 为 互 、F, 由 上 题 

知 口 4BFE 的 面积 B 

二 梯形 4BOD 的 


面积 , 但 四 边 形 4BF 加 是 平行 四 边 形 , 从 点 
M 到 4B 的 垂 线 为 MMN, 
“， 4B.MN 一 口 4BFE 的 面积 ** 


一 梯形 4B0D 的 面积 . 
813。 设 梯形 A D 
4BCOD 对 角 线 的 
平生 的” 过 2 /A 
平行 边 的 一 边 BC 日 
的 延长 线 上 取 点 : SC 


,使 Sa4ao 一 Sexar， 则 DPJ AC. 
解 因为 4Df BC， 所 以 Sa4pco 一 Sapsos 
根据 假设 Saspo 一 Sazay， 
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.…。 NApaso 一 SAgBz。 等 于 长 方形 4BCD 的 面积 ， 
从 等 式 两 边 减 去 人 BEBO, 得 Sapgo=Sargc. 解 (4 如 图 ,由 假 


.。 DF AC. 

814. 在 梯形 4BCD(4AD/ BO) 中 ,从 
也 、 卫 分 别 作 4C、24B  。、 

的 平行 线 ， 若 两 平行 线 
的 交点 为 如, 则 

Sa4cp 一 Seppgc。 

解 因 4D1/BC， 

所 以 SAkacp 一 Se4pp。 
又 因 AB/ DE, E 
“. Sa4pp—SAEA4B. 

“*” ACJBE, ., ‘SagaB=Sapgc, 
故 Sa4cp 一 SAazc。 

815。 设 梯 形 4BOD 的 边 BC 上 一 点 为 
P, A4C、BD 的 交点 为 A D 
恕 , 则 

SaagPp+ SapEP 
= Sag4p. B C 

解 ”在 同 底 等 高 的 
三 角形 中 ，SAp4p 一 SAp4Dp， 从 等 式 两 边 减 去 
和信 AED, 得 

Saa4gPT SApEP—SAE4B. 

816， 设 和 矩形 4BCD(4B>BO), 在 边 
AB、BC 和 CD 上 分 
别 取 点 BG 和 了 , 并 


使 
BE~0G, BG=~CF; 
又 EF 的 中 点 为 0， 
则 
SAggr 之 SABpoc. NN 
解 由 题 意 人 ABGE  BSS 
22ACFG( 两 边 夹 角 )， 
-。 BG=GF。 
又 由 BOO0F,GO.LBF, 所 以 四 边 形 BGOB、 
CFOG 为 贺 内 接 四 边 形 . 
LOFG= /OCG, LO0EG= /0BG. 
“。 人 BGFw 八 BOC( 两 角 ). 
显然 , BF 宇 BC， .…， Saggz 宇 Sapoc. 
817。 设 和 矩形 4BCD 内 有 点 PP, 使 
LPBC= /PDO., 
(1) .4PB 和 CPPD 之 间 有 何 关系 ? 
(2) 证 明 以 了 4、PC 为 两 边 的 长 方形 的 面 
积 与 以 了 B、PD 为 两 边 的 长 方形 面积 之 和 


2SAaxr+BX:DY 


设 知 PBL4L4B， 从 而 
有 CDZ2PE,， 所 以 
ABPE、DCPE 都 是 
平行 四 边 形 . 
". LEAD=/PBC 
~/APDO~ /EPD, 
即 LBAD= /EPD. 
由 此 四 边 形 BA4PD 是 贺 内 接 四 边 形 . 
因此 ALBAP+ 人 EDP=2/ 人 RE, 
而 LBAP=~/APB, LBDP= /DPO, 
LAPB+/DPO~2LB. 
(2) 由 于 4PDE 是 贺 内 接 四 边 形 ,根据 托 
勒 密 定理 (问题 506) 
PA.ED+EA.PD-EP.AD. @ 
但 BD=PC, 也 4 一 PB,， EP=4B, 代入 ®, 
则 得 


PA.PO+PB.PD=AB.AD. 

818.。 在 正方 形 4BCD 中 ,在 以 4B 为 
底 边 ， 以 边 CD 上 的 一 
点 P 为 顶点 的 AP4B 
中 ， 以 底 边 在 4B 上 作 
甲 、 乙 两 个 内 接 和 矩形, 若 
甲 矩 形 的 宽 是 长 的 一 
半 ， 乙 矩形 的 长 是 宽 的 
一 半 , 则 矩形 甲乙 的 面 Wu 
积 相等 . : 

解 设 内 接 矩 形 为 FG、KLMN; 由 了 
向 4B 作 生 线 P@, 与 BH、KN 的 交点 分 别 
为 BS, 则 PO 4B.。 

“"。 EH=PR, PS=KN, 
2BF=EH. 2RQ—PR, KL-2KN. 
于 是 SQ—28P, 
即 PQ 被 R、S 三 等 分 ,BF 二 KN,EH=KL. 

故 矩形 也 BGZ 的 面积 

一 矩形 KLMN 的 面积 

819.， 若 在 给 形 
4ABCD 的 边 BC、CD 
上 ,分 别 取 任意 点 耻 、 
Z, 则 


一 口 4BCD 的 面积 . | 
解 过 子 、 卫 分别 作 4B、4D 的 平行 线 
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马刀 了 F， 其 交点 为 号 , 则 人 4PY 和 矩形 
PYD 共 底 边 PY, 且 高 相等 。 所 以 
口 BPYD 的 面积 二 2S44py。 中 
治理 
口 PX0Y 的 面积 2SaprY。 
又 


且 PF~BX, PB~DY. 
口 4FPE 的 面积 =BX.DY. 
将 以 上 四 式 两 边 分 别 相 加 得 

口 4B0D 的 面积 =2Sa4xr 十 BX.DY. 


©® 
口 了 BXP 的 面积 一 2Ss4px， ©@ 
©® 


820， 在 锐角 三 角形 4BC 中 ， 作 如 图 


所 示 的 内 接 和 抢 形 A 
DEFG， 则 

(1) 矩形 DBFG 
的 面积 何 时 最 大 ， 
最 大 的 面积 如 何 ? 

(2) 和 矩形 的 一 边 
在 三 角形 的 另外 一 边 上 时 ， 长 方形 的 最 大 面 
积 是 否 有 所 改变 ? 

解 ” 如 图 所 示 , 若 如 .了 关 于 DG 的 对 称 点 
为 如、F", 则 
人 Sapapg 一 SApgEg'，SAqpro 一 SAGz'z。 

和 矩形 万 BFF 的 面积 

”一 梯形 到 Bo 的 面积 

一 人 aA4so 一 SA4gzD， 

因而 2 加 DBHG 的 面积 一 SA4pc 一 SA4Kz。 
要 使 品 DEFBG 的 面 
积 最 大 , 则 人 AKL 
越 小 越 好 , 而 且 最 好 
五 有 过 顶点 4， 所 
以 DG 恰好 是 给 定 
的 4B、4C 的 中 点 ， B 
这 时 长 方形 DEFG E 
的 面积 最 大 , 且 等 于 人 4BC 面积 之 半 。 长 方 
形 的 一 边 在 另 一 边 上 时 也 一 样 . 

821. 在 一 个 贺 中 
有 互相 垂直 的 两 条 直 
径 4C、BD. 车 在 劣 
弧 DC 上 取 任 意 点 马 ， 
证 明 4 马上 的 正方 形 
的 面积 等 于 四 边 形 
4BED 面积 的 两 倍 . 

解 车 从 召 作 A4C、BD 的 垂 线 了 BE、 DBF， 


D G 


所 以 


则 LAEC= /RB, 
所 以 
ABE?~ AC.AH. © 
又 : 
Sapzp 一 去 DB.EF, Sapaa= 吉 DB*A40, 
“"。 四 边 形 4BED 的 面积 


~ 地 BD(EF 4O) 
= 诗 BD-A. ® 


女 B? 一 2 (四边形 4BED 的 面积 )。 
822. 若 直 角 三 角 
形 4BC 的 内 切 圆 与 斜 
边 BC 相 切 于 点 也 , 则 D 
三 角形 4BC 的 面积 等 
于 以 BD，DC 为 边 的 
和 矩 形 面积 ， A 
解 若 BC=a, 40=b, 4B=c, a+tbt+c 
=2S, 则 CD~=S—c, BD=~8—b., 
CD.:BD=S82—S(b+c) 十 Dc 
一 S(S 一 2 一 C) 十 5c 


一 去 (e++9 了 (一 2 一 o) 二 tc 


C 


=—T{0— (6+0)Y +be 


= 二 {a 一 


(5—0)} 
Cb 


823. 设 四 边 形 4BCD 是 矩形 , O 是 三 
角形 4BC 的 内 心 。 若 从 O 作 4D、CD 的 垂 
线 OG、0OF, 则 


吕 OFDG 的 面积 = 于 口 4BCD 的 面积 . 


解 延长 GO、 FO 
与 BC、4B 分 别 交 于 
点 有 五、 召 . O 是 内 心 ， 
OH.LBC, OE |.45B, 

*, FOC~OH=0% 
一 G4， 
又 从 O 作 4C 的 垂 线 OK, 则 OK=0E， 
“. AG~OK-=:FC. 
因此 人 4GCseAOE4, AOFCSRACOKO, 荐 


1 
一 六 tc=Saapo (*.* 
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GO、 FO 与 4C 的 交点 分 别 为 收 、, 则 
AAGMEQANOKM, AOKNE2ACFN. 
.…。 S44po 一 口 OFDG 的 面积 ， 

故 口 0FDG 的 面积 一 子 口 4BCD 的 面积 . 
824. 在 矩形 4BCD 中 , 4B=a, BC= 
bp, 车 在 4B、BC、CD、DA 上 取 点 P、Q、R、 


必 ， 使 

4P_B_CR_DS_ 1 

HB WO ED SA 3’ 
把 由 直线 49、BR、 人 A Sr 
CS、DP 构成 的 平 \gE_A 
行 四 边 形 BFGH 小 N 
的 面积 用 a、5 表 \ R 
未 . 8 | 

解 设 号 BFGH 如 


的 面积 为 8， 因 为 PD1 BRE, 所 以 
AB:EF~—AP:PB=1:2, 

同 理 48 / CS, 所 以 
DH:HE~=D8:8A~1:2. 


Saagg= 于 Sasza 一 去 S, 


因此 
“» Saaps 一 写 Saag8 = 二 Ss. 
同 理 Sa4az 一 Saaoe 一 Sacp 有 一 总 心 ， 
人 口 4BCD 的 面积 一 48s4pg 芋 8 一 也 8. 
故 Bo 


825， 在 正方 形 4BCD 中 ， 有 一 内 接 矩 
形 互 fG 五 (不 包括 正方 形 的 情况 ), 其 中 点 瑟 
在 4B 上 ,有 年 4E 竹 BE, 则 

口 BFGH 的 面积 =2 4B.BE， 

解 ”因为 矩形 FGH 的 中 心 与 正方 形 
4BCD 的 中 心 重合 ， A HH TY 
所 以 点 召 关 于 点 0 的 
对 称 点 G 是 矩形 的 | 2 
顶点 ， 而 和 矩形 的 两 对 Sw 
角 线 相等 ， 所 以 以 O "| > G 
为 赔 心 , OB 为 半径 
的 圆 与 BC、4D 的 交 
点 为 玉石 及 五 、 五 ". 矩 形 的 对 角 线 有 F' 瑟 '、 
FH 两 种 情况 。 若 取 F' 卫 ' 为 对 角 线 , 则 矩形 
BW'GH' 是 正方 形 ; 若 取 7 五 为 对 角 线 , 则 


边 形 五 GH 是 适合 本 问题 的 矩形 。 因 为 
EHLAC, EF LBD, 
. EH~V23AE, EF~V2 BR， 
故 ”中 FGH 的 面积 =2 4E. BF 


亏 . 任意 四 边 形 的 面积 


826. 车 从 任意 四 边 形 的 对 角 线 外 一 点 ， 
向 四 个 顶点 引 直 线 ， 则 不 能 将 四 边 形 分 成 四 
个 相等 的 三 角形 . 

解 ” 设 四 边 形 4BCD 内 一 点 忆 , 使 

Sap4B~—= Sapap™~ SBApB0= Sappo. 
由 人 epas 一 Sep4p， 则 P4 过 BC 的 中 点 《 问 
题 743) 。 又 Sapac 一 SaPpos 则 PC 过 BC 的 
中 点 ,因此 三 是 对 角 ”DD 
线 BD 的 中 点 。 由 
Sap4p= SapoB, 
则 ZB 过 对 角 线 4C 
的 中 点 。 由 

SaApcp 一 SaPaDp， B 
则 PD 过 对 角 线 40 
的 中 点 , 了 也 是 对 角 线 4C 的 中 点 。 因 此 从 
对 角 线 外 一 点 作 四 个 顶点 的 直线 不 可 能 将 四 
边 形 分 成 四 个 相等 的 三 角形 . 

827。 在 四 边 形 4BCD 中 ,人 人 B= 人 BE， 
LCAD=2/AOB, 

车 A4C、 BD 的 交点 为 


D 
人 
忆 , 则 站 < 
人 acgp~ SeapD D> 
BE c 


一 29AazB。 
解 设 4C 的 中 点 
为 五 , 则 Secgp~ Seagp 一 2SApsz， 因 为 
.42BC 一 一 尽 (问题 742)， 
有 4HB=-23A4OB= CO4D，， 


从 而 SAaBB=SaDEF, 

“» Sacgp~SAAED=2SA4gB, 
828. 若 延 长 下 

四 边 形 4BCD 的 

各 边 , 在 其 外 部 作 D 

成 两 个 三 角形 ce 

BCE、 GD 的 面 

积 相等 ,证 明 此 四 

记 形 被 一 条 对 角  A 
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线 平 分 . 
解 因为 Saescz 一 Secpr， 两 边 都 加 上 

人 A 人 BOD 得 了 
SapDpE= Sappre 


Ep] BD, 


Saapc:Sapcg, Saacp:Sacpp, 
有 Saape:Sapcg=Saacp: SacDp 
但 Sapog =SacpDr, 
*» Saapo= BaacD, 
邯 四 边 形 4BCD 被 4C 平分. 
829, 洪 四 边 形 4BOD 对 角 线 的 交点 为 
0O， 则 这 个 四 边 形 
的 面积 等 于 以 
4C、BD 为 两 边 ， 
夹 角 等 于 人 DOC 
的 平行 四 边 形 面 
积 的 一 半 。 
解 过 B、D 作 F 
平行 于 4C 且 长 等 于 40 的 直线 疡 BR 、 BR 最 
然 DB8B 是 平行 四 边 形 。 所 以 
有 2 四 边 形 4BCD 的 面积 . 
=ODDBFE 的 面积 ， 
注 车 四 边 形 的 面积 为 5, 两 条 对 角 线 的 
长 为 a、5, 其 夹 角 为 9, 则 


S= 立 ab sinO. 


830。 过 四 边 形 4BOD 的 顶点 4 作 BC 
D 


的 平行 线 , 过 5 作 
4C 的 平行 线 , 这 两 
条 直线 的 交点 为 
五, 证明 人 BED 的 
面积 等 于 四 边 形 
24BOD 的 面积 . 

解 ” 由 题 意 有 加 BL4 A400， 所 以 和 人 BBD 是 
以 四 边 形 4B0D 的 对 角 线 4C、BD 为 两 边 ， 
以 其 夹 角 为 角 的 三 角形 , 故 根据 上 题 得 

Sazgap 一 四 边 形 4BCD 的 面积 . 

831， 在 对 角 线 之 和 一 定 的 四 边 形 中 , 面 

积 最 大 的 四 边 形 是 怎样 的 形状 ? 说 明 其 理 


第 二 编 证 明 题 


由 。 
解 ” 设 对 角 线 的 长 为 对. 了 , 其 夹 角 为 6 的 
四 边 形 面积 为 8, 根据 问题 829 的 注 ,得 


SB XYaing, 


当天 、 了 一 定 ,60=:90° 时 。& 最 大 。 如果 
莹 + 了 一 定 (X、 了 是 正 数 ) 则 当 革 = 了 时 ， 
了 了 最 大 。 因此 对 角 线 相等 , 且 垂 直 相 交 时 
面积 8 最 大 . 

832。 连结 是 四 边 形 4BCD 的 对 边 的 下 
点 ， 两 线段 BG、 | 
FH 的 长 分 别 为 
a、b, 其 夹 角 为 
26， 有 求 四 边 形 
4BOD 的 面积 . 

解 因为 BB 
1 3D, 且 


BH 地 BD, 
; My 
。 Saagy 二 二 SaaBp. 


Saora = 也 Sacpp, 
“» SaagHs +SaorG 
一 说 四 边 形 4B0D 的 面积 .. 
SapgG+ SapgF 
一 地 四 边 形 4BCD 的 面积 ， 
。 口 88GH 的 面积 . 
一 去 四边形 4BCD 的 面积 


同 理 ， 


但 口 刀 FG 的 面积 一 序 o2 sing( 问 题 829)， 


.…。 四 边 形 4B0D 的 面积 二 absin 6. 
833， 若 四 边 


形 的 一 组 相对 的 CA 
顶点 ， 沿 同方 向 、 WA 
以 等 距离 移动 , 则 
其 面积 不 变 , “| 
解 四 边 形 


4B0D 的 相对 顶点 4、C，, 沿 同方 向 且 使 
AB 一 CF 移动 到 点 召 ., 作 成 四 边 形 EBFT, 
则 在 四 边 形 4BCD 各 BEFD 中 对 角 线 BD 
公共 , 另 一 对 角 线 40 与 如 平行 且 相 等 , 因 
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此 这 两 个 四 边 形 由 于 两 对 角 线 不 变 ， 且 其 交 
角 不 变 ， 根 据 问题 829 知 ， 这 两 个 四 边 形 等 
积 . 
834. 把 六 边 形 每 相隔 一 个 顶点 没 同 一 
方向 等 距离 移动 ,其 面积 不 变 . 

解 “ 如 图 , 设 六 边 形 人 从 
4BCD 如 克 相 隔 一 个 顶 
点 的 顶点 为 B: D、 也 
分 别 沿 同一 方向 等 距 
离 移动 到 BD'\F 的 C E 
位 置 ,根据 上 题 有 ~ 

四 边 形 4BCD 的 面积 
四 边 形 4B'CD' 的 面积 ， 
四 边 形 4DB 的 面积 
一 四 边 形 4D'BF 的 面积 
两 式 相 加 得 
六 边 形 4BODEF 的 面积 
一 六 边 形 4BOD'EFP 的 面积 . 

835， 涯 四 内 接任 意 四 边 形 的 四 条 边 为 
定 长 ， 则 其 面积 与 边 在 了 一 
男 内 排列 顺序 无 关 ， 但 
角 的 大 小 随 边 的 顺序 改 
变 而 变化. 

解 设 4B0D 为 加 . 闪 
内 接 四 边 形 ， 且 各 边 的 。“ 
长 度 一 定 ， 设 外 拉 四 的 轴 心 为 0, 把 点 O 与 
各 顶点 连结 ， 得 四 个 三 角形 04B、OBC、 
00D、0D4, 如 果 改 变 四 边 形 各 边 的 捧 序 ， 
因 每 个 三 角形 的 边 是 由 四 边 形 的 一 条 边 与 外 
接 罗 的 两 条 半径 组 成 的 ,所 以 其 面积 一 定 , 从 
而 其 和 也 一 定 . 

其 次 , 设 0D> 4D, 改变 其 怖 序 , 设 4D 一 
CD, 骤 BAD'> 纪 BAD, 所 以 

LBAD'</BAD. 
因而 改变 边 的 顺序 其 角 的 大 小 也 随 之 改变 . 

836、 洪 四 边 形 B 
4BCD 的 对 角 线 4C 
是 由 互生 分 别 和 
它 所 作 季 线 的 等 关 
中 项 ， 则 四 边 形 
4BOD 的 面积 等 于 以 4C 为 一 边 的 正方 形 面 
积 

解 设 40-d BB-p, DF~g， 接 题 意 


避 


B 
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aq 一 到 +g)， 
而 

四 边 形 4BCD 的 面积 = 于 CD 二 d)， 因 
将 @ 代 入 @ 式 得 

四 边 形 4BCD 的 面积 一 6 

837. 从 四 边 
形 4BCD 的 各 顶 
点 引 已 知 直线 的 
平行 线 ,分 别 与 不 
过 此 顶点 的 对 角 
线 相交 于 点 和、 
B'、C、D', 则 四 边 形 4'B'CD' 的 面积 等 于 
四 边 形 4BCD 面积 . 


解 ” 因 为 
A4'NBB', ,SA4pBp' 一 SA4BB 
BB' /CC 。 SAcaB' 一 SAcraB3 
AANDD', «“. SAapp 一 Seahpp 
CC 1 DD'， .. Sacpp'=S8ac'pp'。 


将 这 些 等 式 两 边 分 别 相 加 得 
SA4BB' 十 SAcaB' 二 SA4DD' 十 Sacpp' 
一 SA4'BB' 十 SAo'BB' 十 SA4pD' 十 SAo'pp 
即 ”四边形 4BCD 的 面积 
一 四 边 形 4'8'C'D' 的 面积 
838， 过 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 BD 的 
中 点 召 , 作 4C 的 平行 
线 FBG, 与 4B、BC 
的 交点 分 别 为 队 G, 则 | 汉 \ 
4G 或 CFP 平分 此 四 边 入 | 
形 . AAA 
解 因为 BD 的 ^ ， 
中 点 ,所 以 Sapcg 一 Sagcg, ,SApAE 一 SABAE。 
四 边 形 4BCD 的 面积 


一 于 四 边 形 4BCD 的 面积 . 


而 EG/ AC, 所 以 Sascg 二 Saagc, 
四 边 形 4GCD 的 面积 
一 四 边 形 48CD 的 面积 


一 十 四边形 4BCD 的 面积 . 


所 以 4G 将 四 边 形 4BCD 二 等 分 . 同 理 , OF 
也 将 四 边 形 4BCD 二 等 分 . 
839. 着 过 四 边 形 4B0D 的 两 条 对 角 线 . 


”一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 
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明 题 


40、BD 的 中 点 也 也 分 别 作对 角 线 的 平行 | Sapip 十 Sercp 一 二 四 边 形 4BCD 的 而 积 。 
D - 


线 , 连结 其 交点 卫 与 网 
各 边 的 中 点 ， 则 此 四 
条 线段 将 原来 的 四 边 
形 面积 四 等 分 . 

解 设 和 4、B' 分 别 
为 4B、BC 的 中 点 ， 
则 人 B4'F、ABB'F 分 别 等 于 A4BD、 


和 DC 的 寺 . 所 以 
四 边 形 F4'BB' 的 面积 
一 地 四 边 形 4BCD 的 面积 。 
又 PFI 4'B', 有 Bapwp'—SArAB; 
.…。 四 边 形 P4'BB' 的 面积 
一 四 边 形 了 4'BB' 的 面积 

-了 四 边 形 4BCD 的 面积 . 

同 理 ， 四 边 形 PB'C0'、PODD'、PD'AA' 都 

等 于 原 四 边 形 的 四 分 之 一 ， 所 以 PA'、 PB'、 

PC'、PD' 四 等 分 四 边 形 4BCD 的 面积 . 
840. 设 四 边 形 


D 


4BCD 的 对 角 线 

4C、BD 的 中 点 分 别 A 
为 五 直线 BF /A 

与 边 4B、0D 的 交 RNY 


点 分 别 为 P、9, 则 
Sspcp 一 SAe43 一 喜 四 边 形 4BCD 的 面积 . 


解 Sspcp 二 Sapgc 十 SApps 十 SacpE, 
因 - BF~FD, 
‘“» Sappg~=SapBE, AB= EO. 
SaAcpg 一 SA4PE， 


SaApPcp 一 Saepzo 十 SAPBE 十 SA4PB 
一 Sepgo 十 SA4EgB 


一 言 四 边 形 4BCD 的 面积 . 


对 于 人 人 84 也 同 理 可 证 
841， 过 四 边 形 
女 BCD 的 两 对 角 线 中 
点 如 .了 的 直线 ,与 边 
《B.CD 的 交点 分 别 . 
为 G、 五 ， 若 在 GH 
上 任 取 一 点 已 则 


843. 设 圆 0 的 A 

外 切 四 边 形 4BCD 六 人 
的 对 角 线 4C、2BD OO 人 
的 中 点 分 别 为 及 也 八 7 


解 ”由 上 是 
8umis 一 豆 四 边 形 4B0D 的 面积 ， 


因 Saag4B 一 SAP4B 十 SAP4 十 SAPaE， 
由 4 万 = 一刀 0, 得 SAp4aB 一 SApoa; 
又 BF=DF, 得 SApBB=- SAPDE。 
BABAB—SAP4AB+ SAPog t+ SappH 
一 SAp4B 十 SAPcD， 
"。 SApP4B 十 SAPop 
一 翅 四 边 形 4BCD 的 面积 。 
8e42。 省 国 0 的。 A 
外 切 四 边 形 4BCD P 
的 对 角 线 4C 的 中 
点 为 吾 ， 则 


SAsoOE 一 SApoz。 四 
解 因为 4BOD 


为 图 的 外 切 四 边 形 ， 所 以 
4B+CD=4DTBC. 
设 了 为 圆 0 的 半径 , 用 去 ? 乘 上 式 得 


1 


1 1 中 


因此 
SAo4s 十 Saopc 一 Sao4p 十 SAoao 
一 去 四边形 45CD 的 面积 。  @ 
又 因 召 为 40 的 中 点 ， 
SasaBp TSApgo 
一 去 四 边 形 480D 的 面积 . @ 
由 四 、@ 得 


SAo4s 十 Saopo 一 SaA4BE 十 SaDpEc， 


4LD.7 十 去 BO。 


如 Seonc 一 Sepgo 一 Se4BB 一 SAo4B， 
因此 Sapog 十 SaAcop 一 SAaopg 十 Sea4op。 
内 于 召 是 4C 的 中 点 ,有 
SA4sog 一 SaAoopy 
"， Sapog=Sapos. 


则 吾 O、 了 在 一 直线 8 
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上 。[ 和 牛顿 定 笠 J] 

解 根据 上 题 有 Sapzog 一 SAzoz， 因 为 B、 
避 在 直线 BO 的 异 侧 ， 所 以 BO 的 延长 线 过 
BD 的 中 点 了 , 即 加 O、 了 在 一 直线 上 . 

844 。 设 四 边 形 4BCD 的 边 B4、CD 的 
延长 线 相 交 于 点 G, 对 角 线 BD、AC 的 中 点 
为 及 则 

Sgsy 一 子 四 边 形 4BCD 的 面积 

解 Sacgr 一 SAsgca 一 (Sagcg 十 SAccz) 。 


出 马 为 BD 的 中 点 , 所 
以 


Szog 一 去 Sagpc. DD 

又 了 为 4C 的 中 点 ， 所 

人 I 

agor 一 如 Sanazc, 加 3 


Sagor = 部 Saagc. @) 
把 @@.@、@ 代 入 最 初 的 式 中 ， 


oaAcgz 一 于 [Sacac 一 (SA4aEc 十 Sa4cc)] 
一 亏 四 边 形 4BCE 的 面积 . 


而 召 为 BD 的 中 点 ,所 以 
四 边 形 4BCB 的 面积 


一 于 四 边 形 4BCD 的 面积 ， 


故 ”sq 一 子 四 边 形 4BCD 的 面积 . 


845. 任意 四 边 
形 的 两 条 对 角 线 的 
中 点 ,两 组 对 边 延 长 
线 交 点 的 线段 的 中 
直线 上 . [ 牛 颊 线 ] 

. 解 设 四 边 形 为 4BCD, 对 角 线 40、BD 

的 中 点 为 了 、@, 两 组 对 边 延 长 线 的 交点 为 
_G、 互 ， 根据 上 题 有 


SagPQ=SanpeQ 
一 子 四 边 形 4BCD 的 面积. 


所 以 人 GPQ 与 人 RP8Q 等 积 ，G、 玉 在 PQ 
的 异 侧 , 因此 8P 的 延长 线 过 G 五 的 中 点 五 ， 
即 及 q、 五 在 一 直线 上 。 


角 顶 点 的 直角 三 角 
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G6. 平方 关系 
(1) 勾 股 定理 及 其 应 用 
846. 直角 三 角形 斜 边 上 正方 形 的 面积 
等 于 另外 两 边 上 正方 形 的 面积 之 和 。 
[ 勾 股 定理 或 毕 达 哥 拉 斯 定理 ] 、 
解 ” 设 在 以 4 为 直 c 


形 4BC 的 外 侧 , 分 别 
作 正 方形 BCZD、 
ABEFG、 ACKR, 从 
4 引 BC 的 垂 线 4 
4 的 延长 线 与 了 如 
的 交点 为 妈 ,， 则 


SA4ep 一 子 口 EDMZ 的 面积 ， 


Sarsc 一 忆 正方 形 BFGA4 的 面积 . 
因为 B4=BF, BD= BO, “4BD= /FBO, 


所 以 ' 人 4BDPceAPFBC， 
。…， 口 BDI 的 面积 
一 正方 形 BFGA4 的 面积 。 
同 理 
中 CLMB 的 面积 二 正方 形 40K 卫 的 面积 . 
“。 正方 形 BDBC 的 面积 
一 口 BDM 的 面积 
”+ 局 CLMUB 的 面积 
二 正方 形 BFG4 的 面积 
十 正方 形 4C 天 所 的 面积 ， 
即 BO?= AB?+ AC?. 
847. 设 人 4BC 
的 边 BO、C4、4B 分 
别 为 a、5、c, 角 妇 为 
9, 则 
a?=b2+c2 p> 
—2bc.c0s0, 6 
解 从 0 向 48 引 垂 线 , 王 足 为 D.。 
(1) 当 8 是 锐角 时 ， 
BD=c—beos0, 
CD=bsingO. 


在 直角 三 角形 BDCO 中 ， 8 二 一 一 5 


CQ2 一 (C 一 bcos6)2 十 (singb)32 
二 C2 十 02 一 2c0 cos6。 
(2) 当 9 是 钝 角 时 。. 
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BD=c+bcos(180° —0) =c—b co0s0, 
CD=bsin(180° —0) =bsinO, 
得 到 与 9 为 锐角 时 相同 的 结果 . 

848. 在 直角 三 角形 4B0(LO 一 90°) 的 
斜 边 4B 上 启 外 侧 作 正方 形 4DEB, 在 另外 
两 边 上 向 外 侧 作 正方 形 4CLK、CBMN, 从 CO 
作 DE 的 垂 线 CF， 从 品 作 BC 的 垂 线 DG， 
CF 与 DG 的 交点 为 互 , 则 

正方 形 4CLK 的 面积 
正方 形 CBMN 的 面积 一 口 C8BB 的 面积 . 

解 在 人 KA4B、A 人 C4D 中 ,，AK=40, 

AB~—AD, AKAB= /0AD, 

.. AKABEACAD. 
因 和 41CZ， 
”“。 正方 形 4KLC 的 面积 一 2SA4rp。 
又 4D1CH, ACY DG, 

口 4DHC 的 面积 =2Sa4pc。 
因此 
正方 形 4CLEK 的 面积 = 口 4DHOC 的 面积 。 
闻 理 


正方 形 CBMN 的 面积 
一 口 CBZB 的 面积 . 


849. 若 从 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 
4 作 斜 边 BC 的 垂 线 4 及 , 则 

(TD AB’=BH.BC, (2) 402~HOC.BO, 

(3) AH2~=BH.HOC. 

解 (1) 如 图 所 示 ， 
设 4 互 的 延长 线 与 二 了 
的 交点 为 及 (参考 问题 
846 的 解 )。 则 正方 形 
AL4BDB 的 面积 

二 口 BLEH 的 面积 ， 
即 4B?=BH.BL, 


一口 4DHC 的 面积 ， 


第 二 编 证 明 十 


BL= BO, 
‘AB’ BH. BO., 
(2) 同 理 正方 形 4CGF 的 面积 
二 口 HKMC 的 面积 ， 
即 AC2— HO.OM, 
因 OM= BC, 
402 一 TO BO。 
(3) 在 直角 三 角形 4BEH 中 4H? 一 4B? 一 
BH?2,， 因 为 
4AB?=B 有 .BO, 所 以 
AH?= BH.BC— BH? 
-BH(BC- BH)=BH.HO. 

850.， 在 矩形 4BOD 的 边 4DD 人 
, 使 DE 一 DC, 作 EF 
垂直 于 4D, 与 以 4 为 
圆心 、4D 为 半径 的 加 
弧 交 于 点 也 则 了 DZ 一 
2 口 4BOD 的 面积 。 

解 设 D4G 为 图 的 
直径 ,有 人 DFG 一 人 R, 由 上 题 知 

FED?= DE. DG=20D.AD 
一 2 口 4BOD 的 面积 
(*. DE=DC, DG—24D). 
851， 在 三 角形 4BC 中 ，A 


若 4B2?= B02 二 0O42， 则 是 直 
角 三 角形 . 


解 作 入 4'B'O’, 使 4'0'= 
AO, BIO BO 且 LL4'0'B'= A 


BR。 根 据 毕 达 哥 拉 斯 定理 得 I 人、 
B' 


A'B?~—B'C?2+ AO2, 
4B。 因 


但 因 


根据 假设 4B? 一 402 十 BO2, 而 5 
B'0'=BO, 0'4'=04, 所 以 4'B'= 
而 
AABCQAA'B'O', 

故 L440B= 人 /4'0'B'= /BR, 
即 人 4BC 是 直角 三 角形 . 

852. 用 下 式 表示 三 边 长 的 三 角形 是 直 
角 三 角形 ,为 什么 ? 

(1) m2—72, 2mmn, m2 +n2s 

(2) 4P2—1, 4P, 4P2+1, 

解 根据 上 题 ， 要 判定 三 角形 是 否 为 直角 
三 角形 ， 只 要 看 两 条 小 边 的 平方 和 是 否 等 于 
最 大 边 的 平方 。 


人 
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(1) (mr2 一 z2)? 十 (2mz0 
一 74 一 20z2702- 二 24 士 40002722 
一 1224 十 2702002 十 24 一 〔《202 二 02) 2 
所 以 (mm2 一 02)2 十 (27002090 2 一 (702 二 722 
因此 这 个 三 角形 是 直角 三 角形 。 
(2) (4P2—1)?+ (4P)? 
=16P— 8P2+1+16P? 
=16PI48P2+1= (4P2+1)2, 
因此 这 个 三 角形 也 是 直角 三 角形 . 

853。 设 三 条 线段 的 长 为 GD、c 如 果 
满足 a2<z22 汪 co、22<c2-a2、c2<a2 十 22， 那 
么 用 这 些 线段 能 否 作 出 三 角形 。 

解 因为 @2<B24e2%, 所 以 … 
Q2< b+ 2bc -02, 
即 a2< (5 中 0)?. 因为 a、5b、c 都 是 正 数 ,所 以 


a<b+c。 同 理 有 


b<c+a, c<atb, 
即 a、5、<c 中 的 任何 一 条 线段 都 小 于 另外 两 
条 的 和 ,所 以 用 这 三 条 线段 能 作出 三 角形 . 
854. 直角 三 角形 斜 边 上 的 正三 角形 等 
于 另外 两 边 上 的 正三 角形 之 和 。 
解 设 人 45C 为 直角 三 角形 (人 4 一 一 1) 
在 4B、BO、C4 上 作 正 下 
三 角形 。 依 次 为 4BR 
BCD CAE, 则 a 
AABP=~ AB’», l 


ABCD-~ BC » 


A4CR—~ 3 AO’, 


根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 4B?+ A402= BO2。 


3 YE 


4B2? 十 一 一 402 一 BO?, 


-。 ee 

855. 矩形 面积 等 -下 
于 在 该 矩形 相 邻 两 边 上 
所 作 两 个 正方 形 的 对 角 
线 为 边 的 矩形 面积 之 
半 。 

解 ” 设 在 矩形 4BOD 
的 两 条 邻 边 4B.AD 上 E 了? -“ 
分 别 作 正 方形 ， 引 对 角 线 4F 4B， 因为 
人 4BF 二 人 LB; 所 以 


AF?— AB?+ BF?—24B?, 

河 理 AE2—2 AD?, 

* AF.AE?=4 AB?.AD?, 
4 万 .4 也 一 2 AB.AD, 

故 AB.4D= (AF.AE) -+2. 
因此 和 矩形 4BCD 的 面积 等 于 以 AF、4E 
为 边 的 矩形 面积 之 一 半 。 

856. 在 直角 三 
角形 4BC 的 两 直角 
边 4B、BC 上 向 外 
侧 作 正 方形 4BDB、 
BCFG, 延长 B4、 
BC 分 别 到 五 \ 玉 ,使 
BH=~0E, BR=AF, 
则 CH=A4K. 

解 ”根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 

CH?~— BH?+ BC?~0F?+ BO? 
(… BH=0BE), 
CE2~OD?+ ED~—CD+AB?,. 
。 CH?=0D?+ AB?+ BO?. 
同 理 ， 
AK?~— BRE?+ AB?= AF? + APB? 
一 4G2 十 GF2 十 4D2 
一 CD2 二 BC2 二 4B2 
一 CD2 二 4Ba 二 BCO2。 
。 CH=AK, 

857.。 若 直角 三 角形 的 一 个 锐角 是 另 一 
个 锐角 的 两 倍 ， 则 在 两 条 直角 述 中 ， 大 边 上 
的 正方 形 等 于 小 边 上 正方 形 的 A 
三 倍 。 

解 在 人 B 为 直角 的 三 角 
形 中 , LO0=2 和 人 4. 

所 以 人 4=30°, /C=60°,。 
A4C 是 BC 的 两 倍 ， 
所 以 AO?2~ (2B0)2 一 4B0O2. 
4B2 一 402 一 BC?, 
.…。 4B2? 一 4B02 一 BO2 一 350C2。 

858。 若 三 角形 一 边 上 
的 正方 形 大 于 等于、 或 小 于 
另外 两 边 上 的 正方 形 的 和 ， 

则 此 边 所 对 的 角 为 钝 角 、 直 
角 或 锐角 。 c 
解 在 人 4BC 中 ,从 C 作 D 


> 


小 4C 的 垂 线 CD, 使 0D=0B, 连结 4D， 则 
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公 40D 是 直角 三 角形 ,所 以 


AD?= A024 CD?= AC? + BO?, 
车 4B?> A404+ B02, 则 4B?> 4D?. 
AB> 4D, 

即 A4CB 和 人 A4CD 中 的 两 边 相等 , 第 三 边 
4B 比 4D 大 , 所 以 人 人 40B>> 人 4ACD 即 
LACB> /R. 

车 4B?=A0?+ BC?, 则 4B 二 4D， 

LA0B= /A0D= AR 
车 4B?<A0?+BC?, 则 4B<AD, 
LA0B</AO0D=/R. 

859， 在 直角 三 C 
角形 4BC 的 斜 边 4B J RN 
上 有 一 点 也, 车 Sa 

AD.DB=0D?, A B 
则 DD 是 4B 的 中 点 ， 
或 直线 CD,4B 生 直 . /J 

解 ”因为 EE 

LC0=ZLE, 
所 以 以 4B 为 直径 的 圆 ， 过 点 C。 设 CD 的 
延长 线 与 圆周 的 交点 为 瑟 ， 则 由 方 智 定理 有 
AD.DB=0D.DE, 因 AD.DB=CD,, 
., CD=DE. 

AB 是 直径 。 所 以 也 是 4B 的 中 点 。 当 
CD1LA4B 时 也 成 立 . 

860.。 在 直角 入 4BC 中 。 若 引 一 线段 
DE 使 其 两 端 D、 BB 
分 别 在 直角 边 4B、 
-AC 上 , 则 了 

CD2+ BE? 
=DE?. BO?, Fs 生 C 
解 因为 CD? 一 4D2 二 402， 
BE?~— AB?+ AE?. 

两 边 相 加 得 : 

CD2? 十 BB2 一 4D2 上 4 万 二 4C2 十 4B2 

~ DE?-+ BO?, 

861。 若 在 等 腰 A . 
直角 三 角形 4BC 的 
斜 边 BC 上 ， 取 任意 
一 点 D, 则 
24D2?~=BI24DC?, 3 MD 


解 由 问题 736, 设 为 30 的 中 点 , 则 
BD?++ DO2=2 (BM?+ DM?). 


出 于 人 4BC 是 等 睫 塌 角 三 角形 有 4M 二 
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BM 旦 4M TB 
BD?-+ DO2—2 (AM?+ DM?) =2 AD?. 
862. 在 直角 三 角 
形 4BC 中 , 车 和 斜 边 BO 
的 垂直 平分 线 与 边 4D、 
4C 或 其 延长 线 分 别 相 
交 于 点 也 、 三 , 则 

BE?— BA?= AO’, 

CF2— AF?— AB?. 

解 ” 连结 EC, FB， 因 为 了 BF 是 BO 的 垂 
直 平分 线 , 所 以 BB8=CB，BB 一 CF。 在 直角 
三 角形 48C 中 , C82 一 AB?=AC3, 

". BE?— AE?— AC?. 
在 直角 三 角形 4B 中 ， BF?— 472 一 4B2， 
“, OF?— AF?= AB, 
863. > A 


角形 4BC 的 一 边 BC Ny 
Cc 


的 中 点 改 , 作 斜 边 4B 


的 垂 线 MW， 则 
4N2 一 BN2 一 40?. 
解 LA4NM 一 -BR 
AN?2~ AM?— MN?, © 
又 LBNM= LR, 
*. BN?=BM?— MN?~0M?— MN?, 
@ 
由 四 一 @ 得 : 
AN?~ BN?~ AM?— OM?= .AC?2, 
864。 若 三 角形 


4BC 是 以 4 为 顶点 
的 等 腰 三 角形 , CX 
是 4 召 的 垂 线 ,性 已 是 
2C 的 垂 线 , 则 
4.B2 一 P42 二 已 X2。 
解 人 42B0 是 等 腰 三 角形 , 设 4 上 BC， 
则 BM= MG， 
“, AB:— AP2 
= (AM?+ BM?) — (AM?+ PM?) 
= BiM?2— PM? 
=(BM— PU) (BM+PM) 
=BP.PO. 
因 和 人 BX0= 人 LR, 由 问题 M9 有 BP.PC= 
XP 


“. AB- AP=XP, 
故 4B2~=4P4XP, 
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865. 在 正三 角形 4BC 内 取 一 点 P,， 若 
PB?-+- FEO?= PAS, | A 
则 和 BPC=150°, 
解 ” 如 图 所 示 , 在 OP 
上 作 正 三 角形 CPE， 则 
A4FCeeABEO (两 边 B 
夹 角 ) ,所 以 P4 一 了 3. 
. 因 PC=PE, E 
根据 假设 PE?-+FC?=P42, 
“. PRB+PRE?— BE2, 
因此 人 PBE 是 二 角 三 角形 , 人 BPB~90°. 
“oe ABrFO=~90°--60°=—150°, 
866。 从 直角 三 A 
角形 45C 的 斜 过 BC Q 
的 中 点 0 向 4B、AC 
引 直 线 CP、 09, 使 日 6 c 
人 POQ 为 直角 , 则 
DFI 十 C= PE, Q’ 
解 延长 90 到 9'， 使 04=08' 
P89', 由 PO196 有 PQ=PY'. 
根据 假设 O 是 EC 的 中 点 , 08 一 08' 


连结 


所 以 BQ' 一 CQ(38'0Q 是 平行 四 边 形 )， 

.. BP2+CG2 一 BP2 二 BO2. 
因 4C/ BY', 有 .4= -已 有 ZPBC'= 
一 


as BP?+BO?=PQ?, 
es BP?-+-C0= PQ, 


867.。 若 在 八 4BC 的 两 边 4B、A4C 上 


作 正 方形 4BDR、4CFHG, 连结 BG, 则 
EG?+ BO?~2(4B?-+.AO). 


解 以 4 为 中 心 , 旋转 人 A4BC, 使 4C 与 
4G 重合 , 点 B 的 位 稳 为 B'.。 由 
LBAC+ LBAG—2/R 
有 LGAB'+ /BAG=2LR, 
所 以 如、4、B' 是 一 直线 , 且 如 4=AB'， 根 
据 问 题 874 有 
EQ?+GE'2~2(4G AB?), 
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'». EG?-+BO?=2(A02+ AB?). 

868. 设 在 人 4 为 直角 的 三 角形 4BC 
的 各 边 上 向 外 侧 作 
正方 形 B4DE、 
CBFGQ、ACHIT, 连 
结 吾 FP, GH, 则 

PE+GH? 
=5BCO2. 

解 从 了 向 BB 
的 延长 线 作 垂 线 
BK, 因 直 角 三 角形 4BC、 es BC、 
BF 相等 , 人 4BC= /KBF, 

oo 八 ABCQA 人 KBD, 
“+ AB=KB, AC=KF., 
EK~2AB. 
所 以 在 直角 三 角形 BFK 中 ， 
EF2~—BR2--KPF?~ (24B)?2+AC?, 
同 理 ， HG2= (34C)2? 二 472， 
把 上 两 式 的 两 边 相 加 ,得 
EF2- HG2 
=(24B)?+AC?+ (240)?+ AB? 
=5A4B2-4+5A0=5(AB?.+ AO?) 
一 5.BO2。 


869. 设 在 人 4BC 各 边 上 外 侧 的 正方 形 
分 别 为 4BDB、 员 
AOCFPG、BOHK, 连 > 
结 BG, PH,KD 作 DD i 
成 六 边 形 ， 则 六 边 C XY 
形 各 边 上 的 正方 形 
之 和 是 三 角形 三 边 S 
上 正方 形 之 和 的 4 
信 。 车 ~B4C 是 K H 
直角 ， 则 六 边 形 各 边 上 正方 形 之 和 等 于 斜 边 . 
BC 上 正方 形 的 8 倍 . 
解 ” 由 问题 867 有 
BG2=2 (4B?+ 402) -BOa， 
DR?=2(4B?+ BO?) -402， 
FH?~2(A02+ BO?) ~ AB?, 
“. EG2+ DE2+ PH? 
=3(AB?+ .40?.+ BO?), 
软 市 
EG?+ ED?+ DE2+ KH24 HF FGA 


=4(A4B2+ A02.+ BO?). 
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BO2— AB?+ AC?, 
所 以 .4(4B2 十 4C2? 十 BOC2) =8BO?. 
870。 在 直角 三 角形 H 
4BC 的 边 BC 和 4B 上 
向 外 侧 作 正方 形 BCHEK 
与 4BDE, 若 从 0O 作 4B A 
的 垂 线 CI, 则 
DK?2— OL2 
=(A4B+BL)?. E D 
解 由 瑟 作 了 8 的 垂 线 其 垂 足 为 M， 则 
- LKBM~/CBL=~/R~ /MBC. 
因 BK=BO, AKMB=/0LB= /Rh, 
*. AKBMQACBL, 
KM=0L, BM=BL,.., 
在 直角 注 角 形 .人 K 族 D 中 


DE?— KM2= DM?, 
所 以 
DE?~ OI?~ (DB+ BM)? 
~ {BD+ BL)?= (4B+ BL)?. 
871.。 若 在 三 角形 4BC 的 外 侧 ， 作 各 边 


上 的 正方 形 4BED、BCG8、ACRK， 则 六 
边 形 DEE8GHK 的 面 
积 为 
.AB?:+ BC+OA? FE 
十 4SAaBc。 
解 由 问题 779 有 
SAakD 一 人 As 
一 心 AcG 互 一 Sa4ac， 
因此 六 边 形 的 面积 等 上 7 
于 三 个 正方 形 的 面积 与 四 个 人 4BC 面积 之 
和 ， 

872. 在 三 角形 4BC 中 ， a 90°, 三 
.角形 各 边 外 侧 的 正 
方形 分 别 为 4BEF、 
BOGH、CAKL, 车 下 
连结 BH,GL, KF, . 
则 六 边 形 BHGLKF 
的 面积 等 于 2(a?++ 
zc)， .其 中 BO=a, 
AG—b, AB=c¢. H 

解 人 48FEg 和 4BC; 又 在 人 ABBR 和 
人 4BC 中 , 其 两 边 分 别 相等 , 且 其 夹 角 互 补 ， 
所 以 SaEBH = SIo4BC, 

同 理 ， Saregc 一 Saaac。 


ee ee 


1 边 上 的 正方 形 


证 明 是 


六 边 形 BHGLKE 
一 BO? 十 CO42 二 4B2 十 4SA480 


” 亚 G2 十 22 十 C2? 十 么 X 译 te 


—2a?+2te=2 (ga2+be). 

873， 在 以 人 4 L 
为 直角 的 三 角形 
4B0 的 外 侧 ， 作 各 


BODE CAHE、 下 SS 
BAGF. 

(1) 若 由 女 向 BC 
作 垂 线 4M, 则 4ML、 
FC、BEK 过 同一 点 . E D 

(2) 过 BK 和 40 的 交点 P 作 C4 的 垂 
线 PQ，, 设 P9 与 BC 的 交点 为 @ 则 4@ 平 
分 4. 

解 (1) 延长 M4, 在 其 上 取 一 点 了 设 
4L 二 BB, 则 四 边 形 BLAB 为 平行 四 边 形 ， 

因为 8C.LAB (参照 问题 237)， 

. FO]BL. 

同 理 , BK LC, LM BC， 即 BK CF, 
LM 过 三 角形 BC 的 各 顶点 ， 并 与 对 边 垂 
直 , 所 以 这 三 条 直线 通过 同一 点 。 

(2) 由 4B/fCK, | 

Seack 一 SA4oxy Seapc 一 SA4pK。 
由 POLO, 4BLA4C, 有 POVY 4 已 ， 
| Sagpo=Saagc. 
XX Saapk ~= SaapH; 
GaAsec 一 SA4pE。 
又 A0=AH, PO 1L4C, PALAH, 


PQ=P4, .. LQAP=1 ZR. 
因 LBAC=LR, ., LYAC= /BAY, 
故 49 平 分 二 4。 


(2 三 角形 的 中 线 、 重 心 ，s2 十 到 型 
874. 车 4M 为 人 4B0 的 中 线 , 则 
AB2+ AO2=2( AM?- BM?) 
[中 线 定理 ] 
解 由 点 4 向 BC 作 垂 线 其 三 足 为 互 ， 则 
AB?~ AH?+ BH?~ AM?+ BH?— MH 
AC?2= AH2+ CH? 
~ AM?+CH2— MHS, 


". 4DB2 十 402 
~—2AM’?+ (BH?+CH?—2ME’). 
根据 问题 736 有 A 
BH*+CH? 
=2BM?-42MH?, 
. AB?+ .AO 
~2 AM?-+2BM?. 
875， 在 八 4BC 
的 BC 上 取 一 点 及， 
若 A402 AB?~ BX? 
一 CZ2, 4Z 的 中 点 
为 2 则 
MB= MXC. B C 
解 ” 由 假设 , 40?+CX?= 2 根 
据 上 题 40?+CX?=2(CM?++ 入 ?)， 
"AB? BX*—2(BM?+ MZ?). 
由 上 两 式 得 CM?-+- MX?= BM?+ 和 LX?， 从 
而 CM?= BM?, 
., CM=BM. 
在 三 角形 4BC 的 边 BC 上 取 一 点 


876. 
用, 若 
AB?+ AC? 

~—2(4MI + BM?), 
则 对 是 不 是 边 BC 
的 中 点 . 

解 履 不 一 定 是 
BC 的 中 点 . 设 4B 的 中 点 为 DD, 则 在 八 4MB 
中 , AM?+ BM2~—2(MD?+ 4D?) , 

'. 2(AM?+BM?) = HM AD ©@ 
根据 假设 、 

2(4MI4 BM?) = AB?+ AO?, 人 @@ 
由 .名 有 4(MD?+ 4D3) 一 4B3-4LC2， 
因为 DD 是 48 的 中 点 ,所 以 
4AD?~= (2 4AD)?= 4B3, 
,4MD? A05, 
即 2MD=—4C. 


要 使 本 问题 成 立 ， MD 必须 等 于 千 40, 因 
此 以 了 为 圆心 ,以 二 4C 为 半径 的 国 弧 ，_ 般 


与 BG 相交 于 两 点 ， 其 中 一 点 为 BC 的 中 点 ， 
而 另 一 点 不 是 中 点 ， 所 以 允 不 一 定 是 BC 的 
中 点 ， 

877 . 


已 知 直线 及 了 与 不 在 直线 上 的 两 


点 4.B, 在 直线 ZY 上 求 一 点 ， 使 4P2 十 BP? 


.4BC 中 VB 是 45?， 


边 平方 和 的 三 倍 等 于 
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为 最 小 . 

解 ” 如 图 ， 设 4B 的 中 上 7, 根据 问题 
874 得 

AP?+ BP 

=2(4M?+ PM?) 

=- 也 4P2 十 2PM2， 
Oe A -有 以 B 


小 ,只 要 使 PM 最 小 即 可 . 因为 P 是 XY 上 
的 一 点 ， 要 使 B 最 小 ， 则 须 使 忆 为 由 用 
向 了 所 作 垂 线 的 垂 足 ， 因此 点 好 在 直线 
XZ 上 的 垂 足 已 ， 是 使 4P2? 十 有 P2 为 最 小 的 
点 . 

878。 在 三 角形 


4B 的 中 点 为 1 也 
为 高 (了 的 垂 足 , 则 3 
40? 一 2(4M2 二 MXDa) . 
解 因为 人 和 B=-45°, 人 CDB~90°, 
BD=CD. 


所 以 


故 
A CD?+ AD?— BD?+ AD? 
= (M+ MD)?+ (4AM—MD)? 
~2(AMr UD). | 
879. 三 角形 的 三 
三 条 中 线 平方 和 的 四 
倍 ， 
解 设 和 4BC 的 三 
条 中 线 为 4D、BE、CF, 由 问题 874 得 
AB?+ A0?—2(4D?+ BD’), 
AB?+ BO2—2(BE2+CE®), 
40C2+ BO—2(CF?+ AF). 
又 BD-3 BC, CB= 3 AC, 48 一 二 4B. 
将 上 面 三 式 两 边 相 加 ,得 
2(4B?+ BC?+ A0?) 
—2(AD?+ BE?--OF’) 
十 于 (4B2 二 BO? A0’), 
‘3(AB?+ BO? 二 2O9) 
—4(AD?+ BE2+CF?), 


.880， 设 入 4BC 的 重心 为 9 则 
AB+ BC? 上 TOC42 一 3(4G2 十 BG2 十 CG3)。 
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解 ” 由 上 题 有 ， 解 BG?40G2=2GD? 2BD? 
4B2 十 BC2 十 C40 由 (问题 374)， 

= (4D BE 有 E GD~3 AG, 

十 CZ72) ， B 得 BGsTCG2? 一 工 463 二 2BDo 
但 因为 5 3 
3 3 3 2(BG?40G2+ 4G) =3 AG2-+ BO?, 
AD=—3. 4G, BE=3. BG, OF ~.3. .0G, 。 
了 3 其 它 也 同 理 可 证 ， 因 此 
所 以 AB2+BO24CA4? 34G2? 十 BC2 一 3BG2 二 402 
一 3(4G2 十 BG2 二 COG?) . —30G24+ 4F? 

881， 设 入 4BC 的 交 ~2(BG2+0G2+ AG), 
重心 为 G, 则 | 884. 设 入 4BC 的 重心 为 G, 了 为 任意 
AB?+4 AC? 一 点 , 则 

—44G2+ BG2.L 0G. AP2+ BP24CP? 

解 设 延 长 4G、BG、 ~—AG?+ BG2+CG?+3PG?, 

CG 与 对 边 的 交点 分 别 D 解 设 BC 的 中 点 为 D,，AG 的 中 点 为 五， 
为 D、 召 、, 则 DD、 轧 ,了 分别 是 边 BO、CA4、| 连结 PH, PD，, 则 yy 需 
AB 的 中 点 , 又 4G 二 2GD, 4D=3GD， PB?2+ PO? 


“» AB2+AC? 
~2(4D?+ BD?) 
=2(9GD?+ BD?) 
~2(24G2+GD?+ BD’) 
一 44G2 十 BG3? 十 CG23 
BC2TCG2 一 2(GD2 二 有 BD2)( 问 题 874). 
882. 证 明 以 三 角形 各 边 为 直径 的 三 个 
国 面 积 之 和 与 以 各 中 线 为 直径 的 三 个 圆 面积 
之 和 的 比 是 定 值 . 
解 设 三 角形 的 三 边 为 a、b、c, 三 条 中 线 
为 人 nn、%, 根据 问题 879 得 ， 
3(a2? 十 22 十 c2) 一 和 (1 十 722 十 ?2) ， 
并 22 二 0 (2 二 2 十 02) =4:3, 
以 a、5、c 为 直径 的 三 个 圆 面积 的 和 为 
Bi 一 工 (oz 十 2 十 9)， 


以 Lz% 为 直径 的 区 面积 的 和 为 
Bo 一 工人 PP 十 mm2 十 00) ， 


S81:.5s 一 4:3 是 定 值 . 
883. 设 三 角形 
ABC 的 重心 为 @ 
则 
BC2+ 3 462 
=~AC+3BG B&B 
-一 4B2 十 30G2。 


a ea hn re nr 


=2(PD?+ BD?), 
@ pA 
PA4?+PG? 4 
a 
5 一 4(PGC2 十 GZ2) 。 @ 
电 、@、@@ 两 边 相 加 , 整理 得 
PA+ PB2+PO?2 
—3PG?-+ 4GH?+2(BD?--GH?), 
“~ 4GH?= (2GH)?= .AG, 
2(BD+GH?).~2(BD?+GD?) 
= BG2+0G2, 
代入 上 式 得 
PA?+PB+ PCO? 
=3PG?+4 AG?+ BG?2+0G2, 
885， 设 PP 是 边 A 
长 为 & 的 正三 角形 
4BC 所 在 平面 上 任 p 
意 一 点 ,证 明 
PA+PB? 
+ Po. 3 
解 设 正三 角形 4BC 由 G, 只 
AG = BG=0G 充气 


根据 上 题 ， 
了 .42 十 已 B? 十 POCO? 一 493 十 BG2 十 CG2 十 3PG2 
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PA?+ PB?+PO2— 上 3 a2X3 了 3PG2， 
,。 PA?+PB?+ PO>0?, 
注 在 PG=0 时 等 式 成 立 , 即 与 重心 G 


全 
已 。 


886.。 正三 角形 外 接 圆 周 上 的 任意 一 点 


到 三 顶点 的 距离 平方 之 A 

和 是 定 信 。 NS 
解 因为 正三 角形 PP 

4BC0 的 外 接 圆心 也 | 

是 重心 。. B Ne 
设 忆 为 外 接 圆周 上 的 


一 点 , 则 OP 为 半径 ,并 且 04、 OB、 区 


于 半径 , 根据 问题 884 得 
AP?4+BP?T+CP2 一 6( 半 径 )2( 定 值 ). 
887。 设 平面 上 % 个 点 4、B.C、D、…、N 
的 重心 为 O, 若 P 为 任意 一 点 ， 则 
PA+PPB+POPD?+...+PN? 
一 04? 十 0B2 十 002 十 0D2 十 …。 
十 ON2 于 2.OP2。 
解 设 三 点 4、B、C cc 
的 重心 为 G， 根据 问题 
884, 
PA?+ PB?+PO? 
一 G.42 十 GEB2 十 GO2 
十 3PG2. @ A 
第 四 点 为 D, 设 在 GD 上 取 点 G', 使 
GGIGD=1:3, 
那么 G 是 4、B、C、 
也 的 重心 ， 根 据 问题 和 
890, 
3PG?+PD? 
3GG?T+G'D? 
+4PG?. 图 £ B 
+ 加 得 
PA?+PB?+ PC? PD? 
~ (G42 十 GB2 二 GOC2 二 3GG'2) 
十 GD2 二 4PG” @ 
与 同 理 ,得 
GA2+GB2+G02+3GG' 
一 G'42 十 G'B2 二 GO2。 
将 上 式 代 入 @ 得 
PA?+PB?+ PO?2+ PD 
一 G42 十 GDB2 二 GO2 二 GD2 二 4PG2。 ©® 


其 次 , 设 第 5 点 
为 五 , 设 G" 为 重 
心 , 则 有 
GG":G"E=1:4, 
在 三 角形 PG'EB 中 ， 
由 问题 890 得 A 8 

4PG?+4 PE2=~4G'G' ?+G"B+5PG"?,. @® 
@ 寺 名 得 ， 
PA?+PB:+PC2+ PD PE? 
=(G'42+4+GB?+G'C?+G'D? 
+4G'G"?) GE?+5PG"? 
=G'"A24G"B?2+G"C2 
十 GD2 十 G/ E245PG'"2. © 
继续 这 样 作 下 去 ， 设 第 7% 个 点 为 入 ， 并 设 O 
为 其 重心 , 则 得 下 式 
PA?+PB2?+PC?+PD?+..….+PN? 
一 042 二 OP2 二 0O002OD2 十 … 
+ON?+n.OP?. 

888. 若 在 八 4BC 的 边 BC 的 两 侧 作 正 

三 角形 DBC、D'BC(D 和 


D 
4 在 BC 的 同 侧 ), 则 有 A 
(1) AD?+ AD"? A 
=4P+BO AN 


+042, c 
(2) 4D2_ AD? 8 
一 4/ 3 SA4ac。 
解 设 DD' 和 BC 的 交 D’ 


点 为 好 , 则 用 为 DD' 的 中 点 . 
(1) 由 4D?+4D2=2(A4M?2+ DM?), 


因 Dus BD=~V 3 BM, 


oe AD 2 
=2AM?+6BM? | 
~ (24M?+2BM?) +4BM? 
=AB?+ AC?+ BO?, 
(2) 由 4 作 D'D 的 垂 线 4A， 则 
AD?— AD?=D'E2— DE? 


=4DM. EM= A BO:.EM 


一 4 3 SAhac。 
889. 设 由 圆 0 外 两 定点 4、B 到 圆 局 
上 一 点 的 距离 平方 之 各 的 最 小 点 为 C、 最 大 
点 为 D, 真 线 4B 的 中 点 为 必 ,- 若 4B 等 于 
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加 的 直径 , 则 
4C2 十 MD2 一 402- BO2. 
解 若 圆周 上 一 点 为 
己 ， 则 
也 42 十 已 B2 
=2(AM2+MP?), 
因为 4 和 是 一 定 的 , 所 
以 了 4?+PB? 最 大 或 最 
小 由 MP 是 最 大 还 是 最 
小 来 决定 。 连结 MO 的 
直线 和 圆周 交点 离 用 近 的 点 为 C、 离开 远 的 
为 D， 因 为 O 是 线段 CD 的 中 点 ,所 以 
MGC2 二 MED 一 (0OM 一 00)2T(OMTOD)。 
= (OM—00)2+ (OM +00)? 
=—2(0M?+O002). 
由 假设 4B=CD，.*. O00 二 AM. 
,因此 MOG?+MD2~=2(OM?+AM?). 
在 人 4B0 中 , 及 是 4B 的 中 点 ,有 
AO?+ BO?=2 (OM?+ AM?), 
“, MO2TMD=AO?+ BO2, 
890. 在 和信 4BC 的 底 边 BC 上 取 一 点 
也 若 BD:DO=m:%, 则 
nAB?+mAOL 
=%BDI+mDO?T+ (m+n) AD?. 
解 如 图 , 若 由 4 向 BC 作 垂 线 4 则 
AB:= AH?T BH? A 
一 (4D2- DH?) 
+ (BD+DA)2 
~AD?+ BD? 
2BD:DH.@ BB DHSC¢ 
同 理 ， 
AC?= AD?+ DC?2— 2DC.DH., 四 
由 @x% 寺 加 Xn 得 
nA4B?+ mAC? 
= (m+n) AD2+nBD’?+mpDC? 
十 2(2DBE 一 MDOC) x DEH., 他 
根据 假设 
BD:DC= min, ». 
代入 @ 式 得 
nAB?+mAC? 
(m+n) AD? 
+nBD? 
十 MDO2。 
注 当 也 为 外 
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NBD—mDC=0, 


证 明 题 


分 点 ,由 BD:0D 一 m:n, 得 外 式 为 
AB?= AD?+ BD?—2BD.HD, 
由 @xXn 一 名 Xm 得 
n4B?—mAC? 
一 (一 入) AD?TnBD—mOD?, . 
891， 在 人 4BC 的 边 BC 上 取 两 点 也 、 
马 , 若 BD=DE 一 BO, 则 
(1) AB?+ AC?=— AD?+ AE?+4DE?, 
(2) 2 4AB?+ AC?2=6DE?-+3AD?. 
, 解 (人 45B2? 十 4 了 一 2(4D2 十 刀 D2)， 
LO2 十 4D2 一 2(4 刀 2 十 DB2)， 
.» AB2+ AC? A 
=—AD?+ AB? 
+4DE? 
(*. BD=DE). 
(3) 由 BD:DO= ES 
1:2, 在 上 题 中 令 %=1, % 一 2 有 
2 AB?+ AC2=—2BD?+ DO?+3 AD?, 
由 BD=~DE~ EC 
有 BD=DE, DC 一 2DB; 代入 上 式 得 
24B?+AC2—2DE?+4DE?.+3 AD? 
=6DE?-+3 4 也 2. 
892. 在 平面 上 有 不 相交 的 两 圆 4、 召 、 直 
线 有 了, 试 在 直线 了 了 上 求 一 点 P, 使 从 P 
向 两 图 所 作 切 线 长 的 平方 和 为 最 小 。 


解 设 两 条 切线 为 PT、PS8, 加 4、B 的 

半径 为 +、?',， 则 

PT3—PA?—72, PS2—PB?—y2, 

PT P82?—PA?+PB? (r2t 72) 
在 两 圆 中 ， 因为 7、 7 是 -- 定 的 ， 若 要 PT2 寺 
P8? 最 小 ,只 要 卫 A? 十 P38? 最 小 即 可 . 设 4B 
的 中 点 为 改 ， 由 中 线 定 埋 (问题 874) 得 

PA?+PB?—2PM2+2 AM?, 

而 4 双 是 一 定 的 ， 所 以 只 要 使 PM 最 小 即 
可 . 由 以 向 之 了 作 垂 线 , 其 三 足 即 为 所 求 的 
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893， 在 人 4BO 中, 人 4 he 著作 


中 线 BB、CF, 则 A 
4(BE?2+CF?) 和 
一 5B0O2. sr < 
解 LA=/R, B 人 C 
., 4BE?~=4AB?+44E?, @ 
”40F?—4402+4 AF2, 四 
将 @、Q@ 两 边 相 加 ,得 
4(BE2+COF?) 
一 4(4B2? 十 4C2) +4(AE?+ AF?) 
=—4BC2 -4BF?~4BC?+ (2EF)? 
一 4B02 十 了 BC2 一 5BCO2。 


(3) 三 角形 的 垂 线 , a? 一 PB? 型 
894. 设 由 人 4BC 的 顶点 4 向 对 边 BC 
作 垂 线 4 和 中 线 4M, 则 
AB~ AC = BH2~ HC?~2BC.MH. 
解 在 直角 三 角形 4B 中 
AF?~ AH?2+ BH’?. 四 A 
在 直角 三 角形 4C2 


中 5 


由 @~@ 有 汪 
4B2?~ AC?= BH?~ 万 C2， 
而 BH?~HCO?=(BH+HC) (BH~HO), 
又 开 是 BC 的 中 点 ,所 以 
BH=BM+MH, HC= BM FMH.,. 
., BH~HC=2MH., 
', AB2~A0?= (BH+HC) (BH~HO) 
=BC.2MH=2BC. MH. 
895。. 在 人 4BC 中 , 4B>4C， 设 边 
. BC 的 中 点 为 K， 由 
4 引 BC 的 垂 线 4H， 
则 
(4B+ A0) :2BC 
~MH: (4B— AC). 
解 根据 上 题 有 Mo 
AB?— AC?=2BC.MH, 
(AB+AC)(AB— AC) =2BC.MH, 
(AB+A0):2BC=MH:(4B— AO). 
. 896. 设 在 等 腰 三 角形 4BC 的 底 边 BC 
或 其 延长 线 上 任 取 一 点 0, 则 
O42~.AB?=—0B.OC. 


C 


解 若 由 4 向 BC 作 生 线 4D, 则 DD 为 


面 积 
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BC 的 中 点 .在 人 4BoO 中 ，4D1B0O, 当 0 
在 DC 上 时 , 则 
A4B?— A02=BD?— 


DO2. 


人 


B.:0C. 


由 
BD?— 
es (BD 
一 DO) 
=BO(DC— DO) 
一 BO.0C， 
AB?~—04?2= 

897. 若 人 4BC 的 

重心 为 互 ， 外 接 山 米 径 
为 五 则 
4 万 2 十 BC2 

一 已 万 ?十 CQ.42 

一 (02 十 4 刀 2 一 472。 

解 作 A4BC 的 外 
接 油 ,车 过 B 的 直径 为 8B', 则 4B'1 HC、 
4 互 / BO, 于 是 4H=B'C. 

. AH?2+ BC?~ B'C?2-+ BCO2 一 4FR2， 
对 其 他 情况 同 理 可 证 

898。 设 4、B、C、 DD 是 平面 上 的 四 个 
点 ,车 4B2-+-CD?=AC?++BD?= BO? 十 4D3, 
则 连结 这 四 个 点 中 任意 两 点 的 直线 与 连结 另 
外 两 点 的 直线 垂直 . A 

解 设 连 结 4D 


的 直线 与 连结 BC <\ 
的 直线 相交 于 点 孔 SN 
由 4 向 BC 作 重 线 的 ps 


垂 足 为 有, 则 
AB?~A02= BE2~CE"?. 
由 假设 得 4B?~AC?= BD2~CD?, 
‘, BD~CD—BE2~CE', 
所 以 DE' 垂直 于 BC。 在 点 BY 上 作 BC 的 

线 只 有 一 条 ,所 以 4B' 和 DBE' 重合 . 因此 
这 条 直线 是 连结 4 的 直线 ，B' 和 轧 
即 4D 垂 真 于 BO。 同 理 可 证 ， 连 结 4、B、 
C、 DD 中 的 任何 两 点 的 直线 垂直 于 连结 另外 
两 点 的 直线 . 

899. 由 八 4BC 中 的 任 一 点 O 向 边 
BC、0C4、4B 作 垂 线 ， 其 垂 足 分 别 为 D、 瑟 、 
媚 则 

AF?+ BD2+ CE2~FB?+ DO?2+ BA, 

- 解 ”根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 在 和 OQ4 中 ， 
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AF?—0A2~ OF?. 
又 在 AOBD 中 , BD?=0B?ODS 
在 AOCB 中 , CE?=002~0B?. 
“, A BD2--OE? 
=0A2+0B?-+OC?—OF? 
一 0D? 一 0Z2. 
同 理 , 对 于 AOBP， 
人 0CD, 人 04E, 根据 
毕 达 哥 拉 斯 定理 , 则 得 
FB?+ DO2+ BA? 
=0B?+00+042? B 
一 0O72 一 072 一 0Z2。 
AFr+ BD4COE?=FB?+ DO2 十 万 42。 
9o0， 在 人 4BC 的 边 BC、C4、4B 上 
分 别 取 点 为 D、 轧 、 了 , 若 
AF?+ BD?+0E2~ FB DO?+ EA?, 
则 从 D、 召 、 也 向 各 边 所 作 的 垂 线 相交 于 一 
点 。 
解 设 由 召 ,F 向 40、4B 所 作 的 垂 线 交 
于 点 0, 由 0 向 BC 作 
垂 线 0G. 根 据 上 题 有 
4 了 2 上 十 BG2-HCB2 


又 根据 假设 ， 

AF2-- BD?+082—FHR DO2+ BA?. 
两 式 相 减 得 _ BG? 一 BD? 一 G0? DC?, 
若 D 在 BG 上 , 则 

BG> BD, DO>GO, 

所 以 BG? 一 BD? 一 GC2 一 D0? 不 合理 ， 同 理 ， 
D 在 GC 上 也 不 合理 。 因此 G 和 DD 必需 重 
合 , 故 由 D、 加、 了 向 各 边 所 作 垂 线 相交 于 一 


901。 若 在 人 4BC 的 边 BC 上 上， 向 外 例 
作 扼 形 BB8C, 则 有 
AE2~ AF?= AB2~ AO2, 
解 由 4 向 BC 或 其 延 
长 线 作 垂 线 .4IL，4L 的 延 
长 线 与 百 的 交点 为 G, 则 
ABI~AC2?—~BI2~LO?, 日 “ 
AB?~ AP?— REZ GF, 
因为 BL 一 ZG, LC 二 GF, 
.» AB2~AO2? 
=AB~AF, l EG F 


ae 


S902。 若 由 八 4BC 的 顶点 4 向 对 边 BC 
作 垂 线 4 五 , 则 
(1) 当 人 LC 为 锐角 时 ,有 
4B2=402 十 BO2 一 2BCO.COT。 
(2) 当 人 C 为 钝 角 时 ,有 
4B2 一 402 二 BC2 二 2BO.CZ 
解 (1) 设 一 C 为 锐角 ,在 和信 4BE 中 ， 
AB?~ AH?+ BH?, 
AH?= AC2— CH?, 
又 EH= BC—COH, 
AB?~ (AC?— 0H?) + (BOC—_CH)? 
一 402 一 OBE2 二 BO2 
+CH?2—2BO.0H 
~ AC?+ BO?—2BC.CH, 
即 A4B?=402-+ BC?~ 2BO.OH., 


(2) 设 人 LC 为 钝 角 ， A 
则 五 在 BC 的 延长 线 
上 . 所 以 
BH= BC4+OH, 
由 上 面 的 证 明 i 一 人 


AB2= 40?+ BC2-32BO.CT. 

903。 把 菱形 4BOD 的 一 对 顶点 4、C 
与 形 外 一 点 卫 连 结 , 若 P4=PC 则  “. 

PB-PD=PA— AB?. 
解 ” 由 了 4 一 PO, 上 且 4BCD 是 菱形 , 所 以 
在 3D 的 延长 线 上 ,上 且 4OLBP， 
.AP?—AB? 
=0P?~0B?~ (0P+0B) (OP —0B). 
吃 
因为 4BOD 是 姜 形 ,有 。 
OP—OB 

-op-0D se | CT 

=PD. RS 一 
因此 由 @ 得 c 

AP1— AB?~PB.PD, 

S04. 设 入 4BC 的 外 接 圆 弧 B4C 的 中 
点 为 ,在 B4 的 延长 线 上 取 点 D, 使 4D= - 
40C, 证 明 

PB=PC=~PD, 

4B.4C 

一 BP2 一 4P?。 
解 因为 
AD=40, 
所 以 
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一 D-= 子 人 BA4C 一 雯 LBPo, 


且 PB=PO。， 所 以 卫 为 过 BD、C 三 点 的 
网 的 网 心 。 因 而 
PB= PO0=PD. 
又 对 在 圆 卫 内 的 点 4 由 圆 等 定理 得 
BA.AD=PB?— PA?, 

由 AC=AD 有 A4B.4C= BP?- 4P?., 

905。 在 等 腰 三 角形 A 
-4BC 中 , 若 底 角 为 项 角 4 
的 两 倍 , 则 

AB?— BC+ AB.BO. 

解 设 二 B 的 平分 线 与 
边 4C 的 交点 为 D， 由 B 
向 4C 作 垂 线 BB, 则 由 。 B& 

ZABC=2/4, 

有 《ABD=/4， BD=DA. 
又 LBDC=/AT+/ABD= /ABCO=/O, 
因此 人 BDOC 也 是 等 腰 三 角形 ， 且 加 为 DC 
的 中 点 .。 

又 BD=BC 一 4D， 所 以 在 直角 三 角形 
ABE 中 ， 

AB?— AB?+ BE?~— AE?-+ (BO?— COE?) 

一 BCO2 十 4 万 ?一 CZ2 
因 AE?—0CE?~ (AE+CE) (AE—0E) 
—AC(AB— DE) 
~AB.4D=AB. BO, 
AB?= BO?+ AB. BO. 
906， 在 人 4BC 中 ,LC0> 人 LR, 人 B= 


盏 和 怠 也 为 4B 的 中 点 ,车 由 C 向 4B 作 垂 
线 CH, 划 
AC2—2(AD+DHY. |:c 
解 由 
LB= 卫 LR, 
L0HB= LR, 
LRCB- 也 ZB. 
因 LA0B> /BR, 
LA4CB> 王 LB. 


A DH B 


又 LOBA=LR, .. LA4< 也 LR, 
“, AH>OH. 


又 CH-HB, 
由 此 也 在 4 和 互 之 间 . 
402 一 4 万 ?十 CT9 
— (AD+DH)?+HB? 
=~(AD+DH)?+ (DB— DH)? 
~ (4D+DH)?+ (4D— DH)? 
—2(4D 4 DH’). 
907， 在 入 4BC 中 ， 
(GD 车 ZL4- 子 LAB 则 
BC2 一 4B2 十 402 一 4 万 .LO。 
(2) 车 L4=3$ LR， 则 
BC?~—AB?+ AC?+ AB. AC. 


AH>HSB, 


解 设 由 C 和 疝 4B c c 
所 作 垂 线 为 CD。 
(1) 由 4=60?”， 
有 BD=A4B~AD, 
24D= 40C, A DDBEADD 


所 以 BC 一 BD2TCD2 
~ (AB~AD)?+ (402 一 4D2) 
一 4B2 一 2.4P. AD+AD? 
+A02— AD? 
~AB+AC0?— AB(2 AD) 
=AB-+AC?— AB.AC. 
(2) 因为 <4=120*， 所 以 DD 在 BA4 的 
延长 线 上 , 24D=AC。 所 以 
BO?2~— BD:4+COD? 
=(4B+ AD)? 
十 4C2 一 4D2 
一 4PD2 十 2324B.4D 
-二 4D2? 十 4C2 一 4D2 DD A B 
= AB?+ A0+ AB(2 AD) 
一 4B2 十 40C2 十 4 有 LO。 
908. 由 等 腰 A 
三 角形 4BC 的 项 
点 4 作 直 线 4D 
与 BC 的 延长 线 昌 
相交 于 点 D, 若 ES 
BD.0D=AB, 
则 AD?=~2 .4P2。 
解 车 由 4 向 对 边 作 垂 线 4B, 则 
AD?~ DE?+ AE? 
= (BD- BE)?+ (4B— BE?) 
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=BD- 2BD. BE+4 AB? 
=BD(BD—2BB) +AB? 

~ BD(BD— BO) + 4B? 

~ BD.0D+AB? 

= AB+ AB?—-2 AB?. 

3909， 若 从 锐角 三 角形 4BC 的 顶点 B、 

C 分 别 庙 对 边 作 垂 线 BB、CF， 则 
BO?=AB. BF.+ AC.CE,. 
解 AC? 一 AF2J4-CF2 
= (4B— BF)2+OF? 
= AB:—2AB.BF 
+BF?+ (BO?— BF?) 
= ABi+ BO?—2A4AB.BF. 

同 理 ， AB?=AC?+ B07-240.0E, 
将 两 式 相 加 
AC?+ AB? 

一 402 二 4PB2 

十 2BO2? 

一 2 .4 万 .了 
+240:CE, 
", 2B0=2AB.BF+2 AC.0E, 

即 BO?2~AB.BF-AC0.CE, 

910， 作 等 腰 三 角 有 A 
形 4BC 底 边 BC 的 平 
行 线 习 Y, 与 4B、 4AC 
分 别 相 交 于 点 也、 了 了 ， 
则 : 
BY?~—0CY?~ BO.XY., 

解 由 了 向 BO 作 ， MRC 
垂 线 了 万 ; 由 了 作 4B 的 平行 线 交 BC 于 点 
及 ， 则 人 了 MC 为 等 腰 三 角形 , 妃 为 MC 的 
中 点 ,和 XZ 妈 LEB 为 平行 四 边 形 ,所 以 

BY?—_CY?= BH?— HO 
=(BH+HO) (BA ~—HO) 
=BO. BM=BO.XY,. 


(4) 四边 形 

911， 平行 四 边 形 各 边 上 的 正方 形 之 和 
等 于 两 对 角 线 上 正方 D 
形 之 和 . 

解 ” 设 平行 四 边 形 
4BOD 两 对 角 线 的 
交点 为 0, 则 4O 是 B 

和信 4BD 的 中 线 ,根据 问题 874 得 


” 


A 


B 


证 


明 题 


AB?+ AD?=~2 A402?+2BO?. 
BO?2+CD?=2002+4+2BO?, 
AB?+ AD?+ BO2-- CD 
=2 403 二 3002 十 4BO2， 
因为 40=00, 所 以 
2 A0?+200?~4 A0?= .AC?. 
局 理 ， 4BO?= BD’, 
4 了 2 十 BO2 十 CD2 十 了 42 
一 402 十 BD?。 
912， 在 平行 四 A 
边 形 4BCD 中 ,车 
AB=BD, 


同 理 ， 


则 
BD?= 402 一 2BO2. C 
解 根据 上 题 40?+ BD 一 24B?-+2BO2, 

因 AB=BD, 

ACI+ BD?~2BD?+2BO?, 
BD?= A0?2— 2BO?. 

913， 四 边 形 4BCD 的 两 对 角 线 40、 
BD 上 的 正方 形 之 和 ， 
等 于 连结 两 组 对 边 中 
点 的 线段 BG、FH 上 
的 正方 形 之 和 的 两 
倍 


A 于 


解 因为 思 .F、G、 
有 分 别 为 4B、BO、CD、D4 的 中 点 ,有 
BD=2EH, AC=2GH, 
ACT+BD=~4(BHI+GH?). © 
因为 四 边 形 BFGH 是 平行 四 边 形 ， 根 据 问 
题 911 得 
2(EH?+ GH?’) = EG?+PFH, 
由 @、@ 得 
AC2+ BD?—2(EG?+ FH?). 


@ 


8 


914. 车 四 边 形 的 有 
一 BO2 十 472. D 

解 ” 设 对 角 线 的 交点 

4Ba 一 40? 十 BO2 CD2=. CD2? 十 DO 
AB2+CD?— A402+ BO2+00°4 DO?。 


对 角 线 垂直 相交 , 则 
为 0; 则 在 直角 三 角形 | 
网 理 , 在 直角 三 角形 BOC、4OD 中 有 


AB?+OD? 
A4BO 和 CDO 中 ， C 
BC 十 4D2 一 BO2 十 CO2 二 402 十 DO2 
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.~ AB?--OCD?= BO?+ AD?. 线段 上 正方 形 的 四 倍 的 
915， 在 四 边 形 D 和 . A 
4ZBOD 中 ,车 下 解 设 2、WN 分 别 为 和 
4B2 二 COD2 AC、BD 的 中 点 , 则 
一 4D2 十 BO2， A AB2+ BC? 
则 ACLBD，, =2BM? +42 AM?, ~ 
解 若 0D>A4D，, AD?4CD?—2DM2+4 2 AM?, 
由 假设 得 BC>4B。 从 B 和 DD 作 A4C 的 垂 | 两 式 相 加 得 
线 BF、DE, 设 40 的 中 点 为 下 , 则 AB?-+- BC2+CD?+ AD? 


CD?— AD?=~08?2— 
同 理 ， 
DPCO2 一 4B32 一 C12 一 472 一 24O.1。 
又 根据 假设 得 
‘CD2—~ AD?2= BO?— AB? 
2A0.EM=2AC.FM, EBM=FM. 
由 CD>AD, BC>AB, 吾 、 万 都 在 点 2 同 
侧 , 所 以 五 和 万 重合 ， 
LO |BD. 

S16.。 连结 任意 -- 
点 卫 与 矩形 4BCD 的 
各 顶点 , 则 

PA?2+ PO 

= PB2-+ PD?, 

解 ” 设 对 角 线 的 交点 
为 0, 连结 PO, 因为 PO 是 八 PAC 和 和信 PBD 
的 中 线 , 有 

.42 十 POCO2 一 2PO2 汪 2 AO2 
各 PB?2+ PD? =2PO? .4-2BO?, 
又 矩形 对 角 线 相等 ,有 40= BO， 
"。 PA?+ PO?=PB+PD, 
，917。 设 正方 形 4BCD 对 角 线 的 交点 为 
0， 车 号 为 任意 一 点 ， A 


则 
AF?+ BE?+CP? 4 DP? < 
一 4(402 十 OP2) 。 2 


解 因为 0 为 40、 
AP2+CP2-=2 .402? 十 


4 五 2 一 2 AC.EM. 


BD 的 中 点 ,所 以 


同 理 ， 

BF?2+ DP?~—2BO?+ 20P?=—2 402 十 20P2， 
.…。 AP?+ BFE?2+CP2+DP? 
~—4(A40?+ OP?). 

918。 四 边 形 各 边 上 的 正方 形 之 和 , 等 于 
其 对 角 线 上 的 正方 形 以 及 连结 两 对 角 线 中 点 


=—2(BM?+ DM?) +4 AM?. ©® 
因为 BEY4+DM2~2BN?42 MN?, 
4 AM?~= A0?, 4BN’— BD?, 

AB?2+ BC2-+OD?-++ DA? 
=4BN?-+ 4 MN?+4 AM? 
=—=BD?+4MN?+AC? 
= BD?+ A0?+4MN?. 

919。 车 四 边 形 4BCD 各 边 上 的 正方 形 
之 和 等 于 两 条 对 角 线 A 四 


由 四 


. 上 正方 形 之 和 ， 则 此 


四 边 形 为 平行 四 边 
形 . 

解 ” 设 两 对 角 线 的 B C 
中 点 分 别 为 MW、N， 由 上 题 有 

AB?+ BOC?+CD?+ DA? 
=AC0?+ BD?+ 4MN?, [ey 

根据 假设 

AB%- BO?+CD?+ DA?— A02+ BD?, 
由 @ 知 MN 一 0 即 40、BD 在 其 中 点 处 相 
交 , 故 四 边 形 4BCD 为 平行 四 边 形 . 


S920. 设 O 为 平 B 
行 四 边 形 48BCD 中 Ng 
任意 一 点 , 则 < 

OA4?-+-O0? 
ss OB4OD CR C 


之 差 等 于 两 对 角 线 40、BD 上 的 正方 形 之 
差 的 一 半 . 
解 设 4C、BD 的 交点 为 也, 连结 OP, 有 
O04A24+002=2(AP?+OP?) 
和 0B?+0D=-2(BFE?2+OP?), 


O42+ 002) ~ | 
~2(4PI~BP?) = 3 :4PI~ABP?) 


= 三 (AC~ BD’). 
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321。 过 平行 四 边 形 4BCD 内 任意 一 点 
也, 在 形 内 分 别 作 与 4D、4B 的 平行 线 五 F、 
GH, 与 4B、BC、CD、D4 分 别 交 于 点 五 、 


五、 FB\ G, 则 A D 
(EH?+GF) fs 
~ (GE?2+ FH?) E pe F 
为 定 什 . 
也 


作 垂 线 ， 其 国足 分 别 为 忌 、 盖 若 CEPG> 
GF?=— PG?+ PF?—2PF.PK, 
PH?_ BH PF?_ PE 2HF.PL, 
922， 若 梯形 人 A D 
则 两 对 角 线 上 的 
解 ”在 梯形 4BCD 中 , 设 底 边 BC=24D， 
AM 和 BD 的 交点 为 忆 DM 和 AC 的 交点 
AOC?+ DM?— AD2-+4+ CD?+CM?+ AM?2 
=—AD+ DM?- BM?+ AB? 
AC?+ BD?+ DM?2+ AM? 
.. AOC2+ BD BO2 十 CD2 二 .42 
正方 形 的 和 与 连结 其 对 边 中 点 线段 上 正方 形 


LR, 则 
, GE2—GF=PE?— PF+42EF.PK. 
(GE?2+ PH?) ~ (BH?-GF?) 
的 一 条 底 边 等 于 
正方 形 之 和 等 于 “ NN 
BC 的 中 点 为 ,由 BM4AD, MC 和 2 4D， 
为 8， 则 平行 四 边 形 两 对 角 线 上 的 正方 形 之 
一 2(4D2 二 CD2)， ® 
—2(4D?+ 4B?). @® 
—4AD24+20D?+2A4B?， 
923. 四 边 形 两 对 角 线 上 的 正方 形 与 相 
的 四 倍 之 和 。 


解 由 G、 肪 向 EF 
GE?~ PG?+ PE?+2PE. PK, 
同 理 ， 
一 2Z .到 工 ( 定 积 ).。 
另 一 底 边 的 两 信 ， 
两 腰 上 的 正方 形 与 大 底 边 上 的 正方 形 之 和 . 
四 边 形 4B8 履 D4MCD 都 是 平行 四 边 形 . 设 
和 等 于 四 边 上 正方 形 之 和 。 即 有 
BD?+ AM? 
@、@ 两 边 分 别 相 加 , 得 
因 DM=A4B, AM=CD, 2 4AD= BC, 
对 两 边 上 的 正方 形 之 和 ， 等 于 其 另外 两 边 上 
解 ” 设 四 边 形 4BCD 对 边 4D、 BC 的 中 


点 分 别 为 吾 、 了 ,连结 4F、DF, 则 
AC?+ AB? D 
一 2.472 十 2 万 Ta， 


万 D2 十 CD2 
一 2D72 二 2B72.@) 
人 十 @ 得 
402 十 万 D2? 十 45B2 十 CD2 
一 2(47 了 2 十 DT72) +4BF?, ® 
将 A4F2+DF?28F2-+24E?, 4BF?= BO? 
代入 转 的 右边 得 
2(AF?-+ DF?) 4+4BF? 
—4F E24+4A4E?- BO? 
=4BF+ .AD BO?, ey 
由 @、@ 得 
AC?+ BD?+ 4B?--CD? 
=AD?+ BOC?+4EF?, 
924. 若 在 正方 形 A 


nD 
A4BCD 对 角 线 BD 上 任 ”一 、/ 
取 一 点 也, 则 

PB PD—2 .4P2. 

解 设 0 为 对 角 线 的 
交点 ,由 问题 736 有 B: 


BP2+PD?—2(BO?+OP?). 
在 正方 形 中 BO=40， 
了 BE2 上 PD2e 一 2(402 十 OP2) =2 AP? 
: (~ ACLBD). 
925.。 着 由 正方 形 4BCD 内 任意 一 点 
P, 分 别 向 4B、BC、CD、D4 作 重 线 PE、 


| pF PG、 PH, 则 


PA?+PB?4+PC24+PD? 
=2(PE?+ PEF? PG?-- PH?) 。 
解 P42 一 AE?--PB?=PH?+4 PE?, 
同 理 卫 B2? 一 PE2 十 已 Pa， 
PO—PFI+PG, .A _H D 
上 1 


PD?=— PPG? PH?, 
. PAA-PB? 
十 PC2 十 PD2 ， 
=—2(PE2+PF? | 
+PG?-+ PH?). 


926。 若 正方 形 BFGEHB 内 接 于 正方 形 
4BCD, 则 正方 形 BFGEH 的 面积 等 于 ABE? 十 
322， 其 中 设 吾 在 4B3 上 . 

解 在 人 4Ef 和 入 BPE 中， 


Yn me a ana me 
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LA4=LB~ LR, RD 
LAHE=_/BEF 
(都 为 .4B 互 的 余 角 》， 
EH=EF. 
.. NANANHEOANBFD, 
ABE=:BF, B F TC 
", EF=~BF?+ EB -ARBE?, 
927. 车 40 为 等 腰 梯 形 4BCD 的 对 角 


线 , 则 
402?=4B2? 二 4D.BO。 
解 由 4 和 呈 向 B0 作 垂 线 4M、DN,， 


在 直角 三 角形 4MC 人 
中 
AC?= AM?+ MO?, 
又 > N° 
AM?2=— AB?~ BM?, @ 


»“» AC2=AB?+ MO?— BM2 
| =~AB+ MOC+BM) (MC—~ BM). 
© 
根据 假设 4BCD 为 等 腹 梯 形 ,所 以 
BM=NO, 
MO—BMU~—MC—NC=MN=AD, 
出 @@ 得 。” A402 一 4B?-+- 4D. BO., 

928。 在 四 边 形 4BCD 中, 设 AB=a， 
BC=b, CD=¢, DA=4, BD=m， 若 由 4、 
C 向 BD 作 甜 线 的 垂 足 D 
分 别 为 BB、F， 则 

1 
EF {+a’) 


一 (TO }。 
解 为 4E1BD, 
所 以 
WM BE~ DBE? (BE- DEXBE~ DE) 
~BD(BE~DE), 
O~D—DP~ BF BD(DF~ BP). 
_ 现 式 相 加 得 
(ea 十 o ~ (52 +d) 
=BD{ (BE~DE) + (DF~BF)} 
=2BD. BF,. 


.Bp—gBD L(+) ~ (+0)], 


故 EP 一 态 -[(02+)~ azo] 
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929.。 在 矩形 4BCD 的 边 D4 或 其 延长 
线 上 取 点 了 了 , 使 E 
也 87 一 DO， 
设 以 4 为 圆心 ， AD 为 
半径 的 贺 周 和 过 了 且 与 
4D 垂 真 的 直线 相交 于 4 D 
五 ， 则 
‘ED=~2OABCD., 
解 在 人 EA4D 中 有 3 
加 LAD， 当 了 在 边 4D 上 时 ， 
ED?= AE?-+ AD?—2AD. 4F, DF=DO, 
AE=AD, AF=AD— DC., 
所 以 BD2=AD?+AD?~2AD(AD— DC) 
=24D.DC=2 吕 ABOCD, 
当 卫 在 D4 的 延长 线 上 时 
BD AB?-+ AD2--2 AD.AF 
=AD?2-4+-A4D2+2AD(DC— AD) 
930、 从 正方 形 的 各 顶点 向 任 一 直线 作 
垂 线 ， 其 相对 顶点 垂 | 
线 上 的 正方 形 之 和 大 
于 以 另外 相对 顶点 的 
垂 线 为 边 的 矩形 面积 
的 两 倍 ， 也 大 于 正方 
形 的 面积 . i 
解 设 4BCD 为 
正方 形 , 工 为 任 一 直线 ， 从 各 顶点 向 工作 垂 
线 分 别 为 4M、BN、CP、 DQ, 从 对 角 线 交 
点 0 向 工作 垂 线 OP'， 过 4 作 工 的 平行 线 
加 F, 因为 <BAD 为 直角 ,所 以 
LBAE+ LDAF | 
=/AR=/BABR+/ABE, 
+ LABE=/DAD, 
而 人 LBEA= LR=LAFD, 4B=AD, AE 
=DF, X AM=a, BE=0, DF=c, 则 BN 
a+b，D8Q=a+c， 而 0 是 40C、BD 的 中 
点 ,有 : l 
BN+DY=20P’'=AM+OP. 
ato) + (a+o) =20P'=a+CP, 
CP=at+b+o, 


那么 

BN?+ DO?—2 AM .CP 
=(4+b)?-+ (G+0)?2—24(04 b+ 0) 
= BE?+ DF?= BE2+EA?=BA?, 


Me 
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即 BN2--D8? 比 34 让.CP\ 比 正方 形 4BCD 
面积 都 大 . 


(5) 贺 . 
.931.。 若 过 点 一 作 与 网 0 相交 的 任意 者 
- 线 与 贺 属 交 于 点 4、 忆 
则 
PA.PB=~OA2~OP2, . 
[器 顺 定理 ] 
解 ” 当 卫 在 颁 内 时 ， 
由 O 作 4B 的 垂 线 QC， 
则 C 为 4B 的 中 点 . 
在 直角 三 角形 040、 
OPC 中 ，: 
042 一 .402 十 002， 
OP2=PO2 十 DO2， 
， O42~OFP= AC?— POC? 
= (40 PO) (4C— PO)., 
因为 ”A4C+PCO=BO+ PC=PB， 
AC~—~PC= AP, 
“. PA.PB~04A42—0P?, 
当 卫 在 4 的 延长 线 上 时 , 则 
, PA.PB=0P2~042, 
注 ”内 此 定理 知 , 过 点 了 所 有 的 割 线 两 部 
分 的 积 都 相等 . 
932。 设 过 圆 弦 CD 的 中 点 如 的 另 一 纺 
为 4B, 则 a 
CE2= AR .BDB, D 
反之 亦 成 立 、 9 
解 ” 由 上 题 
CE-BD~AR.EB, x 
.。 CB2~—AR-.EDB. 3 
上 友之, C22 一 4B. 召 B 时 ， 延 长 0B 与 名 周 的 
交点 为 DD, 由 上 题 08.BD=AE.BB. 
 ,, COBO0R.ED, OB=ED, 


贸 O08=ED, 


933， 若 过 加 外 一 
点 , 作 此 加 的 割 线 。 cy 
PA4B 切 线 PCO(C 为 切 1 
点 ), 则 
A , 


PC2~=PA.PD, P 入 / 
反之 亦 成 立 、 
解 ” 设 贺 心 为 9, 由 问题 931 得 
PA.PB=PO~CO2, 
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因 ZLPCO~LR, .Ph4.PB~PO, 
反之 ， 由 卫 作 割 线 P4ZB,， 关 为 点 C 在 圆 局 
上 ,因此 P 了 4.PB=PC?, 


因为 P4.PB=FOz 一 CO2 
有 PO?~C0?= PO?, 

“. PO?=PO2+C02 LPCO= LB, 
故 PC 是 况 0 的 切线 . 站 


934。 车 正三 角形 4BC 的 外 接 中 半径 为 
7， 则 C2 一 372. 

解 ” 设 外 接 园 心 为 O， 
连结 B80, 延长 BO 与 
周 的 交点 为 也 
则 

LLCOD=2/CBD 

=60°, 
所 以 AOCcD 为 正三 角形 ， 
' CD00=7， 而 人 BCD 人 /RE, 
BOC?~— BD? ~ CD (27)2 一 72 一 372。 

935. 设 点 卫 为 
0 所 在 平面 上 的 一 点 ， 
4B 是 平行 OP 的 任意 
弦 , 则 
PA?+PB2 

一 2(042OP2 。 

解 设 弦 48 的 中 点 为 胜 ， 连结 OM， 
Pi, 则 


OM 1 AB, OP | 4B, 
从 而 OLHLOP。 所 以 在 人 PA4B 中 
PA?+PB2 1 

=2(AM?+PM?) 

=2{5(042— OM?) + (OM?2--OP?)] 

一 2(D42 二 OP2) 。 . 

936， 设 4 为 加 ”BCCKCE 
0 内 一 点 , 过 4 作 直 (NNN 
径 BC 平行 于 弦 PDB， 
则 
一 4D2 二 4 本 

解 车 如 为 DB 的 中 点 ， 根 据 问 题 874， 


有 
4D2 ABI=2( AM?4 DUY),. 
* DE/ BO, OMLDE, 
。 AM?~OM?+4042, 
DM?=0D? OM?., 


® 
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将 它们 代入 @ 得 
4D?+ AB—=2(OM?+ O04+OD:+OM?) 
~2(0A4?+OD?) | 
一 2(042 二 OFB2) 。 四 
因为 0B=00， 
AB?+ AC?~ (OB+0A)?+ (0B—04)? 
一 2(052TO42) . 
一 2(042 十 OFB2) ©® 
由 @、@ 得 4F? 十 402 一 4D2 十 472. 
CE’?+ DF?=AB?. 


937。. 设 04、 OB B 
为 贺 0 内 垂直 相交 的 < 

两 条 半径 , 弦 CD 平行 SN 
入 Na 

> 

D 

解 由 O 作 CD 的 

垂 线 ， 垂 足 为 G, 则 G 为 OD 的 中 点 ， 也 是 
EF 的 中 点 . 


AB, 与 04、0B 的 交 
点 分 别 为 了 、 轧 , 则 
*, CE2+ DE?= (0G— EG)?+ (CG+ EG)? 


=2 (CG?+ EG?),. 

因 人 OBEF 为 等 腰 直 角 三 角形 ,有 BG 一 OG. 

-。 COE?-+DE?= 2(0G2+ OG?) =2002 
=04?+0B= 4AB. 

938. 若 贺 的 切线 A EE 

AE 和 嘎 线 EDC 垂直 D. 

相交 , 则 连结 点 D、C 与 

切 点 4 的 线段 土 的 正方 

形 之 和 等 于 直径 上 的 正 

方形 。 Cc 
解 作 直 径 4B， 连 3 


结 BC, BD, 则 “4BD= -4CD= 人 BAO, 
LADB= /R= 40B. 
.“, 人 人 ABCEBABAD, 4AC=BD, 
"AD?+ A4C2= AD’+ BD’—AB?. 
939。 由 圆心 向 圆 
外 一 条 直线 作 垂 线 ， 垂 足 
为 D， 在 这 条 直线 上 另外 
任 取 点 G， 若 由 DD、G 作 
此 圆 的 切线 DBE、GP, 则 
GP2=GD + DE?, 
. 解 GP?=0G?~OP?, 0D1GD， 
.062~GD?+OD?, 
. GP2 一 GD2OD2 一 OP2 二 
一 GD2? 十 0D2 一 0 了 2 一 GD2 十 DZD2。 


的 一 一 


.| XY 所 作 垂 线 的 足 


940. 设 由 圆心 
0 向 圆 外 一 条 直线 


为 4， 从 4 作 圆 的 
割 线 与 圆周 的 交点 
为 也 C， 在 点 妃 的 “区 包 —Y 
切线 与 直线 X 了 的 交点 为 P， 则 
BP?— AP?= AB.AC.,. 
解 ” 由 问题 931 得 
AB.AC= 402 一 0B2. 
‘“* .4402 一 OP2 一 A 


0B?~0P?— BP2， 
AB. AC= BP?~ AP. 
941， 设 4 万 为 


的 直径 ， 两 条 弦 4C、 
BD 相交 于 贺 内 一 点 
P, 则 
4B2 一 40.4P 
. +BD.BPF. 
解 作 P8QL4B， 四 边 形 P8QBC 是 圆 内 
接 四 边 形 , 根据 问题 931 - 
AP.AC= 49-.4B. 
又 四 边 形 PQAD 也 是 圆 内 接 四 边 形 , 由 问题 
931 得 BP.BD=B9.BA. 
AP.AC+BP.BD=AB?. 
942. 若 贺 内 接 四 B 


边 形 4BCD 的 对 角 线 A 
AC 等 分 BD, 则 各 边 上 

的 正方 形 之 和 等 于 40 - 
上 正方 形 的 两 倍 . C D 


解 设 A0、BD 的 交 
点 为 召 , 根据 假设 BB 二 DE， 
“. AB2+AD~2AF?+2BE?. 
同 理 ， BO? 了 0D? 二 2082+2BE?。， 
两 式 分 别 相 加 ,得 
AB?+ BC+ CD?+ DA? 
一 2 AE?2+2CE2+4BE? 
—2(4E?+0E?-+2BE?) 
=2(AB+0E?+2 AB.CE) 
=2(AEB+OE)?=—2A0? 
(** BE=BE.DE~AB.CE). 
943. 车 两 纺 4B、CD 在 圆 O 内 垂直 相 
交 于 点 召 , 则 | 
.AB? 十 BBE?+4+082+DB?= (直径 )?， 
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解 因为 4B1LCD， 
所 以 根据 毕 达 加 拉 斯 定 
理 
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4 十 CB2 一 4C2， 
BE?-+ DE?= BD?. 
设 由 点 也 引 直 径 DOF 
与 团 0 的 交点 为 孔 则 YT 
LFCD= /R= /BED. 

. 4B1 CF, AC)H BF, 
“. AO2+ BD2= BF?+ BD?, 
因为 DF 为 圆 0 的 直径 ,有 人 FBD= 一 及. 
“。 万 12 十 刀 D2 一 也 7 一 (直径 )2， 

即 42 十 万 72 十 CB2 十 也 2 一 (直径 )2。 

944、 若 两 弦 4B、 
CD 在 名 0 内 垂直 相交 
于 点 P,， 则 
dB2 二 CO72 一 872 一 40P2. 
其 中 > 为 圆 O 的 半径 ， 

解 若 由 O 向 4B、 
CD 作 垂 线 OM、ON,， 
叫 下 、N 分别 为 4B、CD 因而 有 

4LB2-CD2 . 

= (2 AM)?+ (20N)?=44M?+440N? 
=~4(A02—OM?) 十 4(C02 一 ON2) 

一 &(72 一 O3X2) 十 和 (72 一 ON2) 

一 8S72 一 40P2。 

945. 由 两 个 同心 贺 的 小 圆 上 一点 4 作 
小 加 的 弦 4P, 若 作 与 
AP 垂直 的 大 加 的 弦 Q 
QA4R, 则 

(1) AP2+-A4Q°+ AF? 
是 定 值 . (2) 人 PQR 各 边 
上 的 正方 形 之 和 是 定 值 . 

解 (1) 若 由 圆心 0 向 4P、9R 引 垂 线 
OM、ON, 则 

4P2 一 (2 AM)2=4(0A?—~OM?), 
A + AR?= (NO— NA)?+- (NETNA)? 
2(NBR+ NA’)., 

»*。 AP2+AGY+AR? 
—40A42+2(NRITNA?— 
=—404+2(N BF?~NA?) 

: (. OM=NA), 
wo AP?+AV?+AR? 
=O0A +2(NRTNA) (NER—NA) 


202M7) 


es a 


根据 问题 884 得 


证 明 题 “ 


一 《0O042 十 2 AR. AQ. 
设 外 圆 、 内 加 的 半径 分 别 为 及、7， 根 据 问题 
931 有 A4R. 4 一 2 一 72, 
» AP?+AY+ AB? 
一 492 十 2(F2 一 22) =2(R?+72) 
一 定 值 。 
(2) QR + RP?+ PO? 
一 (4 也 十 4972 十 五 P2 十 P62 
+ =ARF?+AY+2AQ:AR 
+ (AP?2+ AR?) + (AP?+ AQ 
=2(AP?+ A400’+ AR?) 
+2A8Q:4R, 
由 C1) 得 
PPOR+RPY 
~=4(B?+7?) +2(RB2—7?) 
一 6R2 寺 272( 定 值 ). 
946. 在 上 题 中 , 车 8 为 三 角形 PR 的 
重心 , 则 45 为 定 长 . 
解 因为 3 为 人 P9R 的 重心 ， 


P42 十 @42 十 如 42 
~=SP+SO+SF 
十 38S4?. 
又 由 问题 880 有 
SP2 十 S92 十 SB2 


一 号 (Pg2TGB2+BP9)， 


. BA (PA +QA? +RA’) 


~ 上 (PO*+QB+RP?). - 


根据 上 题 ， 上 式 的 右边 为 定 值 ， 所 以 S84 是 
定 长 . 
947. 设 两 个 同心 加 的 公共 直径 为 
ACDB, PL@ 分 别 为 
外 贺 和 内 园 周 上 的 
点 , 则 
POC?+ PD? A 8 
844+QB2., 
解 ” 若 O 为 同心 贺 
心 ,在 和 PCD 中 ， 
PO2+4- PD?=20024 2PO2, ® 
在 人 QA4B 中， 
94?+85?=3402+2902， @ 
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因 CO=80, PO=40. 由 @、@ 得 
PCO2 十 PD?--Q42 十 QPB?， 

948. 由 A4BC 底 
边 BC 的 中 点 DD， 向 下 
外 接 贺 过 点 4 的 直径 
4G 作 生 线 , 延长 垂 线 
与 外 接 园 相交 于 也 则 

AB?+ AOT=2 AE?, 

解 设 A4G 和 DB 的 交点 为 4D 的 延 
长 线 与 图 周 的 交点 为 及, 分别 连 结 GH, GE， 
则 4 及 GLRm /ADFG， 四边形 DFGH 
是 加 内 接 四 边 形 ,由 此 得 


AD.AH= AF.AG= AB. 
一 2(472 十 BD9) 
~2(AD?+ AD-DH) 
24D(AD+ DH) 
~=2 AD. AH =:2 AF .AG =2 AB?. 
的 圆 O 的 直径 4B 与 
纺 CD 的 夹 角 为 45*， 
车 4B 和 0D 的 交点 
为 己 则 
解 设 为 CD 的 中 点 , 则 
GP?+ DP {CM +PM)?+ (CM— PM) 
=2(0M?+ PM?). 
又 LOPC=45°, OM .OD, 
“, CP2-+ DP?~2R. 
950.， 由 圆周 上 一 
点 4 引 任意 两 条 弱 
人 BAC 的 纺 AD， 若 
连结 BD, 则 
AD— BD=AB.AC. 
. 解 由 CC 向 4D 引 
和 人 A4EC22A 人 455， 
Se AC=AF, 人 DZECOS2 ADEF, 
.. DC=DF=DB. 
若 由 DD 引 了 FB 的 垂 线 DG, 则 G 为 8B 的 中 


»“ AB2-+AC? 
949， 设 半径 为 尽 
D 
Cp 
CP2--.DP2 一 2RR2。 J 
有 PM -OM. 
4B、4C， 作 平分 
重 线 CE, 并 延长 与 4B 的 交点 为 也, 则 
点 . 在 人 D4B 中, DG.LA4B, 所 以 
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AD?-~ BD?~ AG~GP? 
=(AG+GB) (4G—GB) 
~AB(AG—GF) 
~—AB.AF~AB. AC. 

951. 在 圆 内 接 三 角形 4BC 中 , 设 也 为 
弧 B4C 的 中 点 , 则 
BD?~ AD?~ AB-.AC. 

解 由 马 向 4B 作 生 

线 DB, 则 

BD?—AD? 

一 五 12 一 4 有 

—(BE+AE)(BE-AE) 

~AB(BE~AE), © 

在 BE 上 取 BF 等 于 

40, 由 DB= DO， LDBE=/DOA, BF~ 

40, 有 ADBFE2eA4CD: 

DA= DF”, 
因 DBA4F, 有 48=BF. 
由 @@ 得 
BD? 一 4D? 一 4B(BB 一 4 也) 
~ AB(BE~ EF) 
~AB.BF—=AB.AC, 


即 BD?~ AD— AB. AC. 

952. 设 圆 的 直 
径 4B 和 弦 CD, 由 pc 
4、B 分 别 作 CD 或 
其 延长 线 上 的 生 线 人 
AP、BQ, 则 

CP?T+ C08? 

一 也 P2? 二 DO2。 
解 由 CP?=-402 一 4P2， 
CQ@2= .DO2 一 Bo2， 


,, CP2?TC@2= 402 了 BO2 一 (4P2 二 BO2) 
—AB?— (AP?- BOQ?). 
同 理 ,，DP? 寺 D9? 一 4B?- (4P?+BQ?)， 
.CP?+00=— DP?+4+ DO?, 


953。 从 加 心 为 0 的 定 加 内 的 定点 卫 作 相 

互 垂直 的 两 条 直线 ,与 

圆周 的 交点 分 别 为 M、 p_ Ny 

W,， 则 弦 MN 的 中 点 互 CY 

和 OP 的 中 点 及 的 距离 

ee WY 
解 由 M 


LMUMPN= /ER, MH=NH, 
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明 题 


即 
又 


四 
ws 


© 


因 


PH=HM. 
因 2KP?+2KH? 
| ~OH2+HP?SOH2+HM?~O0M’, 
KH? 一 地 OM?— KP?, 
因为 OP 是 定 线段 ,KP 也 是 定 线 段 , ON 为 
半径 ,所 以 一 定 。 故 有 K 匡 也 是 定 长 . 
954. 若 两 等 贺 Cc | 
的 圆心 《<、B 在 彼 
此 的 圆周 上 , 则 其 公 AN 
共 纺 CD 上 的 正方 7/ 
形 等 于 半径 上 正方 
形 的 三 倍 . D 
解 ”假定 4B、CD 的 交点 为 0, 则 和 人 4BC 
为 正三 角形 ， 4B、CD 相互 垂直 平分 ， 
。。 40C2 一 CO2 二 LO2， 
4.4C2 一 4(C02 十 402)， 
440? 一 0D2 二 4B2 
402 一 4B2，…， 3 .402--CD2. 
955. 洲 两 圆 相互 外 切 , 则 其 外 公 切 线 病 
切 点 间 线 段 上 的 正方 
形 ， 等 于 两 圆 的 直径 
为 边 矩 形 的 面积 . 
解 设 两 四 4、B 
在 点 卫 外 切 ， 引 外 公 
切线 PB， 过 切 点 P、 
@ 分 别 作 两 圆 直 径 PB、8F, 又 由 4318F 
的 垂 线 40， 则 人 40B= -已 
402 一 4B2?- BO2 
一 (4P+EO (4B- BO)， 
AP=09, BF+BO=~OF, 
BF— BCO= BY9— BOC=09=AP, 
因此 4B+BC=QF, 4B-— BO~PBE,. 
出 @ 有 ”402= PQ2 一 08 .了 也 
设 贺 4、B 的 半径 分 别 为 7、E， 则 
AB=R+7, BO~R-7, .-. 
“, PQ2=—AC—AB— BO 
=(R+7)?— (BR~—7)? 
4R7 =2R.27, 
956。 在 两 等 
贺 4、B 外 取 一 点 
O, 以 B 为 圆心 作 
半径 等 于 O4 的 
图 , 若 由 0 向 三 个 


园 引 切线 ， 则 以 这 三 条 切线 为 边 可 以 作 一 个 
直角 三 角形 . 
解 ” 若 由 O 作 的 三 条 切线 OP.OQ、OR, 则 
OP?~0B?— BP’, 093 一 042? 一 49?， 


OR?—0B?~ BR’, 
又 BP~04, BR=~ 49, 
OP?+ OQ2 


~0B?— BPI4+0A2— A% 
~0B?—~ A ~0B— BR=OR, 
出 OP2-OQ?=O 知 ,以 OP、08、OR 为 边 
可 以 作 直角 三 角形 。 
957， 设 两 咖 O、0' 在 点 4 相互 外 切 ， 


过 点 又 作 相互 垂直 的 两 条 直线 , 若 它们 被 图 


轴 所 蕉 的 两 条 
线段 为 P4P'、 
QA4A8', 则 PP? 十 
99” 是 定 值 . 

解 因为 PP'. 
上 8Q8', 所 以 PQ、 
P'8 分 别 为 贺 
0、0' 的 直径 ,过 . 
P' 作 QQ8' 的 平行 线 P'K 与 PB8 交 于 点 五 ,在 
点 万 的 公 切 线 为 4 已 , 则 

LQ'P'd4= /BAQ'= /QPA, 
.“. P'g'/ PQ. 
因此 QQ'P'K 为 平行 四 边 形 ,所 以 89' 二 =P'K， 
又 PERELPP'. 
PP?-+QQ2~ PP2+ PR PER? 
~(PQ+P'Q),, 
这 里 PQ、P'8' 分 别 为 圆 0、 0' 的 直径 , 所 以 
是 定 长 。 5 
“"， PP' 2 二 99 一 ( 定 值 ) 。 

958. 若 两 等 
到 OQ、O' 在 点 4 处 
垂直 相交 ， 即 在 交 
点 上 引 两 加 的 切线 
相交 成 直角 ， 过 点 
4 引 两 圆 的 割 线 P49， 则 4P2+492 为 定 
值 . 

解 ”由 于 两 圆 垂 直 相 交 , 引 直径 4B、40， 
则 ~“B4C= AR, 4B=40 有 

A4FFS2AC49。… 
*. AQ=BP, 
“。 LP2T4Q2 一 4P2 十 BEP3 一 4B2。 
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故 4P?+AQ? 是 定 值 . 

959. 线段 4 了 
被 点 C 分 成 两 条 线 
段 , 在 4B 的 同 侧 ION 
分 别 以 LO、CB 为 \ ， 
底 作 正三 角形 , 设 “人 人 -一 
它们 外 接 圆心 为 D、 D, 则 

6DD’?=— AB?+ AC? + BO?, 


解 在 人 DOD' 中, LDCD'=-120°， 
“. 6DD?=~6(CD24CD? 
—2CD.CD'cos120°) 
=6(0D?-+-CD?-4+0D.0D'). 


同 理 


. 60D?=2A02, 60D'2=2BC?, 
60D.0D'=2 AC.BC 
(AC +BO)?— AC?— BO? 
= AB?— AC?— BC2, 
., 6DD’ 
=2 AC?+2BO? + (A4B?— AC?— BO?) 
= AB?+ AC2+ BO?, 

960. 以 等 腰 三 
角形 40B 的 腰 .4O 
为 弦 , 作 加 心 与 瑟 点 
在 4C 异 侧 的 任意 

_ 天 ,延长 了 4 与 贺 交 。 、 
于 已 设 弦 BC 的 垂直 平分 线 与 弧 B4C 的 
交点 为 D, 则 

(1) D4LEC (2) DD 是 三 角形 BCE 的 
外 心 ; (3) 4B.A0=BD?- 4AD?. 

解 (1) 连结 4D, 因为 也 是 到 的 中 点 ， 
所 以 D4 平 分 人 B40C 的 外 角 即 平 分 
LOAE. 

央 为 人 C4B 是 等 腰 三 角形 ,所 以 了 DALEC， 

(2) 显然 卫 为 BC 及 0B 的 垂直 平分 线 的 
交点 ,所 以 也 为 人 BO 的 外 心 。 

(3) 由 也 向 BB 引 重 线 DU, 则 
BD2 一 4D2 一 BM2_ AM? 

. =(BM EAM) (BM -AM). © 
又 BDD8E，."， BM 六 .由 @ 得 

BIR— AD?= (BM+AM) (ME— AM). 

=AB.AE. 
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因 ‘AEB= 4C， 
... AB.AC=BD?— AD?, 

961。 由 等 腰 三 . 角 
形 4BC(4B=A40) 的 
顶点 4 向 底 边 BC 引 
答 线 4D, 在 4B 的 延 
长 线 上 取 点 卫 ， 连结 
PC, 设 48 垂直 于 
PFO, 2 为 PC 的 中 点 ， P 
五 为 4D 的 延长 线 与 PC 的 交点 , 试 证 
(1) MD 与 加 DEH 相 切 ， 
(2) BP?~4ME.MH., 
解 (1) 因为 4D1LBO, 4H LLP, 

“, LADC=/R=/AHG, 
所 以 四 边 形 4DHBC 是 贺 内 接 四 边 形 ,因此 
LO0AD= /DHE. 
又 D、M 分 别 为 BC、PO 的 中 点 > 有 
we AP I DM, 
LDAB= /MDE. | 

因为 人 4BC 是 等 腰 三 角形 ，4DD 垂直 于 
BC, 有 


. LBAD= /04D, 
LMDE = /PAD /DA0- /DHE, 
故 直线 DM. 与 贺 了 BE 万 相 切 。 
(2) 因为 MD 与 圆 DB 相 切 ,有 
MD?=~ ME.MH, MD=- 亏 BP, 
.4MD2 一 BP2， 
.. BP~4ME.MH.. 


962. 设 三 角形 的 内 
| Cr 
SY 


心 为 4, 三 个 旁 心 分 别 为 
B、C、D， 三 角形 BCD 
的 外 接 圆 直径 为 OE， 则 
452OD2 一 0C52。 
解 4 为 三 角形 的 内 
心 ， B、 CO、 D 为 旁 心 ， 所 
以 4B8、A40、4D 分 别 垂直 于 DCO、DB、 BC 
(问题 443) 。 作 直径 0E, 则 CD 一 一 已 
且 B4LCOD 有 了 1 AB， 
同 理 , B41 D4, 所 以 四 边 形 4DEB 为 平 
行 四 边 形 。 
*. AB=Dh, 

“» AB2+0CD?=ED?+OD?.. 

“LCDBE= /BR, 
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有 BED-+CD=CE2, 
., AB?+0D=0E?, 


7 了 7。 根 轴 、 根 心 及 其 应 用 

963.。 已 知 两 欧 O、0', 由 点 卫 作 两 嘻 的 
切线 PA4、PB, 
切 点 分 别 为 4、 
B， 则 使 PA= 
PB 成 立 的 点 卫 
总 在 定 直线 上 ， 
[此 直线 称 为 两 
网 的 根 轴 ] 

解 ” 连 结 PO,， PO'， 则 在 两 个 直角 三 角形 
P40, PBO' 中 

PA?= PO?— AO?, PB?=PO"~ BO?, 
根据 假设 P4 一 PB， 

.» PO?—AO?=PO?— BO', 
即 DO2 一 PO2 一 402 一 BO. 
设 贺 0、0' 的 半径 分 别 为 7、7'(7>7), 则 
.PO?- PO2=72—72, © 

由 卫 向 00 作 垂 线 PH, 00 的 中 点 为 M， 
则 PO?2— PO?—200’'. MH, 
由 有 


72—72=200'. M1. © 
上 式 中 从 光 及 OO' 的 值 一 定 ，M 为 00 的 
中 点 ， 所 以 MH 也 一 定 ， 玖 是 定点 ， 六 此 P 
在 过 定点 五 且 垂 直 于 00' 的 定 直线 上 . 


964. 两 加 "a 
人 分 

A A ) 
解 设 两 加 


QO、0' 的 公 切 线 
的 切 点 分 别 为 4、B,，4B 与 两 图 O、O' 根 轴 
的 交点 为 也 , 则 
PO?— PO?=—72—7'3 © 
(7, 7' 为 两 回 的 半径 , 7>7')。 
DO2 一 PPO 一 (Pd42 二 72) a (PB?+7’?) 
=PA?—PB2+4+72—72, ® 
PA?— PB2=0, 
. .. PA=PB., 

965。 已 知 定点 4, 定 贺 0. 若 由 点 己 向 
敬 0 引 切线 PIT， 使 它 等 于 P4， 试 证 一 总 
在 定 直线 土 。 

解 设 轩 0 的 半径 为 7, 则 


由 四 、@ 得 ， 


第 二 编 证 明 题 
| p12 PO TO2 


x 
= PO 7), 个 P 
及 PT=PJ4, 
有 一 42 一 PO2 一 72。 百 A 
“ FPO2~PA?==7?2, | 
因此 贞 王 到 两 定点 Y 
0、 有 筷 的 距离 平方 差 为 7?( 定 值 ), 根据 问题 
1834, 点 己 在 垂直 于 04 的 定 直 线 上 。 

966. 已 知 定 圆 
0 及 与 圆 不 相交 的 
定 直线 !. 若 过 圆心 
0 与 7 垂直 的 直线 
为 mw; 由 i 上 的 动 
点 卫 作 加 0 的 切线 ， 
切 点 为 J; 作 以 PP 
的 两 定点 。 

解 设 信 霓 的 交点 为 M， 以 书 为 圆心 
PT 为 半径 的 圆 与 直线 加 的 交点 为 4、B, 由 
O7 为 图 一 的 切线 ,根据 问题 983 有 

O07T2=04.0B. @ 
设 OM=h, 07=70， 41 一 4B=z， 由 @ 得 
2= (OM— AM) (OM +MB) 
一 (h—z) (h+z), 
“ee N=h2— wv w=h2—%n2, 
因此 2 是 一 定 的 ， 4、B 是 定点 , 这 就 证 明了 
卫 过 定点 4、B. 

967. 过 两 定点 4、 如 的 阅 与 一 个 定 圆 
的 根 轴 ， 与 过 
4、 妃 的 直线 
是 相交 ， 还 是 
平行 ? 

解 ” 设 过 4、 
BB 的 各 圆 的 加 
心 为 C、 D、 B 
等 ， 定 圆 的 贺 
心 为 0, 贺 C、 贺 也 的 根 轴 与 贺 C、 贺 0 的 
根 轴 交 于 点 己 则 由 己 向 三 个 圆 作 的 切线 
PT、2P9、PS 相等 。 因 书 在 4B 上 ,所 以 若 
从 己 作 圆 马 的 切线 为 PR, 则 

PT=PR, ... PR=PS, 
因此 圆 召 、 锅 0 的 根 轴 也 通过 点 了， 其 它 的 
根 轴 都 过 了, 若 O 在 CD 上 时 ,加 C 和 加 0O、 
加 D 和 加 0 的 根 轴 都 垂直 于 CD, 所 以 都 平行 
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于 4B. 
968， 已 知 点 乙 在 圆 0 半径 04 上 ， 在 
04 的 延长 线 


辕 与 加 0 垂直 相交 . 

解 设 两 圆 垂直 相交 ， 即 在 其 交点 上 引 两 
贺 的 切线 相交 成 直角 ， 设 过 P、@ 的 任意 圆 
为 0, 贺 C 和 贺 0O 的 交点 为 B, 则 04=0B， 
由 此 得 

OP.0Q=04A2=0B?, 
于 是 0B 与 贺 C 相 切 。 从 而 0B.LBO, 总 之 
因为 08B 与 贺 0 相 切 , 并 且 BC 在 点 了 与 贺 
O 相 切 ,所 以 这 两 个 切线 垂直 相交 , 故 这 两 个 
圆 垂 直 相 交 。 

969., 三 个 圆 每 两 个 的 根 轴 是 通过 同一 
点 ,还 是 互相 平行 . 

解 ” 设 两 加 OO 
的 根 轴 PD 和 两 贺 
O0'、0" 的 根 轴 PB 
的 交点 为 卫 , 从 点 
乙 作 三 个 圆 的 切线 
PL、PM、PN, 则 有 PL=PM, PM=PN, 

。 PL=PN. 
因此 卫 在 两 贺 O、0” 的 根 轴 上 , 即 三 个 根 轴 
过 同一 点 三 (此 点 称 为 根 心 )。 由 于 两 贺 的 根 
轴 垂 直 于 圆心 线 ， 因 此 当 三 个 圆 的 辆 心 在 同 ” 
一 条 直线 上 时 , 则 三 个 根 轴 互 相 平 行 。 


970。 设 两 x 
贺 4、B 的 根 轴 p < 
in A 
上 任意 一 点 一 作 
圆 五 的 切线 PO， 

由 卫 作 PP 垂直 Y 


XY, 则 PO?=24B.PD., 
解 由 卫 作 4B 的 垂 线 PE, 设 45 的 中 
点 为 及 , 则 
PB?— PA4?=2 4B.EM. 
久 APOB= LR, 
。…。 PO2~PB?— BO?. 


© 


© 
设 X 了 和 4B 的 交点 为 了 了 , 则 也 是 根 轴 了 了 】 弦 。 
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上 的 点 ,根据 问题 963 
PA?— BO—2 4B.MF, 
由 四 十 人 @ 十 图 得 
PCO2 一 2 AB(ME+MPF) 
=2 AB.BF~2AB.PD. 
971， 由 一 点 
也 作 两 圆 0、0' 的 
切线 P4、PB, 若 
由 王 作 两 圆 的 根 
轴 CD 的 垂 线 PD， 
则 


PA?~PB~=200'.PD. | 
解 由 卫 作 00' 的 垂 线 PE, 设 O00' 的 中 
点 为 有, P4>PB, 则 
PA?— PB?~= (PO?— PO'?) ~ (04?—0'B?) 
~ (OE?2—0'8?) 一 (002 一 0'02) 
=200'.EM—200'.0¥M 
~200'(BM 一 CN) 
=200'.PD. 

车 号 4<PB 时 ,结论 也 成 立 . 

972， 作 一 
分 别 平分 两 定 贺 O、 
C 的 圆周 , 设 其 贺 
心 为 卫 , 则 号 在 定 
直线 上 。 

解 设 贺 三 与 两 
咒 QO、0O' 的 交点 分 
别 为 4、4' 及 B、B', 则 44' BB’ 分 别 为 
O、O' 的 直径 ,连结 了 4、PB, 则 

了 P 了 4? 一 PO? 填 72(7 为 贺 0 的 半径 )， 
PB2=PO2+r?2(7' 为 加 0' 的 半径 )。 
因为 P4、 PB 是 圆 乙 的 半径 ,所 以 相等 。 因 

此 


PO2 十 72 一 PO2 上 7r'2， 

-。 PO? 一 PO 一 72 一 y2( 定 值 )， 
由 O、0O' 为 定点 知 PO? 一 PO 是 定 值 ， 所 以 
点 己 在 垂直 于 00' 的 定 直线 上 。 

注 在 问题 863 中 ，PO? 一 PO2 一 72 一 7 
而 在 本 题 中 , 了 PO? 一 PO? 二 7? 一 72, 右边 和 
7 的 位 置 相反 。 这 两 问题 中 的 点 卫 所 在 的 直 
线 是 关于 00' 的 中 点 对 称 。 

973. 由 两 相交 加 0、0' 的 公 切 线 P@ 的 
中 点 到, 作 连 心 线 00' 的 垂 线 是 两 贺 的 公共 
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和 解 ”因为 两 圆 的 
公共 弦 4B 就 是 两 
贺 的 根 轴 ， 设 4B 
与 公 切 线 PQ 的 交 
点 为 了 L, 根据 问题 l 
964, MK 为 PQ 的 中 M & 
点 ， 而 且 4B100'， 所 以 由 PQ 的 中 点 向 
00' 作 的 垂 线 与 4B 重合 . 

974. 由 一 
点 4 作 贺 O 的 
切线 4D, 再 由 
AD 的 中 点 至 
作 O04 的 垂 线 
也 B, 车 由 B 点 引 


人 A 
[NY 


CC 


BC? 一 0OB3? 一 002 一 OZ12 一 媚 B2 一 003 
~08?—0D? ~ EB?~ DE?~EB? 
—AE— EB 4B,, 

. BC-AB. 


8S. 海伦 公式 及 其 应 用 
975。 设 三 角形 三 边 为 a、5b、c, 面积 为 


S, 则 S~VP(P -a) (EP-0 Po), 
[海伦 公式 ] 
入 四 


其 中 P=-3(a+b+o). 


解 由 也 作 BC 的 
垂 线 4D, 设 BD=2， 
4D=h, 则 
AD?=AB?— BD? 

一 -4402--OD2， 
即 一 2 一 22 一 22 一 (C 一 2Z) > 
解 ca 一 2 一 z2 一 (一 Z)3， 
，C2 十 03 一 2 
得 Dr 


[es 


代入 加 一 02 一 a 得 


ey 


nV e=( C2 二 Q2 一 0 - 
2a 


Nm 
xV( 条 2d 革 人) 


[9 P= stote, 


第 二 编 证 明 是 


所 以 h=2 PE-a) (P--b) (P— o), 


由 如 一 闭 ah, 得 


S=VP(P~a) (P—0) (PE—oe). 

注 上 面 是 锐角 三 角形 的 证 明 . 若 A4BO 
为 钝 角 三 角形 ， 内 4 向 BC 作 垂 线 的 垂 足 在 
底 边 BC 的 延长 线 上 , 同样 可 证 明 其 结果 . 

976。， 设 三 角形 三 
边 之 长 为 a、5、c, 求 此 
三 角形 的 内 切 圆 、 旁 切 
加 的 半径 . 

解 设 人 4BO 内 心 
为 O， 内 切 贺 半径 为 7， 
则 


Sasoo~ 译 ar, 
Sas00=—3 br, Saaao 一 总 CI。 
而 人 4BC 是 这 三 个 三 角形 之 和 ,所 以 将 这 三 
个 式 子 相 加 ,得 
Sasso~ 闻 (a+bt+o)7r=Pr, 个 
由 海伦 公式 得 
Saapo=V P(P~a) (P-b) (Po). ©® 
由 @、@ 得 
MP(P-a) (BO (P-6) =P.y, 
,, roYV PP-a) (PLo Po) 
PP 


= (P~a) (P—b) (BP~oe) 
A 


， 为 求 <4 内 穷 切 圆 的 半径 '( 设 旁 切 贺 为 
“0), 由 


Saapo~Sa4Bo'+ Sa4c0’ — Sapoo 
1 
一 王 (C 二 一 0)7 一 (PP 一 0 
， /FrE- 订 CE-D 
得 7 -V ns 
同 理 ,车 在 人 B、C 内 的 旁 切 贺 半 径 分 别 
为 7"、 7 则 


my PE-D Pa 


bP—b 


rw-A/ FE- (0) 


P—o 


977. 设 三 角形 4BC 三 边 定 长 为 & 人 
2C， 其 外 接 圆 的 半径 为 A 
五, 面积 为 S，BC 上 的 
高 为 2， 出 
R= az _ te 
25” 有" A 
解 过 4 作 直 径 SS 
44', 则 
/ABA4'~ /R= /AHO, ee LA4'B, 
“， 和 人 4Bh4'wo 人 4BHC( 两 角 相 等 )， 
AB: 4AA'=AH: 40, 
AB.AG=AA'.AH, 
即 05 一 28:h, .. abc=2R.ah=m4B.5, 


因此 


978. 芳 三 角形 的 内 切 圆 半径 为 罗 三 个 
旁 切 圆 的 半径 为 ?1、 72、 73, 则 三 角形 的 面积 
为 S=~M7:71°72°79., 

解 由 问题 976 有 

/EDIE (P—b) Cae 


PD 
ry Ee b) (Po) 
/EAE -oa) 


2 
a a) (PB—b 


将 四 式 相 有 乘 得 
F7179:79=P(P—Q@) (P~b) (已 一 C) 一 8 
(问题 975) 。 
S=~V 7:71:79°73, 
979。 设 三 角形 的 内 切 痪 及 旁 切 加 的 半 
径 分 别 为 1、71、72、28， 由 
1 ly 
” IT 7 Ys 
?+71=(P—b) (P—o). 
解 因为 8S=7P=7i(P-0)=7?XP 一 0) 二 
ys( 忆 一 0) (问题 976)， 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 让 


1,1,1 P-atP- +P-c6 
71 72 Ia SD 


(ee a i 
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3 一 X 一 2 一 C 
Ss 和 
2P~a+b+c, .. 3P—-a—b—c=P, 
1,1,1_P 
故 pr 
i Ee 
因此 
Cn? 
LE IT BETay 
PP(P-—a) (P—b) (P—o) 
Pl(B~a)y 


=(P-b) (P—o). 
980， 在 八 4BC 中 , 荐 人 4 为 60°, BC 
=0, 04~b, 4B~c, 则 
(GT+b+0) (5 十 c 一 四 一 3kc， 


解 由 B 作 44C B 
的 垂 线 BH, 则 
1 
AH=3 4B 
一 部 Cc, - 
CH=b-_16 M3 pV 3 


3 BH- ~ AB eo 


. BC?~0H2+ BH, 
de _C 2 M3 2 
0 ( $) +( 
-DC peo+ 3 
2 一 六 十 4 c+ TC 
a2—b2—c?+bc=0, 
+c?+2bc—a?—36c=0, 
即 (b-F0)?2— a2=30c. 
故 (a+bt+o) (b+c—a) =3cc. 
981.。 设 梯 形 的 边 为 a、.5、c、4la、ce 为 
es 则 | 
了 3 
《2 十 c)D 十 Gd 十 C 一 0) 
X /Er (a—c+ad—0)。 
解 如 图 , 设 CB/1 D4, EA4=4F, 
了 CC 


第 二 编 
人 人 CDG 人 FAG., 

.“。 四边形 4BCD 的 面积 一 Saopz， 
四 边 形 所 3802 的 面积 ~ Secra 。 


BACEB 人 eczB 
因为 。 Sacra 一 坪 了 B.OE(CH 为 高)， 


Sacza 一 二 EB.0CH. 


四 边 形 4BCD 的 面积 _ FB _ 
SAogB EB 
a 


即 四 边 形 4BCD 的 面积 =~-2 x Saogs. 


式 ( 问 题 975) 的 计算 得 和 CEB 的 面积 是 


了 VEGT5TID rare-o) 


CC 十 C 
G 一 C 


XA/ (一 cb 一 四 (a 一 C 十 Gd 一 切 
将 它 代入 上 式 即 可 证 明 本 题 . 
982. 设 四 边 形 4BOD 的 边 4B、BC、 
CD、DA 及 对 角 线 4C、BD 依次 为 a、 5、c、 
Q 及 m、n, 则 其 面积 5 为 


FV Cmt oto a 


x~V mn—ato—c+da). 


解 由 B、D 向 对 角 线 A40 作 垂 线 BE、 
DF, AC 的 中 点 为 用， G 
若 由 也 向 BB 的 延长 


线 作 垂 线 DG,， 则 
Sahao= 子 A0. BE, 


Saanc 一 去 4O.DF。 & 


.“，。 四 边 形 4BCD 的 面积 
2 AC(BE+DF) 一 子 n+ BG., 


若 4>5, 8>c, 则 
bP AE OF—2 AC.ME, 
如 一 C2 一 4 有 2 一 TO2 一 240.MT。 
oe bem2A0. (1 万 一 MPF) 
=2AC.EF=2m.EF. 
上 式 两 边 分 别 加 上 2m% 及 由 2mn 再 减 去 此 


等 式 ,得 

2M.% 十 G2 一 2 十 c2 一 0 一 2 十 2 万 到 
~=2m(n+ EF) 

条 


证 明 题 二 
271.7 一 02 填 22 一 02 二 02 一 2 .7 一 270 .万 厅 
=2m(n— BEF)。 
两 式 相 乘 


(2mnsa?—b2+c?— do) 
x (2mn—a?+ 0 —o+a?) 
—4m2(n— BEF?). 
可 是 EF=DG, BD?— DG?= BG?, 
。。 122 一 万 方 2 一 BG2。 
两 边 乘 以 4m2, 得 
4m? (Rn2— BFP?) =4m?. BG?, 
“(2m-n+a2—bFe m2) 
x (2m-n—o+0—c +a?) 
~ 4m2. BG2, 
SBG 


因 5， 


故 ”8S= HV Cmte to 


XA/ 2m-n—ato otra, 


9。 多边 形 的 面积 


983. 从 正 % 边 形 4BCD… 内 一 .点 了 向 
各 边 作 垂 线 PL、P 了 以 PN、… 之 和 一 定 ，。 

解 设 正 多 边 形 中 
心 为 0， 内 切 圆 的 半径 A 
为 7, 面积 为 8, 则 \ 


工 
S—Ln4B.r. 
2 Bk yD 
又 由 王 向 各 边 作 垂 线 站 


为 PI、PM、 PN、 0 
则 8- 喜 AB-PL+3 BO.PM 


+ 到 CD.PN 二 …= 瑟 n.ABr. 


AB= BO=0CD=..... . 
“. PLI+PMI+PNT... 
一 nr 一 ( 定 值 ). 
984. 从 正 % 边 形 4BCD.… 内 一 点 也， 
分 别 向 各 边 4B、BC、 
CD、… 作 垂 线 PL、 


而 


PM、 PN、… 再 由 正 多 人 
边 形 中 心 0 作 4B 边 的 。 Sh 一 
垂 线 O00, 则 § 
PLIPMIPN+ 
N D 


一 20.O9。 
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解 ” 因 正 多 边 形 的 面积 为 
对 4B.00， @® 
或 雪 (PL-A4B+PM.BC+PN.OD+…) 


~ 4AB.(PL+PM+PN+.). @ 


由 人 @ 有 
~ FAB(PL+PMU+PN+-- = 多 4B.00, 


*. PL+PM4PN+.…=n:00. 
985. 在 正 五 边 形 4BCDE 中， 三 角形 


B4E 的 面积 小 于 正 五 角形 的 面积 的 吝 ， 大 
于 其 地. 
解 因为 人 AB4Fc2ACDEceACGB， 


1 
"» Sap48< 人 人 


X (五 边 形 的 面积 )。 3 E 


” Sapcg<SaBca, 


Sephz> 工 


x (五 边 形 的 面积 ) 。 S - 

986. 任意 五 边 形 各 边 上 的 正方 形 之 和 
的 三 倍 ， 等 于 对 角 线 上 
的 正方 形 之 和 ， 再 加 上 
连结 由 不 同 顶 点 对 角 线 
中 点 的 线段 上 的 正方 形 
的 和 的 四 倍 . 

解 设 五 边 形 为 
4BCD 的 对 角 线 为 
AC、BD .C8&8、A4D、BB。 连结 40、BD 中 点 
的 线段 为 w 连结 BD、CE 中 点 的 线段 为 5 
连结 CE、4D 中 点 的 线段 为 et 连结 4D、 
BE 及 BB、4C 中 点 的 线段 分 别 为 4、e， 则 
由 问题 918 知 

AB?+ BC?2-+0CD?+ DA2 
= A0?+ BD?-+ 4a2, 
BO24+CD?2+4. DE2+ EB? 
=BD2--CE?-+402, 
CD?4+ DE2+EA?+ 402 
一 OZ2 十 刀 4? 十 402， 
DE24+ EA?+AB?+ BD? 
=DA2+ EB +42, 


© © © 日 
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E42+AB-+ BO2+0OB? 
~EB?+AC?+4e2, © 
©O+@+@+O@+®, 
3(AB?+ BC2+OD?+ DE?+BA?) 
=AC2- BDCE2- AD?-+ BE? 
+4(02 46+ + t+). 
987、 由 正 % 边 形 
ABOD.., 的 各 顶点 向 A 
过 外 接 贺 局 上 一 点 了 D 
的 切线 了 了 所 作 垂 线 
之 和 等 于 半径 的 4 倍 。 x ， 
解 因为 从 也 作 P .5 
及 了 的 垂 线 DD' 等 于 从 五 向 过 点 也 的 切线 
作 垂 线 PE, 显然 有 
人 DPEA 人 PPDDPD'， 
因此 从 正 多 边 形 各 顶点 向 XY 了 所 作 垂 线 之 和 
等 于 从 点 一 作 各 顶点 切线 的 垂 线 之 和 , 这 些 
切线 就 构成 边 数 为 % 的 外 切 正 多 边 形 ， 卫 成 
为 外 切 多 边 形 内 的 一 点 ,根据 问题 984 知 , 这 
些 惰 线 之 和 等 于 多 边 形 外 接 贺 半径 的 % 倍 . 
988.。 加 外 切 多 A 
边 形 的 面积 ,等 于 其 ‘A 
多 边 形 的 周 长 和 圆 的 
半径 为 边 矩形 面积 的 
一 半 


解 ” 设 圆 0 的 外 切 
nn 边 形 为 4BC…N，， 
连结 各 顶点 和 圆心 0, 则 得 AO4B、AOBC、 
… 个 三 角形 。 

Sous 一 也 4B.04’, 


Saoso= 吝 BO-OB',…， 


Scon4 一 评 NA.ON’', 


因为 04 一 0B' 一 … 一 ON (等 于 圆 的 半径 》， 
所 以 多 边 形 4BOD…W 的 面积 


一 CAo4B 十 Saoac 十 … 十 Seow4a 
~ 去 4B.04'+ 序 BC.0B'+4+... 


+ 译 NA.ON’ 


=3(AB+BC+…+NA) 04. 
389. 从 正 % 边 形 4142…4，, 的 各 顶点 


/ 
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向 外 接 圆 的 直径 MXN 作 垂 线 ， 则 在 MX 一 
例 的 垂 线 之 和 等 于 
另 一 侧 垂 线 之 和 ， 
解 由 顶点 4 
42、 、 4x、 Lp 
…、4, 作 直径 MN 
的 垂 线 和 平行 妈 广 
的 切线 环卫 的 重 
线 , 重 足 为 人 42、… 
A1, 42、 人 ~、 A、 A%+1、* 
O,， 切 点 为 P， 由 问题 987 得 
LI1 十 4o4 士 … 十 4kh14Y41 二 。 
+ 4,A" ~2PO. 
又 AIATTF A + 4A 十 
+Ai4%=2PO, 
A141<A141, A242< 4 Zs 2 
Apr1dkt1< 4G+144+1 9 
两 边 相 减 , 移 项 得 
A141 TAA 2 
990. ` 从 平面 上 : 
一 点 作 多 边 形 各 边 的 
垂 线 ， 将 各 边 分 为 两 
部 分 ， 则 其 每 相隔 部 
分 上 的 正方 形 的 和 相 
等 . . 
解 设 多 边 形 41424s…4,, 从 其 平面 上 
一 点 0 作 各 边 的 垂 线 , 垂 足 为 T1、T。、78、……、 
Zn. 先 取 其 中 的 一 份 ;从 41T71 开始 到 44T;。 
因为 A173=04%—0T3, 
A273=0A42—073, .…, 
AnT72=0A3—072, 
这 些 等 式 之 和 为 
(OA3+0A23+.……+042:) 
— (O07T3-4O7T3+.… +07T2). . 
又 ATI=O04A3—OT?, 4373= 0A3— OT2, “oy 
A172=043—072. 
这 些 等 式 之 和 与 上 式 根 同 , 所 以 
A1TI+ A2T3 + + 473 
=A2T4+ 473+… 十 4172. 
991. 加 内 接 正八 边 形 的 面积 等 于 圆 内 
接 正方 形 的 一 边 4B 和 外 切 正 方形 的 一 边 
DF 为 边 矩形 的 面积 。 


、4 人 外 4 4 
、A% ? 设 加 心 为 


、4n 及 


解 ” 设 园 0 内 接 正 方形 的 一 边 为 4B; 过 点 . 
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明 题 加 


4 了 分 别 作 圆 局 的 切线 交点 为 .DO 与 4B、 
弦 4B 的 交点 分 别 为 C、 
妞 ,， 则 4C 为 内 接 正 八 边 
形 的 一 边 ,而 4B14.0D， 


“» Saoac 


CO ,4 万 
DF 4B DF.4B 
- 主 3 
(因为 DF 为 外 切 正 方形 的 一 边 ) 
故 内 接 正八 边 形 一 了 42 x 8 
=AB.DF. 
992. 正 十 二 边 形 的 面积 等 于 外 接 圆 半 
径 O4 平方 的 三 信 。 A 
解 ” 设 正 十 二 边 形 的 ”Dh 全 w8 
一 边 为 4B, 则 
LA0B=360° -12 
=30°, 
从 BB 向 04 作 垂 线 BD,， .0 
则 BD=30B -~ 去 04, 


.. Sa04p 一 妆 04:BD 


一 于 04. 言 04= 开 04 
故 正 十 二 边 形 的 面积 :3.042, 


993。 求 羊 径 为 OO 
7 的 贺 内 接 正 八 边 形 

的 面积 . 

解 设 圆心 为 0， 人 

内 接 正 八 边 形 为 . 退 


4BCD.…, 则 其 面积 5 为 三 角形 40B 的 八 
倍 。 由 8B 向 04 作 垂 线 B2M, 因为 : 


人 BOM 广 LR, 
知人 MOB 人 es 
BM=_l 一 
a OB 启 04 
ssos 一 译 04-BM 


3 
一 一 >- 0O42， 
2 2 
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I 


*, 人 一 8X 加 93 一 2、/ 272. 
2、/ 3 

994. 在 吓 六 边 形 中 , 若 各 对 边 相 等 生平 
行 ,连结 抽 六 边 ， S 
形 每 相隔 一 个 顶 < 
点 所 成 的 三 角形 > 
的 面积 等 于 原 六 8 2 
I ya. 


解 ” 设 凸 六 边 形 为 4BCDEF, 4BLDB, 
BCLEF, CDLFA. 以 CD、DE 为 边 作 平 
行 四 边 形 CDEO，, 连结 AO、 CO, 则 AC CE、 
五 4 都 是 平行 四 边 形 的 对 角 线 . 
因此 SaA4po 一 SA4pc，Sacpsg 一 Sacopg， 

BasarB—SaA0E. 


`。 Sacs 一 诗 六 边 形 4BCDB 的 面积 . 


995. 过 锐角 三 角形 4BC 的 顶点 4、 BB、 
C 作 外 接 贺 的 三 条 直 
径 ， 其 另 一 端 分 别 为 
D、 加 了 ， 则 六 边 形 
LA4FBDOE 的 面积 等 于 
三 角形 4BC 面积 的 两 
倍 。. 
. 解 设 外 接 圆心 为 
0, 则 AO0==DO,，FO=00， 所 以 4F20D， 
同 理 ”BFLOE, BDLAE,. 
根据 上 题 ， 

六 边 形 48BDOE 的 面积 2S4h4ac。 
996. 加 0 的 外 

切 正 三 角形 4BC 的 
面积 ， 等 于 此 贺 内 接 
正六 边 形 DEFGHK 
面积 的 两 倍 。 

解 0 是 正三 角形 
及 正六 边 形 的 中 心 ， 
入 4BC 的 重心 ;因而 04=260=-2DO0， 


“» SaorA=2Sa0KD, 


因为 


工 
SaokA= 宇 SaABc; 


又 Ssogp 一 言 (六 边 形 DEFGHK 的 面积 )， 


“。 Sa4sc 一 2( 六 边 形 DBFGHK 的 面积 )。 | 
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997.， 若 4B、4 刀 分 别 为 同 圆 的 内 接 正 

4B2 一 3 4Z2，， 

解 ” 设 圆 的 半径 为 

OP, 内 接 正方 形 及 内 

接 正 三 角形 的 一 边 分 
则 AB=~ 230B, 

ABE=~ 308, 
AB?~— 地 4 万 2。 


998. 圆 内 接 
正 五 边 形 一边 土 
的 正方 形 , 等 于 在 
司 品 的 内 接 正 十 . 
边 形 一 边 上 的 正 
方形 及 半径 上 的 
正方 形 之 和 . 

解 ” 设 半径 为 + 的 员 0 内 接 正 五 边 形 为 
ABCDEB, 弧 4 万 的 中 点 为 卫 , 延长 BP、04 
交 于 点 @, 则 4OP=36". 

LOAP= /0PA= (180° —36°) 二 3 一 72"。 
/LPAQ=180° —72°—108°, 
双 LPA4B= /PBA=~36°~+2=18°, 
.. AAPQ=—18°+18°=36°, 
LAQP=180° — (108° +36°) =36°, 
因而 APO 一 人 AQP,.…. A4P=A49. 
以 圆心 为 4， 半径 为 4P 作 圆 ， 由 问题 931， 
BP.:BQ=AB?— AP? 
(… 五 为 圆 外 一 点 ) 。 
.其 次 ,由 ~POB=36" 一 09P 知 , 0B 与 
和信 OPQ 的 外 接 圆 在 点 O 处 相 切 , 因此 
BP: BQ= 5O2 一 72， 
AB2— AP?=72, 即 AB?— AP?+-72 
(4B 表示 内 接 正 五 边 形 的 一 边 ，4P 表示 内 
接 正 十 边 形 的 一 边 ) 。 


1O. 杂 题 : 


999. 被 定 直线 4B 平 分 的 周 长 一 定 的 
图 形 中 ,关于 4 对称 的 图 形 面积 最 大 
解 ” 设 周 长 一 定 的 图 形 为 40BD， 若 图 形 
40B 与 图 形 4DB 关于 4 不 对 称 , 设 . 
40B 的 面积 宇 4DB 的 面积 ; . . 
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若 作 图 形 A4CB 关于 4B 对 称 的 图 形 40'B， 
则 图 形 40BO' 的 面积 =2X (图 形 4CB 的 
面积 ) 宇 40BD 的 面积 ,而 图 形 40BC' 的 局 
长 等 于 图 形 4CBD 的 
局 长 一 定 , 且 定 直 线 4B 
平分 其 周 长 ， 因 此 按照 
题 意 ， 关 于 4B 对 称 且 
平分 其 周 长 的 图 形 面 
积 比 其 它 图 形 的 面积 
大 . C 
1000. 在 周 长 一 定 的 平面 图 形 中 ， 凸 画 
形 的 面积 比 迪 图 形 的 面积 大 . 

解 设 图 形 41424344…4， 为 凹 形 ,其 
冲 形 部 分 为 434344. 要 
车 作 图 有 形 4?4344 
关 于 4A4 对 称 
图 形 A424s44， 则 
A142434A4…A4n 比 原 
图 形 大 。 因 此 若 图 形 
有 站 部 ,将 其 割 除 , 全 
部 变 成 凸 部 , 则 其 面积 增 大 . 

1001. 在 同 殴 上边 数 相 辐 的 外 切 多 边 形 
中 ， 面 积 最 小 的 是 正 多 边 形 。 

解 作 贺 0 的 外 切 多 边 形 为 414243. a 
其 中 41 站 人 42. 如 
图 中 作 外 切 多 边 形 

44243…An， 其 中 
41 一 人 42. 设 4141, 
A24s 的 交点 为 书 ， 
则 4142< 414X 参 照 
河 题 2715)， 因 为 
人 0414s、 信 0414s 的 高 等 于 圆 0 的 半径 ， 
所 以 人 0414a> 信 04145. 

多 边 形 414243…4， 

> 多 边 形 414543…4，。 

同 理 , 各 角 相 等 的 多 边 形 面积 最 小 , 因此 圆 外 
切 等 角 多 边 形 即 正 多 边 形 的 面积 最 小 。 
1002. 在 圆 内 接 有 
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' 
全 


边 数 相同 的 多 边 形 yaN 
中 ， 面 积 最 大 的 是 正 。 | A 
多 边 形 . 

解 设 内 接 多 边 所 


形 为 4l4a4a…4n， 
4142 生 A243, 若 4143 的 中 点 为 4s，, 则 


证 


明 时 
人 人 A1443> 人 信 41424s, 


因 . 

多 边 形 414243…4<< 多 边 形 414243…4 
即 4142 竹 4243, 若 使 A142 一 4243 时 ,多 边 
形 的 面积 增 大 。 根 据 相 同 的 理由 , 当 4142= 
A,.As= ‘= AnAl 时 ， 多 边 形 的 面积 最 大 ， 因 
此 内 接 等 边 多 边 形 即 正 多 边 形 的 面积 最 大 . 

1003.。 除 一 边 4B 外 ， 在 其 他 边 都 定 长 
的 凸 多 边 形 中 。 面 积 最 大 的 是 各 顶点 在 以 
4B 为 直径 的 半圆 局 上 。 

解 在 多 边 形 4BCDE 和 4'B'0'D'B' 中 ， 
设 A8=4'8', BD=B'D', DO= DO OB= 
CT 4AB+# 4'B', 存 人 人 BE=/E', /OC=/0 
上 , 设 人 4DB= 人 LB, 人 4'D'B'4 人 则 在 
人 4DB、 人 4'D'B' 中 4D=4'D，DB- 

D'B'. 因为 ZA4DB 一 ALR， 有 SA4pa> 
Sasp’p’. 又 ADAELQAND'A'R', ADOCBEO 
和 俯 D'C'B' 所 以 多 边 形 4BCDE> A4'B'C'D'E' 
即 在 多 边 形 4BCDE . D 
中 ,项 点 D 不 在 以 4B 五 - 
为 直径 的 半圆 局 上 
时 , 即 人 A4DB 不 是 直 A B 
角 时 ,， 4B 以 外 的 边 


的 大 小 以 及 人 B, LC pp 
的 大 小 不 变 , 而 A4B wh 
的 大 小 变化 时 。 使 

人 4DB 为 直角 的 面 
积 增 大 。 即 在 适合 于 全 B 


本 题 条 件 的 多 边 形 最 大 时 。DD 在 以 4B 为 直 
径 的 半圆 周 上 。 同 理 , 、C 也 在 此 贺 周 上 ， 
也 就 是 各 顶点 都 在 以 4Z 为 直径 的 半圆 局 上 
时 , 其 面积 最 大 。 

1004. 在 各 边 长 一 定 的 多 边 形 中 。 面 积 
en 


A 


sp A 
| ‘pr A 
An 人 

解 设 4424?…4n 为 圆 内 接 多 边 形 ， 
A414243…A 不 是 该 吏 内 接 多 边 形 , 但 414， 
= A142, 4243 一 4243，… AnA1~— A441. 
作 过 4 的 直径 4P, 若 作 和 P444wri 和 


AN hs 
P 
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AP444Jxi 全 等 ， 则 由 4142 一 A145, 424; 
— ASAS, ……, ArP=A%P', HB A;、 Le 4z 
是 在 以 AP 为 直径 的 半圆 周 上 ,由 上 题 知 , 多 
边 形 4142…AxP 面积 > A14%9…A4P' 面积 ， 
同 理 有 多 边 形 414….4xz+fP 面积 > 4145… 
A4+1P' 面积 ， 
“"。 多 边 形 4142…4; 面积 
> 多 边 形 4149…A4 面积 。 


1005. 在 周 长 一 定 的 两 个 正 多 边 形 中 ， 
边 数 越 多 面积 越 大 。 
An 
人 As 


解 设 局 长 一 定 的 两 个 正 多 边 形 为 
A1A2.… A,, A1A2** An+1, 前 者 边 数 为 %, 后 
者 边 数 为 (2 十 IT) 。 落 在 前 者 的 一 边 4142 上 
取 一 点 卫 时 ,可 以 认为 此 多 边 形 是 由 
A1PA4g…A, 形成 的 (nw 十 1) 边 形 , 但 这 个 多 边 
形 不 是 正 多 边 形 , 它 的 周 长 等 于 加 内 接 +1 
边 的 正 多 边 形 的 周 长 , 由 上 题 知 ,后 者 比 前 者 


的 面积 大 。 
1006.。 在 各 边 长 一 定 的 等 边 多 边 形 中 ， 
面积 最 大 的 是 正 多 边 。 A 网 
形 . 人 
解 由 问题 1004 4 N 
知 ， 此 多 边 形 为 加 内 有 An 


接 多 边 形 时 ， 其 面积 \ 


最 大 ， 但 是 四 内 接 等 个 
边 多 边 形 是 正 多 边 形 。 

1007。 在 周 长 一 定 的 边 多 边 形 中 ， 面 
积 最 大 的 是 正 多 边 形 . 


解 ” 作 圆 内 接 % 边 多 边 形 ， 则 此 多 边 形 比 
各 边 都 相等 另 一 个 不 是 圆 内 接 多 边 形 的 面积 
大 (问题 1004), 而 由 问题 1002 知 , 在 同 贺 内 
的 内 接 边 数 相同 的 多 边 形 中 ， 正 多 边 形 的 面 
积 最 大 。 

1008. 在 周 长 一 定 的 平面 图 形 中 ， 面 积 
最 大 的 是 圆 . 


解 ” 作 直线 4B 等 分 图 形 的 周 长 ， 根 据 问 | 


题 999 知 , 这 个 图 形 4PBP' 必须 是 关于 4B 
对 称 ， 又 设 在 此 图 形 上 任 取 一 点 PP， 根据 问 
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题 1003， 当 已 在 以 4 为 直径 的 圆周 上 时 ， 

从 4PB 的 面积 最 大 . 
车 在 4B 的 另 一 侧 

任 取 点 P' 时 , 则 卫 ' 在 

以 4B 为 直径 的 圆周 。 S 

上 时 ， 八 P'A4B 的 面 

积 最 大 ， 即 要 使 这 个 

图 形 的 面积 最 大 ， | 5 

形 上 的 点 都 在 以 4B 

为 直径 的 圆周 上 。 因 此 所 求 的 最 大 面积 的 图 

形 是 圆 。 

1009， 在 人 A4ZBC 中 ,延长 BC 至 点 D， 
使 CD= BO, 若 BC A 
的 中 点 为 B,，A4D= 
2 AK, 则 4B= BO. 

解 因 BO=CD，B 人 一 瑟 一 人 D 
所 以 4D2 了 4B?= 3402 二 3BO2. @ 
因 BB~EC, 所 以 

”A+ AB?—2 4 万 2 十 2 万 万 2. 
‘» 2AB-AD, 2BE~ BO, 


PP 


AC?+ 4B2 一 二 4D2+ 二 BO, 


AD+BO~2A0+424B?, ©@ 

由 @.@ 得 。” 34B?=3B03, 

“. AB=BC, 

“1010。 从 入 4BC 内 一 点 卫 向 BC、04、 
AB 作 垂 线 PD、PE、PF, 又 在 三 角形 内 另 取 
一 点 , 则 
PD.BO+PE.04 

+PF.AB 
<P'D.BO 

+P'E.04 多 [ 

+P'F.AB. ? 光 

解 若 由 PP' 向 三 条 边 作 垂 线 P'D'、P'E'、 
五 万 ,， 

则 P'D'.BC+P'E'.04 4+P'F'.AB 
~PD.BOC+PE.04+PF.4B 
一 2SA4zc。 
P'D&P'D', PEEP'E', PFP'F' 
《等 号 全 部 不 成 立 ) 
.» PD.BC+P'E.044P'F.AB 
>PD.BO+PE.04+PF.4B. 
1011。 马 形 40B 的 面积 等 于 弧 4 与 其 
两 售 弧 4BD 所 对 弦 的 一 半 之 差 乘 以 半 和 从 
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QB 之 积 的 一 半 . 
解 弓形 40B= 扇 形 04B 一 04B, 而 


扇形 网 本 


第 二 编 


1 -一 、 B 
O04B 面 积 ~ 志 "4CB.0B， 


设 AD 和 和 0B 的 交点 为 
EB, 则 AB10B, 生 


1 
AB=—3 AD., 
Snosp=L0B.AE=.0B.4D, 
5 4 
。 号 形 40B 面 积 = 地“4CB.OB 
一 08B.4D 一 地 0B.(40B- 诗 4D). 
1012. 设 以 等 腰 
直角 三 角形 4BC 的 . 
直角 顶点 和 4 为 圆心 ， 
作 己 形 BDO, 以 BC 
中 点 轧 为 圆心 ; 作 半 
BAC, 则 了 
弓形 BDC 的 面积 = 弓形 BF4 的 面积 


十 弓形 46C 的 面积 ， 
解 ”因为 弓形 BDC 的 面积 


-于 ABDC 的 面积 


因为 4B2 一 2 4E?, 所 以 


闻 回 4BDO 的 面积 


B 


一 2( 汪 区 4FB 的 面积 )， 
…。 马 形 BDC 的 面积 
一 2( 寺 加 BA4FB 的 面积 ) 254g4s 


一 2 弓形 BF4 的 面积 
一 引 形 B84 的 面积 
十 弓形 4GC 的 面积 。 
1013. 设 三 角 
形 4B0C 的 三 条 垂 
线 的 垂 足 为 DB、 
也, 各 边 的 中 点 为 . 


BN.4B 中 ， 两 个 


证 明 题 


之 和 与 另 一 个 相等 。 

解 ” 设 重心 为 互 ， 外 心 为 0, 若 由 及 0' 的 
中 点 0O 作 BC 的 垂 线 OP， 则 

CP2~ BP?2=~2BC.PL, 
** 2PL=DL, 
DL. BC= POCO2~BP2 一 CC2w DB2。 - 
同 理 ， EM.AC=002?~043, . 
FN.AB~0B~0A3, 

其 中 设 OC0>0B>04, 

则 DL.BCFN.AB~EM.4CO.. 

1014. 由 定点 
卫 作 定 加 0 的 任意 
割 线 P4B, 过 PP 
和 4, 在 点 总 处 作 
0 的 切 贺 , 过 了 
和 万, 在 点 五 处 作 
锅 O 的 切 圆 ， 设 此 
两 个 圆 的 第 二 个 交 
点 为 @, 则 P92? 十 602 是 定 值 . 

解 ” 在 图 中 设 过 卫 、4 的 圆心 为 0, 过 也、 
8 的 照 心 为 D,， 则 PQ 是 两 区 C0C、 DD 的 公共 
弦 , 因 此 CD 垂直 平分 29. © 

又 BD/PO, COfUPD， 所 以 PDOO 为 平 
行 四 边 形 . 设 PO、CD 的 交点 为 5, 则 POL 
OD 以 及 


PS=80. @ 
由 @ 作 PC 的 平行 线 与 DC 交 于 点 怠 则 
QE LPC. 
由 此 式 与 @ 得 
QELOD. ® 
由 @@ 知 , 9BDO 为 平行 四 边 形 , 80 妃 D, 即 
901 0D. 由 @ 知 CD 垂直 平分 PQ, 所 以 QO 
垂直 PQ,， 人 P80 一 人 R， 因为 P、O 是 定点 ， 


所 以 在 以 定 线 段 PO 为 直径 的 团 周 上 。 
.SP=S9=&So. 
因而 。 P&T+QO?=PO2( 定 值 )。 


1015. 在 梯形 4B0CD 上 , 设 4B/ DO， 
AB=a, DO=0,. BCO=c, DA=d, BD==e, 
AC=f, 则 

22—f?_ atbd 
C2—02 a—b" 

解 ” 设 过 人 DD 作 BC 的 平行 线 与 4B 的 交点 
为 到, 从 九 作 40 的 平行 线 与 B4 的 延长 线 
交 于 点 召 。 由 了 D 作 4B 的 垂 线 DP, 若 且 B 
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第 四 章 


1.。 基本 性 质 


1016， 在 同 圆 或 等 圆 中 ， 
于 它们 所 对 弧 的 比 。 


vd (AR 


解 ” 设 在 相等 的 两 个 加 0O、0' 中 ， 圆 心 角 
AOB、C0O'D 分 别 等 于 一 个 定 角 的 n 倍 (图 中 
3 倍 )， 名 倍 (图 中 5 售 ), 则 

LA0B _m. 
LCO'D nn’ 
其 次 ， 把 和 40B 分 成 加 等 分 ， 人 CO'D 分 


圆心 角 的 比 等 


成 % 等 分 ， 则 它 它们 所 对 的 弧 也 相应 的 被 分 成 
匆 等 分 (3 等 分 ) 和 包 等 分 (5 等 分 )。 
28, 入 
CD ba 
LA0B _ AB 
由 此 可 得 ， 
CO DY OD 
1017 。 高 相等 的 两 个 矩形 的 面积 的 比 等 


于 它们 底 边 长 的 比 。 D . 
解 ” 设 在 和 矩形 4BCDP 和 和 

EFGH 中 AD= EH. 

““ 和 矩形 4BCD 的 面积 大 


一 4B.4D， 
矩形 BFGH 的 面积 
=EF.EH, 
而 AD=BEH, 
。 夭 形 45CD 的 面积 
"， 逢 形 ZHGEH 的 而 可 
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则 BD 一 DH2=2 及 B.IP( 问 题 894)，- 
DRK? 一 42 一 2 .4 全 .7TP( 问 题 894)， 
BD—DH?_HB. AB+DC 
DDE-DAr AK AB-DO’ 
62—72 2 CQ 二 D 
CC2 一 Q2 


比例 


_ 4B.4D .4B 
一 

1018. 高 相等 (或 A -In 
底 边 相等 ) 的 平行 四 
边 形 的 面积 与 它们 的 
底 边 长 (或 高 ) 成 比 
例 . 

解 在 平行 四 边 形 
4BOD、 41B1C1D1 和 
4BOD' 中 ， 设 第 一 、 
第 二 两 个 平行 四 边 形 
的 高 都 等 于 及, 第 一 、 
第 三 两 个 平行 四 边 形 
的 底 边 BC、B'C' 相 
等 ， B™ Y 


于 是 ， DABCD 的 面积 一 Bo.j， 
口 41B101D1 的 面积 一 BCl7。 
从 而 得 出 ， 
口 4B0CD 的 面积 BC .BO _BC 
局 41B101D1 的 面 税 ”BiCiR BC1” 
或 者 访 4BCD 的 面积 BC.h h 


口 4B80D 的 面 科 ”BOR kh 
1019. 在 三 角 及 
形 中 ， 两 边 的 长 与 BS 
它们 的 对 应 高 成 反 只 
比例 。 ， 
解 , 在 人 4BO BB 
中 ， 设 三 条 商 分 
别 为 4D、BE、CF， 则 


D C 


1 
人 ABC 的 面积 = 也 CF.4B 一 总 BE.AC, 
"» OCF.AB= BE.AO., 
AB:AC— BE:CF,. 


同 理 可 得 ， 4B: BC 一 4D:CFP、 
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明 题 


这 就 是 两 边 的 长 与 它们 对 应 的 高 成 反比 例 . 
1020. 设 四 条 线段 成 比例 时 ， 用 外 项 两 
条 线段 为 边 
作成 矩形 的 
面积 等 于 用 
内 项 两 条 线 
段 为 边 作 成 
和 矩形 的 面积 . 
解 设 有 四 条 线段 4、B、C、D 成 比例 , 即 


设 了 两 条 直线 .4'B'、C'D’ 垂直 相交 于 点 O, 且 
AO0 二 4，0B'=B，O0'=0，OD'w…=D, 作 和 矩 
形 及 B'0C'"，04'E0'、OD'KA'， 因 为 矩形 
O48C 和 矩形 鼠 BOO' 它们 的 高 相等 所 以 
答 形 冯 BOzr 的 面 科 0 有 B 
同 理 可 得 ， 
着 ODE ODEAT 的 看 志 一 7 一 方 . 
4 0C 
而 BD* 
.…。 -矩形 04'B0' 的 面积 
和 抑 消 下 BOC' 的 面积 
_ 捧 形 04'8C' 的 面积 
和 托 形 CDA4 的 面积 ” 
“。 矩形 歹 BOC' 的 面积 
一 矩形 OD'K4' 的 面积 。 
.08.00'=04'.0D’, 
即 A.D=B.0., 
1021。 设 两 个 
矩形 的 面积 相等 ， A 
则 它们 的 两 条 邻 边 
的 四 条 线段 成 比例 。 
其 中 一 个 矩形 的 两 
条 邻 边 是 外 项 ， 另 
一 个 的 两 条 邻 边 是 
内 项 ， 
解 ” 设 矩形 P9 
的 两 条 邻 边 分 别 为 4 与 刀 、C 与 忆 , 且 
”上 拢 形 卫 的 面积 一 矩形 @ 的 面积 . 
如 果 在 两 条 垂直 相交 的 直线 4'B'C'D' 上 
作 矩 形 叫 4OC、O7) 瓦 B， 使 它们 分 别 等 于 
和 矩形 P、4, 那么 


CC 的 面积 CE _D 


EE 


类 VOD 的 面 和 ”OD 
而 矩形 五 400' 的 面积 
一 矩形 OD'KB' 的 面积 。 


之 .平行 线 的 比例 线段 
1022， 分 一 线段 成 定 比 的 内 分 点 或 外 分 


点 都 是 唯一 的 . 


但 在 外 分 一 线段 
时 ， 比 值 不 能 为 
1, 
解 ” 设 给 定 线 
段 4B. 瑟 ,上 为 
给 出 定 比 的 两 条 线段 。 
(1)》 内 分 情况 : 
从 4 引 任 意 直 线 4D, 在 4D 上 取 4C 一 互 ， 
CD= 玉 , 连结 DB。 又 从 CG 引 直 线 平 行 于 
DB 和 且 与 4B 相交 于 点 已， 则 


所 以 点 忆 是 分 线 
分 点 。 

其 次 设 除 点 卫 以 外 ， Ee 
成 定 比 号 :KK, 即 

AP'_H_AP 
PB kK PB 
AP:! DS AP 
” AV'+P'B AP+PB’ 
4P' AP / 
4B “AB" . AP = AP, 
从 而 得 出 , 除 点 己 以 外 ,不 可 能 还 有 一 点 已 
内 分 44B 成 定 比 鼠 : 到 。 
所 以 分 4B 成 定 比 的 内 
分 点 是 唯一 的 。 

(2) 外 分 情况 : 

在 任意 的 直线 4C | 
上 , 取 40 二 及, CD=KK, 连结 DB。 又 从 GO 
作 直 线 平 行 于 DB 与 4B 的 延长 线 相交 于 点 
q， 则 


段 4B 为 定 比 豆 ; 下 的 内 


点 PP 内 分 4B 


即 


A 5 各 
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所 以 ,点 久 是 外 分 4B 成 定 比 : 长 的 点 ， 
用 (了 ) 里 的 证 法 可 以 得 出 , 除外 分 点 @ 以 外 还 
有 点 以 外 分 4B 成 定 比 恕 :及 是 不 可 能 的 . 


C 


而 


所 以 分 4B 成 定 比 的 外 分 点 也 是 唯一 的 。 
注 1 定 比 豆 ;K 中 , 如 果 互 > 互 ,那么 内 
分 点 卫 靠 近 点 B, 外 分 点 在 4B 的 延长 线 
上 ;如 果 五 < 玉 , 那么 点 靠近 点 4, 8 则 在 
如 4 的 延长 线 上 ; 如 果 已 一 所 那么 内 分 点 三 
就 是 4B 的 中 点 ,但 这 时 ,不 存在 外 分 点 。 
2 当 忆 是 内 
分 4B 成 定 比 的 ”A 
点 ,@ 是 外 分 4B 
成 同一 定 比 的 点 时 , 则 称 点 和 点 @ 把 线段 
AB 调和 分 割 , 而 四 点 4、B、P、8 叫做 调和 
点 列 ， 点 己 和 点 纺 叫 做 点 4 和 点 吾 的 调和 
分 割 的 共 轿 点 (简称 调和 共 罗 点 )。 
1023. 平行 于 三 角形 
底 边 的 直线 内 分 或 外 分 其 , 
他 了 两边 成 相等 的 比 . 32 
解 在 入 4BC 中 。 设 
HK 是 平行 于 庆 边 BO 的 2 
直线 . * 
首先 , 设 4 五 :五 B 一 p:q (其 中 2p、9 为 正 整 
数 )， 即 把 4 分 成 (2 二 9) 个 等 分 时 ，4 互 分 
成 2 等 分 , 互 刀 分 成 g 等 分 。 过 每 个 分 点 引 
平行 于 BC 的 直线 ， 因 为 这 些 分 点 把 4B 分 
成 (2 廿 9) 等 分 ， 所 以 所 引 的 平行 线 也 把 4C 
分 成 (pq) 等 分 ,也 就 是 把 AK 分 成 p 等 分 ， 
把 KC 分 成 gq 等 分 。 从 而 得 出 ， 
AK:KCO=~p:g. 
AH:HB=»p:g. 
“。 AH:HB=AK:KO. 
注 1 当 点 五 ,点 K 
分 别 在 B4、04 的 延 
长 线 上 时 , 用 同样 方法 
可 以 证 得 上 面 这 个 定 
理 也 成 立 : 
2 上 面 只 对 
AH:HB=p:q, 
且 2、& 都 是 正 整 数 的 情况 作 了 证 明 , 但 对 于 
pq 部 是 有 理 数 或 无 理 数 的 情况 ， 本 定理 也 
成 立 。 
1024. 内 分 或 外 分 三 角 形 的 两 边 成 相等 
_ 的 比 的 直线 平行 于 第 三 边 。 
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解 设 在 人 4BC 的 边 4B、4C 上 分 别 取 
点 互 、 互 , 使 
AH:HB=~AK:KO., 

(0 

假定 过 及 引 BO 的 
平行 线 与 4C 交 于 
K', 则 由 五 K' /1 BC， 
得 


AH:HB=AK':KE'C 

-由 @ 得 AK’':K'O=AK: KC. 

从 而 得 出 , 及 ' 与 互相 重合 .所 以 , 五 玖 ' 与 
五 K 相 重 合 ， 

即 HE { Bo. 

用 同 禅 方法 可 证 明 有 、 芭 分别 是 4B、 4C 
的 外 分 点 的 情况 、 

1025。 在 A4BC 的 两 边 4B、AC 上 分 
别 取 点 DB. 使 DE// A 
BC, 则 

BO:DBE=-4B:4D 

~ A0: AB. 也 E 

人 解 过 DD 引 平 行 了 3 
AC 的 直线 与 BC 交 于 F 
点 也 , 则 D8CE 是 平行 四 边 形 。 所 以 

FO=DE. 
而 由 DFJ 40, 得 BC: BC=4B: 4D., 
. BCO:DE=AB:AD. 

又 由 DB/ BC, 得 4B:4D=AC:AB. 

*. BO:DE= AB:AD»AC:AB. 

1026. 在 入 4BC 机 
的 中 线 4M 上 任 取 一 
点 0, 过 0 引 BC 的 平 E F 
行 线 与 4B、4C 的 交 
点 分 别 为 吾 、 万 ， 则 B 0 

OE=OF. 

解 由 O08/ BM, 得 BO:BM=A40:4M. 

又 由 OP7F1/MC, 得 OF:MC=A0: 4, 
.. EO:BM~=OF:MO. 
BM=MO. .. OR=OF. 
1027。 过 定点 0 引 任意 直线 与 给 定 的 
两 条 平行 线 全 、 工 的 交 
点 分 别 为 P、8@, 则 OP: 
O08 是 定 值 . 

解 ” 从 0 向 给 定 的 两 
条 平行 线 闷 、 了 作 公 共 
垂 线 , 设 交 点 分 别 为 4、 


而 


I tsarttte ee oe em ee 一 一 ee ee a 
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B， 则 OP:08=04:0B. 
而 04:0B 是 定 值 ,所 以 OP:0O98 是 定 值 . 
1028. 过 点 0 向 两 条 平行 线 引 三 条 直 
线 , 它 们 的 交点 分 别 为 4、4', B、B', CG、O', 
则 A4B:4'B'= BC:B'C’. 
解 在 人 A04'B' 中 , 4B// a 
”4B _0B 
ZAB OB 
又 在 AOPB'C' 中 ， 
BC BC， 
0B__30 
0B” BO 
i AB BC 
Ce 
1029。 设 在 两 条 平行 线 上 分 别 取 点 4、 
B、C,，A'、B'、C', 使 
AB A’'B’ ee 
Pr (43+4B)， 
则 直线 44'、BB'、CC' 相交 于 一 点 。 


解 设 00' 与 BB' 的 交点 为 
BO B'C', 得 | 
OO™ Bo 


0, 则 由 


即 直 线 CC Sn BB' 内 分 或 外 分 成 两 条 
而 -BC _ 4B _AB+BO AC 

BC’ A'B’ dB 十 了 了 多 

由 此 可 知 ，44' 和 CC 的 交 CC 内 分 

或 外 分 成 两 条 线段 的 比 , 也 等 于 Bo 书生 ,因为 


一 条 直线 被 分 成 定 比 的 内 分 点 或 外 分 点 是 唯 

一 的 , 所 以 44' 与 CC' 的 交点 也 是 0。 这 就 

是 说 , 直线 44', BB', CC' 相交 于 一 点 0. 
1030.。 几 条 平行 线 截 两 条 直线 XY、 

和 了 ， 所 得 的 线段 对 应 成 比例 

. 解 设 441/BB'/Co， 从 4 引 平行 于 

瑟 了 的 直线 与 BB'、CC (或 它们 的 延长 


的 交点 分 别 为 D、 召 , 则 在 人 4CE 中， 


证 明 题 


BD/I OE, 


而 4DB'4'、DEC'B' 都 是 平行 四 边 形 . 所 

以 AD=4'B', DER=B'O'. 
AD 4’'B’ 

由 此 可 得 ， DE 下 
AB A'B' 
a BO BO 

1031， 设 五 为 线 A 
段 4B 上 的 一 个 点 ， 
且 AE:EB= m:n, 
XY 了 是 与 4B 不 相交 
的 任意 直线 .由 4、 
B、 思 向 XY 作 垂 线 ， 
垂 足 分 别 为 4、B'、 妈 ， 则 

(min EE' ~nd44'+mBB'. 

解 连结 4B' 和 EE', 设 它们 的 交点 为 
7. 

由 BB'1/ BF, 44'1 FB', 得 

AB: EB AF:FB' A'B':B' B's m:n. 


名 En 


X— EE"Y 


‘又 BB’: BEF- AB: AE. 


*, BB':ZF~=(AE+EB):AE. 
而 (AB+EB):AE~ (m+n):m. 
BB': EF (m+n) :m, 
, mBB’~ (m+n) EF (OY 
又 AA':HWE'= A'B': EB'B! 
= (A'B'+E'B') :BE'B 
= (WNW 二 7%) :Nn 
“， NAA'= m+n) FE'. 加 
Q@T+@, 得 
mBB'+nAA’= (m+n) (EF+FE') 
= (m+n) EB'. 
即 (m+n) BE'==ndAA’+mBB’. 

1032. 过 梯形 4BCD 的 对 角 线 40、BD 
的 交点 0, 作 底 BC 的 平行 线 与 4B、CD 分 
别 相交 于 加、B, 则 OZ 一 OF 。 

解 在 入 4BC 中 , BC// 0E， 
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又 在 人 DBC 中 ，BC/ 
OF, 
OF _ DF 
Bc Do* 
而 BOJ EP) 4D. . 


得 0B 
由 此 可 得 ， 一- 和 


1033. 设 平行 于 
A4BC 的 一 边 BC 的 
直线 与 另 两 边 4B、 
4C 的 交点 分 别 为 也、 
巴 则 BP、CE 的 交 
点 在 入 4BO 的 中 线 
AD 上 ., 

解 设 BF/ BC，BF、CE 的 交点 为 G, 过 
G 引 BC 的 平行 线 与 4B、40 分 别 相交 于 
工 、. Mr, 则 BCF 是 梯形 . 

根据 上 题 可 知 ，ZLG=GM.。 延长 4G 交 
BC 于 D, 则 

BD: DO=IG:GM=1:1, 
.. BD=DO., 

由 此 可 得 ，BFP、CB 的 交点 G 在 中 线 4D 

上 . 


1034， 试 证 ， 在 梯形 中 ， 延 长 梯形 两 腰 
所 得 的 交点 ， 对 角 线 
的 交点 ,以 及 上 、 下 两 
底 的 中 点 在 同一 条 直 
线 上 ， 

解 ” 设 梯形 4BCD 
的 上 底 4D、 下 底 BC 
的 中 点 分 别 为 MK 、N， 
对 角 线 4O、BD 的 交点 为 互 ， 则 

AM:NO= AD: BO~ AB: EO, 
连结 ME、EN, 又 LMAE=/NOE, 
， , AMAEWANCE. 

. LAEM=/NEO., 
所 以 ,点 四 、B、WW 在 一 条 直线 上 。 

又 4D1Y BO, 点 M、N 是 上 、 下 底 的 中 点 ， 
由 此 可 知 4B、CD 的 交点 了 在 MN 上 . 

所 以 , N、 恕 、M、F 在 同一 条 直线 上 .. 

1035。 在 人 4BC 中 , 引 平行 于 BC 的 直 
线 了 8， 与 4B、AC 分 别 相交 于 加 、 了 ,又 


BF、0 召 的 交点 为 G， 
则 人 AGBE 与 人 4GF 
等 积 . 


解 设 4G 与 BF 个 
的 交点 为 互 ， 根 据 上 /六 
题 可 知 ，EH 一 FH. NN 
从 而 得 出 和 4GB 与 B 
人 4GF 有 共 底 边 4G， 且 它 们 的 高 也 相等 。 

“» Sasgg=S8AaGr. 
1036， 在 人 45C A 
的 中 线 4D 上 任 取 一 
点 也 ,连结 BP、CP， 
并 延长 BP 交 边 4C 于 
五 ， 延 长 CP 交 4 于 
F, 则 EF/ BC. 

解 从 到 引 CB 的 B 
平行 线 BP', 根据 上 题 可 知 CF'、 BB 的 交点 
在 中 线 4D 上 . 

因为 BB、4D 相交 于 PP, 所 以 CH" 一 定 过 
点 书 。 而 CP 过 点 万 .由 此 可 知 , FP" 和 万 相 
重合 。 也 就 是 BF' 和 BF 相 重 合 ， 所 以 BP 
平行 于 BC. 

1937， 在 人 480 的 边 4B、4C 上 上 分别 
取 点 卫 、B, 设 从 DD 
引 BE 的 平行 线 与 
40 相交 于 点 了， 从 
也 引 CD 的 平行 线 
与 4B 相交 于 点 G， 
求证 ; GF/ BC. 

解 要 证 明 BC// 


4B _ 40 
GF, 只 要 知道 蕊 5 一 配方 
AB .4B AD 
26 ~ 2D "28" 
由 BB// DF, CD1 EG, 得 
AB_AB AD_ 40 
AD™ AF’ AG AK: 


qe Co 


从 而 得 出 BC/f FG. 

1038， 在 人 4B0C 的 边 4 上任 取 一 点 
D, 从 DD 引 BC 的 平行 线 DB 交 4C 于 点 加 
从 吾 引 4B 的 平行 线 BF 交 BC 于 点 了 ， 继 
续 这 个 方法 引出 了 G、G 有 五、HI、17, 证 明 DD 
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与 了 重合。 又 EF、DI、GH 相交 于 一 点 时 ， 
求 点 也 在 4B 上 的 位 置 . 


F 1 i 


解 由 BO1/ DBI GH, CAJFGIIY, 
4LB1/ EFI I, 可 以 得 到 

AD AB. BF, BG CH 

DB EC Fo G4 4 
Cl 47 
1B 7B 
AD_AT 
DB JB’ 
。 AD+DB_ AJ+JB 
”DB JjB ， 
AB_AB 
DB JB* 

从 而 得 出 , DB 一 JB， 即 DD 与 了 相 重 合 . 
又 设 DI、BF、GH 相交 于 一 点 0, 因为 
DE GH BO, GE) DI LO 

HIN EF/ AB, 
根据 平行 四 边 形 的 性 质 , 得 
DE=GO0~0H= BF~=FI~ 170., 
:所 以 了 了 工 三 等 分 BC。 从 而 得 出 , DG 三 
等 分 4B, 加、 及 三 等 分 4C。 

1039。 设 四 边 
形 4BCD 的 两 边 
4PB、CD 及 对 角 线 
AC、BD 上 的 中 点 
分 别 为 PR、S， 
求证 : 两 线段 P@、 
B58 的 交点 0 是 线 
段 PQ 的 中 点 。 又 
在 两 边 4B、CD 及 
对 角 线 4C、BD 上 
分 别 取 内 分 点 卫 、. 
.RS 使 4P:PB、 
CY: DY AR:RC、 
BS:SD 都 等 于 
m:n, 设 线段 PQ、RS 的 交点 0, 则 比 PO:0@ 


即 
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一 一 一 一 一 -一 一 


的 值 如 何 ? 
解 因为 P、&S 分 别 是 B84、BD 的 中 点 ， 
所 以 


P82 地 AD. 
同样 , RK、@ 分 别 是 C4、CD 的 中 点 ， 
人 1 
“. BOL AD. z 
所 以 PSL RQ. 


由 此 可 得 , PRQS 是 平行 四 边 形 ,所 以 ES、 
PQ 的 交点 平分 P9. 2 

同 理 可 得 ,在 A4BC、A 人 DBC 中 ， 
”4P:PB=4R:RO， BS:SD=08:QD, 

+ PR/ BC, SQ/ BC. 

从 而 得 出 , PR SQ, 且 
PR: BC=m: (m+n), ,. 
SQ@: BC=n: (m+%) 。 (问题 -a 

, PR:SQ=m:N. 
“» PO:00=m:Nn, 

1040. 若 四 边 A N’ 

形 一 组 对 边 中 点 的 
连 线 过 对 角 线 的 交 
点 ， 则 这 四 边 形 是 
梯形 。 

解 在 四 边 形 
4ABCD 中 , 设 ECO、4 了 的 中 点 分 别 为  、N， 
对 角 线 的 交点 为 0, 且 W、O、 政 在 一 条 直线 
业 。 四 

若 4D、BC 不 平行 , 过 4 引 BC 的 平行 线 
与 BD 的 延长 线 相 交 于 D'"。 则 4BCD' 是 梯 
形 。 设 MO 的 延长 线 与 4D' 相交 于 和 W'， 则 
WV' 是 4D' 的 中 点 ， 

又 由 4AN=ND, 可 知 NN' /DD'. 

而 WN' 和 DD' 在 点 0 相交 。 这 就 和 和 
NN'f DD' 相 芳 盾 。 从 而 得 出 , 4D 与 4D 
相 重合 。 

即 4D1/ BC。 

1041. 在 梯形 
A4BCD 中 , 设 AC 和 
BD 相交 于 点 B,，BA、 
CD 的 延长 线 相交 于 
点 了 ,BF 了 的 延长 线 
与 4D、BC 的 交点 分 
别 为 过、M, 则 
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EL: EM=FL:FM. 
解 过 召 引 直线 平行 于 BC, 设 它 与 4B、 
CD 的 交点 分 别 为 G、 及 , 则 
BG 一 BH。( 问 题 1032) 
从 而 得 出 , 艺 、 分 别 是 4D、BC 的 中 点 。 
而 


FL: FI =LD:MO., 0 
又 ABDIcABBM. 
"， LD:MB=BEL:EM. 网 


而 及 B 一 MMC， 由 名 、 回 , 就 得 到 
EL:BM-FL:FM. 

1042. 在 八 4BC 中, 边 BC 的 中 点 为 
D, 边 AC 上 一 点 E, A C FF 
过 4 引 BC 的 平行 线 
与 BB .DB 的 交点 分 
别 为 F、G, 县 | 

AG=GF, B EC 
问 : 直线 4B、DEB、CF 是 相交 在 一 点 呢 , 还 
是 互相 平行 呢 ? 

解 在 梯形 4BCF 中 , 互 是 对 角 线 的 交 
点 ，D 是 BC 的 中 点 ， 所 以 4 和 DE 的 交 
点 G 是 AF 的 中 点 。 从 而 得 出 , B4、DG 和 
CF 不 是 互相 平行 ,而 是 相交 于 一 点 . 

其 次 , 如 果 A4BJ CF, 那么 4BCF 是 平行 
四 边 形 。 这 时 , 4G 一 GF, 从 而 得 出 ， 4BDG、 
GDCF 都 是 平行 四 边 形 。 所 以 

4DB1GD1FC. 

1043， 在 人 4B50 D 
中 , 引 直线 平行 于 中 线 
4 攻 ， 设 此 直线 交 A4B 
于 D, 交 AC 于 加, 则 

AD: AE=AB: A0. . 

解 设 DE 与 BC 的 B4 

交点 为 人 。 


* DE) AM, 
*. AD:AB—-MN:MB, 
AE:AC~MN:MO, 
而 以 是 BC 的 中 点 , 即 从 B=MC. 
"， AD:AB=~AR:40,.. . 
“» AD:AB=AB:AC. 
1044。 设 有 共 底 边 的 两 个 三 角形 4BC、 
4BD。 从 4B 上 任 一 点 五 引 两 条 直线 分 别 
平行 于 AC、 4D; 且 与 20、 -BD 分 别 交 于 点 
FG, 则 FGN CD .: 
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解 在 入 4BO 中 , C0411 FE， 


BE _ BF 
BA4 五 
又 在 AD4B 中 ， 
4D1/ EG, : 
BE _ BG 
BFB4™ BD* 
BF BG . 
a A 
由 此 可 得 ， FG/ CD. 
1045， 设 书 是 人 A4BC 的 中 线 4D 上 一 


点 ， 过 三 引 平 行 于 4B、4C 的 直线 , 与 BC 
分 别 相交 于 五 、 了, 则 


Bh=0F. 
解 … PB/ A4B, 
. BD_AD 
BE AP* 
“~ PF/ 4C， 
.LD AD 
” CF 44， 
BD_ op 
BE CF 
而 BD=C0D,'., BE=OF. 
19046， 设 也 是 
入 4BC 的 启 边 BC 
上 一 定点 ， 又 在 AD 
上 任 取 一 点 P,， 从 PP 


引 4B、4C 的 平行 线 
PX、PY, 与 BC 分 
别 相交 于 点 芋 、 了 ， 则 BX: 0Y 是 与 点 P 的 
位 置 无 关 的 定 值 . 
解 ' PX/AB, PY/) 40, 
BX_AP OF _AP 
5” 4D’ "0D™ AD* 


BX:CY = BD:OD, 
而 也 是 BC 上 的 定点 。 所 以 ，BD:CD 是 
定 值 。 由 此 可 得 , BX:CY 是 定 值 
1047. 在 BC 的 同 侧 有 两 个 等 积 的 
人 A4B AD5o, 若 4C、BD 的 交点 为 好 
五 有 /4PB， EG/ 0D,. EF .EG 与 BO 的 交 
点 分 别 为 了 G, 则 CF=BG。， 
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解 ”由 题 设 条 件 可 

CPO 

BC 0C4’ 

BG _ BE 

BC BD" 

又 BaaBc*= SADBEo. 

.. AD/) BC. 
CB BE 

从 而 得 出 ， TA BD: 

由 此 可 得 ， -5= 
OF 一 BG。 


1048. 在 人 45C 中 , 设 平行 于 50 的 直 
线 4N 与 4B、4C 的 2 
交点 分 别 为 到 、N，, 在 
C4 的 延长 线 上 取 一 点 
D, 过 WW 引 ZD 的 平行 
线 交 B4 的 延长 线 于 
点 B, 则 CBWMD. 
解 由 MW/ BC, 得 


又 NB BD. 


两 等 式 的 两 边 分 别 相 肝 , 得 
y AM. MAB 和 m AM .AD 
AD‘\‘:40°'°.' AE .A0° 
由 此 可 得 ， CB /MD, 

- 1949， 过 已 知 点 - 
0 引 三 条 直线 04D、 
OBB、00CF, 截 两 条 平 . 
行 线 分 别 于 4，B，C、 
D, BE, F, 设 AE、 BD 
的 交点 为 了, CB、 BF . EE 
的 交点 为 了 ， 则 节 了 与 这 两 条 平行 线 平行 。 

解 由 AC/ DF, 得 4B:DE~BO:EF. 
(问题 1028) 

而 AB: DE= BX:XD, 

BO:EF= BY:YF. 
', BX:XD—BY:YF. 

由 此 可 得 ， XY jj DF/ A4C. 

1050. 过 梯形 4BCD 的 对 角 线 交点 O 
引 两 底 4 也、Bo 的 平行 线 ， 与 两 腰 分 别 相交 
于 用、N, 则 .…- | 
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明 题 


ll 

AD Bo HNN: 
解 由 0 是 梯形 的 对 角 线 的 交点 ， 
MON 1 4D, 得 


NO _AN NO DY 
BOG AB B06 “Do* 
MN 2DM 
”” B00 D0 
由 此 可 得 ， 
1 . 2DM 
Bo MN.DO* @ 
十 @, 得 
_1 ,1.1 。2(MKC+DM)》 
DA4. BG MN. DG 
-2D0 .2 
MN:DG HN* 
1051。、 过 . 八 4BC 


内 的 一 点 卫 引 平行 于 人 
AB, BO CA 的 直线 ， 
与 BC、04、4B 分 别 


DG 
解 延长 4P 与 BC 相交 于 点 G, 则 
CE _ PG Sappo 


LO AG Saagpe . | 
同 理 可 得 ， : 
AF Sapao 四 
AB Sapho， 
BD _ Sapap 
BC . Sac4B ~ @ 
T+@+@, 得 
CE , AF , BD 
20 AB BH6 
Saract+ Sapact Sapan ,Sa4p0 ,1 
.Saagpo ea450 ~ 


1052， 从 和 4BC 内 的 一 点 0 向 三 边 引 
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直线 OD、0OB、0OF, 又 从 顶点 4、B、C 分 别 
引 平 行 于 0D、 O05、 
O08 的 直线 AD',BE'、 


CF", 则 
0D 4.08 
AD” “BE 
OF 
+ 
解 设 延长 40 与 BC 交 于 点 G, 则 
0D _ 0G .Sooig 
4D 4QG Saaao" 
同 理 可 得 ， 
OE _ Sao0o4 OF _ Seo4B 


BE' Sago4 OF SaoaB “ 
把 上 面 三 个 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 


. OD . OE OF 
AD’ BE’ CF 
一 aoage 十 Saccs 十 8ao4B SoaBo .1 
SaaBc Saanc 


注 当 点 0 在 三 角形 的 外 面 了 时 ， 上面 三 个 
式 子 中 一 个 为 正 , 两 个 取 负 ， 

1053。 设 入 4BC 内 一 点 P,。 过 P 忆 在 三 
角形 内 引 BC、C4、 
4B 的 平行 线 ， 它们 . 
分 别 是 DE、FG、HI, 


-2. » 
解 ' DE~DP+PE=BI+FC, 
FaG_BF HI,_IG 
CA BO’ AB B60" 
. DE ,FG ,HI 
" "B06 104+2B 
《BT 二 TO) + BF+IC 
Bc 8 
而 BF=BI+IF, IC=IF+FO, 
. DE, kG .HI 
”本 (101 
~ BITPC+ BITIF+HIFHFC 
六 
2BI+IF+FC) _. 23C _， 
EC- Bi 1 


1054. 设 D 为 人 4BC 的 边 4B 上 一 点 ， 


过 D 引 直线 平行 于 BO, 在 这 直线 上 取 点 九 ， 
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在 4C 上 取 点 了 , 使 BD 一 OF 一 TZ。 又 延 
长 BC、4B, 它们 
相交 于 点 卫 。 从 
己 引 2 的 平行 
线 PQ 与 40 的 
延长 线 相交 于 点 
， 则 
BP=QP 
一 90， | 
解 **" LQOP= LFCER= /CEF 
= LQPO, 
. QP=QC. 
CP_CB.BD. 
CY CE Bp:* | 
‘* CF=BD, .. CQ=BP, 
BP=QP=QC. 
1055,” 从 和信 4B0 的 顶点 C 和 4B 的 中 
点 卫 引 任意 的 两 条 平行 线 CF、DE， 分 别 与 
边 4B 的 延长 线 .A4C “ 人 A 


二 1 加 
Sa4zr 一 豆 人 Aaac。 


解 DB/ OF 下 
AD: AB= AF: AO, 
即 AB. AF = AD. AC. 


而 4D= 译 AB. 


又 


.. 4B.4F- 豆 4 了 .4C。 


由 于 A4BCO 与 A4ZF 共 角 4， 
Saagr,. AB-AF _ 1 


Gasc 4B.40 2° 
即 Bass 一 评 SaaBo. 

1056.。 设 有 两 个 CE DD 
共 底 边 虽 在 底 边 局 侧 工 人 
的 三 角形 ， 若 平行 于 
底 边 的 直线 被 两 三 角 
形 的 其 他 两 边 所 截 得 


线段 长 相等 , 则 这 两 个 三 角形 等 积 。 

解 ” 设 直线 BFGH 平行 于 4B, 县 BF 一 
GE, 则 

CHR:0A= EF:AB, 

DH:DB=~GH:AB. 
". OBE:04=DH:DB, 


证 明 题 . 
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… 由 此 可 得 ， 

CE: (C04A~0E)—DH: (DB—DH), 
即 OE:EA~DH:HB. 


+ OCD) 4B，Saapc 一 Sa4sp- 
1057. 在 平面 内 设 有 两 条 不 平行 的 直线 
KM、L'M'， 不 同 的 三 条 平行 线 44'、BB'、 
CC 与 LM 的 交点 分 别 为 4、B、C, 与 二 2 
的 交点 分 别 为 4、B'、O', 试 答 : : 
GD 车 直线 4B' 与 BC' 互相 平行 则 
44、BB'、CC 成 等 比 数列 ; | 
(2) 若 直线 40' 与 BB' 的 交点 0 是 BB 
的 中 点 , 则 44"、 BB'、CC' 成 调和 数列 ; 
(3) 若 44、BB、CC 成 等 差 数列 ， 则 这 


三 条 平行 线 的 位 置 如 何 ? 
解 (个 … 人 44'B'wABB'O', 
*, A4':BB'=AB':BO’, © 
又 A 和 AABB'wABOO', 
BB':00'~AB’': BC 四 


由 四 .四 ,得 44':BB' 一 BB' :CC . 
由 此 可 得 ，44、BB、CC 成 等 比 数列 。 
AL 


CBA 
BO _40O 0B'_ O00 
【70 
. BO ,05' _40+00' _ 

Ss 一 十 一 一 一 一 ”2 1, 
又 . BO=0B’, 

CR 
”” C0 A44’ BO BB’* 
由 此 可 得 ，44"^ BB'、 OC' 成 调和 数列 。 

L 


EAE 


《3) 从 可 9 各 引 4C 的 平行 线 分 别 与 
44' 相交 于 环 、 吾 ， 则 
FA'=AA4'—BB', FE=BB’'—C0', 


CB ArL 


“» FA4'~FE~=A4'—2BB'+CO'. 
而 44、BB、CC 成 等 差 数列 , 即 
AA'+00'=2BB'. 


". FA'~FE. 
由 此 可 得 ， ”4'B'=B'0'. 
人。 鱼 平 分 线 的 比例 线段 
1058. 三 角形 的 内 免 平分 线 分 对 边 所 得 
的 两 条 线段 和 
这 个 角 的 两 边 
对 应 成 比例 ; 
它 的 外 角 平 分 9 ， 
线 外 分 对 边 所 p E 
得 两 条 线段 和 这 个 角 的 两 边 对 应 成 比例 . 


解 设 4D 是 人 4 的 平分 线 ， 4 是 外 角 
0A4F 的 平分 线 , 4D、AE 与 底 边 的 交点 分 别 
为 DD 有 五 。 从 C 引 4D 的 平行 线 与 B4 延长 
线 交 于 也, 则 

LF=/BAD, /ACF= /7DAC. 

而 LBAD=/ DAC. : 

o» LF=/ACR, .. 4CO 一 4 万 

又 由 ADY OF, 得 BD:DCO= BA:AF. 

.". BD:DC=AB:AC. 

对 于 外 角 平分 线 的 情况 ， 可 引 CG 平行 
AE, 再 仿照 上 面 的 证 法 即 可 得 证 。 . 

1059。 八 4BC 的 边 BC 被 内 分 或 外 分 成 
两 线段 ， 它 们 的 
比 都 等 于 其 他 两 
边 的 比 ， 设 内 分 
点 、 外 分 点 分 别 
为 P.Q@, 则 P4 。 
和 @4 分 别 平分 PC 
人 4 与 人 4 相 邻 的 外 角 。 

解 ” 从 0C 引 4P 的 平行 线 与 B4 的 延长 线 
相交 于 点 D, 则 

BP _ BA 
“POC AD°" 
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> BP 4B 
。 .4B 4 四 
”35 人 


由 此 可 得 ，~4DCO= /4CD. 
而 人 4DO= ~PB4P，A4CD= LPAC. 
.. LBAP=/PAO. 
即 4P 是 人 4 的 平分 线 . 
间 理 可 证 得 外 分 的 情况 . 
1060.， 设 入 4BC 的 边 BCO: C4、4 万 分 
别 为 a、B5、c, 人 4 和 外 和 角 C4 召 的 平分 线 分 


别 与 BC 相交 _ 尼 
于 D 和 D'， 则 A 
_2abc 
DD'~ bi~e’ B D’ 
解 由 上 题 ， 得 i 
BD: DO=c:D. © 


设 BD=z, 则 DO=a 一 z。 


由 @, 得 ”Zz: (4 一 2) 一 c:b。 
Qc 
“Dt @ 
当 5<c 时 , 设 BD 一 由 则 CD 一 9 一 a- 
“YY—a) co, 
由 此 可 得 ， 
Qc - 
4 C 一 0” @ 


当 8>c 时 , 设 瑟 刀 一 /, 则 CD' 一 /十 ca。 
1: 十 C) 一 C:0。 
由 此 可 得 ， 
CO 
A 人 
@@ 一 @ 或 @' 二 @, 得 


;_ ”2apc ' 0 
a 


1081， 在 人 4BO 中 ，~.4 与 人 4 相 邻 
的 外 角 平分 A 
线 分 别 交 
BC 和 它 的 
延长 线 于 
DB, 设 DE De 0 E 
的 中 点 是 0, 则 O04 是 和 4BC 的 外 接 圆 的 切 
线 。 

解 在 人 4BC 中 , 设 4D、4B 分 别 是 4、 
与 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 , 则 
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BD BE 
| LO EC 
根据 题 设 条 件 ， 得 DO~0OB。 设 BO=z 
CO= DO 一 > 则 
Zs 。 0 十 2 
2—Yy y “Ziv - 
“(2—2) (+) = (2+2) 6 
2 
即 DO BO .C00O. 
而 DO=4O，(… LDAE=90°). 
“. 402= BO.00. 
部 | OA?~=0B.00, 
这 就 是 说 , O04 与 人 4BC 的 外 接 贺 在 点 4 
相 切 。 
1062， 和 作 4BC 中 ,人 4、 人 B、LC 的 平 
分 线 以 及 相应 的 外 角 
的 平分 线 与 对 边 的 交 
点 分 别 为 D、D',，E、 
E', FF'. 当 DD' 
EE' FF' 与 BO(= 
0 .CA(=b).AB(=0) 、 
同 向 时 取 正 值 , 反 向 时 取 负 值 , 则 


a 


D7 TE TH 
02 b2 C3 . 
Dy T Eh + FF ™0. 


解 ”D' 在 BC 的 延长 线 上 ,所 以 DD' 到 正 
值 。 如 图 , DD’>0, EE'’>0, FF'<0. 


根据 问题 1060, 得 
lo 1 _a-c 
DD'’ 2abe’ EB dabpe” 
1 22 一 02 
FF 2 ” 
DN 1 1 
和 十 万 了 7 tp 一 0， 
辣 理 可 得 ，-77r 一- 开 人 一 切 ， 


过 bt2(a?— co ， 


Eg 2abc 
oc? _ c2(62—a?) 
FP 2abc " 


,i DZ2 
Jr + BEr t=0. 
1063， 设 入 4BC 的 人 4、LB、LC 的 
平分 线 分 别 交 它 的 对 边 BC( 一 q) ,C4(=D)、 
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AB(=c) 于 DD、 BE、 试 证 六 条 线段 BD、 
DC, CE BA, AF、 FB 中 每 同一 个 取 三 条 
线段 的 积 为 ， 
C202C2 
(arb) (be) (c+a)” 

解 ”根据 题 意 ,可 
知 AD、BE、 CF 是 
入 4BC 的 三 个 内 角 
的 平分 线 , 则 由 问题 
1058, 得 

ciqa= AE:EO, | 

,60:(c+0) = AE:(AB+EO), 
ec: (ct+a) 一 4 万 :0。 
be 


A 


同 理 可 得 ， 了 B= 一 必 


OD OO 

2 CQ2D2C2 

。 BAPB DO TD DT ra 

1064. 在 和信 4BC 中 ， 引 平 行 于 BC 的 直 
线 DE, 交 AB、 AC 
分 别 于 点 D、 点 互 ， 
设 BC 的 中 点 为 双 ， 
且 MD 是 LAMB 
的 平分 线 , 则 2 至 是 . 
4MC 的 平分 线 。 

解 假设 LAMUO 的 平分 线 与 40 的 交 次 


为 B, 则 
AB':E'C= AM:MO, 
+ AD:DB~AM:MB. 
而 四 是 BO 的 由 点 , 即 轩 B=2O. 
*. AE':E'V0=—AD:DB. 
., DE'/ BC. 
而 DEW BC， 所 以 点 到 与 点 召 相 重合 . 
即 MB 是 人 《AMC 的 平分 线 
1065. 在 人 4BC 中 ， 设 一 有 -的 平分 线 
交 4C 于 点 D, LC 的 平 
分 线 交 4B 于 点 有 加, 且 
BE=0D, 则 AB=AO, 
解 因为 8、BD 分 
别 是 CC、 一刀 的 平分 
线 , 所 以 “ 


人 


B 
AB: BE= AC: BO, 
AD:0D=A4B:BC. 


而 BE=OD, 


A 


证 


明 题 


AE:AD=AC:AB. 
AE: AC= AD: AB. 
AE:AC=AD: AB, 所 以 八 ABDwANAOE, 


LABD= /ACE. 
从 而 得 出 ， 4BC= 4CB。 
，…。 AB=A0. 

1066. 在 A4B0 中 ， 人 4 及 与 和 4 相 

le 
> 线 分 别 交 对 

边 BC 及 其 和 
8, 设 线段 P9 PC a 


的 中 点 为 0, 则 OB:00= 4B?: 40?, 
解 ” 根 据 问题 961, 得 


a . 
042=0B.00. 即 5 入 7 
由 此 可 得 ， 和 人 04Bc>A 人 O04. 
.Sao04dn 


AB? 
“’ Sa04 O43’ 
Sao4ag .. OB 
Saoc4 00 
4B? OB ， 轩 


O04. O00 


又 
AO? OO O00 AG3* 
1067。 设 人 4BC 的 顶 角 4 的 平分 线 为 
AD， 它 的 内 心 为 0O， 、 
则 


OA 


.NN 


解 由 0 是 八 4BC 内 心 可 知 , BO.CO 分 
别 是 人 8B、 人 《人 C 的 平分 线 

.4A0 .4B. 40 _ AC 

"* OD™ BD’ 05 “D0? 


LO . 4B . AG 

"05 BD DoO* 
4B_ 40 _ AB+AG 
” BD D0 BD+DO? 

即 AB_ AC _ AB+AG 
BD DO 有， 

+ AB+40 _ 40 

'" TB 07 


1068、 人 4BC 中 , 40>AB, 在 L4 的 


上 平分 线 4 上 取 一 点 已; 则 
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若 点 也 在 D4 的 
延长 线 上 , 则 
EC -40 
PB ~AB* 
解 如 图 (4 在 LB 9 
的 延长 线 上 取 C', 使 “ 
40'==4O, 则 
A40PE2A4CP. (1) 
从 而 得 出 ，CPD= /LO'PD. 
-。 LCPD< /BPD. 
引 和 BPC 的 平 
分 线 PD', 则 D' 在 
DD 与 B 之 间 , 即 


” EB 

若 点 已 在 D4 的 延长 线 上 (图 2), 则 D' 在 
0 与 DD 之 间 ， . 

. F040 
PB- AB" 

1069。 如 下 图 ， 人 A40B=2g，00C 是 
40B 的 平分 线 . 设 一 直线 与 04、0B.OC 
分 别 交 于 芳 、 工 、 和 4， 且 OX=Z, OF =y、 
OZ=2, 证 明 z、y、z 之 间 有 人 下列 关系 : 

a 2cos0 
2 2 名 


解 由 Saxozt+Saroz 一 Saxor 可 得 ， 
言 OX"0Zsina+ 寺 O08 .O02sina 
OX.0Y sin2a, 


即 (ze 十 ge)sgina 一 zy.2sinaacosa。 


| 为 直径 的 团 上 任 
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,02 十 2 一 27Vco8w。 
等 式 两 端 同 除 以 zye, 得 
1 1 _2co0 
ms yy zg “ 
1070、 在 四 边 形 
有 4BCD 中 , 设 人 4、 
<C 的 平分 线 的 交点 
在 对 角 线 BD 上， 则 
另 一 组 对 角 B、 DD 的 
平分 线 的 交点 在 对 角 
线 4C 上 ; (4 
解 设 人 4、LC 的 平分 线 的 交点 卫 在 
BD 上 , 则 
AB:AD= BP: PD, BO:OD= BP:PD., 
AB: AD= BO:CD, 


… AB:BC=DA:0D. -+ ©@ 
设 人 B 的 平分 线 与 40 的 交点 为 @; 则 - 
BA: BC~-AQ:Q0., @ 


由 @、@ 得 D4:0D 一 .49:90. 
由 此 可 知 ，Z@ 是 LD 的 平分 线 ,; 上 及 人 B、 
人 DD 的 平分 线 的 交点 在 对 角 线 4C 上 . “”- 
1071，。 若 动 点 卫 到 两 定点 4、 妃 的 距离 
PA、 PB 的 比 等 于 定 比 m:n; 则 点 卫 在 把 线 
段 4B 内 分 各 外 分 成 定 比 m:nw 的 两 个 点 的 
连结 线段 为 直径 的 贺 上 。 (但 w 拓 rn) 
: [阿波 罗 尼 斯 定理 ] 
解 - 设 在 人 4PB 中 , P4:PB 一 m:n， 作 
人 PP 的 平分 线 . Pe 
PC, 则 
AC:CB= m:n, 
又 作 与 ZP 相 
邻 的 外 角 的 平分 
线 PD, 则 


A 


AD: BD=m:n. 

而 ZCPD=90°. 所 以 点 卫 在 以 CD 为 直 
径 的 圆 上 ， 即 在 以 把 4B 内 分 和 外 分 成 定 比 
m:n 的 两 个 点 C、 吕 的 连结 线段 CD 为 直径 
的 加 上 .. . i > 

1072. 设 把 
给 定 线段 4B 内 
分 和 外 分 成 定 比 
m:% 的 点 分 别 为 
C.D, 一 为 以 CD 


re 一 一 一 一 一 
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意 一 点 , 则 P4:P 刀 3 一 mm:。( 上 一 定理 的 道 
定理 ) 
解 过 点 B 引 PO、PD 的 平行 线 与 4P 
的 延长 线 、4P 的 交点 分 别 为 召 、 互 , 则 
PA:PE~AC:CB=m:n, 
PA:PF=DA:DB=m:n,. 
“. PA:PE~PA:PF. 


. “, PE=PF. 
又 己 是 以 CD 为 直径 的 加 上 的 点 ,所 以 
LCPD=90°. 
‘» BE/PO, BF/I PD, 
0 LFBE=~90°. 
而 PE=PF, .. PB=PE=PF. 
` 册 此 可 得 ， PA4:PB~P4:PE. 


即 PA:PB=AC:0B=m:n, 
这 就 是 说 ， 以 CD 为 直径 的 圆 上 的 任意 一 
点 了 都 必须 满足 条 件 
PA:PB=m:n. 
”1073， 设 和 4BC(4B440) 的 人 4 的 
平分 线 与 边 BG 
的 交点 为 D，BC 4 
的 中 点 为 冯 , 过 F 
点 4.D、M 的 贺 E 
与 4B.A4C 的 交 38 
点 分 别 为 也， es 
则 : BR 一 CF 
解 '…… BM.BD= BE.BA, 
CD.0M=CF.04, 
而 CM=BM, 
. BD BB BA 
“*" TD oF'o4° 
因为 4D 是 人 4 的 平分 线 , 所 以 
B4_ BD 
C4 “07 
和 BE 
由 此 可 得 TF . A 
1074. . 设 人 4BO 
的 项 角 4 的 平分 线 与 
底 边 、 外 接 贺 的 交点 分 
别 为 D、 五 则 . 
AB. AC=AD. AE. 
解 连结 B28. 在- 
ZZc. ZBAE~ LDAC, .. :i. 


后 C 


BE= CF. 
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*. 人 4BEWwAADO. 
从 而 得 出 ，4B: 4B=A4D: 4C. 
即 AB. AC=AD. AE. 
1075.， 设 人 4BO 的 边 BCO=a, 04=b, 
AB=c, at+b++c=2s, 人 4 的 平分 线 与 BC 
根据 上 题 可 得 


os 点 D, 则 A 
Sa 
AB.A0= .AD.AB. 


4bcs(s ~—a) 
(8 十 c)2 “ 
即 AB.AC=AD(AD-+ DE) 
=~AD?+ AD.ED, 


解 延长 4D 交 
人 4BC 外 接 贺 于 点 马 ， 
而 AD. ee 


__ . 
4 bte 
(问题 1060) 


C2bc- 
cb=AD? ET 


be[ (b+c) ?2—a?] 
(+o)? 


_ 42cs (8— a) 


。。 4D2 一 
人 二 co ， 
1076.， 设 人 4B0O A 
的 项 角 4 的 平分 线 与 中 
底 边 交 于 点 P， 延 长 
4P， 并 在 4P 的 延长 | 
线 上 取 点 @, 使 以 4P、 c 
4AQ 为 边 的 矩形 与 4B、 WE 
40 为 边 的 矩形 等 积 ， Q 
则 点 @ 在 人 4BC 的 外 接 园 上 (问题 1074 的 
逆 命 题 ) 。 
解 ”由 假设 ,得 4B.4C=4P.49， 即 
AB: AP= .AQ: AC. 
在 4ABP、 A480 由, LBAP= L049 


AB: AP=AQ: AC, 
.AABPWAAQYO. 
“» LABP=/AQYO., 
由 此 可 得 ,点 4、B、9、C 共 加 .也 就 是 点 @ 
在 人 4BC 的 外 接 加 上 。 
1077、 设 4B 是 半径 为 4 的 如 0 的 直 
径 , M 是 .4B 的 内 分 点 ,县 AM: 加 B=?:1 


oS We 
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过 2 引 弦 P8, 则 人 4P9e 面积 的 最 大 值 是 名 十 -人 一 
7 AB AC 
一 CQ3 
ee -上 + 二 一 工 _〈 定 值 ) 

解 人 4PQ 与 人 OPQ 公有 底 边 PQ， AB AG m: 

a Sarnro OM 1079.。 如 图 ,车 OP、O@、 OR、O8 的 长 

本 SaapQ 4M 分 别 为 2 G、7、S)， 

'”*” AM:MB=7:1, .. AM:OM=7:3. | 日 

所 以 ， Saopo 一 了 了 SaeaPC。 1+1 

» ga 


由 此 可知， 要 使 R 人 8 
人 4PQ 的 面积 取得 pee rs Fs 
最 大 值 , 只 要 使 AN 又 RS、PQ 相交 
Saop 的 面积 取得 最 SAVW8 | 于 7, 证 明 07 是 人 POQ 的 平分 线 . 

大 值 即 可 .而 OP、 \ 解 设 和 POS 的 平分 线 与 P89、RS 的 交 
08 都 是 圆 O 的 半径 ， 点 分 别 为 D、 五 , 则 由 上 题 可 得 
它们 都 等 于 a, 是 定 值 。 又 人 


Sa。 Fog 一 喜 OP.0Qsin /POQ. 
所 以 , 当 人 P08-90* 时 , APOQ 的 面积 让 | 1 .11,1 


得 最 大 值 , 这 时 ， OP On Dp Og MM 
Fp 而 m=- Sec <， 
人 (问题 1069) 
由 此 可 得 , 人 4PQ 面积 的 最 大 值 m= BO so Znos. 
7/1 7 
一 也 (一石 全 .. DO=%0., 


1078. 若 八 4BC 的 顶 角 A4 的 大 小 及 其 因此 , 0、 召 在 点 了 处 相 重 合 ,从 而 得 出 TO 


pe a A 
平分 线 4D 的 长 度 一 定 , 则 顶 角 4 两 夹 边 的 | 是 E09 的 分 绕 /4 可 的 外 


1 1 
倒数 的 和 万 方士 去 7 是 一 定 信 ， 角 的 平分 线 与 三 
解 过 卫 作 4C、 A 角形 的 外 接 加 的 
4B 的 平行 线 ， 它 们 另 一 交点 为 马 ， & 
分 别 交 AB 于 点 及 ， > 与 边 BC 的 延长 
交 4C 点 孔 , 则 线 的 交点 为 D， 入 上 D 
DE -DC @ 8 C 则 
AB B80" D AB.AC=AD.AE, 
DE _ BD @ 4D2 一 DBE.DO 一 4B.L4O. 
40 20 解 设 4E 是 与 人 4 相 邻 的 外 角 平 分 线 ， 
DF IDBE_DOtBD_ BO @ LBAB= /DAC. 
“4B 40 BC Bo “ 又 四 边 形 召 4CB 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
又 AD 是 人 4 的 平分 线 ， 且 也 /4P .» LE=/ACD. 
DB 1 4 总 , 所 以 ABDF 是 菱形 . 根据 题 设 条 .Ad4BEBwAd4CD， 
件 , 可知 ，4D、 玫 4 的 大 小 是 定 值 。 由 此 可 上 从 而 得 出 ， A4B:48=A4D:40.， 
得 , 姜 形 是 一 定 的 ,所 以 DE 一 DF, 且 其 长 一 ., AB.AC=AD.AE. 


定 ; 设 为 ro， 则 出 @ 可 知 ， 把 A 如 =DE 一 4D 代 入 上 式 , 得 
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AB.A0=AD(DE— AD) 
=~=AD.DH— AD. 


而 AD-:DE—DB.DO. 
*. AB.A0~DB.DO- AD. 
AD3~ DB.DO— AB.AC. 

1081， 在 人 A 人 4250 中 , 从 B、C 向 与 人 4 
相 邻 的 外 角 的 平分 线 了 
引 垂 线 ， 设 垂 足 分 别 
为 必 五 则 两 直线 
BE、CD 的 交点 在 
之 4 的 平分 线 上 . 

解 设 延 长 BD 与 
C4 的 延长 线 相交 于 
点 B。 因为 4D 是 
作 B4B' 的 平分 线 ,上 且 BB' | 4D, 所 以 

DB~=DB'. 

车 人 4 的 平分 线 为 4M,， 则 4M /BEBB 

设 DC 与 4M 的 交点 耳 , 则 有 
AF:FM = B'D:BD. 

而 BD=BD 所 以 fF 是 4M 的 中 点 ， 即 
CD 过 4 好 的 中 点 了。 

同 理 可 得 ，BE 也 过 4M 的 中 点 了 了。 这 就 
是 说 ，BE、CD 的 交点 (了 了) 在 一 .4 的 平分 线 
AM 上 ., 

1982. 设 直 线 4B 被 点 C、 了 DD 所 内 分 , 且 
AB: AC=AC0: 4D, 


过 4 引 等 于 40 的 ”下 

另 一 线段 4B， 则 

EC , 

0 是 LBBD 的 平 A 全 、 
分 线 . 


解 设 过 0 引 BEB 的 平行 线 与 4 的 交点 
为 £, 则 
AB: 40~ AE:AF. 
又 AB: A0= 40: 4D, 
*. AE:AF=40:4D. 
而 AB=40, .. AF=AD, 
由 此 可 得 ， CD=EF. 
又 LA0E=~/ ARO, 
, ACEDEANRCF. 
., LDEC=/FOB. 
“* EB/FO, LFCE~ /ORB,. 
., LDEC=/CEB. 
即 BC 是 人 BBD 的 平分 线 。 
1083， 在 人 4BC 中 ，L0 二 2LB， 设 


证 明 题 


人 LC 的 平分 线 交 对 边 于 D, 则 
CD=—%2 


» 


其 中 a、5、ce 分 别 是 人 4B0C 的 边 BC、O4、 
4 的 长 . 

解 设 BC=a, 40=b,，AB=c, 2 人 LB= 
LC, CD 是 LC 的 平分 
线 , 则 三 角形 BCD 是 等 
腰 三 角形 。 所 以 

BD=0D. 


又 
LBCD= /A0D 
= 人 ABC, 
', LABO=LA40D. 
由 此 可 知 ,4C 是 人 BCD 的 外 接 夯 的 切 
线 。 所以， 
AC4D.4B. 即 WAD.c. 
p74 ‘* AD:BD=b:a, 


. BD- .4 2. 
oc b C 


而 BD=CD， 0D~ 名 . 


1084. 在 人 4BC 中 ,4B=n40, 由 B 
向 人 4 的 平分 线 作 垂 线 ， 
设 其 垂 足 为 P, BC、4P 
的 交点 为 8， 则 

PQO:84= (n—1):2. 


A 
解 过 0 引 .4P 的 平行 A 
线 ,与 B4 的 延长 线 、BP 


一 
的 延长 线 的 交点 分 别 为 po 


吾 、F, 又 因为 4P 是 人 4 3 EF 
的 平分 线 ， 所 以 4B=~AC. 

在 4B 上 截取 4D 使 4D=46. 

po] 5P. 
“PQ:QA~—FO:0B8= BD:DE. 

而 AB=nAO., 

“. BD:DE=(n—1) 40;2 40C. 
. PQ:®A4A=(n—1):2. 

1085， 在 和 八 4BC 中 , GD 是 LO 的 平分 
线 ,CD 的 垂直 平分 线 与 4B 的 延长 线 交 于 点 
E, EA.EB=ED. 

解 ” 由 题 设 条件 可 得 , 人 人 ECD 人 EDO, 

‘” LEOCD=/BCE+/BOD, 
LBDO=/A+LA0D, 


这 


显然 ， 
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且 ECD= 40D， ， 理 BoD~ LC 
LBOB=/A. / 网 2 ° 
从 而 得 出 ，C 是 圆 4BC c 由 此 可 得 ，A 人 OBDwA 人 COE, 
的 切线 。 所 以 刀 D:O 了 =OD:O。 
*. EA.EB= EO. 而 OD=0R. . 
即 EA.BB=ED, “, BD:0D=0O0D:0E( 或 BD:OE 


1086. 在 A4BC 中 ， 
A0C 一 24B，/A4 的 平分 线 
与 底 边 BC 交 于 也 过 D 引 E. 
4B、AC 的 平行 线 DF, DE, 与 4B; 4C 的 
交点 分 别 为 且 、 了 ,又 了 8B、C5 的 廷 长 线 相 


Sazae 一 避 SA4Bc。 


解 由 -4 是 A 
LA4 平分 线 且 八 FE 
AC 一 24B 可知 ， We 
DB: DC C C 
“=AB:AC=1:2. 
又 DE/ 4C, DB 1 4B, 所 以 
和信 BDEwADOCF,. 
“» BE:DF=BD:DC=1:2, 
而 GB:GD= BE:DF. 
“, GB:GD=1:2., 
.. GB=BD. SAEBG ~ SAEBD. 
* ABBDwAABO, 
“» Bgpp:Saasc—= BD': BO?~—132: 33=1: 9. 


。， Sanap 一 地 Saapoc; 


即 Bass9 一 地 SaABo。 
1087.， 设 A4BC 的 4、 一 巨 的 平分 
线 相交 于 0O， 过 0 引 40 的 垂 线 与 边 4B、 


AC 分 别 交 于 DD、 万， A 


则 OD 是 BD、CBE 的 
比例 中 项 ( 同 理 O ~ 
也 是 BD、OB 的 比例 D/A E 
中 项 )， RS 
解 ”由 题 意 可 知 OB SC 
是 人 4BC 的 内 心 。 连 结 00, 则 
LCOE= (180" -与 4 -全 )- 90。 
Sr AQG /B 
a 


~—OE:0E). 
即 OD 是 BD 与 OB 的 比例 中 项 (0B 也 是 
BD、0 有 8 的 比例 中 项 )， 

1088. 若 人 4BC 的 顶 角 4 的 平分 线 交 
BC 于 D, 4DB 的 平分 线 交 边 4 于 卫 ， 
之 4DC 的 平分 线 交 4C 于 了 , 则 

Spgr:Sacgr—AB:AC. 
Spgn _ BE 
Sacgr AE" 
由 DB 是 人 4DB 
的 平分 线 ,得 
BE BD B 
<- 瑟 “ 27 D C 
人 ApEP 
SAAEF 


= ~ 


而 4D 是 人 4 的 平分 线 . 
BD AB 
CD 4 


代入 @， ye 
SABRF: ‘Sacgr— AB: 4C.。 
4 的 平分 线 


1089.， 在 八 4BC 中 ， 设 
交 对 边 BO 于 点 也 
BC 的 中 点 为 戏 , 从 
C 向 4D 或 其 延长 
线 引 垂 线 CPP 与 4 双 
或 其 延长 线 的 交点 
为 8, 则 4D 平行 于 
4C. 

解 设 延 长 C8 与 4B 交 于 0C， 则 40'~ 
AC。 因 为 收 是 BC 的 中 点 , 卫 是 CO’ 的 中 
点 ;所 以 


MP/) A4B, 
“, AO':PM—A0:0N. @ 


第 二 编 证 明 题 


由 轨 引 -AC 平行 线 与 4D 的 延长 线 交 于 | 4B"=4'B', 40"==4'0', 连结 B”"C”， 那 么 
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点 也。 
而 DB4P 一 人 P'LO。 
由 此 可 得 ”MPP' 一 MP'P。- 
"“， MP~MP', 
又 
AC: MP’'~— DC: UMD. ® 
由 、@, 得 40:0M~DO:MD. 
.. QD/ ac. 


1090。 在 人 4BC 中 , 设 边 BC 的 中 点 为 
妇 . 由 4 向 BO 引 垂 线 4 及 ， 人 4 的 平分 线 
4G, 则 


MH.MG~3 (40~AB)?, 


解 由 B 引 有 
BF | 4G, 设 重 
足 为 了 ,BF 的 
延长 线 与 4C E 
的 交点 为 殖 , 所 
WBF=~FE. Bb HCM C 
“, MFIAC. 


且 MP~308—3(40~AB) , 


又 四 边 形 48 已 瑟 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 

LFHG= /BAF=— /FAB~ /GFM. 

由 此 可 得 , 用 了 是 团 互 FG 在 点 耳 处 的 切 
线 。 


~ UH.MG— MF (AC~AB)? 


4 和。 相似 三 角形 、 相 似 多 边 形 、 
位 似 中 心 
1091。 如 果 一 个 三 角形 的 三 个 角 和 另 一 
个 三 角形 的 三 个 角 对 应 相等 ， 那 么 这 两 个 三 
角形 相似 。 
解 在 和信 4BC、 人 入 4'B'C' 中 , 设 
LA=/4', LB=/LB', LO0=LO'. 
如 果 在 4B、4C 上 分 别 截取 4B"、A0”, 使 
A 
A 


人 4B"0"@QAA4'B'O'. 
“, LAB"O0"—/B'=/B, 


BO 1 BO. 
。 AB 40 BO 
ee 467 CC7 B"'O" ® 


AA4BCwAAB"O", 
从 而 得 出 ， 人 4BOwwA 人 4 BO 
1092. 如 果 一 个 三 角形 的 两 条 边 和 另 一 
个 三 角形 的 两 条 边 对 应 成 比例 ， 并 且 夹 角 相 
等 ,那么 这 两 个 三 角形 相似 . 
解 在 人 4BC、 人 4'B'C' 中 ， 

4 Ad AB A0 


5 AO 
在 4B 上 截取 A4B”"4'B', 从 B" 作 BC 的 
平行 线 交 4C 于 0", 则 在 人 4BC、 信 4B"O” 


中 ， LA 公有 ， LB=/LB", LO=/LO", 


.». 人 人 ABOWAAB"O", © 
A 
A’ 
》 < /人 
B C 6 C 


又 AOC:A0"=AB: AB’', 
AB: A'B'= AO: A'C’', 
oe AC:AO"=AC:A'C'. 
o, AO"=A‘O’, 
., A 人 AB"C"@AA'BO'. © 
由 人 @、@ 可 知 ， 人 和 俯 4BCw 人 4'B'C'. 
1093. 如 果 一 个 三 角形 的 三 条 边 和 另 一 
个 三 角形 三 条 边 对 应 成 比例 ， 那 么 这 两 个 三 
角形 相似 . 
A 


解 在 人 4BC、 人 入 4'B'0' 中 ， 
AB Bo 0o4 


AB bo UA 
在 4B、4C 上 分 别 截取 4B’=4'B', 40”" 
二 A'O', 则 4B: 4B"==A0:40". 
.. BC 1 BC。 
因 雍 人 4BC 与 人 4B"0” 的 角 对 应 相等 , 且 


第 四 章 比 例 225 
三 组 边 对 应 成 比例 ， 当 人 4 和 人 LD 是 LD> 人 4 时 , 设 
.“. AA4BOwAAB"O". © LEDK=— /4, 
,. 4B _ BO 由 AA4BC ADER. 
x ” Ab” ‘pb"0"™ . 4B DE 
AB BO pe A ” 46 DK" 
A Bo 46 =4AB, eh 
BO 一 BC mM go ~ DF : 
". A4B"0C"@2AA4'B'C'. © 从 而 得 出 ， 人 DEF /DFK. 


由 、@, 得 A4BOwA4'B'C'. 
1094. 三 组 对 应 边 分 别 平 行 或 垂直 的 两 
个 三 角形 相似 。 
解 如 图 人 ,在 人 A4BCO、A4'B'C 中, 设 
AB/ A’'B', BO BO C4J C'A', 则 
LA4=L4, LB=/B', /0= /0", 
“, 八 ABOWwAA'B'O' 


(1) (2) 
如 图 (2), 在 和 人 BC、 和信 4”B”"0" 中， 设 
AB | A"B", BO| BC C410"4", 则 
LA=/4", LB=/B", LO= LO", 
AABCwAA"B"O", 
在 人 4BC、 和 人 DE 中, 设 


AB DE 
一 3 一 忌 "AO DF? 


则 ~C 与 ZF 相等 ,或 与 人 F 互补 . 
解 当 人 4= 人 D 时 , 则 两 个 三 角形 由 于 
两 个 角 对 应 相等 而 相似 , 所 以 CC= 了 。 


A 
4A 


1095. 


所 以 , LDKB 即 ~C 与 人 DBE 互补 。 
. 1096， 求证 : 若 八 4BO、 人 入 4'B'C' 适合 
于 下 列 两 个 条 件 , 则 这 两 个 三 角形 相似 : 

(i) AB: BC=A'B': B'O’; 

(i) LA=/4', 且 LA'>90°. 

又 若 条 件 ( 这 ) 改 为 下 面 的 条 件 (iii)， 上 面 的 
5 结论 是 否 成 立 ? 

(iii) LA=— /A' 有 HE /4A'<90°. 、 

解 假设 人 4=~4， 且 4'>9%0。 则 
公 C、LC 都 小 于 90*。 这 时 LC、 人 LC 不 能 


构成 补 角 , 所 以 ~C= 一 C'。 (根据 上 题 ) ,可 
得 
.. AABCwAA'B'O' 

车 LA4=L4', 且 人 4'<90"， 则 人 CO、 
人 LO" 必须 构成 补 角 关系 . 这 时 这 两 个 三 角形 

不 一 定 能 相似 。 

1097. 过 人 入 4BC 的 顶点 4 引 适 当 的 直 
线 把 A4BO 分 成 A 
两 个 相似 三 角形， 

则 人 A4BC 是 等 腰 
直角 三 角形 。 

解 引 直线 4D  B 
把 人 4BC 分 为 丙 5 上 


个 相似 的 三 角形 4BD、4CD. 下面 分 人 B 
一 人 0 或 者 人 B 一 人 O04D 两 种 情况 来 讨论 ， 

(i) 当 人 B= 人 LC 时 ， 则 可 以 就 <B4D 
叶 LCAD 还 是 人 BAD=LADC 两 各 情况 
进行 考察 。 当 人 4DO>LBAD 时 ， 得 
人 BB4D= LCA4D, 此 外 不 可 能 还 有 其 他 情 
侣 ;从 而 得 出 A4BC 是 等 腰 三 角形 。 

(站 ) 当 人 B=LO4D 时 ,得 

LBAD= /0, ALBAC= /B+ /0O., 

所 以 人 4 一 90*， 因此 人 4BC 是 直角 三 角 
形 . 

1098. 在 两 个 四 边 形 4BOD、A4'B'O'D 
中 , 若 角 按 相同 顺序 对 应 相等 ,对 应 的 两 邻 边 
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be 


8 AB ; 
解 设 BY es LB=/LB, 
则 人 A4BCwmA4' BO 
。 BOC 40O © 
ACB= /4A'C'B', 
而 ZC=L0", 
由 此 可 得 ， LA0D= /4'0'D', 
‘又 LD=LD'. .. AACDwAA'OD'. 
从 而 得 出 ， 
40 _、 CD D4 @ 
20 OD DA 
由 人 @、@ 可 知 ， 两 个 四 边 形 的 对 应 边 成 比 
例 . 因此 ,这 两 个 四 边 形 相似 。 


第 二 编 


D 
A TD， 
| 
B C B’ 2 C’ 


1099. 相似 多 边 形 能 分 成 个 数 相同 的 相 
似 三 角形 。 从 而 得 出 相似 多 边 形 的 面积 的 比 
等 于 相似 比 的 平方 。 

解 在 相似 多 边 形 4i4s4s…4。 与 

.42…44 中 ， 设 41 与 A1, 4 与 -42， "A 
与 4o 为 对 应 的 顶点 ,连结 4143、A144、…、 
A1A,-1 A142、 A14s、 SS AiAh-1i, 把 两 个 多 
边 形 分 成 个 数 相同 的 三 角形 。 


As A A2 Ams 
A A | 
A 入 从 
A | 
~ 


在 人 A414?4s 与 A414345 中 ,4s== 作 妇 
-4142: A2A3— A1 As: 424g， 


AAidsAyo A A A 4s. 
La4s4 一 二 才 省 全 
因为 .434344 一 一 44024542， 


LA1hsds= LA1A3 A4. @ 
又 A2A3: A2A4s3 = A143: A1As, 
4243: AsAs ~- AsAds: AsA' 四 
Aids: AiAs—Asds:Adsdi, 国 


证 明 题 


由 @@,、@, 得 人 4143s44o 人 414343， 
局 理 可 以 证 明 其 余 对 应 的 两 个 三 角形 都 相 


似 。 设 相似 比 为 去 , 则 


个 A44.4。 。 SA ,a 


Baashs 人 sh4i4r4， 

必 、4140-140 ” 琵 ， 
a? “ 
五 


BA444 十 SA44w4 于 … 十 SA 4。 
人 Ahh4 二 人 AL 人 十 …… 二 SAA14A4-1 全 

一 多边形 41t4o4-…4。 的 面积 _ 
多 边 形 414243…4n 的 面积 “ 

1100. 相似 多 边 形 的 局 长 的 比 等 于 相似 


. 比 。 
解 设 414243…4， 与 414243…A4s 是 相 
似 多 边 形 , 且 
Li14。 A 4248 _ Aada _.,. 
Aids Jha AsAds 
A.A: a 
404f b’ 
于 是 


Ge 4142 十 42>43 十 4344 十 … 十 4 41 
b .4144? 十 4243 十 4343 十 … 十 441 
_ 多 访 形 ht4o…4。 的 周 长 
多 边 形 4142…45 的 周 长 ” 


1101. 设 了 两 个 凸 四 边 形 4BCD.L'BAOITDP， 
则 这 两 个 四 边 形 相似 是 

B CD _ D4 ， 
成 立 的 必要 条 件 吗 ? 充分 条 件 吗 ? 必要 充分 
条 件 吗 ? 哪 一 个 正确 ? 

解 ”车 两 个 凸 四 边 形 4BCD、4'B'C'D' 相 
似 , 则 
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是 这 两 个 凸 四 边 形 相似 的 必要 条 件 。 


A 
A 
全 
B 
”~ & 


4B BO _ CD 
XE BB DT 一 万/ 
人 人 4, 连结 BD、B'D', 则 
‘» LA=LA', AB:A'B'm AD:A'D', 
AABDwAA'B'D'. 
“4B:A'B'=BD:B'D,', 
LABD= /4'B'D, 
BD: B'D'~ BC: B'C'~0CD:0'D', 
“, ABCDwAB'O'D'. 
由 此 可 得 ， 


-3 》 ZA 


LCBD== /C0C'B'D', 
LC=L0., 
而 这 两 个 四 边 形 都 是 凸 多 边 形 。 所 以 
LABC= /ABD+ /DBO, 
LA'BO=LA'B'D+LD'BC', 
.» LABC=/A'BC.'. 

于 是 在 这 两 个 四 边 形 中 ,因为 和 4= 和 4 
LB=LB', LO0=L0', 所 以 CD= 一 了 . 
又 由 假设 对 应 边 成 比例 ， 可 知 这 两 个 多 边 形 
相似 。 

所 以 ， 这 条 件 也 是 两 个 凸 四 边 形 相似 的 充 
分 条 件 。 由 此 可 知 , 它 是 必要 充分 条 件 (条 件 
都 正确 ) 。 

1102- 相似 三 角形 的 对 应 边 上 的 高 的 比 
等 于 相似 比 。 对 应 的 中 线 的 比 也 等 于 相似 
比 。 


A 
D 
ER Gs 
解 设 人 4BCwADEF, AH! BO, 
DGLEF. 
TB 一 一 也， 


LAHB= /DGE—90°, 
‘. AABHwADEG. 


., AH:DG=AB:DE. 

又 设 BC 的 中 点 为 用 ,BF 的 中 点 为 六 ， 

局 理 可 证 得 
AABMwADEN. 
“ AM:DN~AB:DE., 

1103， 相似 三 角形 的 内 切 圆 半径 的 比 等 
于 相似 比 。 

解 设 入 4BCw 人 4'B'O', OB、 OC 分别 
为 ZB、 人 C 的 平分 线 。0Q'B'、O'C' 分 别 为 
芝 B'、LO' 的 平分 线 , OD、O'D' 分别 为 这 两 
人 


人 从 


由 大 可 - Be pa 
LC=LCO'". 


LOBC~ /0'B'O', LO00B— LO'0'B'. 
人 . 
BC 
从 而 得 出 ， -Be 高 5r。 
又 LODB= /0'D'B'~90°. 
AOBDwAO'BD. 
. OD _0B . OD _B0 
”07 0F OD BO™ 
1104.， 两 个 相似 三 角形 外 接 贺 的 半径 的 


比 等 于 这 两 个 三 角形 的 对 应 边 的 比 。 


BIN SZ 
解 设 入 4BCw 人 入 4‘B'0', 它们 的 外 心 分 
别 为 0 与 0', 则 
LBOC=2/4, LB'O'C0'm2/A', 
而 人 4= 人 4'. LBOC= 一 BOC 
又 OB=00, 0'B'~00,, 
A 人 AOBCwAO'B'C', 
0B:0'B’'= BOC: B'C'. 
即 人 4BC、A 人 4BC 的 外 接 加 的 半径 的 比 
等 于 这 两 个 三 角形 的 对 应 边 的 比 。 
1105。 两 个 相似 三 角形 的 重心 到 对 应 顶 
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点 的 距离 的 比 等 于 相似 比 ， 
. 解 设 入 4BCw 八 4'B'O', 它们 的 对 应 中 
线 分 别 为 4D、4'D', 重心 分 别 为 G、G@'。 
由 人 和 俯 4BOCco 作 4B'C', 得 
LB=/B', 4B:A'B'’= BO:B'O', 
又 D、D' 分别 是 边 BC、B'C' 的 中 点 。 
BO: B'C'= BD: B'D'. 
在 和 人 4BD 与 和 人 4'B'D' 中 ,， 人 LB= 人 LB’, 
AB:4'B'= BD:B'D, 
| “. A 人 A4BDwA 人 A'B'D'. 
“» AD:4'D'~A4B:4'B', 


A 
从 
D C .B DD C' 


而 4G:4'G' 一 他 4D: 台 A'D'= AD: 4'D'. 


B 


。»。 AG:A'G'—AB:A'B'. 
同 理 可 证 得 其 他 的 对 应 中 线 的 比 也 都 等 于 
相似 比 . 
1106.. 设 和 4BC 内 接 于 定 加 0, 则 不 沦 
其 形状 如 何 。 过 三 边 


A 
中 点 的 加 的 大 小 一 
让 AN 
解 顺 次 连结 
人 4B0 三 边 的 中 点 全 
构成 人 人 DEF， 则 SN 
A 人 DBF 与 人 4BC 的 


对 应 边 互相 平行 ,它们 是 相似 三 角形 。 所 以 
这 两 个 三 角形 的 外 接 罗 半径 的 比 等 于 相似 
比 , 即 DE:A4AB=1:2. 

介 4BC 外 接 加 的 半径 一 定 , 而 过 也、 取 、 
丰 的 加 的 半径 是 加 0 半径 的 也 ,因此 它 的 大 
小 也 一 定 . 

1107. 设 
0 与 加 0' 相 交 


AX、AY, 4 下 与 
圆 0.O' 的 交点 ee 
分 别 为 C、D, 4Y 与 贺 0、:0' 的 交点 分 别 为 
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加 8, 则 人 和信 BOE 与 八 BDB 相似 ， 

解 ” 连结 4B. 在 人 BCB、A 人 5D7 中 ， 
/LOBE= /CAE=/DAF= /DBE, 
LBEC= /BAD= /BFD, 

所 以 这 两 个 三 角形 相似 . 
1198.， 边 数 相 同 的 两 个 正 多 边 形 的 周 长 
的 比 等 于 它们 外 接 园 半径 的 比 . 

解 设 两 个 正 多 边 形 A1A2.…A,, 
4142…A4 的 外 接 贺 的 圆心 分 别 为 O、O’', 则 
4142 一 A243=…= A,di, 

4142 一 4243 一 … 一 49.41。 


又 _Z.404- 盏 , LL04= 吧 . 


在 和信 A104, 与 作 410'4s 中 ， 

L41042= L410'4s, 
且 它 们 都 是 等 腰 三 角形 , 所 以 

人 A4i04zwmA410D'4)。 

。 A414 4O 

“” A4 AiO0™ 
多 边 形 4142…44 的 周 长 
多 边 形 4142…4s 的 周 长 


1109.。 从 锐角 A 
人 4BC 的 顶点 B、 
C 分 别 向 对 边 引 垂 到 D 
线 BD、CB， 则 
人 4DEwANABO. 
解 因为 
LBEC= /BDC =90°, 
所 以 BBDC 是 圆 内 接 四  。 
边 形 。 
“» LABD=/AO0B, A 
LADE= /4BC. 
“. A 人 ADEwAABO. 
1110。 从 加 外 一 点 三 
向 圆 引 切线 P4， 引 割 线 
了 PBO, 设 PBC 与 圆 相 交 . G 
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于 点 B、O， 连 结 4B、4C， 则 人 PA4B 与 
AP4C 相似 . 
解 设 卫 4 是 圆 的 切线 ,所 以 
LPAB= /0., 

在 和信 PAB、 八 PO4 中 ,人 P= 人 LP, 人 PAB 

~ /0, 
_“ APABwAPCA4. 

1111。 从 加 外 一 点 三 
向 圆 引 两 条 割 线 P4B、 
PCD, 分 别 交加 于 4、B， 
C\、D, 连结 4D、BC, 则 

APBCwAPDA, 
人 PACWwAPDB. 
解 . LPBC 
=/PDA, 
LP 是 人 PBC、 和 PDA 的 公共 角 ， 
“"。 APBOCWwAPDA. 

同 理 可 证 得 人 PACw 人 PDB. 

1112. 设 有 等 长 线段 4B、CD, 车 4C、 
BD 的 垂直 平分 线 相交 于 点 0， 则 


AO0ACwAOBD. 
. 解 根据 题 意 ， 得 ”A 
0A=00, 
0B=OD. 
又 ”ABCD, 
.. A 人 OA4B 
AOCD. 
“*, LAO0B= /00D. 
两 边 都 加 上 角 和 BOO, 得 
L400= /BOD,. 


而 AO4C、AOBD 都 是 等 腰 三 角形 。 
。“: A 人 NOACWwAOBD., 

1113. 一 直线 上 有 四 点 4、B8、C、D, 在 
AC、BD 上 作 相 似 三 角形 4PC 和 BQD, 设 
对 应 边 4Pf BQ, OP De, PQ 与 4D 相 交 
于 点 0, 则 04.0D=0B.00. 


解 ……” P4/65， 
.. OA:0B=0P:0@., 
又 PC I QD, 卫 
。。 OC:OD Q 
*. O04:0B. . 
=OC0:OD. A B CD 0 


即 04.0D=0B.00。 


Te 


斜 边 上 多 边 形 的 面积 


别 为 直角 A4PBO 各 
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1114. 若 在 直角 三 角形 各 边 上 分 别 作 对 
应 的 相似 多 边 形 ， 则 


与 其 他 两 边 上 多 边 形 
面积 的 和 相等 。 
解 设 P、Q、B 分 


边 上 所 作 的 相似 多 边 形 。 如 果 BC 为 斜 边 ， 
Pwo@，BC 与 40 为 对 应 边 , 则 

P_ BO? 或 五 本 

本 :或 BY™ 207* 


同 理 可 得 ， 一 作 一 上 


LOC2 4P2 
_P -e+2 
.2C3 LO3 十 4D2” 
而 A402+A4Bi=BO2,.…. PQ+R. 
1115。 3 引 平 行 于 梯形 ABCD(AD) BO) 
的 底 边 BC 的 直线 BC'， 则 所 构成 的 两 个 馆 
形 4B'C'D、B'BCC' 与 原 梯 形 4BCD 相似 
吗 ?又 这 两 个 梯形 在 什么 情况 下 相似 ? 
解 由 B'O’ 1 BO, oO 
可 以 得 到 几 对 同位 角 
都 相等 。 但是， 由 
AB 半 AB', 得 
AD,, 4AD 
AB ' AB’" 
因此 ,梯形 48'0'D 与 SB 
梯形 4BCD 不 相似 。 辣 理 , 梯形 B'BCC' 与 
梯形 4BCD 也 不 相似 。 
又 ,车 BC' 是 4D 与 BC 的 比例 中 项 , 则 
梯形 4B'C'Dw 梯形 BBCC 
事实 上 ,延长 B4、 CD 相交 于 点 0, 则 
04.4D _3BO_OB 
OB’ .BCI BC OB” 
AD_BO x .BC 
B'O' DC“ BC 
04..0B 
”” 0B’ 0B°* 
04 ,_. OB’ 
OB'—04 OB-OB’’ 
O04 OB’ 
* HB Ba: © 


假设 
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04_OB @ | 形 与 原 四 边 形 相似 。 
AD BC 解 从 四 边 形 
.Lm 和 AD BC ABCD 的 顶点 4、O 
由 “ 3 pr = DY 
+® ”4 人 向 BD 作 垂 线 ， 设 垂 
周 理 Ee 足 分 别 为 BG、 又 
DC 2 从 吾 、 刀 向 4C 作 垂 
由 假设 -2 -号 9， 线 , 设 垂 足 分 别 为 五 、 了。 由 假设 ,得 
”4D 4B' DO BC LBHO=90° = LBGO. 
得 Bo Bs- oO0™ po 由 此 可 得 , B、 及 、G、C 四 点 共 园 。 
, ZHGB= /HOCB. 
又 这 两 个 梯形 的 四 个 角 对 应 相等 ， 所 以 它 闻 理 可 得 ， E、 Se 点 共 贺 。 
们 相似 。 LHBEG~ ZHAB, 
1116。 设 A4B、0D 是 定 锅 的 互相 垂直 的 .。 AHEGwABAOC 
直径 。 引 任意 弦 又 同 理 可 得 ， 人 BFGw 人 4DO， 
EF, 设 CB,OF AB_ BO 4C 
与 4B 的 交点 从 而 得 出 ， 瑟 六 一 五 5 一 有， 
分 别 为 O、 互 ， 
则 AcHO 与 . 每 =- 千 - 货 . 
人 CBF 相似 ， 


_ 解 ZL 了 是 名所 对 的 加 局 角 ，LO 等 于 
BC 与 4 如 的 差 所 对 的 圆周 角 , 而 弧 BC、4C 
相等 。 所 以 
BO- B24=A40- BA=h0. 
由 此 可 得 , 、 LF~= 人 0. 
又 人 LBCF 是 人 CHO, CBF 的 公共 角 ， 
., AOHOWAOBRF. 

1117。 从 网 
O 外 一 点 了 4 向 
贺 引 两 条 切线 
4B、40, 连结 
切 点 B、C 的 弦 
与 04 的 交点 为 
D, 过 0 引 任 意 
对 CB, 从 有 各 向 C0 加 或 其 延长 线 作 看 线 , 设 
垂 足 为 互 , 则 八 A4DHc2ACBE. 

解 四 为 4D1LBC,， A 了 1LC 肪 ， 所 以 四 边 
形 4DCH 是 圆 内 接 四 边 形 。 从 而 得 出 ， 


LDAH = /BOBR. wy 
又 LAHD= /ACD. 
又 AC 是 贺 0 的 切线 ,所 以 4CD 一 一 五. 
‘, ZACD= /AHD, 四 
由 ®.@ 得 人 4DHwACBB. 
1118. 从 四 边 形 的 各 顶点 向 不 过 这 顶点 


的 对 角 线 引 垂 线 ， 磊 次 连结 垂 足 所 得 的 四 边 


AB __BOC_CD_AD. 
守 人 RP。 所 以 四边形 4BCDcw .四边形 
EHGF. 

1119。 设 从 入 4BC 的 外 接 贺 上 一 点 也 
向 三 边 BO、 C4、4B NA 
或 其 延长 线 上 作 重 六 SA 
线 ， 设 垂 线 与 圆 的 交 
点 分 别 为 DZ、F, 则 
人 DEFwAABC. 

解 从 己 向 BC、 
04、AB 作 垂 线 。 设 
垂 足 分 别 为 X、 了 了、2， D., 

则 LBZP=90°= /BXP. 
所 以 , B、 六 、2Z、 忆 在 同一 贺 上 。 
*, ZXBZ= /XPZ., 

即 LO0BA= ADP = /DEF. 

又 P、 ZX、 C、 了 也 在 同一 加 上 ， 


', LBCOA~ /EPX— /BFD, | 
由 此 可 得 ， 人 人 COA4B= 人 FDE, 
所 以 ， ADEFwAABC. 


1129. ， 用 三 角形 的 三 条 中 线 为 边 构成 一 
个 三 角形 ， 再 用 这 第 二 个 三 角形 的 三 条 中 线 
构成 第 三 个 三 角形 ， 这 样 地 继续 下 去 所 得 到 
的 三 角形 与 第 一 个 三 角形 相似 。 
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解 设 4D、BE、CF 为 八 4B0 的 三 条 
中 线 , 4 马 的 中 点 为 G, 在 FG 的 延长 线 上 取 
点 瑟 , 使 GH 一 FG， 则 4FBEH 是 平行 四 边 
形 。 所 以 

AFPLHELFB, FELARHZ DO. 

由 此 可 得 BE、4DCH 都 是 平行 四 边 
形 ， 和 CBF 是 
以 A4BO 的 三 
条 中 线 为 边 的 
三 角形 , 县 CG 
是 它 的 一 条 中 
线 , 互 是 它 的 重 
心 。 ， 
: 又 延长 8 如 与 0 的 交点 为 也 瑟 荆 的 中 
点 为 信 , 在 GN 的 延长 线 上 取 一 点 开 使 

NM=GN, 
则 ACGM 是 以 人 CHF 的 三 条 中 线 为 边 的 
三 角形 ， 
CM /HE/I AB, MG FE/) BC. 
而 GC 与 04 重合。 因此 ,由 人 CMG 的 三 个 
角 与 人 4B0 的 三 个 角 对 应 相等 可 知 ， 
ACMGw A AOB,. 

辣 理 , 其 余 情 况 也 可 得 证 。 

1121。 设 入 4BC 的 各 边 中 点 分 别 为 4'、 
B、 0 熏 心 为 五 ， 外 心 为 OO 则 AHAB 和 
从 04'B" 相似 , 且 其 相似 比 为 2:1. 从 而 得 出 
重心 G6 在 OH 上 ,0G= 计 OH. 


解 ”由 问题 500 可 知 ， 

4 万 :04' 一 2:1，B 克 :0ODB' 一 3:1， 

又 AH/ O04’, 

BH /| OB'. | 
.'. AHABwAOA'B’, 
且 相 似 比 为 3:1。 设 
44' 与 B80 的 交点 为 
G, 则 
“» AG:A'G=HG:OG 
=AH:40=2:1., 

这 就 是 说 ，44' 是 八 4BC 的 中 线 ， 点 G 
内 分 中 线 44' 成 定 比 2;1, 所 以 G 是 人 4BO 
的 重心 。 

而 由 HG:0G 一 2:1, 得 0G:GH=1:2, 


从 而 得 出 ， 


1 
OG=0H, 


1122。 过 人 入 4BC 的 三 个 顶点 分 别 向 把 
对 边 旋 转 相 同方 及 
疝 所 得 的 对 边 引 
夹 角 为 a 的 三 条 
直线 4P、BQ、 
CR， 则 这 三 
条 直线 作出 吕 
的 A4'B'C' 与 C 8 
A4BC 相似 。 又 当 人 m=60° 时 ,这 两 个 三 
角形 全 等 。 
解 设 人 BRO= 人 /a= 人 /49B, 
则 4、@、4、 互 共 吏 。 从 而 得 出 ， 
LBAC= BALO， 
LA.4PFO= /a LBAP 
一 ac 十 DLR 一 4PO 
由 此 可 得 ， 人 4B0OcA44B'O' 
又 当 人 a==60° 时 , 设 和信 4BC 的 三 条 垂 线 
分 别 为 4D、BE、CF, 则 由 
AC'PO= /0'Q0, 
可 知 O'、 PP、 &、C 共 贺 . 
-， 4P.4C' 一 49.40. @ 


B" 


同 理 可 得 ， 
AP.AB'~AB.AR. 四 


4C.4 媚 = AB.AF. ©® 
四 + 四 + 加 ,得 
AP(AB'+ .AO’) 

~—AB(AF+AR) + A40(49— ABE). 

*. AP.B'O'~AB.RFP+AC.QE. ©® 


因为 La=60°, 
、 2 
所 以 4P-- 订 4D 
1 1 
RF CF, 万 一 一 一 . 
~ ~ 3 " 0 


由 图 ,得 24D.B'0'~~4B.CF+4C0.BBE. 
即 2.4D. PC' 一 48A4po 一 2 AD BC。 


BO 一 BO 
因此 ， A4PFC2A 人 4 BIO。 
1123. 若 两 个 B i 
三 角形 的 三 边 分 别 B 
平行 ， 则 对 应 顶点 0 
的 连 线 相交 于 一 点 A - 
或 者 互相 平行 。 A 


解 在 人 4BC、 人 4'B'C' 中, BG] BC 
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OANC'A', ABI 4'B'. 1124、 把 一 
设 44 与 CC' 不 平行 ， 它 们 的 交点 为 C，| 点 和 多 边 形 的 各 
划 由 4C/ 4O 得 SB 顶点 分 别 连结 成 
_40 -CO gg, 线段 ， 再 按照 定 
40 O00. 入 比 内 分 或 外 分 这 
设 0B 与 4B c¢ Cc” | 些 线段 ， 则 顺 次 
或 其 延长 线 的 交点 连结 各 分 点 所 得 
为 B", 又 A 的 多 边 形 和 大 多 
AB) 4'B", 已 边 形 相似 . 
LO _ BO 四 解 ”按照 定 比 
40 8380” 把 点 OO 和 多 边 形 
CO _ BO 4142… 有 4 的 各 
由 名 ,名 ,得 CO Bo 训 关 二 带 让 内 
从 而 得 出 ， BCf BO (外 ) 分 ， 设 分 点 A 
而 BC BC。 所 以 点 pe 为 44，A42，…， 
B" 与 B' 相 重合 ， 4; 则 由 条 件 
吾 B' 也 过 点 O. 由 此 可 一 .041 04 _..., 
知 ,， 44'、 BB' C0' 相 NN Ud:1 04; 
交 于 点 0. | 可 得 ，4442V io，4243 AN 424s,…， 
若 44'1C0'， 则 % A 1 AnA1. 


AC0'4' 是 平行 四 边 形 。 从 而 得 出 ， 
AA’' LOO'. 
从 BB 引 44’ 的 平行 线 与 4'B' 交 于 B"， 则 
4BB"4' 也 是 平行 四 边 形 。 因 此 
DB" 一 44'” 上 且 BB”"=00'. 
所 以 , BCC'B" 也 是 平行 四 边 形 。 由 此 可 得 ， 
BO BO 而 BO BC。 所 以 点 万 "与 
B' 相 重合 ， 即 
4 1 BB’ 
hoc'. 
注 es 般 地 ， 
若 两 个 相似 多 边 。 《一 5 
形 的 对 应 边 互相 
平行 ， 则 对 应 顶 
点 的 连 线 相交 于 
一 点 ， 或 者 互相 
平行 . 车 对 应 顶 - 
点 的 连 线 相交 于 
一 点 ， 则 这 点 叫 本 
做 这 两 个 多 边 形 
的 位 似 中 心 。 车 / ~ 
对 应 顶点 的 连 线 
平行 时 ， 则 这 两 
个 多 边 形 全 等 。 和 


由 此 可 得 ， LAi= /Ladi, 4 一 一 42， 2 
LA.4n 一 4， 


目 04 .44 .04 .44 
OAs Ai4A2 OA, A243 
即 .44 4 LI.4 
Ads AoA AnA1 * 


所 以 ,这 两 个 多 边 形 相似 ， 

1125. 两 贺 的 公 切 线 和 连 心 线 的 交点 ， 
按照 两 圆 的 半径 的 比 
内 分 或 外 分 连 心 线 . 

解 ” 设 CD 为 两 区 
4、B 的 一 条 公 切 线 ， 
连 心 线 4B 与 CD 的 交点 为 0 或 0', 两 贺 
的 半径 分 别 为 及 7, 连结 40、BD, 则 

LACO=LBDO, .» ACN BD, 


最 
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AO:0B= A0: BD=R:?. 
同 理 可 得 ，40': BO'=R:7. 
注 40:0B=A0O:BO'(=R:?)， 
则 4、O、B、O' 四 点 成 调和 点 列 ， 把 两 个 图 
的 连 心 线 分 成 两 线段 的 比 ， 等 于 两 个 圆 的 半 
径 的 比 的 点 叫做 位 似 中 心 ， 如 果 这 点 是 内 分 
点 , 叫做 内 位 似 中 心 , 如 果 是 外 分 点 , 则 叫做 
外 位 似 中 心 。 简 称 为 位 似 内 心 和 位 似 外 心 . 
1126. 若 三 个 加 4、B、C 的 每 两 个 圆 的 
外 位 似 中 心 依次 为 一、 工 、 2 则 X、 了 工 、 Z 在 
一 条 直线 上 . 
解 老 圆 4、B、C 的 半径 分 别 为 7、7'、 
9"， 则 
AX_ 7 BY rr 
Tr? OF 7 


AX 7 


Saoxr ” 


由 此 可 得 ，- 艺 Seazz 一 2 


?7 Saoxy 


. 因此 ,点 2 与 2 相 重 合 , 从 而 得 出 他 、 了 、 
2 在 一 条 直线 上 . 

1127。 若 两 个 相似 的 平行 四 边 形 4BCD， 
4'BC'D' 公 有 人 人 B， A D 
则 40'、4'0、 BD 
相交 于 一 点 。 

解 若 A4C、BD 
的 交点 为 O， 则 点 
0 是 40 的 中 点 。. 
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,.。 BA’ BO’ jl 
”I A'O'N 40。 

由 此 可 知 ,在 八 4BC 中 ,A4C'、A'C 的 交点 
在 中 线 BO 上 。 即 40'、4'C、BD 相交 于 一 
点 。 

1128. 若 三 个 轩 4、B、C 中 的 每 两 贺 的 
内 位 似 中 心 依次 
为 孚 、 了 、2Z， 则 
AY、 BZ .CX 相 
交 于 一 点 。 

解 设 三 个 贺 
4、B、C 的 半径 
分 别 为 ro ， 
有 是 加 4、B 的 

、 上 A 
内 位 似 中 心 , 则 唐 坟 
BY 人 

同 理 Gy IF 

设 BZ、CX 的 交点 为 即 , 连结 4 到 ， 并 延 
长 4 矿 与 BC 相交 于 了， 则 


0 © 
”" _ 02 Sapwoe 四 
7r AZ SaApwA 
由 四 、@, 得 
7 _ Saawo _ CY’ 
7' Sapwa BY'" 
| CY CY’ 


‘* Br BY 

由 此 可 知 了 和 了 ' 相 重 合 , 所 以 , 4 了 、BZ、 
CX 相交 于 一 点 。 
1129. 设 0O 为 两 圆 的 位 似 中 心 ， 过 0 
作 两 圆 的 公 切 
线 ， 设 切 点 分 别 
为 C、0', 过 O 引 
任意 割 线 与 一 个 
圆 交 于 P、@, 与 
另 一 圆 交 于 书 、 
9， 则 四 条 直线 CP、C8@、C'P'、0'8' 是 每 两 
条 互相 平行 .这 时 ， 不管 割 线 位 置 如 何 

OP.0%' 一 OP'.O08 的 值 一 定 。 
解 设 和 4、B 为 两 团 中 心 ; ,由 B3 引 AP 的 
平行 直线 与 PP 的 交点 为 P", yy 为 半径 ， 
Ss LO AP” 
则 B= Bp7 


他 . 
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. AP BP" 
E ”” ”多 7 ~ 
出 此 可 得 ，P" 与 P' 相 重 合 。 所 以 
9 4O OP . 
又 人 和 人 CAO0Ww AO'BO, 
A0_00... OP 00 
“’ 05 00 ”OP 00° 
而 ZCOP= COP'. 
.. AOPCWwAOP'O' . 
PO P'C'. 
， » 09 .00 
同 理 可 得 ， AQ/ BQ 9 O00 O00 . 
C9@1CQ 


又 人 8QC0==LO0'Y' 一 LOP'C'。 所 以 C、 


Q、C"、P' 在 同一 加 上 ， 
Ge 


.". OP'.0Q=0C0.00', 
. 义 人 LYC'O=LOCQ 一 LCPQ. 所 以 C、P、 
C、 & 在 同 一 圆 上 ， 
+ OP.O9' 一 00.00 
OP.O4' 一 0P'.09 一 0C.00' 

而 00.0C' 是 定 值 , 所 以 OP:08'、OP'.0@ 
也 都 是 定 值 . . .…， 

1130. 过 两 区 的 位 似 中 心 的 直线 ， 与 两 
贺 相 交 ， 所 截 得 
的 弦 的 比 等 于 两 
圆 半 径 的 比 . 

解 ” 设 过 相似 
中 心 0 的 任意 直 P 
线 与 两 贸 4、B 的 交点 分 别 为 P、@, RE、 5S. 
又 两 圆 的 半径 分 别 为 入。 从 4、B 向 PS 
分 别 引 垂 线 4C、BD.。 连结 4P、BS。 因 为 
QO 是 两 圆 的 位 似 中 心 , 所 以 “ 


AO0_.” _ 4P 
OB 7 BS" 
又 4O _ AC AP_ 40 
| BO BD BS BOD 


由 此 可 得 ， 两 个 直角 三 角形 4PC 与 BSD 
相似 。 
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而 PQ=2PO, RS=—2SD. 


1131.。 作 任 意 圆 C 与 给 定 的 两 吕 MM、N 
外 切 , 设 切 点 分 别 为 8 及,. 则 过 人 @、 驴 的 直线 
必 过 两 圆 的 外 位 似 中 心 。 

解 设 延长 9BR 与 圆 六 的 交点 为 4， 则 
人 和 从 CQR、 信 NABR 是 三 个 角 对 应 相等 的 等 腊 
三 角形 ， . 

LCOR= LRAN, .. 
即 MQNNA. 

设 两 直线 六 N、8ER 的 延长 线 相交 于 点 9， 
则 和 人 MQOwANAO,， 

'， MO:NO=MQ:NA. 


GCC/ NA. 


即 8R 的 延长 线 与 MN 的 交点 0 是 两 个 给 
定 圆 四、 的 外 位 似 中 心 。 由 此 可 知 , 直线 
QB 过 两 圆 的 外 位 似 中 心 。 

1132. 设 两 定 阅 4, B 的 位 似 中 心 为 0， 
从 OO 引 与 这 两 贺 相 切 的 任意 团 卫 的 切线 00， 
则 CC 是 定 长 . 

解 ” 设 圆 卫 与 两 定 圆 4、B 的 切 点 分 别 为 
D、 刀 ，DB、4 互 的 交点 为 0， 由 上 题 可 知 O 
是 两 定 贺 的 外 位 似 中 心 。 而 4、B 是 两 个 定 
圆 , 所 以 它们 的 位 似 中 心 0 是 定点 。 


,由 问题 1129 可 知 , OR.OD 一 定 信 ， 
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设 00 是 从 O 〇 向 圆 己 所 引 的 切线 , 则 
O02 一 OB .0D= 定 什 ， 


从 而 得 出 OC 是 定 长 . 
1133。 从 A 人 4BO 的 顶点 4 向 边 BC 引 
垂 线 4D, 若 4D A 
在 三 角形 内 ， 且 
AD 是 BD、 DC 
的 比例 中 项 , 则 c 
人 LB4C 是 直角 . 国 
解 由 AD 是 BD 与 DC 的 比例 中 项 可 得 
BD _ AD 
AD™ Do 
而 LADB= /ADC=90°.- 


由 此 可 得 ， 入 4DBwACDA4. 
LABD= /CAD, LBAD= /40D. 
.. LBAD+/CAD= /ACD+ /ABD. 
从 而 得 出 ， 人 BAC 是 人 4BC 三 个 内 角 和 
的 一 半 。 所 以 人 BAC 是 直角 。 


4134.， 在 直角 .从 
三 角形 4BC 中 ,从 
直角 顶点 4 向 叙 边 
BC 引 垂 线 4D,. 则 8 和 C 
BA?= BD. BO, 


CA=0D.CB, AD= BD.CD. 
解 因为 和 B40=90°, 4D | BO 所 以 
ABADwABCA. - 
., BA:BD==BO:BA, 
*. BA BD.BO., 
同 理 可 得 ， 作 40Dw 人 BOA. 
., C4:0CD=0B:04, 


“G42=0D.0B. 

又 AABD> ACAD. 

.. AD:BD=0D:4D. 
“. ADm=BD.0D. 

1135， 设 直角 三 角形 4BC 的 两 条 直角 
边 为 G、D， 从 直角 C 
顶点 C 向 斜 边 4B 
作 垂 线 c， 则 

1 i ! 


器 


TA 

解 设 和 信 4B0 的 面积 为 8. 
40=28=0' VGBT 
1 1 a 
0 403 bi"™ 483 


| 4B:0A2= BD: DO.. D 


的 平分 线 与 4D、 


235 


2 1 02 十 2 Many a 
457 25 区 了 
Se 从 直角 A 
三 角形 4BC 的 直 
角 顶 点 4 向 斜 边 
BC 作 垂 线 4D, 则  B 


解 ，… 人 ABD4oA4DO， 


“.。， AB’:CA?= BD:DO, 
1137. 从 直角 三 
角形 4BC 的 直角 顶 
点 4 向 斜 边 BO 作 垂 
线 , 设 垂 足 为 P, 从 三 
向 边 4C、4B 分 别 作 
得 线 ， 设 三 足 分 别 为 
@、 羽 ,4C、4B、C@、BR 的 长 分 别 记 为 5、 
c、4、?, 证 明 53:c3 一 927。 
解 入 4PC 是 直角 三 角形 ， PQ 是 由 直角 
顶点 卫 疝 斜 边 所 作 的 垂 线 ，@ 是 垂 足 ， 
*, CPI=0Q.04.. 
同 理 , 在 直角 三 角形 4PB 中 ， 
BP?= BR.BA. 
又 在 直角 三 角形 4BC 中 ， 
BP.BC=AB’, CP. BO~ .AO2, 
Ce _ors, BA 
BE O04 BD 
Re nay 
BP/) 0 \AB 
AG3 bs 
“TAB 
23 gq 


.4B 
25 


即 Sg OO-g:7, 


1138. 从 直角 三 角形 ABO 的 直角 顶点 
4 向 斜 边 作 垂 线 A 


AD, 又 引 ZB ee 
40 分 别 交 于 如、 
, 则 5° 
DE Am 
“AE OF: 


解 在 人 4BO 中 , BFF 是 公 B 的 平分 线 ， 


BD 7 
4 
BA_ AF 
Bo oF: 

而 AABDw ACBA. 


1139. 从 直角 三 A 
角形 4BC 的 直角 项 E 
点 4 向 斜 边 BC 作 垂 sp 
线 ， 设 垂 尼 为 也 边 / 5 
A0 的 中 点 为 Z， 直 
线 瑟 D 与 边 48B 的 延长 线 交 于 点 卫 , 证明 
AB: AC=~ DF':AF. 
解 * ED=EC=HA, 
-. LCDBE=/ECD. 
又 LBDF= /CDE, /ECD= /FAD, 
.. LBDF~— /FAD. 
.. ADBFwAADF. 
“+ DF:AF=DB:AD. 
而 DB: 4D= AB: 40. 
“, AB:AC—DF:AF. 
1140. 直角 三 角形 
ABO(4=90°) 的 LB 下 
的 平分 线 与 4C 的 交点 ， 
为 也 由 4、DD 向 BC 6 
分 别 作 垂 线 ， 设 垂 足 分 A ?了 
别 为 瑟 、 及 , 则 BK 是 B99、BC 的 比例 中 
项 
解 在 人 4BD、 和 KBD 中 ,人 4~ 人 人 DKC 
90"，L4BD= /KBD, BD 是 人 ABD、 
人 和 KBD 的 公共 边 ， 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 ， 
从 而 得 出 ，BA=BK，. 
在 直角 三 角形 4BC 中 ，4 万 是 直角 顶点 
如 向 斜 边 作 的 垂 线 , 所 以 B42 BH . BO， 


" BRE?=BH.BO, 
即 BK 是 BH、BC 的 比例 中 项 。 

1141。 在 直角 A | 
三 角形 4BC 中 ,从 E . 
直角 顶点 4、4C 上 
任 一 点 马 向 斜 边 间 
BC 作 垂 线 AD、 .DF Re 


EF, 则 :AB’=BD.BF+AD'EF, 
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解 '. L004B=-90°, 4D1 BO， 
.. AB?= BD.BO,. 
即 | 
AB~ BD. (BF+CF) 
= BD:.BF+BD.OF, © 
又 ”AABDWwAOBF. 
“. AD:BD=O0F:EF. 
“, BD.CF=~AD.EF. © 
出 .@, 得 4B=BD. BF+AD. BF. 
“1142。 过 直角 E 
三 角形 4BO 的 斜 
边 BC 的 中 点 让 作 
直线 垂直 于 BC, 交 
AC、B4 的 延长 线 5 并 
分 别 于 下、 万， 则 M 
AM2—= ME.MF. 
解 人 BMC=90° 二 /AAC， 所 以 吾 、4、 
3M、C 四 点 共 贺 ， 
“ LC=LB, © 
而 人 4BC 是 直角 三 角形 ,下 是 斜 边 的 中 
点 。 
.» AO= Ma4C. 四 
由 @\、@, 得 也 一 -人 M4C. 
由 此 可 得 ，M4 是 人 4 万 中 的 外 接 圆 在 点 
4 处 的 切线 . 
“» MA—~ME.MF. 
1143.、 从 直角 三 角形 
ABC 的 直角 顶点 C 向 斜 
边 4B 引 垂 线 0CD, 设 D 
为 垂 足 ， 以 4D 为 直径 的 


圆 与 边 4C 的 交点 为 加， 

则 AE:0CB=AC2:BO3.。 “Ca 

解 …” /4BD=90"，…、DBE_L40. 
又 BOLACG. .. BO/DB。 

“. AE:EC=AD:BD, 

而 ' 人 4D0wACDB. 


*. Saapo:Sacpa™ AC?:0B3, 
又 SA4pc:Sacps 一 4D:DPB。 
4 也 :1C 了 一 403:CB2， 
即 "AE:0E=AC?: BO2。 

1144. 直角 三 角形 4BC 中 , 人 4 一 90°， 
在 边 4B、4C 上 分 别 到 点 卫 、 8, 由 取向 直线 
PQ 所 作 垂 线 4 五 与 BC 交 于 D, 则 

BD:CD— AP.AB: AQ. 40, 
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解 从 五 作 3B] 40， 入 
设 BB、AD 的 交点 为 如 
则 
BD:CD~BE:AC. ® B 
在 人 4PQ 与 ABEA4 


» 


LPAQ— LABE~=90°, 
LAPQ—90° ~ /PAF~— /QAB 
-ZBBA. 
由 此 可 知 , 这 两 个 三 角形 相似 . 


". AP:A4Q=BE:BA. ©® 


由 @、@, 得 


邵 BD:CD=AP.AB: AQ.AC0. 
1145。 设 直 A 
角 三 角形 4BC 
的 斜 边 BC 的 中 
点 为 D，48 的 
中 点 为 ,AB DM 
的 中 点 为 了 , 若 从 石 向 BC、AD 所 引 垂 线 分 
别 为 了 FM、 FL, 则 PM:FL=3:1, 
解 在 A4FL、 人 BFM 中 ， 
LALF~— /BMF=90°, 
又 了 为 和 斜 边 BC 的 中 点 ,所 以 
ZFBM= /FAL. 
“» A 人 BFMwAAFL. 
"» FM:PFL=BF:AF. 
而 BF:AFP=3:1. ., FM:FL=~3:1. 
1146. 从 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 
C 引 两 条 直线 CD、CB, 使 这 两 直线 与 BC 的 
夹 角 相等 ， 设 CD、0B 与 4B 或 其 延长 线 交 
于 也 ,也 若 妈 为 
4B 的 中 点 ， 则 
MB 是 人 DME 
的 比例 中 项 . A MDB E 
解 人 48C 是 直角 三 角形 ,0C 为 直角 顶 


LMCB= /MBO. 
由 假设 ,得 人 人 DOB= 人 ECB. 
所 以 LMCD™ /OBM. 
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由 此 可 知 ，MWC 是 人 DOB 的 外 接 闵 的 切 
线 ， 从 而 得 出 ，MC? 一 MD.ME. 
“. MPR=MD.ME. 
即 人 以 BB 是 用 D、WMB 的 比例 中 项 . 
1147. 直角 三 角形 4BC 中 , 人 人 B 一 90°， 
4 的 平分 线 与 边 A 
BC 相交 于 也, 则 
4FH BO 
AD? ”30 万 ， 


足 ，BB 与 4C 交 于 丈 , 过 吾 引 .BC 的 平行 线 
与 40 交 于 G, 则 4B 4.4D， 
“» LBAD= /FAB, ABLBF, 
*, BE~EF. 
又 ZG BC。 所 以 2BG= BO 


一 


… IFA ~ AD OD 
_2EG_ BO 
30D ~ B65D* 
而 4B _ BC 
A ~ 20D* 
1148.， 在 直角 E 
三 角形 4BC 的 斜 B 
边 4B 上 取 一 点 及 
D, 4B 的 延长 线 A 
上 取 ee 点 E, 若 C 
LBOD= LBOE- /4, 
则 DA: DB— B.A?: BO. 


解 由 人 BCD= 人 BOE~= 人 人 4, 得 
LA0B=/CDA—90°. . 
DA:DB=ACO; BC?=—DO2:DB?. @ 
又 在 人 和 人 CDE 中, 0B 是 人 DOB 的 平分 线 ， 
且 C41CPB， 
。 了 4:D4= EO:DO. 
. EA:EC=DA:DO. 
又 DA:DO= DO:DB, 
“, EA:EC~DO:DB, ©® 
由 @、@, 得 DA:DB= 太 42: O02. 
1149。 设 直角 
三 角形 4BC 的 余 
边 BC 的 中 点 为 0， 
入 400 的 外 心 为 
0， 从 4 向 BC 作 
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垂 线 ， 垂 足 为 互 ,， 4 五 与 BO' 的 交点 为 内， 
则 AM: MH =2:1, 

解 设 48 与 圆 0 交 于 D。 册 .人 4=90° 
可 知 , DO 是 加 0' 的 直径 。 

.DO'~0'0, 
又 B000, BO' 与 DO 的 交点 G 是 人 DBO 
的 重心 。 所 以 

DG:GO =2:1, 

而 四 边 形 DACO 内 接 于 加 0', 且 DC 是 欧 
0O' 的 直径 ， 由 此 可 知 ,，DOLBC， 从 而 得 出 ， 
DO 4, 

» AM:MAH-DG:GO=2:1, 

1150。 在 人 4B0 中 ， 人 LB 为 直角 ， 设 

BD|4C, OF | BO, BD 


~» 


的 延长 线 与 C 刀 交 于 及 
AD 4B\W3 
则 做 -( 盆 ) 
解 *. 人 入 4DB 
mAABO, 
AD :4AB 
D3~B0: 0 
.+ ABDCwAABGC, 
. BD_AB 
"773 
“* ACDEwAA4ABO, 
CD _ AB 请 
" DE 5 
由 Xx@x@, 得 
-~( 人 ) 
DE NE/ 
1151。 车 正 入 
方形 DBFG 内 
接 于 直角 三 角形 
ABOC(/ 4A=90°), 
边 BZ 在 斜 边 


BO 上 , 则 BF 是 BB、FC 的 比例 中 项 ， 
解 由 人 BBDPDAGFCO, 得 


BE_GF 
ED FO" 
。 BE EF . 
Le ee. BF FG* 
即 有 FF 是 B 召 、FC 的 比例 中 项 . 


1152。 设 忆 为 直角 三 角形 4BC 的 斜 边 
AC 上 的 一 点 ， 过 呈 点 作 4C 的 垂 线 与 4B 
的 延长 线 ，BC 分 别 交 于 一 、 己 , 若 


证 明 是 


BD?=DB.DF, 则 DD 是 40 的 中 点 。 
解 在 人 DB A 

.与 人 ADEB 中 LD 

是 公共 角 , 县 
DB’= DE. DF, 2 

所 以 DB 是 FE 

BE 了 在 点 B 处 的 


C 


而 LO0=LB. 
从 而 得 出 , DC= DB 一 D4. 即 刀 是 40 的 
中 点 。 
1153。 从 直角 三 角形 4BC(B 为 直角 ) 
的 顶点 B 向 40 引 


A 
屡 线 BD， 在 BD D 
上 取 一 点 E, 使 
BD 4D 
AD ED’ 
连结 CB, 则 a ¢ 
SA4BD— SaDEC. 


解 在 人 4DB、 人 EDC 中 ， 
LADB=90°= /Do, 
。 Sa48Dp _ AD.BD 
” Srgno 万 万 .07 
BD 4D 
而 4D ED* 
* 人 BDOwAADB, 


Se4sp ,1 
本 
Sapxo 
SaABD—SADEO. 


1154。 直角 三 角形 4BC 中 ，B8 为 直角 ， 


人 4、 人 LC 的 平分 线 4 力 、 CB 的 交点 为 0, 则 
AO40 的 面积 一 总 四边 形 4BDC 的 面积 . 


解 ” 设 内 切 圆 0 与 边 C4、4B、BC 的 切 
A 四 


点 分 别 为 FG 瑟 ， 
则 0OG/ EC OH I 
AB. 


BD 4B 
0°26 
BE BO 
BE BO B 
HO HOG- © 
,BD:.BE AB.BG 
Dx@ 得 ”60H0 -46-B0. 
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而 A4BO 是 直角 三 角形 。 所 以 


而 BD.BB=2 八 BDE 的 面积 ， 
GO. 瑟 0 二 正方 形 0GBEH 的 面积 ， 
4B. BC=2 信 4BC 的 面积 ， 
AG-HC=AF.FC 一 和 八 ABC 的 面积 
(问题 822) 。 
.“。 入 BDBE 的 面积 
一 正方 形 0GBEH 的 面积 。 
从 而 得 出 ， 
四 边 形 4BDC 的 面积 
一 ( 人 4B0 的 面积 一 正 方形 0GBH 的 面积 ) 
~2( 作 O04F 的 面积 十 人 OCF 的 面积 ) 
一 2 人 AO40 的 面积 。 
人 和信 04C 的 面积 


一 去 四 边 形 4BDC 的 面积 。 
垂 足 ， 则 4D 把 人 4B0 分 成 两 个 三 角形 的 
的 比 等 于 对 应 边 的 
US 
II 一 4D:L4C. 
"。 S:S'~BD:DO. 
和信 A4DC 的 内 切 圆 面积 的 和 等 于 人 4BC 内 切 
则 
BC? 


内 切 贺 的 面积 的 比 等 于 BD: DCO. 
比 。 设 这 两 个 三 角 
又 设 这 两 个 圆 的 面积 分 别 为 SS, 则 
1156。 从 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶 
圆 的 面积 。 
了 2 72 
™ ab: 
ea A 
”042， 


1155。 设 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 
为 4, 从 4 向 斜 边 BC 作 垂 线 4D, 设 卫 为 

解 因为 A4BDwAC4D， 所 以 这 两 个 
三 角形 内 切 圆 半径 A 
形 的 内 切 贺 的 半径 pa 
分 别 为 和 了， 则 

RS:S' 一 72:72 一 4B234C3. 
而 4B?:403=BD:DO., 

点 4 向 BC 引 垂 线 4D, 把 三 角形 4BC 分 
成 两 个 三 角形 4BD 和 4DC， 则 人 4BD、 

解 “显然 , 人 4BCww 和 DBAw 人 D4C, 设 
这 三 个 二 Ne 尽 、 

BR2 本 

Ga BTOL 
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4DBP2+O042 一 BO2。 
“727 
由 此 可 得 ，7%7? 十 nw7? 一 zBR2. 
1157。 在 直角 三 角形 4BC 中, B 为 直 
角 。， 把 边 4B 三 等 分 , 再 A 
过 各 分 点 引 4B 的 垂 线 把 
A4BC 分 成 三 部 分 , 设 这 DD 入 F 
三 部 分 的 面积 按 靠近 边 
BC 的 顺 次 记 为 了、 Q， 荆 € 
则 式 十 G 一 27。 
解 设 三 等 分 4B 的 点 8 C 
为 力 、 有 , 过 DD、 万 引 A4B 的 垂 线 与 4C 的 交 
点 分 别 为 HR、G.. 这 时 ,三 个 三 角形 4DF， 


` 4EG，, 4BO 相似 。 


Saapr: Sa 4agg:Sa4Bo 
=AD?: AE?: AB?. 
而 AD:AE: AB=1:2:3, 
“。 SAapr:Sa4zgo2SaAasc 一 1:4:9。 


1 
Se4pF 一 可 SA4Bc， 


4 
SAAEG 且 SA4ao。 


设 ”梯形 BCGE 的 面积 =3 
梯形 BGFD 的 面积 = 了， 
A4DF 的 面积 =2Z, 则 

了 =SA4B0O 一 SaaEG 


== Sa4Bc™ 了 Saase 一 也 Saago, 
了 一 Sa4zG 一 SA4DZ 


-$ Saaso - 子 Saso= 诗 Baapo, 


2 X+2~ Saasc+ 译 Sa4po 


一 号 Saaao。 

。 区 十 2 一 27Y。 
1158。 在 直角 三 C 
角形 4BC 中 ,以 一 条 R 


直角 边 4B 为 直径 作 三 
圆 与 斜 边 BC 交 于 点 A 
D， 过 也 引 辆 的 切线 
DE， 则 切线 DB 等 

分 另 一 条 直角 边 。 


eae re ee re et me riveareere aoc 一 人 一 “一 -一 一 ~ 一 一 一 
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解 “. 4B 为 吉 径 ，.". 人 4DC 一 90°. 
又 了 ED、E4 分 别 为 圆 O 的 切线 ， 
ABD4= BR4D。 
ED=B4, 
从 而 得 出 , BD= 召 4 一 CE。 即 点 召 是 4C 
的 中 点 。 


1159. 以 43 为 直径 的 半圆 4COB 上 一 
点 0 向 4B 引 垂 线 ey 
CD, 设 也 为 重 足 . 在 


DB 上 取 一 点 加 从 
DD 向 0B 引 垂 线 DH, 
DH 的 延长 线 与 OB 个 了 
交 于 点 了 , 则 -C2 一 4D. 
FB DE" 

解 由 引 CD 的 垂 线 与 C 玉 交 于 G， 则 

G 是 人 CDP 的 重心 。 
.DGLBC. 而 401BC. 


。 . OF_CG.AD 
Se DG /| 40. 7 FB GE DE" 


SS. 正三 角形 、 等 腰 三 角形 的 比 


例 线段 


1160. 设 以 等 腰 三 角形 4BC 的 底 边 BC 
为 半径 , 点 BB 为 圆心 的 贺 
与 边 40 的 交点 为 D， 则 lb 
BC 是 4B 与 CD 的 比例 
中 项 。 . 

解 人 4BC 与 BDC 
都 是 等 腰 三 角形 ,它们 的 ”8B 6 
底 角 0 是 公共 的 , 可知 4 和 人 DBC 相等 . 
由 此 可 得 , 边 BC 切 圆 4DB 于 点 B. 

,BC2~04.CD=A4B.CD. 
即 BC 是 4B 与 CD 的 比例 中 项 , 

1161。 设 菱形 4BCD 
的 对 角 线 2 了 的 长 等 于 萎 
形 的 边 长 ， 连 结 边 4 上 
的 点 加 与 点 0C 的 直线 与 
B4 的 延长 线 交 于 点 下 ,又 
BE 的 延长 线 与 DF 的 交 
点 为 站, 则 

(1) BF: BD 

= BD: DE,; 
(2) AFBDWwABDE; 


证 


明 里 


(3) ABMDwAFBD; 
(4) 当 点 召 在 边 4D 上 移动 时 , 问 点 2 形 
成 什么 图 形 。 
解 (1) …” BF:BA~CF:OR 
=DA:DE, 
*. BF:BD= BD:DE. 
(2) *.* /FBD= /BDE, 
且 BF: BD= BD: DE, 
。 AFBDWABDE. 
(3) 由 (2) 可 得 ， 
LBFD= /DBE-= /DBM. 
又 LFDB~ /BDM. 
. ABMDWAFBD. 
(4) 由 (3) 可 得 ， 

ABMD= /FBD= /BAD., 
所 以 四 点 4、B、D、M 共 圆 。 由 此 可 知 , 当 
动 点 召 在 4D 上 从 4 移动 到 D 时 ,点 这 则 
在 弧 4D 上 从 4 移动 到 DD， 即 点 有 在 劣 弧 
AD 上 移动 . | 

1162. 设 过 等 采 人 4BC 的 顶点 4 引 直 
线 , 交底 边 BC 或 其 延长 线 于 点 了 , 交 和 八 4BC 
的 外 接 贺 于 点 8。 则 以 AP,，A49 为 邻 边 的 矩 
形 的 面积 是 定 值 。 

解 …… 4BC 一 .40CP 一 49P， 

… AB 切 贺 BPQ 于 点 
B. 

AP.AQ=—AB, 
而 4B3 是 定 值 。 所 以 
4P.4@ 也 是 定 值 。 即 
以 4P、49 为 邻 边 的 矩 
形 的 面积 是 定 值 . 

1163.。 从 正三 角 
形 4BC 的 底 边 BC 
的 中 点 DD 向 边 4C 引 , 
算 线 DE, 设 垂 足 为 E 
， 则 AB 是 EBC 的 
三 倍 。 3 5 c 

解 '“ 4DC=90°, 是 DE LAC, 

.. 人 和 八 A4EDwA 人 DEO., 

四 SnagpD:Sapgc= AD?:; DO 
而 SaagD:Sapgo= AB: EC. 

AE:EC= (~ 3 DC)2: DO2=—3:1, 

1164. 从 正三 角形 4BC 的 外 接 圆 的 劣 
弧 BC 上任 取 一 点 了 4B、CD 的 延长 线 交 


A 
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于 召 ，4C、BD 的 延长 线 交 于 丈 则 BC 是 
了 BCF 的 比例 中 项 。 
解 ”连结 4D。 
~ LADO 
—L4BO 
~ /BAO, 
且 人 LA4CD= /408, 
.“, AABC 
wADAC. 工 
“. LEB~/DAC= /DBO, 
同 理 可 得 ， LP= 人 BOE. 
. “, ABEBCwABCF. 
o» BB:BO=~BC:OF, 
即 BC 是 BB、0F 的 比例 中 项 ， 
1165。 从 等 腰 三 角 A 
形 4BC 的 底 边 BO 的 
一 端 忆 向 4C 引 垂 线 D 
BD, 设 刀 是 垂 足 , 则 
Dos 一 204.0D. 
解 作 4BLEO 则 EC 
在 和信 4EC 与 八 BDC 中 , LC 是 公共 角 ， 
ABC /BDO= /R, 
AAECwABDO., 
04 .BC 
从 而 得 出 。 - 佑 = 部. 
., BC.EC~04:0D. 


50.( 二 BC)=04 -OD, 


即 


所 内 BOC?—204.0D. 
1166. 设 等 腰 三 角形 4BC 的 两 采 4B、 
AC 分 别 在 点 B、C 处 与 过 点 B、C 的 酌 相 
切 , 从 圆 上 任 一 点 书 向 边 BC、CA、4AB 或 其 
延长 线 分 别 引 垂 线 忆 D、P 互 、 忆 Bi， ， 也、 五 、 
万 是 垂 足 , 则 
PD=~PE.PF., 

解 连结 PB、PC、DE、 
DF. 因为 HB 是 切线 ,所 
以 LPBF= POP 

， “了 .FF、B、D 四 点 共 
园 ，… 人 人 PBF /PDF. 
LPDF= /POB,. 

又 P、D、C、 五 四 点 也 共 贺 ， 
», LPCD= /PED, 
“ .LPDF= /PED, 
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罗 各 可 四 ， LPFD= /PDE. 
A 人 PFDw APDE. 
“, PF:PD= PD:PE. 
PD PE.PF. 
1167. 设 在 等 腰 三 A 
角形 4BC 的 底 边 BC 
上 上 取 点 书 , 从 己 引 与 BC 
成 等 角 的 两 直线 ， 分 别 六 E 
交 4B、40 于 DEB, 则 
SapEB= Sapcp. B PP c 
解 …… BPD /OPE, 
,. LBPE= /CPD. 
Sapgs , PB:PBE 
Sapcp PD-PO 
APBDwAPOR. 
PB Po 
【3 PD FE: 
PB.PE=PD.PO, 
.SApgB— SAPoD. 
1168. 和 角形 4BC 中 , 过 B 
引 BM、BN 三 等 分 人 <B， 从 直角 顶点 4 向 
BC 引 垂 线 4D, 4D 与 BM、BN 分 别 相交 


但 是 


于 人 AN, 设 CN A 

的 延长 线 与 4B 

的 交点 为 互 ， 则 

EM 与 BN 平 

行 . 9 Dp 
解 ” 垂 线 4MN 是 顶 角 4 的 平分 线 ,BM 

是 人 4ABN 的 平分 线 ,又 
LAO0N= /ABN, LACM= /ABM, 
,CU 是 人 ACN 的 平分 线 


在 A4E0 中 ， 因 为 妇 是 人 4、 人 C 的 平 
分 线 的 交点 ， 所 以 M 是 人 AEC 的 内 心 ， 区 
此 BM 是 4BEC 的 平分 线 。 

由 此 可 得 ， 

4 万 :了 EN 一 4M:MN。 
又 由 BN 一 CN 可 知 ， 
LENB~-2/ANBCO= /EBN. 
.:。 EB=EN. Ne 
“. ABE:EN= AE:EB.... 

由 @, 得 4B:BB=A4M:MN, 所 以 BM/ 
BN. 

1169. 已 知 加 的 加 心 O 在 等 腰 三 角形 
4BC 的 底 边 BG 上 ，, 县 与 4B、:4C 相 切 , 作 
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加 的 任意 切线 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 芋 、 
FB, 则 BB.OF—=0B?. 

解 在 和 八 BE0、 人 COF 中 ， 
又 四 边 形 BBFC 的 内 
角 和 等 于 360") 而 

ZB= /0, 

LBEO= /FEO, 

“LBFO~ LOFO,. 
所 以 . 

ZB+ ZB8O+ ZOFO 

一 180。. 

在 和 BEO 中 ,人 B+ 人 BEO+ 人 BOE= 
180°, 

由 此 可 得 ,LOFC= 人 BOBE. 

.“.- ABEOwACOF. 

从 而 得 出 ，BE: BO 二 CO:OF. 

, BE.0F=~ BO.00. 

‘* BO~O00, .. BE.0CF=0B2, 
1170. 已 知 圆 的 
圆心 互 在 等 奈 三 角 
形 4B0 的 底 边 BO 
上 , 且 与 4B、4G 相 
切 , 引 圆 的 任意 切 
线 与 4B、4C 的 延长 
线 分 别 交 于 X 了 ， 则 

BX.07 = BE?, 
解 与 上 题 同 理 可 得 ， 
ABEXwAOCYD. 
». BX:BE~0B:CY. 
BX.0Y ~ BE.0E. 

而 BBE=08. 所 以 BX.0CY==BE?. 

1171。 在 正三 角形 4BC 的 一 边 4C 上 取 
点 加 ,在 BC 的 延 A 
长 线 上 取 点 了 、 卫 ， 

使 CF=0E， & 
CD=04, 


LB=LC. 


A B 已 下 D. 


40 
点 为 G 则 -5 万 -小 本 om 


解 由 人 A40822 人 DO 可 知 CG 是 


学 40D 的 平分 线 . 
*, LGOF=/B. .. CG)AB,. 


由 此 可 得 ， 第 -区 . 


| 行 线 ， 与 4C 的 交点 为 
轧 , 以 有 五 为 团 心 ,4 


4B CG | 
即 BF 0 © 

而 B8 一 BO 二 OP 。 即 BF=AC+ONE, x 
A4B= AC., 


AO COG . 

由 ,得 ”0T0F ”68 
: 1172， 过 等 腰 三 角 
形 4BC 的 边 48B 上 的 
一 点 DD 引 底 边 BC 的 平 


为 半径 的 圆 与 直线 CD 

相交 于 , . 引 DG 平行 

于 用 与 BC 或 其 延长 ， 

线 交 于 点 G， 引 GZ 平行 于 48 与 40 或 其 
延长 线 交 于 点 互 , 则 DG=GH. 

解 … GH/ A4B, DT 万 1 Bo, EF | DG, 

GH:G0=AB: BO. 小 
又 ADFEwADOCG. 
。. DG:GO= EF:DE, . 

而 AD=—AE,- EF=AE,. 

.» DG:GO=AE:DE. @ 

又 AB: BC~= AD: DBE. 

AB: BC= AE: DE 四 

由 .名 、@, 得 

GH:GC= AB: BO= DG: CC. 
GH=DG. 

1173。 连结 正三 角形 4BC 的 两 边 4B、 
4C 的 中 点 型、N， 卫 为 MN 上 任意 点 ， 直 
线 BP、CP 的 延长 线 
与 边 A0、4B 的 交点 
分 别 为 至、 画 , 设 

CE=r, BF~Yy, 

BO=a, 


则 


解 从 P 引 4B、 I 
交点 分 别 为 G、 及 , 则 


BO BH a BH 
TH” PH Wp EF; © 
Bo Go a GO | 

BFFa’ Wy~Fa. ® 


而 . PH~PG~GH, 
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把 D、@ 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
BH GC 


二 + 


a BH+GC 
最 人 人 


而 PG~MB= 地 a. 
ee BH 二 GO 一 BOTGZ 


一 (1+ 豆 ja= 可 CQ。 


六 了 a 
1174. Se 角形 
CAB 和 和 DBA, 又 在 
BD 的 延长 线 上 取 一 
点 召 , 车 CB、AD 的 
交点 为 FF, BEF、AE 


的 交点 为 G, 则 
LAGB=60°. 
解 设 延 长 BG、 
C4, 它们 相交 于 五 ， 
则 CH BE. 
4O DE 
1 ”” AH ‘BD: 
而 AC= AB, BD= AD. 
AB 一 了 也 ® 
“AE ‘AD 
LHAB=120° = /ADE. 四 


-由 四 、@, 得 人 4BHw 人 人 DEA. 
从 而 得 出 人 人 DAB = 人 4HB= 人 人 HBD，, 

所 以 4、G、D、B 共 贺 , 

» LALAGB= /ADB= 60。。 

1175。 在 等 腰 三 角形 4BC 中 ， 设 
ADL BC, O08.|.A4B, DF LCE, FG | AD, 
则 (地 2 ) 

4G \AD 
.. 解 引 FHLBC, 又 
GF 的 延长 线 与 40 的 
交点 为 及, 则 
ADGFwAADB., 


中 点 为 也 从 C、DD 向 


243 
FG BD . 


“ D2: 9 
ACEFcA4DB. 本 
** TA: ‘ 
又 AAGKwAADB. 
| EG _ _BD 
SA 46 AD 四 
由 OX@x@, 得 叶 
FG FH KG BD 
GD (又 ) ~ @ 
而 FH=GD. 
又 四 边 形 GHOK 是 平行 四 边 形 。 
». CH=RKG. 
FG _/BDN\s 
由 @, 得 AG -( 7) 


1176，。 设 等 腰 三 角形 4BC 的 边 BC 的 


过 4 的 任意 直线 引 垂 
线 CB、DF, 设 B、F 
为 垂 足 , 则 
AC.ED 
=DO.EF 
+AD.DF. 
解 由 A4、 五 、D、C 共 贺 ,得 
L044D= /CBD. 
引 DGLDBE, 目 G 在 世上 , 则 
AADCHABDG. I 


. ED _AD 
“ R20 即 40… .ED=AD. ‘EG, 


引 DRHLEC, 五 在 BC 上 , 则 
AD.EG=AD. (BH-+HG) - 
~AD:EH + AD.HG. 
EH = DF, 
,AD:EG=AD.DF+AD.HG. 
而 AACDwADGH. 
AD DH 
"DD HG° 
AD.HG= DO DH.,. . 
DH=ED, AD:HG= pe- Br. 
“» AC.ED~AD.DF+DO.EBF. 


G6。 任意 三 角形 的 比例 线段 
1177， 若 一 条 直线 与 人 4BC 的 三 边 
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BC、C4、A4B 分 别 
交 于 了 愉 吾 、F,， 且 
这 直线 与 4B、4C 
的 夹 角 相等 , 虽 
BD:CD=BF:CE. “ 
解 从 B.C 向 DEF 分别 引 生 线 BL、 
OU, 设 工 、 下 是 垂 足 , 则 
LLFB~= /APE— /ABP— /CBM. 
又 LBLF= /CME=~90°. 
.0 ABLFwAOCME. 
“eo BL:CNM=BF:0R. 
BL COM, BL:CM=BD:CD. 
*; BD:CD—BF:08. 
4178。 若 一 条 
直线 与 人 4BC 的 
三 边 BO、C4、4B 及 
或 其 延长 线 分 别 交 
于 点 DD、 F, 且 3 CD 
他 = 去 复 = 荔 ， 由 481 一 BF。 
解 引 CG1/ 4B, 则 
AF AE BD BF 


4B 
而 -32 


“. AF=BP, 
1179， 把 A4HC 上 
的 边 BC 延长 ,使 
CD=B0, 
设 4C 的 中 点 为 玖 
延长 DB 与 边 4B 的 
交点 为 #,， 则 


解 过 点 了 引 AC 的 平行 线 与 BD 的 交点 
为 G， 过 0 引 4B 的 平行 线 与 DF 的 交点 为 
五 , 则 


EE CG 

DE ©0D* 
三 . EFE,_ CG 
而 CD=BC. "DE Bo* 
又 CG _ AF FE _ AF. 
BC AB': DE AB* 


“» AB=AF+BF=AF-+20H 


FE _AF _1 

DE 341 了 
1180。 过 A4BC 的 边 BC 的 中 点 也 的 

任意 直线 与 边 4B、4C & A 

分 别 相交 于 吾 、P, 与 过 

4 且 平 行 于 BC 的 直线 ”了 Z 


人 


相交 于 G, 则 EY 
EG:FD=DE.FG. 
解 … 4G/ BO 
FD:FG=—DC:GA, © 和 
DE: EG= BD:GA. [@) 


而 了 是 BC 的 中 点 , 即 DO= BD。 
由 Q@,@, 得 了 FD:FG 一 DE: EG. 
*. EG.FD=~DE.FG. 
1181。 在 入 4BC 的 边 4B 上 取 点 DD, 4C 
的 延长 线 上 取 点 A 
召 , 若 从 点 0 引 AB 


则 Saagpo=Sa4Ds。 


解 … 4D1/CF， 且 二 = 


AB _AD 
BD OF 
AF _ AD .AB 


TB OF BD* 
DO BB. 
所 以 Seapce 一 BFpc。 
由 此 可 每 ， Se4Bc 一 BA4DB。 


1182，。 在 人 4BC 的 
各 边 上 分 别 取 点 也、 也、 
,使 

BD_CB AF 

CD AE BF* D H 
若 过 如 ?了 的 中 点 G 的 直线 4G 交 BO 于 已， 
则 BD= HC., 

和 解 从 妃 引 4 的 平行 线 与 BC 的 交点 为 
已 ,连结 4 

AF_ CE _OH 
BF AE BH’ 
A401 FH. 

从 而 得 出 ，4FHB 是 平行 妈 边 形 。 所 以 
LH 经 过 了 的 中 点 G。 

CH CE BD 

J 是 BF”~"2B-0D: 
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CO BD 
由 此 可 得 ， BH+OHN CD+BD: 
. OH BD 人 ” . 
和 是 B06 B80°* ev fC=BD. 


1183。 从 入 4BC 的 各 顶点 4、B、C 向 
对 边 引 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 万、 至 、 克 则 

(1) Sasa4sc:Sappr =AB?: BD’; 

(2) Sm arpe:Sappr=AD?: BD?. 
解 (1) 在 人 4BC、A 人 DBF 中 ，LB 是 公 
共 角 ,由 4DC 是 贺 内 接 “A 
四 边 形 ,得 

ZACB= /BFD, 

“. A 人 4A4BOwWwANDBF. 
。。 SsaBo:SapBr 
= AB?: BD?. 

(2) 由 (1), 根 据 分 比 定理 可 得 ， 
(Ss.4Bc— Sappr):SaBpr~—(AB?— BD’): BD?. 
又 AD?= AB?— BD?. 

“» SmwysArpo:SaBpr=AD?: BD?. 

1184. 从 八 4BC A 
的 顶点 4 向 BC 引 垂 G 
线 4D, 在 4B 上 取 
点 BW 使 4B=4D， 忆 F 
引 .BC 的 平行 线 EF8 B DD C 
与 4C 交 于 点 了。 若 从 CO 作 4B 的 垂 线 CG， 
则 CG=BE. 


解 4D.BO~2S,4so=0G.4B. @ 


BF_AB 
BC 4 
.“, BC.AB=~EF.4B, 
而 AE=4D. 
“. BC.AD=EF.AB. 四 
由 @、@, 得 CG.4B=BF.4B. 
.“. CG=EF. 
1185。 在 人 4BC 的 边 48B、A4C 上 分 别 
取 点 D、 五 使 -从 
DE /| Bo, 


‘BFP/BOG .. 


站 4B 上 取 一 点 了 , 使 
也 
8&Ss4pDB 一 Sazc， 
则 A4D?=4B-BF, 长 > 
解 由 DZB1 BO, 得 人 A4DBcA4BC， 
。 Behpp 4] 
”” Shac AB2* 下 


根据 假设 得 Saaps 二 S.Brc。 
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。 BA4pB _ Sapro _ BF 四 
Saassco Sa4pc 4B” 
得 AD? BF 
出 @.®@, 何 4B2 brat AB 四 
AD? Ee BF . a 区 
即 ee AD 4B.BE. 
1186， 在 人 4BC 的 两 边 4B、4C 上 分 
别 取 点 D、 马 , 使 
4D _ OF 
DB BA’ . 
若 4B、4C 的 中 点 分 
别 为 了 G, 则 FG 必 
过 DEB 的 中 点 . 


解 设 DE、FG 的 交点 为 fH, 引 DEK/ 4C， 
则 
DF _ DEK 


AF AG* © 
AD 0 
而 DE™ Ea 


DB~AD _ BA~EC 
DB+AD EA+ECO" 

。. DF EG 

Se TAF AG* © 

DK _ EG 

AG AG”" 
~ DK=EG. 

由 此 可 得 人 HDEK 和 HEG， 

. DH=HE. 

这 就 是 说 ，FG 经 过 DE 的 中 点 ， 

1187。 设 入 4BC 的 边 BC 的 中 点 为 对 ， 
过 C 在 三 角形 内 引 任 人 
意 直线 与 4M、4B 
分 别 交 于 百 、F， 则 有 

AE.FB N 

=2AF.HM. 

解 由 巡 引 CF 的 
平行 线 MMN 与 4B 交 于 NW， 则 六 是 B7 的 
中 点 。 

而 EFI MN. AB:EM=APF:FEN., 

»» AE.FN=AF.EM. 


.。 4 万 ， 3 — AF. BWM, 


由 @、@, 得 


C 


| AB.FB~2 AF.EM. 
1188， 在 和 俯 4BC 的 边 BO、0C4、4B 上 
分 别 取 D、 吾 、H, 使 
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BD_CE _AF _m 


则 入 4BC 的 重心 与 
A 人 DEF 的 重心 相 重 - 人 
属 
局 。 

解 在 BC 上 取 点 
D', 使 BDP' 一 DO, 则 6 
BD' BF , 

DO FA* oe ED 1 4C。 
BD'’ AE / 
又 35- 和 僻 .… 4B1DB. 
由 此 可 得 ,48D'E 是 平行 四 边 形 , 从 而 得 
出 ，4D'、 了 如 的 交点 下 是 了 到 、4DD 的 中 
点 ,又 是 DD' 的 中 点 。 所 以 MI 4D， 
且 2MM'=.4D,., 
设 A4BC 的 中 线 4 与 DM' 的 交点 为 
为, 则 
DN:NM'= AN:NM=— AD:Mi4'= 
内 此 可 得 ,人 入 4BC ii 与 Np 
心 相 重合 口 。 
1189 


车 在 人 4BC 的 边 BC 上 取 两 点 


BD E C 
而 LBAD= /0A4B. 
。 Sahgp _ AB-A4D 
”” BSA4gc ° AB.AC0° 
. BD _A4B.4D @ 
CE AE.:AC" 
SoaBE -BB Saapp _ AB:AE 
辐 2 zDD5 apo CD’ Boape AC.:AD° 
。 BE AB.A 四 
”66D A0:4D° 
四 X 四 ,得 
BD: BE AB.AD x AB-AE 48B2 
‘CDCE 46: AB ' AC0.:AD AG»* 
1190。 设 点 D.B、F 四 等 分 仿 4BC 的 过 
4B, 点 G、 五 三 等 分 边 BC, A 4G 分 别 
交 CD 于 到 、 忆 则 


AK=—+4 AH, ALL 二 AG. 
解 连结 BH、 FG, 则 BH 7G/ DO， 


同 理 ， 


第 二 编 证 


明 题 


DK) EH. 
而 4D= DZ. 本 
ee AK=KH. . 


。 AK 一 译 AH. 
又 DL) FG, 


OO 


G 


DE FF.» 
1 
4 一 可 LT。 
% AL:AG—AD:AF~1:3, 
即 AL~ 当 4G. 
1191， 在 人 4BC 的 边 BC 的 延长 线 上 
取 一 点 乙 , 使 CP=BO, 设 4B 的 中 点 为 DD， 


DP 与 40 的 交点 为 
B, 则 DE:EP=1:2, 


又 人 4BC 的 面积 与 
四 边 形 DBCB 的 面 3B 
积 的 比 为 3;2. 
解 因 C 是 BP 的 中 点 ,了 是 4 也 的 中 点 ; 
可 知 召 是 八 4BP 的 重心 。 
“. DE:EP=1:2. 
又 Sps .AD'48 ,AD .A 


从 而 得 出 ， 


8 
Baips= 8 
AADE™ 3 A4BCe 


o Rumabtpaoz 一 己 SA4Bc, 


1192. 在 入 4BC 内 
取 一 点 0, 设 40、BO、 
C0O 与 对 边 的 交点 分 别 为 
D、 及、, 则 

O04 _AF ,AE 

OD Br OF D < 

解 在 人 4OC、ABoC 中 , 0C 是 公共 边 ， 

。 Sa4oc _、 AF 
了 NS Bf* 


_ Saaso— Sag, BaaBe _1 
心 AB2c Saagoo 
AD 
7 


O4 
人 0， 
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即 O4 AF AF AB 
OD BF OE ; 

1193。 在 人 4BC 的 边 B0 上 到 两 点 五 、 
@， 邯 以 点 卫 到 45B、 
4C 的 距离 为 邻 边 的 给 
形 的 面积 , 与 以 8 到 FE 
LAB、AC 的 距离 为 邻 边 D 
的 矩形 的 面积 棚 等 ， 则 证 一 
EBP 一 4C， 

解 设 从 P、9 到 4B 的 垂 线 足 分 别 为 卫 、 
五, 到 40 的 垂 足 分 别 为 妃 、G. 根据 题 意 , 得 
了 PD.P 万 一 97.9G。 

., PD:QF=0G:PE. 

而 PD:QF= BP: BQ, QG: PE=QC:PC. 

', BP:BQ=QC0:PO., 

由 分 比 定理 ,得 

BP:BO— BP=Q0:PO—®0. 
即 BP: PO=Q0:PQ. 
.“. BP=QC. 

1194、 引入 4BC 的 底 边 BO 的 平行 线 
交 4B、40 分 别 于 了 、 
B, 使 

”Saayo 一 Se4ppy 
则 AD 是 BF 与 4B 的 
比例 中 项 .反之 也 成 立 . 

解 由 了 21/ Bo, 得 


B PP 


又 ZA4DE=LFBC， 由 此 可 得 ， A4DE、 
个 BFC 是 一 个 角 相 等 的 等 积 三 角形 。 
“, AD.DE=BF.BO, 


. BF DE 
en “AD 一 了 © 
oa AD BF 
由 @\、@, 得 了 了 8-4D* 
“. AD?=A4AB.BF. 
反之 ,由 4D2 一 4B.BB 得 
AD_ BF 
AB 4AD* 
i BE DE 
AB BC* AD BO" 
即 BF.BC=4D.DE. 
又 LD=LB. "» SA4pzg 一 Searc。 


人 AABC 内 一 点 ， 把 项 
4、B、C 和 QO 分 别 


A B 
交 , 设 交点 为 DE、 了， 证 明 
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1195. 设 O 为 


结 起 来 ， 并 延长 这 


0OD OB ,OP 
AD* BETOF™ 


解 ” 从 4.0 向 BC 分别 引 稚 线 4H、OK， 


则 Baano 一 吝 4 万 .BO， 


Saono= 记 OK*BC. 


。。 Saopo’Saasc—OK:AH., 
+ OK/AH, .. OK:A4H=0D:4D. 
。 OD _ Saosc 
"* ‘AD Baaac” 
OF _ Saoc4 
BE 光 z2B0 
OF _ Sanaa 
OF ~ Saago”* 
。 OD , 08 , OF 
”… - 巧 + 葬 + 
SaoBc 十 Senca 十 SanpB 
SaaBc 
= Beads0 1, 
AABO 
11965.。 设 刀 是 人 4BO 的 边 BC 的 中 点 ， 
在 边 C4 上 取 点 卫 使 A 
AL4DB= 4BO， 从 


如 引 BC 的 平行 线 与 


同 理 可 得 ， 


4D 交 于 点 马 则 C E 
A4AF.FD=ED?, 
解 延长 B8 与 4B ?了 “ 


交 于 点 G, 根据 假设 ,得 <4BD= 人 BDF. 
“» GFINBCO, .. LABD= /LAGF. 
“. LEDF=AAGF. 
由 此 可 得 , 四边形 4GD 如 是 贺 的 内 接 四 边 


AF.FD~GF.FE. 
而 4D 是 中 线 , 且 GB/ BO， 
“. GF=FE. 
“. AF.FD=EF. 
1197， 把 人 4BC 的 三 边 4B、BO、 04 
都 三 等 分 ， 设 分 点 分 别 为 DB, 了、G, 羡 、 
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EK, MN SApprB 一 Sezar。 
Sahpk AB:AK _2 1 
SAaapc AB-.AG0G 3 3 
Sacgk 


同 理 可 得 ，&ezag 一 2 BE. 


Seamo 5 
, SaartSapgpat+Saonrx -6 2 


| Snapc 9 3 
ee 必 ABGK A 
1 
3 SA4pc。 
同 理 可 得 ， 


Sapra= 于 Saasc. 


“» Saprg—SagGk. Fo T° 
1198。 设 D、 有 加 、 也 分 别 在 人 4BO 的 边 
BC、CA4、4B 上 , 4D、BE、OF 交 于 一 点 
0O， 若 A40.0D==BO.O0B8=C0.0F, 则 点 0 
为 和 4BC 的 垂 心 . 
解 根据 假设 40.0D=BO.0E, 可 知 4、 
B、 D、 五 共 画 。 A 
。 ALAAEB 
一 4DB。 © 
局 理 可 得 ， 
LAFC= /ADOG, A 
四 B DC 
ZBFC= /BEC. @ 
但 是 ADB+ AADC=180°. 
由 四 、 四 ,得 人 人 48B+ 人 4FC=180°, 
从 而 得 出 , 4、F、O、 允 共 圆 。 


.“. LBFCO=/ABEB. . 
由 @、@, 得 人 人 BEC= 人 4EB. 
*. AOLBE, 
同 理 4D1 BC. 


. 所 以 , O 是 人 4BO 的 重心。 

1199， 设 在 人 4BC 的 顶点 4 向 BC 所 
作 垂 线 4 互 上 任 取 
一 点 O， 延长 BO、 
C0 与 4G, AB 分 
别 交 于 D、 加, 则 
LDHA=/EHA. 

解 由 有 加、 了 向 


证 明 题 


但 是 BM:BEF=A40:4H=DN:DG. 
“» EM:DN=EF:DG. ©® 
由 @@.@, 得 FH:HG=EF:DG. 
, AEFHwADGH. 
“, LBEHF=/DAG. 
由 此 可 得 ， 和 8HA4~ 人 DH4. 
1200。 在 和 人 4BC 的 边 BC、AC 上 分 别 
取 点 D、.B, 使 BD=20D,C8=2A4B, 若 4D 
与 BE 的 交点 为 也, 则 


1 6 8 2 
解 由 妃 引 AD 的 平行 线 交 BC 于 囊 则 
BP BD A 
Es DF NN 
_ _PD E 
EF— PD" 
又 DZ_ 4 _ 工 
FO EC 3 B DFC 
1 
A D 3 DO. 
又 BD=20D. ., BD=6DF. 
. BP 6 
-， FF 了 I: 
本 PD 6 EF 2 
从 而 得 出 ， Er 7° 又 2 万 一 3。 
， PD_PD BF 4 
“' AD EF AD 7° 
. AP AD-PD_ 3 
"" ED PD 4°* 
由 此 可 得 ， 
Sagpa, PB _1 @® 
Seapa _ 4P_ 3_6 四 
人 Aspp PD 4 8° 
由 四 得 8 5 
ABPA 
Sa 了 ® 
Saapps _ AB _1_7 四 
SaaBc 4O 3 21° 


1201， 设 人 A 人 48 的 边 EC、C4、4 万 的 


BC 引 垂 线 BE、De, 与 50、CO 分 别 交 于 | 中 点 分 别 为 D、 加 、 了 ,过 4 引 任 意 直 线 与 


MN, NEFI AHY DG. 


DEB、 FD 或 其 延长 线 分 别 交 于 G、 吾 ， 则 


“+ FH:HG=MO:OD=EM:DN, @ | C91 BH. 
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解 设 4 玉 与 BC 的 交点 为 P, 由 DF /40， 
DE/ 4B, 得 

PA.,PB 

LG™ ED 

PH PD 

PA~F0* @ 

OX@, 得 

PH_ PB 

FG PO* 


*, BH/JCG. 

1202。 设 入 4BC 的 边 BCO、C4、4 的 
中 点 分 别 为 4 BG， 0 
在 BO0' 上 任 取 一 点 忆 ， 

由 BC 分 别 引 4P 的 平 
行 线 ,与 40'、4'B' 的 延 
长 线 分 别 交 于 9、 则 
9、4、 开 在 一 条 直线 上 。 3 

解 延长 4P 与 4'B'、 
0'4' 的 延长 线 分 别 交 于 
G、 五, 根据 上 题 ,得 

GOH BH. GD 

连结 48、48.。 

而 4B'=B'0， 又 AGH CR， 
由 此 可 得 ,4G~CR。 即 4AG .LCE， 


i 
同 理 可 得 4AQ 1 BH. 


© 

由 国 、 因 、 国 可 知 , 9、4、 忆 在 一 条 直线 上 ， 
1203. 设 和 4BC 的 边 BC、0CA4、4B 的 
中 点 分 别 为 4'\、B'、 
0 在 B'0' 上 任 取 
一 点 P, .出 B、C 引 
AP 的 平行 线 与 
A'C'、4'B' 的 延长 
线 分 别 交 于 Q@、, 则 


Baron 总 人 SA4Bc。 


解 延长 4P 与 BC 交 于 点 D, 由 4P1 
SA4PQ—SaaABPp—SApBD. 
同 理 可 得 ， SaA4PR 一 SApcp。 
oe Sa4pat SaapR 
=BAppD+Sapcp= Sapgo 


1 
ee 2 SA4B0. 


ARN GC. 加 |. 
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根据 上 题 可 知 ，49、4 刀 是 同一 条 直线 . 


.…， SA4P9 十 SA4PR 一 SAPoR。 
。 Saren 一 立 SA430。 


T204， 连 结 人 4BC 的 各 边 中 点 得 到 
ADZBH, 又 连结 和 人 DBF 的 各 边 中 点 得 到 
人 入 且 KD 这样 无 限 A 
地 继续 进行 下 法 ， 

则 这 些 三 角形 所 成 

的 序列 收敛 于 

和信 4B0 的 重心 位 B 
置 。 
解 设 边 4B、40 的 由 点 分 别 为 下 已 则 
和信 4BC 的 中 线 AD 必 过 BH 的 中 点 如, 由 
此 可 知 , ADBZ 的 中 线 DH 在 4D 上 ,从 而 
可 得 ， 人 DBF 的 重心 G 在 DH 上, 也 是 在 
AD 上 . 

同 理 可 得 ,人 DEBF 的 重心 在 BB、CF 上 . 
所 以 人 ADEF 的 重心 与 人 4BC 的 重心 相 重 
人 


依 此 类 推 ， 人 HKL 的 重心 也 是 与 人 4BC 


的 重心 相 重 合 ,等 等 。 
再 来 考察 这 些 三 角形 的 一 边 的 长 度 。 
1 1 


1 


由 此 可 知 ,这 些 三 角形 的 边 长 是 公 比 为 立 的 
递减 数列 。 它 的 极限 是 收敛 到 一 点 G。 
注 在 本 题 中 ， 
人 一 Sapgp 二 Seamgkz 二 …( 无 限 ) 。 
根据 无 穷 等 比 级 数 的 求 和 公式 ， 这 里 首 项 
为 工 BSA4Bc， 公 比 为 二 


2 
. 5 一 闻 Saxsc+ (二) Saagct oo. 
1 


ee 
1~1 3 
4 


1205. 过 人 4B0 内 的 一 点 卫 引 边 BC、 
C4、AB 的 平行 线 , 若 各 线段 长 分 别 为 DM、 


FG、 HK, 则 
PE COM, AG _ 
BotOATAB™ 


解 由 BCYDP，, AC 1GP, 得 
人 4BCwAGDP, 


250 第 二 编 证 
24_DG 
Bo DP" 
DP _ DG 
即 BH BA4° 入 
而 BE=DP. 2 
‘. BE_DG @ 3 A 
了 二 TB BC_ 人 、。 
又 DMU1 BO, K FF 
. OM_BD 
… 0-AB: @ 


把 @、@ 的 两 边 分 别 相 加 后 再 同 加 上 3 


BK ,CM , 4G 
BO + AT AB 
-De 1 BD, AG _ AB 1 


AB 4B AB AB 


1206. 设 入 4BC 内 一 点 让 与 顶点 4、 


B.C 的 连 线 分 别 交 A 
边 BC、.CA4、AB 的 点 
为 D、 BEB、 也， 则 已 E 
AM , BM ,OM 
AD1 BEFtOF 8 
一 2, 
解 AM _ SaauB _ 人 Adwc 
AD Banapp Saape 
SAMBT+ SAMo 
GaA4BD 十 DA4pc 
SA4MB 十 SAhHe 
SAaBc 
BM _ Saaug+ Sargvn 
BE Saapc 
CM 一 .Se4Mo 十 Saaac ， 
AM, BM, COM 


… -+ 


闻 理 


一 如 (SA4axaB 十 SA4MC 呈 SA4BPMN 
A4BC 


十 SaapMc 十 SA4Nc 十 SABpwc) 
一 29aazgc 。3 
SaaBc 
1207。 过 和信 4BC . 

的 底 边 8C 的 中 点 D 
引 直线 垂直 于 BC， 与 
边 B4 的 延长 线 交 于 
点 BB, 在 4 上 取 点 


明 题 


P, 使 BP 是 BE、B4 的 比例 中 项 ， 过 卫 引 
230 的 垂 线 , 设 垂 足 为 @, 则 


SAapo 一 主 SaaBce 


解 由 PQ/ BD 可 得 ， 
BE: BP= BD: BQ. 

根据 假设 可 知 ，BE:BP=BP:BA. 
.». BD: BY9=BP:BA. 
.. BQ:BP=BD.BA. 


由 此 可 得 


1208， 若 人 4BC 的 底 边 BC 的 大 小 及 

位 置 一 定 ， 其 他 E 
两 边 的 差 即 
4B~4O0 等 于 
定 长 , 则 与 人 4 
相 邻 的 外 角 的 
平分 线 4D 在 

边 4C 上 的 正 投影 4 如 是 定 长 。 : 

解 设 人 LC 内 的 旁 心 为 0,0F.L4C, DE/ 

OF, 则 


Saapo 一 豆 人 as4Bc。 


ABE DE 
AF™ OF* 
,AB= 汉 5 .AF,. a 
而 Saapc= Saopct Saosc— SaoaB. 
又 Ssapo™=SAacp— SA4DB. 
Saacp—Saapp=Saogo t+ SAo4c— Saoap. 
| @ 
页 0 是 A4BO 的 旁 心 。 从 0 到 边 4C、 


CB、AB 的 距离 都 等 于 圆 的 半径 
。， SaoacTSaogc— Sao4n 


C4. OF- 到 BGC. OF- 寺 48 OF 


. 一 广 (C4 BO- AB) .OF. 四 
又 DD 是 LEA4B 平 分 线 上 的 点 ， 由 DD 到 
AB 的 距离 等 于 它 到 4C 的 距离 DE.。 


Saacp— SaaBp 
104.DE_ 1 4B. 
=504 DE 可 AB:DE 
= 六 (C4 一 4B) .DE. 四 


由 四、 ©@、 @, 得 . 
(04—-AB)DE= (CA+ BO- AB)OF., 
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.DE _ 04+BC-4B _ 定 值 4P.08 的 值 一 定 . 
OF CGA-AB 解 APJ OF, 4B) CQ, PE QF, 
又 AF=0F-—0A4 ., AEPw AOQF. 
一 二 (4B+BC-04) 一定 长. AP_ OF 
AE “09 
所 以 ， 0 从 而 得 出 ，4P.C9= A4E.CF. 
AB—— 而 及 了 是 4D、CD 上 的 定点 . 所 以 4B、 


x 王 (4B+BC-C4) 一 定 长 。 


1209。 设 人 4BC 内 接 于 圆 , 引 平 行 BG 
的 直线 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 败 马 与 
外 接 匀 交点 为 五 G, 则 

DEF.DG: EF.EG= AB?: AC?, 

解 ” 根据 贺 嘻 定理 (问题 1246) , 得 

DF.DG=~DA.DB, BF.EG=BE/A.EC. 

DF.DG DA.DB 


"' BFBG EFA.8C" ; 
而 DEB/ BC. pa 
a AL NAN 
me 
_ 4B AS 
AC 
i Di D0 (A 
EF.EG AC 


7 了 7。 平行 四 边 形 的 比例 线段 

1210.。 设 两 个 平行 四 边 形 相似 ， 且 有 一 
组 对 应 角 是 公共 角 ， 则 这 两 个 平行 四 边 形 过 
公共 顶 角 的 对 角 线 在 同一 条 直线 上 。 

解 两 个 相似 平行 四 边 形 4B0D 与 
4BI0'D' 中 ，L4 是 公共 角 ，B'C'| BO， 
CD' /CD. 这 时 ， D e 
连结 对 应 点 的 直  ，D， 

线 BB'.CC'、DD' 
同 向 相交 。 因 为 和 人 
点 4 是 满足 条 件 加 
的 对 应 点 , 所 以 相交 在 点 4 处 。 因 此 ， 过 点 
4 的 对 角 线 在 同一 a 

1211。 设 在 平 
行 四 边 形 4BCD 
的 两 边 4D、CD 上 
分 别 取 定点 及 也 
过 如 如 作 相 互 平 B 


行 的 直线 与 48B、BC 分 别 交 于 f、 8， 则 | 


人 ， 


0F 的 长 度 一 定 。 
由 此 可 得 ，4P.C@= -43.O8 一定 值 。 


1212.。 过 平 Sa 
行 四 边 形 4BCD 只 pS 
的 顶点 4 引 直 线 AAA 
与 对 角 线 BD、 6 
边 BO 及 了 Jo 的 
延长 线 分 别 交 于 点 加 了 fF、G， 则 4B 是 BF、 

上 EG 的 比例 中 项 . 

解 由 4BJDG， 得 人 DGEwA 人 BA4E. 
EG _ DE Q® 
"AE EB* 
又 由 4D1 BF, 得 人 DEBAwABEF. 
. AE DE @ 
”” FF FB 
由 @、@ 得 . 
EG 4 如 
J AE?~ EF .EG. 
这 就 是 说 , AB 是 BG、BF 的 比例 中 项 。 
1213. 过 平行 Q 
四 边 形 4BCD 的 和 人 D 
对 角 线 BD 上 一 点 /二 
卫 引 一 条 直线 ， 与 
AB、 AD BC DO J ¢ 
B 
或 其 延长 线 的 交点 S| 
分 别 为 @ RS、T， T 
则 PQ.PR=PS .PT. 
解 由 BQ/DT 可 得 , APBQwAPDT. 
PQ:PT= PB:PD. 人 
又 由 DE/ BS, 得 人 PSBwAPED, 
*. PS:PR=PB:PD., © 
由 @、@, 得 PQ:PT=P8:PE, 
‘, PQ.PR=PS.PT. 


1214.” 若 从 平行 四 边 形 4BCD 的 点 4 
引 直线 与 BD、CD、BC 的 交点 分 别 为 了 ,多 、 
R, 则 £2. -2D2 
FE EB" 


解 … 4B1/De， 
'. APQODwAPAB. 


又 
人 和 人 PADWwAPRB. 
. P4 PD @ 
"”” PR BB: 
> P@ PD? 
由 @、@, 得 也 一 了 后" 
1215。 设 从 给 定 
的 平行 四 边 形 4BCD 
的 一 个 顶点 4 引 任意 
的 直线 与 BC 或 其 延 
长 线 交 于 点 如 ,与 DC / 
或 延长 线 交 于 点 了 了， F 
则 以 BB、 DF 为 邻 边 的 和 矩形 的 面积 为 定 值 。 
解 '. LBAF= /DFA, 
又 LB=LD, ., ANABEWwAFDA. 
"ee BE:AB=AD:DF. 
“。 BE.DF~AB.AD 一 定 值 . 
由 此 可 得 , 以 BZ、 DF 为 邻 边 的 矩形 的 面 
积 为 定 值 . A 了 


局 


1216. 设 平行 7 
四 边 形 4BOD 的 人 
一 边 BC 的 中 点 为 ” 一 
2Y, 直线 4MM 与 对 3 C 


角 线 BD 的 交点 为 P, 则 BP:PD=1:2. 
解 '. ADf BM, 
. AD:BM=PD:PB. 
. PD:BP=2BW: BM=2:1. 
1217. 设 在 平 
行 四 边 形 4BCD 
的 对 角 线 4C 的 延 
长 线 上 取 一 点 P，， 
连结 PD 的 直线 与 
BC、B4 的 延长 线 
分 别 交 于 8、 RB, 则 
PD 是 PO、PER 的 比例 中 项 。 
解 …… BR1]CD， 
‘oe PR:PD=PA:PO, 
又 * AD/CQ, 
» PA:PO~PD:PQ. 
*» PR:PD=PD:PQ, 


Oe 
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| 的 交点 为 也 则 
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即 PD?~PQ.PR. : 
所 以 PD 是 PQ、 PB 的 比例 中 项 ， 
1218. 设 平行 四 

边 形 4B0D 的 两 边 

BO、DC 的 延长 | 线 与 

圆 BA4D 的 交点 分 别 ， 

为 召 、 了， 对 角 线 AC 

或 其 延长 线 与 纺 BF 


EP: FP=AB?: AD?, 
解 在 和信 40B 与 和 人 AOCF 中 ， 底 边 4C 是 


|」 公共 边 ,所 以 


Saacg :Saaor—= BP:FP. (6W 
由 4D1/ BC 可 得 ， 
Sa4os 一 Sacpz。 ®@ 
由 4Bf/CD 可 得 ， 
SAaoz 一 SAscz。 ©® 
LOCDE= /C0BF, 
LDOB= /BOF, 
“, ACDEwWwAOCSBF. 
o, Sacps:SaoBr=0D?: BO?, 
而 AB=0D, AD= BO. 
2 SascpE:SacBr =AB?: AD2, @ 
由 四.@、`@、@, 得 
EP:FPmSAa408:Saacr—SAcDE: Sagcr 
=AB?: 4D3, 
1219. 在 平行 四边形 4BCD 的 两 边 4B、 
AD 上 分 别 取 点 吾 、 A 下 D 
,使 4B 二 BB, 


4F 一 六 nD, E 


设 线段 加 了 与 对 角 Y 
线 4C 的 交点 为 G， ? 
则 A4G~ 计 40. 


解 ” 设 两 对 角 线 的 交点 为 0, 则 B0=0D， 


又 *° 


BE~=.4E. 


.“，B0f/A4D， 且 Z0- 志 4D. 
‘* EHO/AF . AG:G0=AF:BO. 


而 4Z= 亏 4D, BO 地 4D. 
,, AF:EO=—2:3, 
从 而 得 出 ，4G:GO=3:3. 


ee mms 一 一 一- 一 一 一- 
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. 即 AG:240=1:5, 4G: 40=1:5. 


1 
a 3 一 -一 .40 
AG 5 C, 


1220。 在 平行 
四 边 形 4BCD 的 
对 角 线 BD 上 取 一 
点 如 过 召 引 AB 
的 平行 线 了 G,， 引 
BC 的 平行 线 五 K， 
在 二 KE 上 取 一 点 了 P， 设 PC 与 FG 的 交点 为 
工 , 则 PD/ BL. 
解 延长 BL 与 DC 交 于 点 仇 . 


i . DM_ BL 
OD 
. EL:. PL 
又 HK/ BO， oe TG 0°* 
DM PL . 
HO IO* 4. PD) ILM, 
PD/ BL. 


1221。 设 平行 四 A HH Dp 
边 形 4BCD 边 4B、 \ 
BO、CD、D4 的 中 点 /EA 
分 别 为 如 、F、G、 HH， / AY 
连结 4F、 BG、CH、B 上 C 
DE, 则 这 四 条 直线 所 转 成 的 平行 四 边 形 
KLMN 的 面积 等 于 平行 四 边 形 4BCD 的 面 
积 的 霹 . 
解 因为 轧 F、G、 互 是 各 边 的 中 点 ， 所 
以 . 
AF /I CH, DE/ BG, 
’ AN=~NEK=ML=L0O, 
DM MN= BKE=KL, 


1 1 1 
K= 一 一 一 一 一 = 一 
又 下 MH 3 AN 5 AF 5 cH. 


.， KN= 瑟 AF. 


同 理 可 得 ， LM 0H, NM= 己 DZ 


2 
一 二 B 
EL= BG. 


连结 4C、ZN, 则 
Saarc:Sawgr—= AP:NK=5:2, 


2 
。, SawkL™B Scar0, 


4 于 了 了、G, 瑟 , 在 线段 


而 


Se4BF 一 SaA4Fc。 
心 A4ao 一 5SAwr。 
同 理 可 得 ，So4acp 一 5Soxkzww。 
所 以 口 KLMN 的 面积 是 口 4BCD 的 面积 的 
1 


5“” . 

1222.、 设 平行 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 
夹 角 的 平分 线 与 边 4B、BC、CD、DA4 的 交 
点 分 别 为 召 、 五 、G、 互 ， 则 四 边 形 BXGEH 的 
各 边 分 别 平 行 于 40 与 BD. 

解 由 0E 是 人 A408B 的 平分 线 , 得 

AB _ AO 

BE OB* 

同 理 可 得 ， 

AH AO 

ED 0o0D* 

而 BO=OD. 
AE AH 
” ‘BE HD* 

同 理 可 得 ,FG | BD, EF | A401 HG. 

1223. 在 平行 四 边 形 4BCD 中 ， 取 平 
行 于 4D 的 线段 B88， C 
车 BB、CF 的 交点 为 人 
G，AB、DF 的 交点 
为 五 ， 则 线段 G 互 平 
行 于 4B.。. 

解 由 4D1/BB, 得 8 

AD AH 

EF EH" 
又 由 BC4EF, 得 

BC _BG . 

EF EG 

而 4BCD 是 平行 四 边 形 . 

ee AD= BO, 

由 O.@, 得 做- 每 . 

。 AH-EH BG-EG 
"TH 
AB BE .， 
逢 = 基 .… 6 1 4B。 
1224。 过 平行 四 
边 形 4BCD 的 一 个 
顶点 和 4 的 贺 与 线段 
4B、4C、4D 分 别 交 


EH 1] BD. 


即 
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AC 上 取 一 点 召 , 使 <4DE= 人 人 AGH, 则 一 4D2 十 DG.4D。 
47:4G 一 0OB:4， 又 GD.4D=BD.DO、. 
解 根据 假设 二 4DB= 人 A4GH， 得 万 、 AB-AE+AC.AF=AD?+ BD.DO. 
五 、 有 到 G 四 点 共 圆 ， 1227. 在 平 Bp 
“. LDEG~—/DHG= /AFG. 行 四 边 形 4BCD 
又 . ATF4G= 一 40D. 的 一 边 4B 的 延 
Ad4dGFHoACDE。 长 线 上 取 点 P， 
.i AF:AG—08:0D. | 车 连结 D、P 的 了 | 
即 直线 与 4O、BC 的 交点 分 别 为 吾 媚 ,从 如 弛 


AF:AG~0B:AB. 
1225. 若 过 平行 四 Wg 
边 形 4B0D 的 顶点 4 
的 区 与 两 边 4B、4D 的 
延长 线 分 别 交 于 点 一 、 
G, 与 对 角 线 4C 的 延长 
线 交 于 点 如 则 
AB. AE+ AD. AG= AC0. AF. 
解 ” 连 结 如 F、BG。 在 A4C 上 取 点 五 , 使 
LA4BH= 了 AFE, 则 
AABHwAAFE. 
so AB:AH=4F:AE. 
AB. AB=AF.AH. 
“* -LBOH= /FAG, 
“ZBHO= /FGA, 
“. ABOHWwAFAG, 
.“» BO:OH=AF:AG. 
“»。 BO.AG=AF.0H 


又 


即 

AD. AG— AF.CH. 

把 @+@@, 得 

“ ’ AB.AR+AD.AG 
=AF.AH+ AF.0H 
~AFP(AH4OH). 
~AF.40. 


4226。 设 刀 是 人 4ZBCO 的 底 边 BC 上 任 | 


一 点 ,过 刀 分 别 引 4CO、 . A 
4 了 的 平行 线 交 4B、- 
4C 于 了 7 则 
AB.AE+AC.AF 
=AD+BD:DO. 
解 延长 4D 与 C 
公 4B0 的 处 接 圆 交 于 点 G, 由 上 题 可 得 ， 
~ AB. A AO0.AF=—AG.AD, 
而 4G.:4D=(4D+DG)4D 


过 三 点 B、 了、 了 的 贺 的 切线 , 则 这 切线 的 长 
等 于 DB. 
解 由 和信 48D 人 CBF, 得 
DBE: EF~—AB: EC. 
又 由 4P1/ Do, 得 人 4BPwACED, 
“, AB:EC=BEP:DE. 
o“» DE:EF= BP:DE, 
.. DEP.BEP. 
但 是 从 五 引 加 BFP 的 切线 了 3G, 则 
EGC2~BEF.EP. 
由 @\、@, 得 ZG?=D. 
. “. EG=DE. 


8S. 正方形、 矩形 及 其 他 四 边 形 
的 比例 线段 


1228。 设 在 矩形 4BCD 中 引 对 角 线 BD 
的 平行 线 与 CD、BC 的 交点 分 别 为 P.8， 从 
卫 引 BC 的 平行 线 PEB， 从 @ 引 4 的 平行 
线 Q@F,， 设 PB 与 QF 的 


中 


©. 


交点 为 6, 则 4_GC 在 “人 和信 一 到 
一 条 直线 上 .。 E Pp 
解 连结 4G、40, 则 

AB_DP 站 一心 

EG 有 


(… AB=DP, EG~BQ). 
又 由 了 PQ 了 DB, 得 


~ DP _ CD 
Bo BO’” ee 
即 PDP-AB, . AB_AB 
BO Bo *"” EG BCO* 
而 LA4EG=/4BO=90°, 
., 人 4BGwAABO. 


, LBAG= /BAO, 
即 4G、4C 相 重 合 。 也 就 是 4、G、CO 在 一 条 
直线 上 。 
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1229. 设 直线 BF 内 分 四 边 形 4BCD | 的 交点 分 别 为 五 、 鸦 , 则 人 A 

的 对 边 4B、0OD 成 HF AF FG HANNK 
AE DF ‘m A_ 于 KK BD AD DE: 

BF OF mn F 而 BD=DB, | 是 

又 直线 G 互 内 分 另 1 “. HF2FG. © 

一 组 对 边 BC,4D 成 同 理 可 得 , .FG 二 GK。 
BG_AH_m B G 。。 HF=~GK. D E 
CG DH %’ 又 HFIGEK. 所 以 及 FGK 是 平行 四 


则 BF、 五 G 互相 内 分 成 两 条 线段 的 比 等 于 


入 


解 在 4D、4B 上 分 别 取 玉 、 工 , 使 
; DK _BL_% 
EC 
则 尽 ZGZ 是 平行 四 边 形 。 
又 HEIBD, FG/ BD, .. HE TFG。 
设 瑟 GQ、 有 BF 的 交点 为 0, 则 
HO _ NO _ EH 
OF OF Fa 
GF=LK. 
EE EH AH AH 名 


FG TX AK HD w°* 


而 


1230。 在 四 边 形 4BCD 中 ，4C= BD， 
则 各 边 分 别 平行 于 对 角 线 的 四 边 形 EFGH 
的 周 长 一 定 . A HD 

解 “. EH/ BD, 


又 


由 假设 ,得 。 4C=BD. 
GO+@, 得 
EH+EP_ AB+BE _AB_1 
AC Ab AB 
“, EH+EF~AO. 

由 此 可 知 ， 四 边 形 FG 的 周 长 等 于 
2 .4C, 所 以 它 的 周 长 是 定 长 。- 

1231。 以 4BC 的 边 BC 为 一 边 向 外 
侧 作 正方 形 BDEC, 若 4D、4B 与 BC 的 交 
点 分 别 为 7、G， 则 FG 是 人 4BC 内 接 正方 
形 的 一 边 . 

解 从 也 G 各 向 BC 引 垂 线 与 4B、 40 


形 。 


而 LHEFG=90°, 且 HF=FG, 所 以 四 边 形 


了 8GR 是 正方 形 。 


1232. 在 直角 三 角形 4BC 的 两 条 直角 
边 4B、 SC 上 ,向 外 侧 分 别 作 正 方形 B4DB、 
BFGO, 若 CD、4B 与 D -A 
4AG、BC 的 交点 分 别 为 
HK, 则 BA=BEK. 

解 '. BC/ BG, 

AB_AF 
BE ha’ 
即 
AB_ AB+BO 
BE B80 


; DE EC 
>, BH 3 
即 


AB _ AB+BGC 
BH4 ~ BG 


由 @.@, 得 艇 = 第 : 
从 而 得 出 ， BK 一 BAH. 

1233。 设 正方 形 4B0D 的 边 BC 的 中 
点 为 到 ,4 妞 的 垂直 平分 A pe 
线 FG 与 4D 的 延长 线 交 
于 点 G, fFG、BG 与 CD 的 
交点 分 别 为 及 \ 五 , 则 

:0 
DE—0D, 
到 5D. 

解 六 4 DC 的 交点 为 了 则 四 点 G、 

D、 也 、 工 共同， 
*, AD.AG=AP.AL, 


4D.4G 一 于 AB-2 AB= AE?, 


于 


BE 一 C 


DH= 


即 


. 设 正 方形 的 边 长 为 a, 则 
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AE==~/ IF a, 
. 5 
ee AD.AG= 0 


2 4G C。 


5 _1 
DG 本 4 一 本 04。 


从 而 得 出 ， 
又 AGDKwAABE, AB=—2BE, 
一 工 一 1 

。 DEK 3 DG i soP: 


‘» DGNEC, .. MR DS. 


即 DH 地 CD. 


1234。 设 梯形 4BOD 的 两 腰 4D、BC 
的 延长 线 交 于 点 0, 过 O 作 平行 于 对 角 线 
5D、AC 的 平行 线 与 4 万 的 延长 线 分 别 交 于 
MH、N, 证 明 人 OBM 与 AO4N 等 积 。 

解 … BDJOM, A401 ON, 


AD B06 NA M 
由 @.@, 得 3 一 3 
.. BM—NA. 
在 人 OBM、 和 OA4N 中 , 底 边 BKU、4N 相 
等 ,对 应 的 高 也 相等 ,所 以 
SaoBM — SA04N. 
1235。 设 四 边 形 4B0D 的 对 角 线 4C、 
BD 交 于 点 0, 过 0 引 - H 
4B 的 平行 线 与 BC、 /¥ 
ASBODR 


AD 以 及 CD 的 延长 线 py 
/NN 


分 别 交 于 召 、F、G, 则 
GO 是 GB、GF 的 比例 
中 项 ， 
解 设 B4、0D 延 长 交 于 点 及 ,. 则 在 


ACBEH 中 , GE // BH, 
GE_HB ao 
“ 如 Ta， 
叉 在 人 DB 万 中 , GO / BH, 


由 亿 、@, 得 


所 以 , GO 是 GB、GF 的 比例 中 项 。 
1236. 引 平行 于 梯 
形 底 BC 的 直线 把 梯形 
ee 
。 设 这 条 直线 与 边 AD 

CD 的 交点 分 别 为 


.fF, 则 E 
4Dz-L BO2—2B 7 
解 延长 B4. CD， ¢ 
设 它们 相交 于 点 O, 则 由 4D/ EFI BO, 得 
AOADwAOBFw AOBO. E 


由 此 可 得 ， /299 一生 池 一 3 
设 这 个 比值 为 x， 则 
Saoap=%k" AD?, Saogr—=E BFP?, 
Saoso=%: BO?, © 
根据 假设 可 知 ,四 边 形 4B7D 与 四 边 形 
BOF 等 积 , 即 


SaAosgz 一 SAo4p 一 Saopc 一 SAogr， 


Neo4p 十 SAoso 一 2Saozz。 
代入 @ 式 ,得 24D2 二 NBC2 一 3256BT2。 
所 以 . 47D2- 二 BO2 一 2 有 172. 


1237。 梯形 4BOD 的 对 角 线 把 梯形 分 
成 四 部 分 ， 设 相对 一 组 三 角形 的 面积 分 别 


为 m2 及 22， 则 寞 A 了 
面积 是 (mm 十 人 2 
中 公关 2。 

解 ” 设 对 角 线 4C、 

BD 的 交点 为 0。 a 
由 A4DJBC 可 得 ， BB c 
SAa4op 一 SApoc。 

设 SA4op 一 M%2，SaAsoc 一 2， 则 
Baaop 0OD2 m2 
SAaoo 一 OB nm* 


OD 
从 而 得 出 ， 。 吉 二 = 完 。 


第 四 章 比例 


又 SaaoB:Sasa0op=— BO: DOm%N:m. 
a Sos08 一 记 SA4op 一 元 2 


Sacop— SA408= MN. 
人 梯形 4B8CD—SA40B 十 Sacop-T SAaop SaBgoc 
=2mn+ m24R= (mm 十 区) 2。 
1238。 在 四 边 形 
4LBOD 中 ，G 是 4D 
上 的 点 ,， 号 是 BC 十 


的 点 , 县 


又 连结 4 
CD 的 中 点 加、 了 了， 则 FF 二 等 分 线段 GH。 
解 '. AB=BB, 
又 DB 一 TO， Sapzrz 一 Sacrg。 

设 AG:GD=BH:HO~=m:n, 则 
NSAAEF TMS ApEF 

m+n 
NSApgr MIAarEr 
pp 
oe SaAgra—=SAgrH. 
. GO~OH. 

1239， 设 四 边 形 A Pp 
4BOD 的 对 角 线 4C、 
BD 的 交点 为 加 ,从 4、 
B.D 向 BC 作 和 环线 
44'、 BB' DD' 则 . 


Sagro™= » 


SAzgaz 一 


BA EE DC 


8 BC 44 .7 
因 边 形 480D 一 -7 一 


解 .Sa43D AF 


,Sm aacD .AC _ 4A4” 
Sapcp ”一 EB 


又 Sasop 一 吝 BOLDD 


. ,Ad 
六 四 边 形 4BCD 吝 BC: DD'. yr 


= .44'.DD' 
3 Eh  ， 


1240. 设 
四 边 形 4BCD 
的 对 边 4B、 
CD 的 中 点 分 
别 为 EBP, 则 
EF 的 延长 线 


“， Saagr=SABEF. 
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外 分 四 边 形 另 一 组 对 边 4D、BC 所 得 两 条 
线段 的 比 相等 . 

解 ” 设 延长 D4、CB 与 BF 的 交点 分 别 为 
CG、 已 , 又 从 各 顶点 向 BF 作 毒 线 44'、BB'、 
CC"、DD', 设 4、B、C、 了 刀 都 是 垂 足 , 则 


GA AA’ 
D-DD" Q 
HB ”PP 
O60 ® 
和 而 AA'=BB'’, C0’' = DD’, 
GA ~8B 
由 0.@, 得 全 一 28. 
1241. 在 四 边 形 4BCD 中 , BA4、CD 与 
CB、D4 的 延长 线 
的 交点 分 别 为 怠 、 
,两 对 角 线 的 交 
点 为 G, 过 G 引 BO 
的 平行 线 与 4F、 


了 的 交点 分 别 为 瑟 、K, 则 GH=HK. 
解 设 4B、0D 与 GK 的 交点 分 别 为 元、 
ML， 则 
KL_FB_ HL 


ZI 下 ”了 天” 天: 


。 EL_AKL-HL_ KH 
”1 LH-IG 62 


££B_ HG 
x BO GA" 
由 此 可 得 ， RE -二 区. 
HK=GH. 
1242， 在 矩形 4BCD 的 两 边 AB、AD 
上 ， 并 以 这 两 边 为 对 应 
边 分 别 向 外 侧 作 相似 三 


角形 4BE、DAF, 则 从 
互 向 4B、 从 万 向 4D 


US 


解 从 加 向 4B. 从 3B 
环 向 4D 分 别 作答 线 , 设 垂 足 为 及. 太 , 则 由 
AEBAWwAFAD, 由 BK LA4AB, FH AD, 


从 AK:KB~DH:HA. 人 

设 2K 与 27D 的 交点 为 21, 由 LD1J BRf， 
得 

DM:MB= AK:KB,. @ 


ete ye ent ee na dn cs dae 
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又 设 FE 与 BD 的 交点 为 有, 则 
DM': M'B—-DH:HA., ©® 

由 .@@、@, 得 DU:MB=DM':M'B. 

由 此 可 知 ， 点 与 LM' 相 重合 ， 即 万 KL、 
FH 的 交点 在 BD. 

1243. 设 两 定点 4、 台 分 别 在 定 角 0 的 
”两 边 上 , 在 04、0B 的 延长 线 上 分 别 取 点 P、 
Q, 使 4P.BQ 一 04.OB, 则 直线 PQ 必 经 过 
以 04、 OB 为 邻 边 的 平行 四 边 形 40BC 的 
顶点 0. 

解 ， 这 里 ， 只 须 证 明 连 结 @、C 的 直线 @C 
与 直线 PQ 相 重合 即 可 。 

根据 假设 ,得 4P.BQ=04.0B。 所 以 

AP_0B 
04 BQ’ 
AP+04 _ OB+BQ 
O4 BY 加 


即 -一 -一 


而 
LCOBQ= LPOQ. 
". 入 BCQwAOPGQ. 
“. LBQC~ /OYP. 
所 以 CQ、 PQ 重合 , 即 P8 过 点 C。 

1244， 在 矩形 4BOD 中 ,4D= 24PB， 
若 在 以 4D 为 直径 的 圆 上 取 一 点 PPBD、 
PC 与 4D 的 交点 分 别 为 吾 、F， 则 

.472-DZE2 AD?. 
解 因为 4D?= (48+EF+FD)?, 
AF?m (AB+ EF)?, 
DE2~ (BF -+ FD)?, 
所 以 ,要 证 明 48?+ DE?~AD?， 只 证 明 


(AB+EF+FD)? 
= (AE+EP)? CBN 本 
即 | A 


+ (BF+FD)? 
2AB.FDmEF. M 
设 延 长 了 P4、PD 与 BC 的 交点 分 别 为 M、 
VN, 则 
‘» LU=LPAD= /ND, 
LABM= /DON =90°, 
“. AABMwANCD, 


，BM:4B=CD:NC. 
“» BM.NO=AB.CD=ABi. 
而 AD= 34P， 
即 4D2 一 2 4B?. 
“. 2BM.NO~ 42 一 BO2。 
又 由 4D1/ MN, 得 
MB: BCO:ON = AB:EF:FD. 
". 2AE.FD=EF?, 

1245. 在 凸 四 边 形 4BOD 中 , 若 在 4P、 
BC、CD、D4 上 分 别 取 点 P、Q、R、S, 使 
AP_ B90R_DS_, 

PB wo ED SA ? 
则 四 边 形 P89RS 和 四 边 形 4BCD 的 面积 的 
比 等 于 (>2 十 1) : (7r 革 1)2。 


外 .AP BO CB DS.r 
” PB WO ED SA 1? 
Saaps 
心 A4BD 
4P.4S 
AB.AD 
”1 
7+1 7+1 
i © 

Sacgr _ CQ:0B_ CR ek g 7 
Sagop CGB.0D OD r+i 9 十 工 
Dr 
由 @、Q@, 得 
Sears 一 [1 “Sa4pD， 
人 5 
Secon 一 六 1 SAacp。 
由 此 可 得 ， 
Sa4Ps 十 Sacop 一 一 一 04SA4zp 十 Sascp) 
SS 
(十 二 
(其 中 8 是 四 边 形 4B0D 的 而 积 ) 。 
辣 理 可 得 ， SearoTSappe 一 Ti。 


设 四 边 形 PQES 的 面积 为 8', 则 
2rS [C+1)2—27r18 
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有 72 十 1 


所 以 ， eC EM 


号 . 切线、 基线 的 比例 线段 


1246. 若 贺 的 两 弦 4B、CD 的 延长 线 相 
交 于 点 召 , 则 AB.BB=CE. BD. | 
[网 用 定理 ] 


解 设 两 条 弦 4B、CD 相交 于 点 如。 


CD 

如 图 (1)，ZLD= 人 4, 人 0= 人 人 BB, 

“, A4BOcoADBB. 
“. AE:EC~ED:;EB. 
由 此 可 得 ，AB.EB=~08.ED. 
如 图 (2), LEBD= /C0, /EDB= /4, 
“. ABBDwAROA. 
, AB:ED=CE:EB. 
由 此 可 得 ，A4E.EB=0E.8D, 
注 设 抽 的 半径 为 7， 
《i) 若 点 如 在 贺 内 , 则 
| AE.EB=72—0O%?, 
(i) 车 点 媚 在 加 外 , 则 
AE-.BB~OF—?72. 

1247. 若 两 条 线段 4B、CD 或 其 延长 线 
相交 于 一 点 BB, 征 AB.EB=08.BD, 则 4、 
C、B、D 共 加 , 

解 由 4B.BB~=0E.BD, 得 

AE ED 


CE EB* © 


(1) 
在 八 4EC、 人 DEB 中 ， 
LABEC= /DEB. 
由 @@、 四 可 知 ， 八 4ECw 人 和 人 DEB, 
LBAO0= ZEDS, 


® 
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从 而 得 出 ，4、0C、B、 也 四 点 共 贺 ， 
1248. 在 线段 
34 的 延长 线 上 取 一 
点 卫 , 则 过 邓 的 线段 
PT 与 过 三 点 4、BT PF 
的 圆 相 切 的 必要 充分 
条 件 是 : PT 是 卫 4、PB 的 比例 中 项 . 
解 设 fI 是 切线 , 人 PTA4= 人 PBT， 则 


下 


APTAWwAPBT, .. PA:PT=PT:PB, 
PT2=PA.PB. 
反之 , 设 PA4:PT=P7T:PB， 
而 LTPA= 了 BPT， 
“所 以 APTAwAPBT, 
从 而 得 出 ”人 PT4= 人 PBI. 


由 此 可 得 , PT 是 贺 了 4B 的 切线 。 

因此 , PT 是 圆 74 的 切线 的 必要 充分 条 
件 是 : PT 是 了 4、PB 的 比例 中 项 . 

1249. 设 过 圆 C 上 一 点 了 所 作 切 线 与 直 
径 4B 的 延长 线 交 于 点 DD, 在 4D 上 取 点 召 使 


0D_ 40 St 
AC 0OF’ 
解 连结 PO, 则 AN “ 广 
PC=.40., 
CD_4C CD_PO 
AC OCB" PC C8" 
在 人 POD 与 人 PEC 中 人 PCD 是 公共 角 ， 
且 这 个 角 的 夹 边 成 比例 , 所 以 
A 人 PCDWwA BEBOP, 
“» LOPD= /PEO, 
而 ACPD=90°. 
APEC=90°. . 了 万 | AD. 
1250， 在 贺 C 
的 直径 4B 的 延 PN 
长 线 上 取 一 点 4 o 
0, 过 0 引 加 的 
切线 , 切 点 为 C， 
过 C 作 4 的 重 线 OM, 则 
AM _ AO 
7 
解 设 4B 为 直径 , 0C 是 切线 ， 
则 LA0B=90°, 


LA= /BCO~ /MCB. 
由 此 可 知 ，CB、0C4 分 别 是 人 MCO、 与 它 相 
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邻 的 外 角 的 平分 线 。 
所 以 , CB、C4 调和 分 割 4 互 ， 即 
AM :BM=AO: BO. 

1251， 过 团 内 接 三 角形 4BC 的 顶点 4 
的 切线 与 BC 延长 线 交 于 点 D,， 则 
BD:CD= .APB?: AC?, 

解 设 4D 为 切线 ， 

则 在 入 4CD、 八 B4D 
中 ， LDAC= /DBA, B 
又 ZD 是 公共 角 ， 
人 A40CDwA 人 NBAD. 
5 Sassp:SaacD= AB?; AO?. OV 

又 人 4BD 的 边 BD 上 的 高 、 人 4C 的 边 

CD 上 的 高 相等 ,所 以 
Sa4aD1Sa4cp 一 BDIOD。 ©@ 

由 名, 得 BD:CD= .4B?: 4C0?, 

1252。 设 有 两 个 定点 4、B， 由 4 向 一 
个 定 贺 0 引 任 意 割 线 4MN, 作 八 BMN 的 
外 接 贺 , 则 这 个 贺 过 点 五 外 的 一 定 点 。 

解 设 延 长 4 与 
贺 BUN 的 男 一 交点 
为 C, 则 
AM.AN= AB.AC., 

而 贺 0O 是 定 贺 , 4 
是 定点 ， 不 论 割 线 . 
AMN 的 位 置 怎样 变动 , 都 可 以 得 到 

用 .AN 二 A402 一 ( 贺 的 半径 )2, 
它 是 一 个 定 值 (问题 1246) 。 

又 4B 是 定 长 线段 。 由 此 可 知 ， 40 也 是 
定 长 线段 . 因此 点 C 是 定点 , 即 作 BUN 的 
外 接 圆 是 过 定点 C。 

1253。 设 定 圆 O 外 有 两 定点 B、0C; 过 
B、C 的 任意 圆 与 定 
欧 C 的 交点 为 M、N， 
则 连结 MK、 六 的 直线 

解 设 CB 与 MN 
的 交点 为 4, 由 4 引 
辆 0 的 切线 47, 则 

AT?~— AM. AN. 

又 AM.AN==.AB.AC, 

se 472 一 4 了 .4C. 
因此 ，47 与 圆 BTC 在 点 了 处 相 切 。 从 而 得 
出 , 图 BTC 在 点 了 处 与 贺 0 相 切 。 


A 


由 此 可 知 ， 过 两 定点 及 9C 作 圆 与 贺 0 相 
切 , 点 4 是 过 切 点 了 的 公 切 线 与 0B 的 延长 
线 的 交点 。 所 以 4 为 定点 。 

1254. (1) 若 从 圆 O 外 一 点 4 向 这 个 
现 引 两 条 切线 ， 设 切 点 为 五 、C, 直线 BC 与 
40 的 交点 为 D, 则 以 0D 与 04 为 邻 边 的 
和 矩形 的 面积 一 定 . 

(2) 若 上 述 的 点 4 在 给 定 的 圆 0 的 同心 
圆 上 变化 时 ， 则 直线 BC 总 是 与 一 个 定 圆 想 
切 . 


解 (1) … 个 4B0 是 直角 三 角形 ,又 
AOLBO, 
, OD.04=0B,, 
人 
A 人 A \ 
A ~ A < 
C 


邑 0D.04 等 于 半径 的 平方 . 

由 此 可 知 , 以 OD、04 为 邻 边 的 矩形 面积 
一 定 。 

(2) 根据 (1)， 得 OD. 0A4=—0B?. 
而 04、0B 是 定 长 。 所 以 OD 也 是 定 长 。 

又 BO 40. Re BC 是 以 O 为 四 


心 , 半径 等 于 定 长 2 的 圆 的 切线 。 即 BC 


与 定 圆 相 切 。 

1255。 者 过 定 圆 4 上任 一 点 DD 所 引 的 
切线 ， 与 过 4 的 另 一 定 圆 人 下 B、C, 则 
4B: 4G 是 定 值 。 

解 ” 作 另 一 定 加 的 直 
径 4E, 连结 Bh, 则 B 

AABEwAADG., 
“。 AB:A4E 
=AD:;AC. 

'. AB.AC0=AE.AD. E 

而 4D 是 定 贺 和 的 半径 ，A 恕 是 另 一 定 团 
的 直径 , 所 以 4D、4 马 都 是 定 长 线段 . 因此 ， 
AB.4D 是 定 值 。 从 而 得 出 4B.4C 也 是 定 
值 


1256。 从 定 直线 1 上 的 任 一 点 卫 向 定 
加 0 引 切 线 P4、PB， 则 连结 切 点 4、 B 的 
弦 过 定点 。 

解 从 0 向 ? 引 重 线 00， 设 0 是 匡 足 ， 
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CC 与 4B 的 交点 为 解 在 人 40D、 信 4FEB 中 ， 人 4 是 公共 
D, 4B 与 OP 的 交点 角 ， 
为 B， 则 4B1OP， LACD= /LABD=90°— /BAD= 了. 
及 、D、C、 忆 四 点 共 AACDwAAFE. 
名 S EF _ AF 
.。 00.0D 从 而 得 出 ， 一 有 40 
一 O08.OP 一 O42?( 一 定 ). 1260. 由 线段 QB 


而 CC 是 定 长 的 线段 . 由 上 式 可 知 , OD 是 定 
长 的 线段 , 因此 点 国 是 定点 。 这 就 是 说 ,4B 
总 经 过 这 个 定点 DD. 

1257. 从 加 0 外 两 点 P、@ 分 别 向 圆 引 
切线 ， 设 切 点 
分 别 为 4、B 


F, 则 P、@Q、 BE、 四 点 共 四 。， 
不 在 一 条 直线 上 . 

解 *. LPA0=90°, 4B .1 PO，, 
“, AO2=OR.OP., 

同 理 可 得 ， 002 二 O08.08。 

而 A4000,， .08.0P~08.00， 

从 而 得 出 , 有 了 P、Q、 了 四 点 共 图. 

1258.。 设 加 0 的 纺 4B， 过 人 的 中 点 
0 引 任意 直线 交 B4 
的 延长 线 和 加 分 别 
于 点 PP.9, 则 C4 是 
CP、C8 的 比例 中 
项 


其 中 己 O、9 


解 由 4、B、C\、@ 共 贺 ,得 
L004A=180°—/B : 
=180°— ABAC= /O04P., 
LA0Q= /POA. 
。“» ACAQWACPA. 
A .08 _ CO4 
”4 605， 
即 C4 是 CP. 08 的 比例 中 项 . 
1259. 从 汗 径 4B 
的 一 端 4 引 两 条 该 4C、 
4D， 设 4O、4D 与 过 
点 五 的 切线 分 别 相交 于 A B 
点 五 了, 则 
BP _AP 
CD AG* 


又 


上 的 一 点 BB 引 垂 线 
BA, 从 B 向 48Q、 4BR 
分 别 作 垂 线 BO、BD， 


CA 
者 4 与 CD 的 交 肖 SS 


BQ: BER. 4 忆 D 
= AB?.BP, 
解 '…… 人 4BQ=90°, BC1 4%, 
»» AA4BYWAACBE, 
_B9 。 BO 
AB™ LO 
同 理 可 得 ，A 人 4BRwA4DB。 
BR BD 
”5 AD° . 
QWDX@, 得 
BQ:BR , BO.BD 
AB? AC.AD" 
而 LOCAD+ /CBD=180°, 
Sapao BO:BD 
Sapa0 AC.AD" 
又 人 DBC、 八 D4C 有 公共 边 DO, 所 以 
Sapsc BP 


但 BO.:BD _ BP 
A 


又 由 @、@, 得 一 5 一 


., BQ.BR.AP~AB?.BP. 

1261， 从 加 0O 外 一 点 4 向 加 0 引 切 线 
A4C， 从 04 上 一 点 B 向 加 0 引 切 线 BB, 使 
BE~AB, 则 A022 40.4B. 

解 设 过 B 引 
A0 的 垂 线 与 4G 
的 交点 为 D， 则 
OD2— DA? 

=~0B?— AB?. 


@ 


© 


中 
根据 假设 , 得 4B= BZ， 由 ,得 
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OD:~DATOB_BR=OF, 四 
又 “00D=90。， 
.0D DO? 一 002。 ® 
而 O8 一 0C、 由 加、 四 ,得 D4 一 DO， 
而 0O、B、D、C 共 圆 . 
。 40.4B 一 4D.40m~ 疗 AC?, 


AC?=—2 AO. AB., 
1262， 从 贺 
上 的 任意 点 卫 向 
弦 4B 引 垂 线 A B 
PO, 又 从 A4、B 0 
”分 别 向 过 点 王 的 gp N 
切线 引 垂 线 以 
44、BN, 则 4M.BN 一 PO2。 
解 ” 设 延长 4B、MN 交 于 点 0, 则 
AONBwAOCPw AOM A., 
OB_BN OP_ PC 
“* ‘OF FF0’ 04 447 


而 PO 是 切线 。 
., PO2~0B.0A, 
即 .0B -OP BN EC 
vp O04: EC AM 
., AM.BN=PC?, 


1263. 若 从 圆 外 的 一 
点 B 引 圆 的 切线 B4、 割 
线 BOD, 又 人 4BD 的 平 
分 线 与 40、4D 的 交点 
分 别 为 五 ， 则 

AE.AF= EO.FD., 

解 在 人 DB40C 中 ，BB 
是 人 B 的 平分 线 ， 

"。 AE:EC=BA:BC. 中 

同 理 可 得 , 在 A4BD 中 ， 

DF:AF= BD:BA., © 
又 B54 是 圆 的 切线 ， 
.. BA:BC=BD:BA. 全 

.由 中 、@、@@, 得 

ABE:EC=FD: AF. 
»“» AE.AFe—EO.FD. 

1264。 从 圆 外 的 一 点 卫 向 贺 引 切线 , 设 
切 点 为 4, 又 从 了 引 割 线 与 圆 的 交点 为 五 、 
C， 人 4PB 的 平分 线 与 弦 4B、4C 的 交点 分 
别 为 D、 召 ,: 则 
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DB BC _] 
AB™ AG 
解 从 D3 引 4C 

的 平行 线 与 BC 交 
于 点 万， 则 
LAPD= /DPF, 
LDFP= /ACP= /DAP, 
APDAGQAPDF. :.. AD=DF, 

而 AAPDwAOPR. 

*. LADP= /PEOC. 

LADE~ /ABED. 

*, AB=AD=DF,. 

又 4C1]/ DF, 

DB_ DZ AE 
”4 25 ‘240° 
BO_4BLEZO_340_ 

AB 4 245” ”240 AG 

1265， 设 4B、 p 
CD 是 贺 的 两 条 平行 
弦 , 过 点 作 贺 的 切 ”9 D_c 
线 与 CD 的 延 长 线 
交 于 点 GG, 在 CD 上 人 A 他 
取 一 点 也， -车 直 线 
PA4、PB 与 弦 CD 的 交点 分 别 为 加 .了 F, 则 

FE.FG=FD.FC. 

解 “. BG 是 切线 , .'. 人 PBG= 4。 

又 4B) CG, LA4A= /PEG. 

所 以 , P、 召 、B、G 四 点 共 贺 . 

FE.FG=FP.FB. 
‘» FP.FB=FO.FD, 
FE.FG=FD.FO., 

1266. 在 圆 的 直 
径 BC 上 作 锐 角 三 角 
形 4B0, 在 边 4B 上 
取 4D 等 于 从 4 向 效 
所 引 切 线 AF, 若 过 
D 引 AB 的 垂 线 与 
AC 的 延长 线 交 于 点 
万 , 则 


由 此 可 得 ， 


1, 


SAano=SAADE. 
解 在 人 4BC 与 和 作 4DE 中 ,人 A 是 公共 
角 ， ~ 
Saoapce AB.AC 
Snapp™ AD-AE: EY 


第 四 章 比 全 


设 4B 与 园 的 交 点 为 @， 连结 GC. 由 47 
,是 图 的 切线 ,得 


482 一 4 有 .4G。 “= 一 = 


又 AcCGB=9%0。=- -BFPE， 
*. CG ED. 


由 @@、 ©®, 得 “AB AE* 


.» 4B-A0=AD.AE. 

所 以 , 由 四 可 知 ，SA4aBc 一 Sa4pzg。 

1267 以 人 4BC 的 边 BO 和 站 仁太 
圆 与 4B、 AC 
的 交点 分 别 为 
DB, 过 4 引 
DE 的 平行 线 
与 0B 的 延长 
线 交 于 点 书 
由 古 引 这 贺 的 切线 PF， 

解 … D41 DB， 

。。 /ALAADE= /DAP. 
又 LADE= LC. /C= /DAP, 

由 此 可 知 , 4P 与 加 4BC 在 4 点 相 切 。 

。» PA=PB.PO,. . 

而 PF?=PB. PO. 

从 而 得 出 。 PA=PF. 

1268 。 从 四 外 
一 点 号 引 切线 PP4 
及 割 线 已 BO, 过 书 
引 任 意 直 线 PK， 
使 PE 一 PA, KB、 
KO 与 贺 的 另 一 交 
点 分 别 为 B、 耶 ， 
则 BF 与 PK 相互 平行 。 ， 

解 由 24 是 切线 目 PA4=PK, 得 


则 4=PF。 


PB.PO~PA?~PR?. 
册 此 可 得 , PK 与 加 BCK 在 点 互 处 相 切 。 
， LPRB= /KOB,. @ 
又 由 了 百 、 召 、F、O 共 圆 , 得 
LEOB= /BEP, 四 
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由 @.@, 得 人 PEB= 人 人 BEF. 
., PK/NEF, 

1269. 从 定 

圆 外 一 定点 双向 
贺 引 两 条 切线 ， 
设 切 点 为 S、7， 

过 4 引 任意 的 直 
线 与 圆 交 于 了 、 
9, 与 弦 ST 交 于 及 R, 试 证 明 ， 
ne 

45 AR" 


1 
解 多 证 明 -5 十- 了 一 -了 5 只 须 证 明 


AR(AP+AQ) 一 24P.49， 四 
设 PQ 的 中 点 为 到， 因为 
APTAQ=2 AM, 
所 以 要 证明 中 式 成 立 , 只 须 证 明 
AR.AM=AP.AQ. © 


-事实 上 , 设 贺 心 为 0, 则 


LOMA~90°= /OSA= /OTh. 
由 此 可 得 ，O、 歼 、S、4、7 五 点 共 圆 。 
"» LSMA~/STA~ /AST, 
。。 LSMA=/ASR. 
从 而 得 出 458 切 人 SME 的 外 接 贺 于 8. 


“» 482 一 4RB.4MX。 
又 AP.AQ=A8’, 

“ AP.AQ0=—AR.AM. 
Be nt 


1270， 设 园 的 直径 为 
4B, 过 4、B 作 切 线 与 区 
上 任 一 点 及 处 的 切线 分 别 
相交 于 P.Q, 证 明 以 PE、 
QB 为 邻 边 的 矩形 的 面积 
一 定 。 

解 设 圆心 为 0， 连结 OP、 OR Q@, 则 
OP、08 分 别 为 LP、 人 8 的 平分 线 . 

而 4P1/ 539， AP+AQ=180°. 


Pe i 
“主人 P+ 训 人 9=90。 


由 此 可 得 ， ”人 P00 一 90°， 
XORLPYQ. .. NPORWwAOQR, 
PR:OR=OR:QR, 
, OFR=~=PR.QR. 
而 0B 是 定 园 的 半径 。 它 的 长 度 是 定 值 。 . 
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因此 , PR:8EB 的 值 也 是 定 值 . 

1271， 设 过 圆 的 弦 Pp 
BC 的 两 端 所 引 的 切线 交 
于 一 点 4， 从 圆 上 任 一 点 下 
忆 向 BO、CA4、4B 所 作 垂 
线 分 别 为 PD PE、PE, 则 
PD?~ PE.PF. 

解 连结 PB、PC、 
DZE、DF， 则 四 边 形 
PDBF 及 PPDO 都 是 圆 内 接 四 边 形 。 又 因 
为 4B、AC 是 切线 , 所 以 

APD- /SDBA= /DOA= /DPBE. 

又 LPFD= /PBD= /POBR= /PDE,. 


人 PDEwAPFD, 
. PE:PD=PD:PF, 
即 . PD?~—PE.PF. 
1272。 过 加 上 一 点 
C 向 直径 4B 作 垂 线 


0D, 过 点 C 作 切 线 与 过 
点 4、B 的 切线 分 别 交 
于 点 肿 , 了 , 则 AF、BB、 
CD 相交 于 一 点 。 
解 延长 BF、40, 设 它 们 相交 于 点 刀 ， 
则 ZF'CB=90°*,， 生 CF=FB. 
所 以 也是 直角 三 角形 到 OB 的 斜 边 的 中 点 。 
而 CDP1 天 B。 所 以 4 与 GD 的 交点 G 
是 CD 的 中 点 . 同 理 可 得 ,BEB 也 经 过 CD 的 
中 点 。 
1273。 过 圆 上 一 点 卫 所 引 的 切线 与 过 
直径 4 的 两 端 所 引 的 D 


切线 分 别 交 于 C0、D, 又。 dF 
四 边 形 40DB 的 对 角 PK 


线 交 点 为 8, 则 直线 PG 4 B 
与 40 平行 . ~ 
解 … 40 BD, 


人 QACwAQDB. 
-， 94:4C=QD:BD。 
又 AC~0P, BD=—PD. 
.“. QA:CP=QD:PD,. 

从 而 得 出 ， P@1/ 40. 

1274. 过 贺 0 的 弦 AB 的 两 端 引 AB 
的 垂 线 与 4B .上 任 一 点 C 的 切线 分 别 相交 于 
互 、 了 , 过 C 的 半径 与 弦 4B 的 交点 为 D, 则 
OE.CF=DA.DB, OD?~BA.FB, 
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明 是 
解 因为 CDLEF, 日 人 DBF~90*， 所 
以 四 边 形 CDBF 是 圆 内 
接 四 边 形 ， 
LF=/ADC. © 
又 CF 是 圆 的 切线 ， 
LFOB 
/CAD. ©® 


同 理 可 得 ，A4ZBOwACcDB. 
BO_DB_ CD @ 
”A0 HO 45 
由 @、@, 得 CB.CF~DA4.DB; 
CD2-- BA.FB., 

1275. 从 圆 上 
的 一 点 卫 向 直径 
4B 引 垂 线 ， 垂 足 
为 8， 从 4、B 向 
过 之 点 的 切线 作 
垂 线 ， 垂 足 分 别 为 
MM、 N, 试 证 
AQ. BO= 4M.BN. 

解 在 人 4MP、 人 入 PQB 中 ， 

人 了 = 人 Q( 直 角 )，. 
ZUPA= /PBO, 
’, AMPWwAPOB. 
". AM:PQ=~PA:PB. © 

同 理 可 得 ， 人 PBNw 八 4PQ. 

'. PO:BN=PA:PB. ©® 

由 @、@, 得 4MUM:PQ==PQ:BN. 

AM .BN = PO?. 

而 LA4PB=90°, PO] 4B. 

PO?= AQ.8B. 
', AM.BN=AQ.QB. 

1276， 网上 A 
两 个 动 点 P、%， 
分 别 从 圆 的 直径 
AB 两 端 4、B 
以 等 速 同方 向 沿 B S 
阅 移 动 ， 4P、BQ 与 过 点 B 的 切线 分 别 交 于 
点 怀 、S, 试 证 BE 与 BS 是 按 反 比例 变化 

解 因为 2、8 是 以 等 速 同方 向 运动 的 点 ， 
所 以 AP= 569。 
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/LABP= /BAG. 
因为 4B 是 直径 ,所 以 人 A4PB=90°. 

从 而 得 出 ， 人 PAB-+ /4A4BP=90°， 

“» LPAB+/BAQ=90°, 
邢 LRAS=90°. 

由 此 可 得 , A4BS 是 顶 角 4 为 直角 的 直 
角 三 角形 。 因为 4 了 是 斜 边 BS 上 的 垂 线 ， 
所 以 4 是 BRB 与 BS 的 比例 中 项 , 即 

AB?= RB.BS. , 
又 4B 是 已 知 圆 的 直径 , 它 是 定 长 的 线段 , 即 
它 的 长 度 是 定 值 .所 以 EB 与 BS 是 按 反 雍 
例 变 化 . 


1277。 设 贺 的 半径 04、 0B 互相 垂直 


过 A 上 的 一 点 P 卫 的 -D 
切线 与 04、0B 的 延长 Ne 
线 分 别 交 于 CO、D, 从 PP EN 
向 0OB 引 垂 线 PQ, 从 9 

向 OP 引 垂 线 9BR， 则 RN 

CD.QR=O0P. 
解 ” 显 然 ， 
ACODWwAOQP. 
“» CD:OP~—00:08. @ 
又 AOPOCwWwAQRO, 
‘. OP:ORE=0C:00, 四 
内 Q@、@, 得 CD:OP 一 OP:OR， 
CD.9RE 一 OP2， 

1278， 设 加 0 的 纺 45 的 两 端的 切线 
相交 于 点 P， 过 
4B 的 中 点 引 
任 一 弦 CD, 则 OP 
是 ZCPD 的 平分 
线 oe 


解 由 双 是 4B 
的 中 点 ,可知 点 O、M、 书 在 一 条 直线 二， 
又 CO4P=90* 一 0OBP, 所 以 O、4、P、 
巨 共 四 。 
“, OM.MP~MA-.MB, @ 


M4.MB=MC.MD. @ 
由 人 、@, 得 MO.MD=OM.MP. 
由 此 可 知 , 四 边 形 CODP 是 加 内 接 四 边 形 。 
而 C0~0D,.…，060=0D, 
“ LCPO~ /DPO, 
即 0P 是 LOPD 的 平分 线 。. 


1279. 过 以 0 为 
中 心 的 定 圆 外 一 点 
《4, 引 两 条 直线 4P@、 
4RS， 使 它们 与 40 
所 夹 的 角 相 等 ， 并 分 
别 与 贺 相 交 于 P、@ 
及 ES, 则 PS、QER 的 交点 是 定点 . 

解 由 一 940 一 340， 可 知 40 是 国 O 
的 对 称 轴 ，PS、9 刀 的 交点 在 04 上 。 

设 这 一 点 为 8, 则 

LPOR=2/POB=2/PQB., 

LPOB= /PQB. 
因此 ， PP、 2、 O、 在 同一 圆 上 。 于 是 
AB.AO— AP.AQ. 

而 4P.A8 等 于 从 4 向 贺 所 引 切 线 长 的 平 
方 , 设 为 m2 则 4B.40=m?. 而 ?2 及 40 
是 一 定 的 ,所 以 4B 是 定 长 。 从 而 得 出 ,点 B 
是 定点 。 

1280。 4 为 圆 O 的 定 弦 ， 人 
忆 向 辕 引 两 条 切线 PC、PD,， 
车 纺 4B 平 分 蓄 0D, 则 点 
己 在 一 个 定 圆 上 ， 

解 设 两 弦 4B、CD 的 交 
点 为 到 。 根 据 假设 ,得 

MD=MO. 
“. MPMA.MB. @ B 

但 是 ， 在 和 POD 中 。 

LD=90°, 
.. MD=MP.MO., 全 

由 @O\、Q@, 得 MA.:MB~MP.MO. 

由 此 可 知 ; P、4、O\、 五 共 圆 。 而 点 4、 也 
是 定 弦 的 两 端 ， 点 O 是 定 圆 的 圆心 ， 所 以 下 
了 408B 是 一 个 定 圆 。 从 而 得 出 ,点 一 是 在 过 
三 定点 4、O、B 的 定 贺 上. 

1281。 过 加 上 的 定点 4、 i 是 的 
切线 ， 又 引 割 线 
QCD, 使 


则 这 两 条 切线 和 
这 条 割 线 相交 于 一 点 。 

解 设 在 点 4 的 切线 与 DO 的 延长 线 交 于 
一 点 如 则 . 
APACwAPDA, ' J 
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40_4P_ OP 
2D TBP” 4P， 

40? CP 
8 ADi™ DE: 中 
同 理 , 设 在 点 B 的 切线 与 DC 的 延长 线 交 于 
点 也， 则 


2 ”万 Br 
_ BQ 
根据 假设 ,得 -Fz 46 = 
CP _ OP 
由 此 可 得 , 点 卫 与 点 P' 重合 
1282。 设 半 
贺 相 互 外 切 于 点 
7T, 引 两 加 的 外 QOS 
解 由 401 Bo 可 得 /4TB 一 90"。 
若 从 Z 向 4833 引 垂 线 7 互 ， 则 在 直角 三 角 
人 .42: 人 DB2 一 .4 万 :五 万 . @ 
HT/ AO BO', 
由 @、@, 得 T4?;:TB2 二 RR:7， 
*. TA:TB=VERE:V7. 
AB2=7TA2+TB?= Em?+7rm?= (RBR+7) m2. 
AB=~m~VER+?. 
1283. 从 加 
O 外 一 点 4 引 两 . 
4C， 设 04 与 
BC 的 交点 为 也， 


BO _ oOP’ ® 
BF 

由 中 \@, 得 DP DP’* 
径 为 R77 的 两 
AB, 

AT:TB: 4B= MEE:MVT: a 
形 47B 中 ， 
。 AH:HB=0OT:TO'~R:?, @ 

设 TA4=~VEm, TB=V7m， 则 

“, TA:TB:AB= VR:MVr :VER+7. 
条 切线 4B 与 
以 AD 为 直径 的 


圆 0' 与 加 0 的 一 个 交点 为 也 则 O 了 是 园 0' 


的 切线 。 | 
解 .0OB4=90。 BD104, 
. .0B?=0D.04, 
而 0B=O0E. .. OF=0D.04. 
由 此 可 得 , OF 是 贺 0 在 点 五 处 的 切线 ， 


-CG: AH =0D: AB. 


第 二 编 证 明 题 / 


1284. 设 书 
是 与 贺 O 垂直 
相交 于 D、 吾 的 
另 一 园 上 的 一 
点 ， 从 三 向 圆 0 
引 切 线 P4、ZB， 
若 OP 与 贺 了 BD 的 交点 为 0, 则 4、C、 在 
一 条 直线 上 。 

解 ”因为 两 圆 垂直 相交 于 点 D, 所 以 


OD?=00.0P. 
设 4B 与 OP 相交 于 0O'。 
“ /OAP:=90°, 40' LOP, 
“042=00'.OP. 


_ OC.:0P=00'-OP. 

由 此 可 知 0' 与 C 相 重 合 , 即 4、C、B 在 一 
条 直线 上 。 

1285。 车 从 一 点 了 向 圆 0 引 切 线 PA4、 
PB, 从 4 向 过 点 B 
的 ;直径 BC 作 垂 线 
4D, 则 

PB _ BD 
BO AD* 

解 ” ”显然 , 四边形 
了 BOA 是 殴 内 接 四 边 形 . 所 以 , 在 人 PEBO 与 
和信 BD4 中 ， | 

LBPO= /BA0= 4BO， 
且 LPBO=90° = /BDA, 
ee 和 人 和信 PBOwA 人 BDA., 
PB BD 


dtd 


BO AD* 


1286. 设 入 4B0 的 边 4C 切 一 网 于 点 
CO,， 又 4B 的 延长 线 切 这 
圆 于 点 D，BC 与 圆 交 于 
点 G, 从 点 4 向 BO.CD 
分 别 作 垂 线 4 五 ,4, 则 


解 连结 DG、 HE. 因 
为 4C 是 圆 的 切线 ,所 以 
LAOCG= LGD0. 

又 AH.LBO, 
AB I.DO, ... LAHC—90° = /ABC. . 
由 此 可 知 ，4、 互 ,五 .COC 共 两。 
~» -一石 4 了 = /GCE, 
LABH= /ACG, . 
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LAEB= /CDG, 

。 人 人 AHEwACGD. 
.. CG:CD=AH:ABE. 
从 而 得 出 ， CG: AH 二 0D:AB. 

1287 . 过 定 圆 0 的 任意 直径 4B 上 一 
点 也 引 与 4B 垂直 的 
弦 COD， 设 过 点 C、 卫 
的 切线 相交 于 8@8， 过 
了 .8 的 任意 贺 与 定 
0 交 于 点 召 ， 则 两 
圆 在 点 有 召 处 的 切线 互 
相 垂 直 . 

解 因 为 AOD9 
是 直角 三 角形 , PD_.LO8, 所 以 

OD2 一 0OP.O09。 
而 OD=0BE. .“, OF?~OP.00. 
由 此 可 知 , 0 是 经 过 P、@ 的 任意 圆 0' 的 


切线 。 

“. 0O' BO=90*. 
从 而 得 出 ， 经 过 点 吾 所 作 两 圆 的 切线 互相 垂 
直 . 


1288. 从 圆 0 外 一 点 4 Bs 引 两 条 
切线 AC、AB. 连 
结 BC 的 弦 与 04 
的 交点 为 D, 过 C 
引 任 意 弦 ORB， 从 
4 向 OB 或 其 延 
长 线 引 垂 线 , 设 垂 
足 为 互 , 则 A4D5 与 相似 。 
解 由 AC 是 贺 O 的 切线 ,得 
LA40B= /BEC. 
又 4B 是 轿 O 的 切线 。 所 以 
LADO=90°. 
而 根据 假设 ,得 人 4HC=90°, 
所 以 4、 五 、C、 DD 共 罚 . 
*. LAHD= /ACD., . 
LAHD= /BEC. © 
在 4C 的 延长 线 上 取 一 点 刀 , 则 
LECF—= /ACH= /CBE, 
LACH= /ADEH, 
“, LADH= /OBD, G@ 
由 @、@, 得 人 ADHwA 人 OBE, 
1289. 设 04、 08B 为 名 0 的 互相 垂直 
的 两 条 半径 , 过 .4B .上 的 任 一 点 C 所 作 的 切 


线 与 04、OB 的 交点 分 别 为 D、 脏 ， 从 C 向 
OD 引 垂 线 CF, 旭 和 A044B 的 面积 是 人 0CF 
的 面积 与 AODZ 的 面积 的 比例 中 项 。 

解 从 万 向 OC 引 . 重 
线 ZG， 则 


a 到 04: OP， 


区 一 


Saoor 一 喜 OC. ERG. 


4 a 
Seoor _O0:FG_ FG 四 
gaAo VA-:U0B 00° 
同 理 可 得 ， 
Seoi .04:0B _ OC 
Saopg UC*DE 7 


又 人 OFGwAEOO, 


AOCFw AEDO, 


。 Fa OC 
06 DE 
由 @.@， 得 Saocr ._ Sao4B 


Saoap Saopg 
即 人 04B 的 面积 是 人 O00F 的 面积 与 AODE 
的 面积 的 比例 中 项 . 

1290. 设 定 加 0 外 有 商定 点 A4\B, 过 五 
引 任 意 割 线 BCD， 
AC、4D 与 圆 的 另 
一 个 交点 分 别 为 
BF， 则 加 4BF 
过 定点 。 

解 设 圆 4BP 
与 48 的 交点 为 
M,N AAME= /DFB= DO 了 
由 此 可 得 ，C、 吾 M、B 共 加 

“ AB.AM=ACO.AB( 一 定 ). 

由 此 可 知 ,， 4MY 是 定 长 。 所 以 让 是 定点 。 
即 圆 4E8 过 定点 人 及. 

1291.。 设 两 弦 4B、CD 垂直 相交 于 点 
马 ， 从 4 向 过 0 点 的 切 C 
线 引 垂 线 48, 则 

AF HF 
LO OD 

解 ” 因 为 

LAFO=90° ~ /AEO, 证 
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所 以 四 边 形 48CB 是 贺 内 接 四 边 形 . 
. “» LD= /ACF= /AEBF. 
又 LAFE= /A0D,. 


"“» A 人 ABFwAADG., 
2 AF _ EF 
从 而 得 出 ， 46 oD* 
1292， 设 4B 为 
半圆 的 直径 ,半径 OC 
恒 直 于 4B, 以 00 为 
直径 作 贺 -0', 从 4 引 
0' 的 切线 4E， 
延长 4E 与 半圆 的 
iS AD 3 
交点 为 也 , 由 互 万 ”~ 世 . 
解 设 00 与 4D 的 延长 线 的 交点 为 也， 
OO 一 7 O'F ==x, 则 人 FO'EWAFAO, 
OF _ Bp 
U4 EO'’ 
六 
27 ” 


解 这 个 方程 ,得 < 一 所 r。 


3 
从 而 得 出 OF 7. 


又 人 AFAOWABAD. 


10. 直径 、 弦 的 比例 线段 


1293. 从 直径 4B 的 一 端 B 引 圆 的 切 
线 ， 两 弦 AC、AD 的 延 


Q 
长 线 与 这 切线 分 别 相 交 R 
于 P、9, 则 
LO:4DD=49:4P。 B 
解 因为 A4BP 是 
直角 三 角形 ,又 BC 4P， IP 
所 以 AO. AP— AP?., 


同 理 可 得 ，4D. 49 一 4B?. 
“, AC.AP=.4D.AQ. 
由 此 可 得 ，40: 4D 一 AQ: 4P. 
1294. 设 点 了 P 是 半圆 40DB 上 两 纺 
4D、BC 的 交点 ,4B 为 直径 , 则 
AP. AD+ BP. BC= AB?, 
解 从 号 向 4B 作 垂 线 PH， 则 


Ed 


明 丁 


LA4DB=90° = /PHB. 
所 以 ，P、D、B、 昌 © 
在 同一 圆 上 ， 2 D 
., AP.AD 
=AH.AB. [O99) A J 
同 理 可 得 ，4、C、 
PP 五 也 在 同一 区. 上. 
. BP.BCO=~BH.4B, @ 
出 @ 十 @, 得 
AP.AD+BP.BO 
=AB.(AH+BH), 
即 AP. AD+ BP.BO= AB?, 
1295. 延长 贺 的 直 
径 4B 到 定点 0, 在 垂 
直 于 40C 的 直线 上 取 一 
点 了 ， 设 4P 与 贺 的 交 
点 为 8， 则 4P.A8 一 
定 。 
解 由 4B 是 直径 ， 
得 人 498B=90°， 
从 而 得 出 ， 人 人 BOP 一 90°. 
所 以 , BB、C、 PP、@ 共 轿 .。 
由 此 可 得 4P.AQ 一 AC.A4B= 定 什 . 
1296. 设 以 B0 为 直径 的 加 上 VES 
4, 过 .BC 上 任意 一 点 DD 
引 垂直 于 BC 的 直线 与 
B4、04 及 圆 的 交点 分 
别 为 B、F、G， 则 DG 


是 DE 及 DF 的 比例 中 CS 
项 . 


解 为 四 边 形 G 
4DB8、4ZBDC 都 是 贺 内 接 四 边 形 ,所 以 
DG?= BD.DC=BD. (BC— BD) | 
“BD.BO— BD BE.BA- BD 
=BE. (BE+EA) ~ BY 
= BE.EA+BE?— BD? 
~DE.BF+DE | 
-DE. (BF+DE) =~ DE.DP, 
即 DG2= BE. DF 
由 此 可 知 ，DG 是 DB、DF 的 比例 中 项 . 
1297 已 知 罚 0 的 弦 48, 在 优 弧 4B 
上 取 一 点 0, 设 BC 与 4B 的 垂直 平分 线 的 
交点 为 D, 4C 与 OD 的 交点 为 召 , 则 
OD.08=00%», ， 


而 LBCP=90°, 
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解 
L4CB= 池 L408, 


» LAOF=/AOB,. 
由 此 可 得 ， 

Do4= /DOA. 

所 以 DO、O、 4 四 
点 共 圆 。 


L408 ~ 六 ZA0B, 


“ LO0A0= /LODO., 
O04A=00. 

LOCAm= LO0AC= /OPC. 

由 此 可 得 ,，0C 是 人 DCE 的 外 接 贺 的 切线 ， 

切 点 为 C. 


而 


.. OB.0D—O0?, 

1298。 设 定点 工 在 定 圆 O 的 定 直径 4B 
上 ,过 工 引 任意 弦 CD， 
过 工作 4B 的 垂直 线 与 
B0O、BD 的 交点 分 济 为 
M、N， 则 DZM.ZN 是 
定 值 。 

解 ，… .40B 

”一 90。， 
MTB=90。， 
“. AM= /LALD, 
由 此 可 知 ,四 点 内 、D、N、C 共 圆 。 
LM-.LN=LO.LD. 
. LM.LN=LA.LB. 

而 4B 是 定 直 径 , 工 是 4B 上 的 定点 ， 所 
以 LA、LB 是 定 长 。 
因此 “ITM.IZN=ZI4.ZIB= 定 值 . 

1299。 从 园 上 的 一 点 乙 向 直径 43 引 
重 线 , 设 垂 足 为 9, 在 9P 及 其 延长 线 上 分 别 
取 点 D、0，, 使 PQQD. QC， 则 点 马 是 
从 4B0C 的 重心 。 

解 因为 4B 是 直径 ,P91L4B, 所 以 

PO?— AQ. BQ, 

根据 假设 ,得 

PO?—QD.Q0, 
“. AQ.BQ=—QD.Q0, 
即 49:9D=gc:5Q. 
-，A 人 4Q@DoACcgE. 
“, LBAD~ /BOQ. 
由 此 可 知 ， 若 4DD 的 


人 
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延长 线 与 BC 的 交点 为 五, 则 
LAEC~ /AQOC=90°. 
所 以 , 了 是 人 4B0 的 垂 心 . 
1300。 设 4、B 为 辑 上 的 两 定点 , 忆 为 
LB 上 的 任 一 点 ， 作 弦 C 
PC 平分 <4PB, 过 4 
引 PO 的 平行 线 与 BP A B 
的 延长 线 交 于 点 D, 则 
DB 与 PO 的 比 是 定 人 
比 . . 
解 在 A4DB、A4PC 中 ， 
LB=L0. 中 
又 PC 是 人 4PB 的 平分 线 , 目 BEC/ 4D， 


| 
2 LD~= -OPB= /APO., 四 
由 @、@, 得 人 4DBw 人 A4PC. 
.. BD:PO==AB:AO. (@Y) 

而 4B 是 定 弦 ，PC 是 人 4PB 的 平分 线 ， 
C 是 .4 方 的 中 点 ， 从 而 得 出 ,4C 是 定 长 的 线 
段 。 所 以 ， 由 @@ 可 知 , DB 与 PC 的 比 是 定 
比 . 

1301. 设 圆 的 两 弦 4B、40 的 夹 角 B4C 
是 60°, 连结 4 为 的 
中 点 四 与 4 的 中 
点 W 的 线段 ,与 
4B、4C 的 交点 分 
别 为 P.Q, 则 PQ 上 
的 正方 形 与 以 MP、 
QW 为 邻 边 的 矩形 等 积 . 

解 … ix = Bi, AN=N0. 

LMAB= /ANM, 
ZAMP=- /NAGQ. 
“. LAPQ= /AQP. 
LPAQ=60°, 
., AP~PQ~04. 
又 人 A4MPoAN48( 两 角 相 等 ) 。 
*. PA:MP~QN:AQ., 
因此 ,由 @ 可 得 ，PQ? 二 WMP.QN. 

1302. 设 圆 0 的 吉 
径 为 4B, 半圆 弧 4CB 
的 中 点 为 CG， 引 任意 动 
弦 P8, CP、08 与 4B 
的 交点 分 别 为 D. 恕 , 则 

人 CDgwA 人 Ce9P。 
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解 在 人 C8P、 和 CDE 中 ，LC 是 公共 
角 ， 
LQ 六 (+4)， 


LD= 妆 (如 +4>). 


根据 假设 可 知 , C 是 4 方 的 中 点 。 所 以 
AC+AP=— BOC+AP. 
LQ=ZD. 

“. ACDEwACOQP. 
1303. 在 定 圆 
0 的 定 直径 4B 上 
取 一 定点 Q, 在 加 
上 取 一 动 点 P, 从 
C 向 PM4、PB 作 垂 
线 ， 设 垂 足 分 别 为 
D、 EE 则 直线 DB 过 一 定点 . 

解 设 D3、 4B 的 延长 线 交 于 点 @. 

* PBIDO, OF) AP, 
B9_BE_BE_ BO ， 
”… 码 ” 丽 ”57 信 册 。 
由 此 可 知 , 点 外接 定 比 (5) 外 分 CB, 即 
BQ _ BC 
Ow 20° 

所 以 , 它 是 定点 。 即 过 定点 @。 

1304. 设 A4B 是 贺 
”的 直径 , 纺 CD 生 直 于 。 RAR 

4B. 若 在 OD 上 取 一 点 
MX, 4M、BM 与 圆 的 A 
另 一 交点 分 别 为 B、 了， 
则 OB.DF=ED.FCO. 


由 此 可 得 ， 


解 ”因为 弦 0D 垂 直 
于 直径 4B, 所 以 40=- .4 六， 因此 ， 了 Mr 是 
COZBD 的 平分 线 。 
*, COE:BD=—CM:MD. 中 
间 理 可 得 ， 
FO: DF OM: MD。 © 
由 @、@, 得 08:BD=FC:DF. 
所 以 ， COE.DF=— BD.FC., 
1305. 从 半圆 的 直径 4B 上 的 一 点 0 引 


4 万 的 垂 线 , 这 垂 线 与 半圆 交 于 点 D, 从 C 向 
半径 0D 引 垂 线 CB, 则 CD 是 40 与 DB 的 
比例 中 项 。 


-十 心 2 距离 相等 的 两 定 . 


证 明 是 


解 因为 LDCO=90*, CE10D, 所 以 


“多 -名 


0OD _CD 
”万 DE: 

而 04=0D. A OC™B 
40 _ CD 


CD DDE" 
即 CD 是 40 与 DE 的 比例 中 项 , 
1306 . 设 书 是 贺 B 
0 的 半径 04 上 的 任 /AN 
一 点 ， 从 一 引 O4 

点 ,从 号 引 O4 的 人 人 AN 
为 直径 的 半圆 的 交点 J/ 
分 别 为 B、C， 则 

AB?=2 AC?, 

解 设 加 0 的 直径 为 4D, 则 

4A4BD=90°. 
.»。 AB?=— AP.AD=2 AP.AO. 

同 理 可 得 ,在 人 400 中 ，L004=90°。 
CP LO4, - 
.» 4A02=A4AP. 4AO。, 
“。 AB’=2 AO?., 


垂 线 与 圆 O 及 以 04 
BP14D， 
1307， 在 半圆 4BB 的 直径 4B 上 有 到 
FE % 


点 0O、D, 车 从 C、D 引 
互相 平行 的 直线 与 半圆 A 
的 交点 为 至 了 则 
CE.DF 是 定 值 . 

解 ” 设 延长 BO 与 圆 . G 
交 于 GG, 连结 GD, 则 人 ODG 避 人 008，。 


ZOEC= /OGD, 
“. DG/ CE, 
因此 ,点 了 、D、G 共 线 . 
又 DG=CB， 


。 COE.DF~DG-:DF=AD.BD, 

由 此 可 知 , CB.DF 是 定 值 。 

1308， 在 加 上 有 定点 委 及 动 点 B, 弦 
AC、BD 或 其 延长 
线 的 交点 为 卫 , 且 使 
AP.A0=~BP.BD 

= AB2, . 
则 点 如 在 怎样 的 . 
位 置 上 ?点 三 是 
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在 圆 内 ， 还 是 在 圆 外 了 呢 ? 

解 由 假设 4P-40 一 4B? 可 知 ，4B 与 
人 BOP 的 外 接 四 在 点 B 相 切 . 
.LABO= /P. 

同 理 可 得 ， 人 B4D 人 P. 

而 4、B、D、C 共 贺 . 

., LCAD= /CBD. 
“» LBAC=/DBA=/P+LCBD 
一 人 BC4， 

而 二 2C4、 人 BA4C、 人 4BD 分 别 是 BZ、 
5D0、 AD 上 的 圆周 角 。 

8DO=-4CD+ .AB, 

所 以 , 当 人 小 于 于 圆周 时 ，BD 与 4C 
的 交点 在 加 内, 当 刀 大 于 和 圆周 时 ,点 P 


在 加 外. 
1309. 设 在 圆 上 有 两 定点 4、B, 若 引 弦 


CD, 使 4C.AD 与 BO， 
J 
CS 一 之 


EK?, 则 CD 的 方向 一 定 . 
解 设 贺 的 半径 
为 ?， 作 44'10D, 
BB'LCD, 则 
AC.AD=2rA4’, 
BC.BD2rBB'.@( 问 题 1818) 

由 十 @, 得 K?=27.(44'+BB'). 

从 4 引 CD 的 平行 线 与 BB' 的 交点 为 到 
则 BE~ A4d'+BB'. 

“， 2rBB 二 及 2( 一 定 ). 

由 此 可 得 , BE 是 定 长 线段 . 又 人 AEB= 
90*。 可知 4 的 方向 一 定 。 而 eo 4%, 
所 以 CD 的 方向 也 一 定 . 

注 若 C\、 了 在 4 的 同 侧 , 且 

AC.AD~BO.BD=K’, 
则 CD 的 方向 一 定 ， 

1310. 从 直径 4 上 的 一 点 了 向 四 在 点 
马 处 的 切线 引 垂 线 PB， 
则 4B.PE 

=AP.BP+PD?. 

解 设 圆 心 为 O， DO 
及 DP 的 延长 线 与 圆 的 
交点 分 别 为 五.G, 从 书 
向 DA 引 垂 线 PF, 则 


BD 的 和 或 差 等 于 定 值 
B 
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LPFH= /PGH=90°, 
所 以 , 了 P、F、 及 、G 共 圆 . 
从 而 得 出 ， 
DF.DH=DP.DG. © 
而 DH= AB, DF~=BP. 
由 @, 得 
AP.BP-+-PD?~ DP.PG+DP?— DP.DG 
~DH.DF=AB.PE. 
1311。 设 贺 O 的 直径 
为 4B， 半 圆 弧 40B 的 
中 点 为 0, 在 半圆 上 任 取 
一 点 DD, 车 CD 与 4B 的 5 
交点 为 召 , 则 
CE.0CD=—20A? 
且 CI ~ Spm 40BD。 
解 …C 是 4 的 中 点 ， 
*. 4DO= /0A4B. 
由 此 可 得 ，AC 与 贺 4BD 在 点 4 处 相 切 。 
“, COE.CD=042, 
又 04100, 
AC2—.AO24- O02=2042, 
OCR.CD=20A43, 


其 次 ， 
CD2—C0D. (CE + DE) 
=CD.0E--CD.DE. 
而 CD.CB 一 402. 
又 DC 是 人 .4D 的 平分 线 , 根据 问题 1074 
得 CD.DZB= 4D.DB. 
.0OD2 一 402 十 4D.DB 
一 2Sao4B 十 2SAp4s 一 28S 四 边 形 40BD。 
1312. 设 圆 上 有 两 定 


-点 4、B，4 方 的 中 点 为 C， 


在 A 的 共 思 弧 上 任 取 A 


“本 、 
一 点 卫 , 则 \ py 
(P4 十 PB) :PC 一 定 值 . 
解 从 43 的 中 点 C 上 


向 卫 B 引 垂 线 CD, 由 问题 536, 得 
PD=(PA+PB). 


XOEEl1AB, .. AACEwAPOD, 
PD AB 
OO 一 ”40 


2PD 34 局 
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即 PA4+PB: PC= 定 值 . 
1313。 连结 直径 
4B 上 的 定点 0 与 加 上 
的 任 一 点 双 , 过 戏 引 
CM 的 垂 线 ,与 点 4、 万 
处 的 切线 分 别 交 于 点 
加 F， 则 LECF 是 直 
角 ， 4B.BF 是 定 值 。 
解 ” 连结 4U、DM， 因 为 4B14%, 
CM.1LEF, 4B.1LBF, 所 以 四 边 形 ACME、 
”BCMEF 都 是 贺 内 接 四 边 形 . 
LECM~ /BAM, 
LUOF—= /MBF. 
而 LMBF= /MAB. 
, LMCF= /MAB, 
LECM+/AMCF 
~/BAM+AMAB. 
即 LECF= /EAB~90°. 
其 次 ,在 人 40CE、 信 BFC 中 , 人 BA4C 一 90° = 
LOBF, /LECF=90°, 


LBOF LACE—90°. 
又 LACE+LAEC=90°. 

“, LABC BO。 
从 而 得 出 ， A4CEBcABFC. 


“» AE:AC=BO:BF. 
o“ AE.BF™AC.BO. 
而 C 是 定点 , 4B 是 定 直径 ,因而 4C、BO 


是 定 长 的 线段 ， 由 此 可 得 , 4 如. BF 是 定 值 ，. 


1314. 已 知 线段 a、 
5b、c.。 4 等 于 线段 P@， 
在 PQ 的 两 端 向 同 侧 引 
垂 线 PR、@5 分 别 等 于 R 
2、c 以 B5 为 直径 的 加 
与 PQ 的 交点 为 羡 并， 

则 每 一 个 交点 分 PQ 所 成 的 各 部 分 都 满足 方 
程 双 一 az 十 bc 一 0. 
解 设 Po 与 圆 的 交点 为 刁 、 民 ， 连 结 
ZR XS, MW] LRXS=90°, | 
LXRP~—90° — /PXR= /SXQ. 
又 LRPX=90°~= /XOS. 
*. APRXWwAQXS. 


px .9% 


“， ax— 人 2=bc, 
ZX2 一 00 十 DC 一 0。 
i PX 满足 上 述 方程 。 同 理 可 得 , 8 也 
满足 这 个 方程 。 又 及 'P、 及 ' 也 满足 这 个 方 
1315. 从 半圆 上 的 一 点 C 向 直径 4B 引 
垂 线 ， 设 垂 足 为 DD， 
作 贺 0' 切 BO、CD、 
DB 分 别 于 及 .FG, 则 
(1) 4、F、 恕 在 同 
(2) 过 < 召 、F 的 加 与 4C 相 切 ; 
(8) AC= .AG. 
解 (1) 设 半圆 的 圆心 为 0， 则 CO、O'、 刁 
在 一 条 直线 上 。 
由 OF LOD, 得 0 了 1 4B， 
连结 了 F、4 互 , 得 


人 LFEO' 一 六 ZFO'O 


一 六 LEOB= /084. 


由 此 可 知 , 召 、 了 了、4 在 一 条 直线 上 .。 
(2) *. LA40B=90°, 0D! 4B, 
LAOCF= /ABC= /AEO. 
所 以 ，4C 是 加 CB 的 切线 。 
(3) 由 (2) ,得 40? 一 4 区 .4 万 一 46G2. 
-，40= 4G。 

1316. 过 圆 的 直径 
4B 上 的 一 定点 0 作 任 
意 弦 D， 它 的 两 端 与 
点 4 连结 的 两 条 直线 
与 过 马 的 切线 分 别 相 
交 于 FP、G, 则 BF.BG 
是 定 什 . 

解 过 CG 作 五 FG, 与 AF、AG 的 交点 
分 别 为 工 五 , 连结 BB、BH. 因为 人 BO 


一 90", 人 BE 有 一 90*,， 所 以 四 边 形 CBEH 
是 项 内 接 四 边 形 。 
FEO= /BHO, 
而 ALBBD= /BAD. 
“. ZBHI=/BAD, 


由 此 可 知 , 忆 、 已 、4、7 共 圆 。 
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*. CI.CH=AC.CB. 
” A 人 AACIwA 人 NABE, 
“. AC:AB=0I:BA. 
区 人 A 人 40 万 人 4BG， 
. AC:AB=—0OH:BG. 
"， AC?:AB?~OI.CH:BFE.BA. 
由 @, 得 402; 4B?=A40.0B: BF.BG. 


这 个 比例 式 中 的 前 三 项 都 是 定 值 ， 所 以 第 四 


比例 项 BF .BG 也 是 定 值 . 

1317。 设 4、B 是 加 上 的 两 个 定点 , DG 
是 定 弦 。 在 关于 DG 与 4、B 异 侧 的 弧 上 任 
取 一 点 0, CA、CB 
与 DG 的 交点 分 别 
为 EF, 则 OOHG 


EF 
是 定 值 。 

解 由 4 3 引 DG 
的 平行 线 47 与 圆 交 于 点 互 , 且 B 与 DG 的 
交点 为 I 则 | 

LDPDIB=/BHL. 中 
又 4、0、B、 及 共 欧 ， 
“» LO 一 人 BRZ。 四 

由 四、 四 ,得 CC 一 DTB. 

由 此 可 知 , B、T、 OC、 五 共 贺 . 

。 PFI.FE=~FB.FC=FD.FG. 
。 FE 太刀 FD-FE DE 
” FG FI 页- 到 GI 
。 FG.DE 
ee 太 ss 
而 4、B 是 定点 ，4 互 是 定 长 线段 ， 因 而 


GI 是 定 长 线段 ， 所 以 ,一 六 是 定 值 . 


11。 园 内 接 三 角形 的 比例 线段 


1318， 车 A4BC 的 外 接 贺 的 直径 为 
AD, 高 为 A4E, 则 4B.40=4D.4E. 
解 在 A4BD、A4ZO 中 ，LC= 人 DD， 
4BC 
=90°= /ABD, 
»*, A 人 ABDWwA 人 人 ABEO. 
。 AB:AD 
= ABR: AC. 
。 AB.AC 
“AD. AE, 


A 


CD BD ODI+BD 
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1319， 在 八 4BC 中 , 人 4 的 平分 线 4D 
与 外 接 贺 交 于 ,BOC、4B+ 40 都 是 定 长 ， 


则 4 至 :DZ 是 定 值 。 A 
CDN 
E 


解 由 4D 是 人 BAC 
的 平分 线 ,得 
AC_ AB _AC+AB 

根据 问题 1074, 得 4B.A4C=4D. 48. 

又 BD.0D=AD. DE, 

AE _ AB:4C 
DE BD.0D 
AB+AC \? 
(二 二 生 ) (一 定 ) 

所 以 。 4 召 ; DE 是 定 值 . 

1320。 在 直角 三 角形 4BC 中 ， 直 角 B 
的 平分 线 与 鲜 边 交 于 :D， E 
与 外 接 圆 交 于 五， 则 

BD.BE=2SA4pc. 

解 由 BB 是 L4BO B 人 
BD.BE=AB.BCO, . 

而 和 4BC 是 直角 三 角形 , 人 B= 一 90"。 

. 4B.40C 一 2Sa4Bc。 
oe BD. BE=2SA4B0. 

1321.。 三 角形 4BC 的 顶 角 4 的 平分 线 
与 底 、 外 接 圆 的 交点 分 A 
列 为 必 允 以 4D、 
A 为 邻 边 的 矩形 面 C 
积 等 于 入 4BC 的 面积 
的 两 倍 , 则 项 角 人 是 
直角 ， E 
解 从 4 向 BC 引 垂 线 4F, 则 

AF. BC=2SA4Bc。 
根据 题 意 , 得 
AD.AE=2S, 4p0。 
» AD-.AE~=AF.BC @ 
连结 CB, 则 y 
LABC= /ABO, /EACG= /BAD,. 
“» A 人 ABCWAABD. 
ABE: A0= .AB:AD., 
由 此 可 得 ,，AB.4D=AC.4B. 
由 @, 得 4C. 4B~AF. BO—2Sa4go。 


_AC+4B 
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AM=AN. 


这 就 是 说 ,以 4C、4B 为 两 邻 边 的 和 矩形 面 
积 等 于 A4BC 面积 的 两 倍 。 由 此 可 知 ， 
CALAB, ../CAB=90°. , 
1322. 设 卫 为 正三 角形 4B0 外 接 婴 的 
劣 弧 BC 上 的 任 一 点 , 则 .A 
AP?= BO2+ PB.PO. 
解 由 34 = 40, 根 据 A 
问题 1074, 得 A 人 
PB.PO=PD.PA. | 4 
., AP?—PB.PC Na 
~ AP?— PD.PA=4P.AD 
一 4B2 一 BO2。 
.. 4P2= BO2+PB.PC. 
1323.。 加 0 为 人 4BOC 的 外 接 贺 , 卫 为 弧 
B40C 的 中 点 , 则 
AB.A0=PB’~ PA?. 
解 从 五 向 4B、AC 分 
别 引 垂 线 PUMU、PN, 则 
AP4N - 
~ LPBO= /LPOB 
~ /PAB. 
". APANS@APAM, 
连结 PC。 
* PM=PN, LPBA= /POA, 
*. APBMEGAPON, .. BMU=CN, 
从 而 得 出 ; 
PB2~— PA BM?— MA? 
= (BM-MA) (BMU— MA) 
AB. (ON—AN) 
= AB.AO. 
即 AB.A0=PB— PA?, 
1324. 过 和 4BC 的 顶点 和 4 引 外 接 圆 的 
切线 4D, 过 B3 引 平行 D A 
于 4D 的 直线 BB 交 AC 
于 点 思 ， 则 48 是 AE、 
40 的 比例 中 项 . B 
解 *.… DAN BE, 
. LDAB= /ABE. 
又 D4 是 切线 , .. 人 DA4B= 人 COC. 
由 此 可 知 , 4B 与 和信 BOB 的 外 接 圆 在 点 B 
处 相 切 。 


1 AB2~= AEW.AG es 
即 4B 是 4E、AC 的 比例 中 项 。 . 
1325. 过 人 4BoC 的 顶点 和 4 引 外 接 贺 的 


切线 与 BC 的 延长 线 交 于 点 D, 则 人 和信 4BD 与 
人 A40D 的 外 接 
图 的 直径 的 比 等 


BC 引 垂 线 4E， 
设 人 4BD 的 外 接 贺 直径 为 a, 则 
AB.4D=A4B.4. 中 (问题 1318) 
设 人 40D 的 外 接 圆 直径 为 @, 则 
AOC.AD= .AE.0’, 
AB 4d 
ee A0 dr" 
而 4D 是 切线 。 
*. 人 ABDw ACAD., 
AB_ AD 
.0 0 60D"* ©@® 
人 da 4D 
由 @、@, 得 万 = 万 . 
1326。 设 定 贺 的 内 A 
接 三 角形 4BC 的 顶点 
又 是 定点 , 且 丙 边 4B、 
40 的 积 一 定 ， 则 底 边 3B C 
BC 是 另 一 定 贺 的 切线 . 
解 设 人 4BC 的 外 A 
接 贺 直径 为 44', 由 4 向 30C 作 垂 线 4D， 
则 


@ © 


4B.4C=44'4D。( 问 题 1318) 
这 里 , 4 了 .4C 是 定 值 ，44 是 定 长 线段 ,加 
而 4D 的 长 二 定 。 所 以 BC 是 以 4 为 圆心 ， 
定 长 4D 为 半径 的 加 的 切线 。 

1327。 设 也 为 A4B0C 的 底 边 BC 上 一 
点 ， 则 A4BD、 
A4CD 的 外 接 圆 a 
的 直径 的 比 等 于 
4 也 :40。 

解 设 两 咖 的 直 3 SC 
径 分 别 为 AB、4F . 王 
则 LE=/AADB= /PY, 

LABE=—90°*= /ACF, 
". AABEwAAOF, . 
2 AB 4B 

从 而 得 出 ， AF ~ AG 

1328。 设 人 4B50 的 两 边 4B、A4C 的 比 
为 3:2, 在 边 BC 上 取 一 点 DD 使 4D= 40. 
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求人 4BC、 信 4BD、 作 4DC 的 外 接 贺 的 真 
径 的 比 。 


解 从 4 向 BC 
作 垂 线 4 及 ， 设 .3 2 
人 4BO、 八 4BD、 
人 4DO 的 外 接 贺 ; c 
的 直径 分 别 为 QI、Qs、ds, 根据 问题 1818, 得 
AB-.AC~ AH .td, [@y 
AB. AD= AH -a,, ©® 
AD. AC=AH.ds. 加 | 
由 @、@, 得 
di1:Qs= AC: AD=2:2=1:1, @ 
由 名 、@, 得 
; Go: = AB: AC=—3:2, © 


©OO@O0 


由 @、@, 得 Qi:dy:Qs 一 3:3:2。-…， 

1329。 设 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 的 交 
点 为 B, 和 4BO、 和信 BCD、 人 CDA、 作 D4B 
的 外 接 圆 的 直径 分 别 为 D 
Qi、 do、 Qs、 Qua， 则 A 

AB'OEF _ 1:03 

BE-.DE dh" 

解 从 各 顶点 向 对 角 AN 
线 所 引 的 垂 线 分 别 为 
44BB'CO、DD', 则 B C 

AB. BO= BB'.ai, 
BC.0D=00".d,, 
CD.DA=DD'.a,, 
DA.4B=AA4'.d., 
由 @、@、@、@, 得 
1-.8B8'*DD'-d1- 
AAO00"dody ? 
。 .44'.00' _ di:da 
“*” BB.-DD’ oa 
而 .44 _ 4 如 .CO _0CB 
DD DE’ BB BE’ 
。 ABE.0E _ AA'.C0' 而 -而 
“’ DE.:BE BB.FDD oa 

1330。 在 以 4 为 顶点 的 等 腰 三 角形 4BC 
的 外 接 区 上 任 取 一 点 P, 则 PPB 二 POCO:P4 或 
PB~PCO:P4 是 定 值 。 

解 当 刁 在 人 4 所 对 的 弧 上 时 ,在 BP 的 
延长 线 上 取 点 了 使 PD= PC, 连结 CD。 
“» /CPD=/B4O, 
“, AD= 人 4BO= 4PC。 


即 


:又 LO0BD= /CAP. 


". 人 BCDwA 人 ACP, 
BD _ BC 
EA™ AO’ 
PB+PO BC 
即 E74 20 一 定 )。 

当 卫 在 B4C 上 时 , 在 BP 上 取 点 也 使 

PD= POC. 
“ A 人 BODwAACP, 
.BD_ BO 
”4 0 
PB~PO BC 
人 
1331. 过 圆 内 接 三 角形 4BC 的 顶点 4 
向 对 边 引 垂 线 4D, 引 直 径 4 到, 车 卫 、G 分 
别 内 分 召 B、CD 成 定 比 m%:%, 则 
人 万 4Gwm 人 万 4C.。 

解 在 和 人 4BEB 与 人 4DC 由 ,， 人 LAEB= 

LACB, LABEB=90° = /ADG, 
.“. 人 ABEwA 人 ADC. 

而 FG 分 别 把 两 个 
三 角形 的 对 应 边 
BE、DC 内 分 成 定 比 
的 点 。 

“» A 人 AFEWwAAGC. 
. LALAFAE=/GAC. 
从 而 得 出 ， 


LFAG= /BAC. © 
但 是 ,由 和 人 48 人 AGO, 得 
AF:AB= .AG:AO, 


AF: AG=— AE:AC. 四 
由 个、@, 得 人 FAGw 人 有 BAC. 
1332.。 从 入 4BC 的 底 边 BC 的 延长 线 
上 取 两 点 D、 召 , 向 三 角形 的 外 接 贺 所 引 的 
切线 相等 , 则 DB=EC. 
解 ” 设 切线 为 DF、BG, 则 
D1H2 一 DB.DO， 


即 
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WG? EO.EB. 
而 DZ 一 ZG DB.DO=—EC-EB. 
‘DBEB. A 
E00™ D0 
_ DB+BEB 7 NN 
EO+DO 
DE 1 DB CE 
7 访 
所 以 ， DB= EC. 


1333。 从 和 人 4BC 的 顶点 4 引 两 条 直线 
分 别 平行 于 外 接 圆 在 
点 B.O 的 切线 , 设 这 
两 条 直线 与 BC 及 其 机 
延长 线 的 交点 分 别 为 
D、B, 则 EB > 
BD.0CEF = AF?, 
解 因为 CG 是 切线 ,所 以 . 
ZABD= /ACG. 
又 ABlCG, LACG= /0AE. 
LCAB= /4ABD. 
同 理 可 得 ， 人 人 4CB= 人 BAD. 
e 八 ABDWwACABE. 
BD_AB 
”AD 0 了 
因为 在 点 B、C 处 的 切线 与 BC 交 成 等 角 即 
ZE=/ADE, PV AB=AD, 
由 此 可 得 BD.0E— AE?. 
1334.。 设 把 贺 
.0 的 半径 O4 延长 
到 也 使 
4B=n.04, 
从 BB 引 加 0 的 切 
线 BC， 则 八 4BC 
的 外 接 圆 的 直径 等 于 (n+) .4G. 
解 引入 4BC 的 外 接 辆 的 直径 4D, 则 
ZCDA= /CBO, /LACD= /AO0B=90°. 


。 . CC® 04 
: ee = 而 
NS 4D=5 O04 
—_ (2+D) .04 .04- , 
9 0A= (n+1) .40. 


1335。 设 等 腰 三 角形 4BC(4B=A40) 内 


MC 在 04 或 其 延长 线 上 的 交点 分 别 为 召 、 


.是 等 肋 三 角形 ,所 以 
‘AN BO， 


证 明 题 


五 , 则 0B、OF 是 与 履 的 位 置 无 关 的 定 值 . 
解 设 40 的 延长 线 与 
BC 交 于 N， 因 为 A4BC 


人 BON 一 地 ZBOG 


=ZLBMC. 
由 此 可 得 ， 
LFOB= /FMUB. 
因此 ,四 边 形 了 MOB 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
“, LMFO—/MBO~=/OMB. 
由 此 可 知 , OM .是 和 FEM 的 外 接 圆 的 切 
线 。 


0 万 .07 一 0303( 一 定 ) 。 
1336， 设 人 4B0 外 接 圆 的 直径 P@ 垂 


. 直 于 BC,， 则 它 的 两 边 4B、4C 调和 分割 直 


径 PQ@. D 

解 设 P@ 是 垂直 
于 BC 的 直径 ， 所 以 ， 

一 一 人 、 

PA @ 分 别 是 BPC、 
BQC 的 中 点 ， 由 此 可 
得 , 4P、A8 分 别 是 
LCA4D、L04B 的 平 
分 线 。 

设 P 在 4C、4B 
或 其 延长 线 上 的 交点 分 别 为 如、D, 则 


即 D、P、、Q 是 调和 点 列 。( 问 题 1058) 
1337. 设 入 4BC 外 接 网 的 弧 B40 的 
中 点 为 D, 则 
AB.AC E 
=BD— AD?, 
解 在 B4 的 延长 
线 上 取 点 也 使 


LAB- 到 人 B40 疗 ZBDC. 
又 DB=DC. 所 以 以 D 为 加 心 ,DB 为 半径 的 
贺 经 过 点 B、C、 吾 . 根据 关于 点 4 的 贺 窄 定 


理 ( 问 题 1246) 可 知 ， .: 
.AB.AB=BD-AD, .1 
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AC=4E, 


LBBF= /FCD= /FBD. 


",. AB.AC=BD- AD?. 

1338. 从 人 和 作 4BC 的 顶点 4 向 边 BC 作 
垂 线 4D， 以 4 为 
直径 的 圆 与 4B、4C 
.上 的 交点 分 别 为 加 、 
FF, AD 或 其 延长 线 
与 直线 BF 及 人 ABC B 
的 外 接 圆 的 交点 分 别 
为 G、 互 ， 则 4 是 
AG、A 的 比例 中 项 . 

解 因为 L4HC= 人 人 4BC= 人 LA4DE 

一 一 4 万 万 ， 
所 以 四 边 形 五 CFG 是 圆 内 接 四 边 形 。 
.“, AG-AH=AF.AO, 个 

又 LADC=90°, DF 1 AO, 

“， 4D2=AC0.4F, 四 

由 @、@, 得 472 一 49.4 万 . 

这 就 是 说 ，4D 是 4G、4 互 的 比例 中 项 ， 

. 1339。 从 等 腰 三 角 
形 4BC 的 底 边 BC 的 
两 端点 向 对 边 作 垂 线 
BG.CE, 设 BG 与 COZ 
的 交点 为 0， 延 长 40 
与 外 接 圆 交 于 ,过 0 
引 4B 的 平行 线 交 AC 
于 D, 则 人 DEF=90°. 

解 由 0 是 和信 4BC 的 垂 心 ,得 BO=BF. 

而 OD 4B， 所 以 

4LD _4D _ BO _ BE 

AE AG Ba Ba 

又 LA=2LIO0AF=2/CBF= /FBG. 
*. 人 人 AEDWwABGF. 
LABD=/BGF. 
又 AAEFwAAGF. 
LBEF~— /OGF. 
LABD+/BEF 
~/ABGF+ /CGF= /BGC—90°, 

由 此 可 得 ， 人 DEF=90°. 

1340. 设 入 4BC 的 底 边 BO 的 中 点 为 
D, 过 B、C 分 别 引 外 接 圆 的 切线 ， 设 两 切线 
的 交点 为 B, 则 人 BAD= 人 EAC. 

解 设 人 4BC 的 外 接 圆 与 怠 D 及 其 延长 
线 的 交点 为 了 、G。 这 时 


1 


| 所 以 根据 问题 1058 可 


.| 的 重心 为 互 ，4 妃 与 


又 LFBG=90°, 

所 以 BF、BG 分 别 是 
人 各 BD 的 人 LB 及 与 它 
相 邻 的 外 角 的 平分 线 。 


知 , BZ、F、D、G 是 调和 
点 列 。 又 8G 是 圆 的 直 
径 ， 所 以 这 个 加 上 的 点 
到 召 、 吕 的 距离 的 比 等 
于 BF:FD。 所 以 AF 
是 人 加 4D 的 平分 线 ， 从 而 得 出 ，AF 也 是 
.B40 的 平分 线 。 
APB4D= /B40, 

1341。 设 半径 为 及 的 加 0 的 内 接 人 4B5C 

A 


BC 的 交点 为 D， 则 
OH2=R?~2AH.HD. 
解 设 4D 与 圆 的 交 
点 为 B, HD 一 DE, ( 问 
题 498) NS 
.. AH.HE~2AH.HD. q 
又 根据 贺 壬 定理 (问题 931), 得 
AH.HE=R— OH?. ©® 


由 @、@, 得 24H.HD= 有 B083, 
". OF?=R—24H.8D. 
1342. 在 三 角 
形 4BC 的 边 4B、 
AC 上 分 别 取 点 了 、 
五 ， 使 
AD_DB 
CE AK’ B 
则 人 A4DZ 的 外 接 圆 过 定点 。 | 
解 过 C 作 园 ,使 这 圆 与 4B 相 切 于 点 4， 
与 人 4DE 的 外 接 圆 相交 于 点 卫 。 因为 四 边 
形 4DP 刀 是 贺 内 接 四 边 形 ,所 以 
ZOEBP= /ADP. 
又 4D 是 圆 4PC 的 切线 ,连结 4P、PC， 
则 人 LDA4P= 人 BECP. 
APADw APOCR. 
PA_AD 
FC CB: 


根据 假设 ,得 区， 


从 而 得 出 ， 


AD _AD+DB __ AB 
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在 4B 上 的 交点 分 别 为 了 、Y 了 、2， A 了 、 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 。 


CB CBE 二 4 LO ” 
PA AB 
20 "也 0 了 -30 一定 值 . 
是 定点 ， 从 而 得 出， 点 也是 定点 , 即 圆 ADB 
恒 过 定点 也 。 

1343， 设 在 三 角形 4BC 的 外 接 圆 的 弧 
BC 上 任 取 一 一 点 卫 ， 
.4 为,40 的 中 点 分 别 
为 也 如 又 PDPE 
在 4B、49C 上 的 交点 
分 别 为 F、G， 则 FG 
过 和 人 4BC 的 内 心 。 
.- 解 设 BB 与 FG | 
的 交点 为 互 。 又 从 G 引 .A4B 的 平行 线 与 BB 
交 于 点 及, 则 入 HBFwAHKG,， 

FH _ BF @® 
“HG KG 


又 /HRG= 4BB= /ACE， 所 以 四 边 


形 GOBEE 是 贺 内 接 四 边 形 。 
.LGOKE = ALGER = /PCOB. 
潭 . Zaro- LGEC= /PBO, 


ABPOw AKGOC., 
GO PC 
GK Es: ©® 


而 PE、 PP 分别 是 LA4PO、 人 4PB 的 平 
分 线 。 
. PC _ cc 


” .24 AG’ ® 

PA AF 

PB Br" @ 
FH _ AF 


由 DOx@x@x@, 得 了 二 -和 5， 


由 此 可 知 ，4 豆 是 LF4G 的 平分 线 、 又 
BE 是 LB 的 平分 线 ,从 而 得 出 , 瑟 是 人 4BC 
的 内 心 ,并 且 FG 过 内 心 瑟 

.1344.. 作 人 4BC 的 外 接 面 ， 又 BC.64、 
AB 的 中 点 分 
别 为 D、B、， 
在 和 上 任 取 
一 点 也 ,车 PD 
在 BC 上、PE 
在 C4 上、 PF 


2 在 一 条 直线 上 . 
解 由 上 题 可 知 , 了 Z、ZX、 XY 都 经 过 
和信 4BC 的 内 心 . 所 以 卫 . 了 了、Z 是 在 过 入 4BC 
的 内 心 的 一 条 直线 上 。 
1345. 在 人 4BC 人 点 
D, 过 D 引 AB、A4C 的 平 
行 线 与 4C、4B 的 交点 分 A 
别 为 怠 、P, 则 
AF.AB+AB.AC 
—ADt BD.CD. 
解 延长 4D 与 A4BC op 的 交点 
为 G, 根据 问题 1225, 得 
AF.AB+ABE.AC 
—AD.AG~AD. (4D+DG) 
=~AD+AD.DG= =AD+BD. DO, 
1346. 过 和信 A4BC 内 
任 一 点 0， 引 边 4B、 Nh 
BO、04 的 平行 线 , 与 3 
三 角形 的 其 他 两 边 的 交 
a YI 
I、 到 ,过 0 作 和 4BC 
外 接 贺 的 弦 兰 忆 ， 则 
EO-.O0F GO.:0HT+IO:.O0K=A0.0L. 
解 ” 由 问题 1225 可 知 ， 
AO-AL=AB-AK+A0.AB. ©@ 
又 由 问题 1226 可 知 ， 
4O03 一 4G.4 区 十 4 万 .4 万 一 6O. OH. Es 
Tm 


AO .OL= AO.(AL— AO) 
=A0.4L— AO?. 四 
把 图 的 结果 代入 中 、@, 得 
AO-:OL~AB-:AK+ AC.AB-AG-AK 
* AH.AE+GO.OH 
~AK(4B— .AG) 
“* +AE(A4C— AH) +GO:0H 
=AK.BG+AE.0H+GO.OH,. 


.@ 
而 wy 
AK .BG= EO.0F, 四 
AE-.CH=KO.07. 


把 @、@ 代 入 @, 得 
+ AO:OL~EO.0F+IO.0K+G0.0H. 
1347. 设 人 450 的 底 边 4B 的 中 点 为 
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了 , 过 也 的 外 接 圆 的 直径 为 DE, 过 顶点 C | 图 ,得 


引 底 边 的 平行 线 与 DB 交 于 工 , 则 
4DL. EF = (A0+CB)?. 
解 从 也 向 4C、0B 
的 延长 线 作 垂 线 DAR、 
DJ]， 连 结 D4、DB、 
及 8、ZJY， 根 据 问题 
665( 诈 靡 松 定理 ) 可 知 ， 
五 .F、J 在 一 条 直线 
上 。 设 这 条 直线 与 DC 
的 交点 为 0。 过 了 了 引 DC 的 平行 线 交 O8 于 
G, 因为 CD 是 C4CB 的 平分 线 , 所 以 


E Gc 


HOC 一 于 (40+C) (问题 536) . ©. 


又 LDHOC 是 直角 DOJOR, 所 以 
DCO.CO=HO?, 
”从 而 得 出 ， 
DO.FG=—HO, © 
， 因为 DOB 是 直角 , 所 以 人 BGF 也 是 直 
角 . 而 LCLD 也 是 直角 . 又 DC FG, 所 以 
LEFG= /LDCO. . 
“。 人 DCOLoATPEG。 
*, DO:D7=BB:TG。 
DO.FG 一 DIE-FZB. @ 
由 @@、@, 得 了 7 .FT 一 五 C2。 
代入 @@, 得 4DL.BF= (40-+0B)3. 
1348. 设 人 4BC 的 
外 接 贺 直 径 BE 垂直 于 
453， 由 CC 向 2ZB 作 垂 
线 CL, 若 4B 的 中 点 为 
五， 则 
DL.FE 


=| 志 (40 _0B) | ， 

其 中 工 是 卫 与 中间 的 点 。 

. 解 从 也 向 C4、BC 作 垂 线 DH、DJ, 则 
CH CJ 一 妆 (40 一 CB) (问题 536)， @ 
设 DC 与 五 J 的 交点 为 0, 则 DC OO. 又 

五? 1/ 05， 根据 西 摩 松 定理 可 知 , 让 互 \ 卫 在 

` 一 条 直线 上 . 
. ZLZDHC=90°, 
“CO:CD=0H?, g@ 


从 五 向 C 吾 作 垂 线 BG， 则 CO=ZG。 由 
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FG.CD=OH?. ® 
又 DCB=90"， CLLDE, 
LZDOL= /DEC. 
*. ADICwAPGE. 
DO:DL=FE:FG. 
.. DL.FE=DO.FG. . 四 
由 人 中、 四 四, 得 
DL-PE=CH:= [4 (40—CB) | . 
3 
1349. 一 加 
切 人 4B0 的 两 
边 CO4、CB 分 别 
于 也 了， 同时 与 
人 4BO 的 外 接 : 
贺 相 内 切 ， 设 切 
点 为 吾 ， 则 从 顶 


点 C 到 一 边 的 切 点 的 距离 是 人 42ZBC 的 半 周 
长 及 C4、CB 的 第 四 比例 项 . 

解 设 贺 与 C4、CB 的 切 点 分 别 为 D、 本 
与 人 4BC 外 接 贺 内 切 于 点 互 。 连 结 C 互 .又 
引 圆 4BC 的 切线 互 J，C 互 与 贺 了 BT 万 的 交 
点 为 C, 过 GQ 引 菩 DBE 的 切线 GI, 则 

JG=JH, LAIHG= /IGH. 
设 GI 在 C4、CB 上 的 交点 分 别 为 B、4”， 
则 
LIGH= LAGBIO BOG。 
ZIHG=/GB'C+-LB'OG,. - 
又 豆 J 是 切线 ,所 以 人 人 AHJ= 人 人 GCB'. 
LGHA=/GB'C, . 
出 此 可 知 ， 四 边 形 GB'4EH 是 敬 肉 接 四 边 
HO.0CG= AO.0B', 

而 HC.CG=CD, 

。 A0.0B'=0D3. @ 

又 L0HA= /4'B'O, : 
而 L0HA= /CB4, 

LACB4 一 4' BO。 
. AABOCwAA'B'O, 
Ey ‘s、 4& 分 别 表 示人 A4BO、A4 'B'C 
8: 81'= = BO: BC。 
. S:S'.0A= BC: BC. C4。 ] 
i S:S':04A=BOiGD2, .~ 
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而 CD?=8'3, …，、8:8'.04= BO:S2。 

。 S:0A=BCO:S', 
即 S:0CA= BO:CD. 
即 CD 是 S、C4、0B 的 第 四 比例 项 。 

1350。 一 定 贺 内 © 
切 于 人 A4BC 的 两 边 
BO G4, EB BO、C4 
的 位 置 一 定 ， 当 第 三 
边 48 在 怎样 的 位 置 ， 
上 时 ， 三 角形 的 外 接 
册 与 另 一 定 圆 相 切 ? > 

解 设 人 4BC 的 L 
三 边 4 如 是 任意 位 置 。 证 明 人 4BC 的 外 接 
八 恒 与 一 定 贺 相 切 。 

设 定 车 0 切 40 于 D, 切 BO 于 互 , 切 
和 从 4B0 的 外 接 圆 于 工 。 连 结 OD、OH. 又 作 
BC 上 垂 线 48， 引 4F 的 平行 线 DE, 从 O 
向 DBE 作 航线 OG。 若 用 5 表示 人 入 4BC 的 
半 周 长 , 则 根据 上 题 ,得 S:CB 一 04:0D，. 

又 CA:CD=AF:DE. 

*, 8:0B= AFP:DBE., 

“, S:DE=~0B.AF=—28,4go=28 
(+ 是 和 人 4BC 的 内 切 园 半径 ,是 定 值 ) 。 

即 DB==2r。 因为 7? 是 定 值 ， 所 以 DE 也 是 
定 值 。 

根据 很 设 , 可 知 人 C 是 定 角 . 又 LCED 是 
直角 。 由 此 可 知 , ABCOD 的 三 边 及 三 角 都 一 
定 。 从 而 得 出 , 人 是 定点 。 

同 理 可 得 ,点 五 也 是 定点 。 因 此 , 圆 DL 
是 定 贺 , 即 人 4BC 的 外 接 贺 恒 与 定 园 DLAH 
相 切 . 

1351， 过 定 圆 上 一 点 用 , 引 两 条 弦 人 4、 
好 五， 作 贺 与 定 圆 内 

. 切 , 且 与 4 MB 分 
别 相 切 于 C、D. 若 4、 
B 是 定点 , 当 点 2 在 
了 上 移动 时 ， 则 CD 
蛋 与 另 一 定 贺 祖 切 . 

解 ” 设 定 欧 的 圆心 
为 0, 所 作 圆 的 圆心 
为 妨 ，MN 与 CD 的 交点 为 了 ,FN 的 延长 
线 与 加 0 交 于 点 轧 , 过 加 的 加 0 直径 的 另 
一 端 为 G,， 过 两 圆 切 点 卫 的 网 0 的 直径 的 另 


oe we ta a vvrvn 、 一 一 


证 明 题 


一 端 为 8， 则 
LMCN=90°= /MPFO. 
NF.NM=NO, 
NU.NE=NP:NO=NO.NQ, 
， NF.NM+NM.NE 
=NO?+NO.NEQ. 
而 NF.NM+NM.NE 
=NM.(NF+NE)=NM .EF,. 
又 Noz+NO.NG 
=NO. (NOC+ NEO) 
=NO(NP+NOY) ~NCO.:PQ. 
'. NM.EF=NCO.PQ. ©- 
又 ‘* AMCNwAGAR, 
“. NM:NC=EG:BA. 
+ NM.BEA=NOC.BG,. 


即 
NM.EA=NC .PQ., © 


由 Q@.@, 得 NM.EF~NM.B4, 
.“, BF=BA4. 
由 此 可 知 , CD 是 以 定点 召 为 国 心 , 定 线段 
五 4 为 半径 的 贸 的 切线 。 


12. 三 角形 的 内 切 圆 、 旁 切 


的 比例 线段 


1352. 三 角形 的 内 心 与 各 顶点 连 线 所 成 
的 三 个 三 角形 ， 它 们 


A 
的 面积 的 比 等 于 三 角 
EN 从 
人 
几何， 内 
径 为 7， 则 ES 


SarBo:Sarca: Soarap 
~—17.BO:l7r.04:17.4B 
2 2 2 
一 BO:C4:4PB. 
1353. 人 4BcC 的 旁 切 圆 半径 0 号 等 于 内 
切 圆 半径 0 的 三 or 


倍 ， 则 三 边 长 成 等 差 A 
数列 . > | 
解 设 人 4BC 的 J \、 a 


人 B 内 的 旁 切 固 半 径 3 ? & 
为 0' 玉 ,内 切 圆 半径 为 OD。 根据 假设 ， 知 
O'E=30D.. 


从 而 得 出 ， BE=3BD。，' 


第 四 章 比例 


而 BE—3(4B+ BO+04), 


BD=3(4B+BC- 04). 
. AB+BO+OA—3(4B+BC-04). 


即 40A=2(AB-+ BO), 
20A=(AB+ BO). 

这 就 是 说 , 三 边 4B、CA、BC 成 等 差 数 
列 . 

1354. 正三 角形 的 内 切 圆 的 半径 、 外 接 加 
的 半径 、 旁 切 圆 的 半 A E 
径 的 比 等 于 1:2:3。 人 

解 设 正三 角形 
ABO 的 内 心 为 0， LA ° 
ZLB 内 的 旁 心 为 B，3 ~ 


直线 BOB 垂直 于 40， 若 BOE 与 4C 的 交 
点 为 D, 则 DB=:BD, B0=2DO， 
*» OD:OB:DE 
=0D:20D:;30D=1:2:3, 
1355. 若 人 4B5C A 
的 内 心 为 0， 则 


其 中 8 是 人 A4BC 的 
半 周 长 ， @= BO. 
解 设 人 4 内 的 
旁 心 为 0',， 连结 \ 
0'B.0'C.0B, OC, 9' 
则 四 边 形 0BO'C 是 贺 内 接 四 边 形 。 
«LACO0=LO0B= 40 
又 L040= /BAO0.. 
“, A40C0wAA0'B. 
LO .AO 
AO0 AB* 
«. AB.A40=40.4A0’, 
+ _40 _ 40 _40. 
” "AB-:40 AO-4A0' 7 
从 0O、O' 向 4B 引 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 DD、 
也 则 


本 四 


40” 4 Ss * 
AO2 一 4 
”” .46.40 人 “ 


1356. 设 人 4BC 的 内 心 为 O， 外 心 为 
.Oy， 垂 心 为 互 。 若 DO、O'\、 互 在 一 条 直线 上 ， 
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则 人 48C 是 等 胜 三 角形 。 
解 由 0 是 人 4BC 

的 内 心 可 知 , BO 是 人 B 

的 平分 线 。，BH 垂直 于 

40, 由 0' 是 外 心 可 知 ， 


LOBH= /OBO pp NN 
(问题 529)， B ERN c 
BH_ HO | 
“* Bo O00 
同 理 可 得 ， -9 =. 
2 
”EC0O7 
而 0 是 外 心 ,所 以 BO' 一 0O'。， 
.. BH=OH. 


由 此 可 得 , 垂 心 及 是 在 BO 的 垂直 平分 线 
上 。 又 外 心 0' 也 在 BC 的 垂直 平分 线 上 . 办 
而 O' 五 是 BC 的 垂直 平分 线 . 

“. LO0BC= /O00B., 
从 而 得 出 ， 


ABC= /4ACB. 
,AB= 40. 
1357, 癌 O 是 人 ABC A 
的 内 切 园 ，D、 有 了 是 切 

点 。 

(1) 若 延 长 BO 与 BF pe 。 
的 交点 为 G, 证 明 D、 羽 、 Ask 
G、O 共 加 . Se 

(2) 设 BC 的 延长 线 与 BB 的 延长 线 交 于 
点 及 ,40 的 延长 线 与 BCO 交 于 点 P, 过 书 
引 BB 的 平行 线 与 BO、B4 分 别 交 于 Q@、 
证 明 PQ:9B 一 和 CO:CD. 

解 (1) 因为 

ZGO0= /0BO+ /OO0B 
- 子 (ZABO+ LACB) 
一 90° 一 元 LBAC= /ABF, 
所 以 ,点 G 在 加 OCB 上 ，。 

又 

ZopDe 


=90°= /OEO, 
所 以 DD 也 在 贺 O0B 
上 


由 此 可 知 , G\ 肥 
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D、O 共 圆 - 
(2) 因为 PRY EEF, 所 以 
PQ:QR= KG:GF,. 四 
由 (1), 得 D、C、B、G 共 贺 . 
i. LOEK~/GDEK, 
而 人 EK 是 公共 角 . 
“0 AKRCEWwAKGD, 
» KO:OF~RG:GD. 
而 CEB=CD. 又 A 人 CBEDS2AGBF。 
". GD=GF. | 
.“. KO:0OD=RKG:GF. @) 
由 @、@, 得 PQ:QR=EKO:0D. 
1358。 设 入 4B0 的 内 切 贺 与 4B、 40C 
的 切 点 分 别 为 D、 恕 , 召 D 与 CB 的 延长 线 交 
于 点 了 ,， 则 


F ” B Cc 
解 从 5B 引 BGJ AC 交 BF 于 G, 则 
BF _ BG 
- CF OB° 
而 LBDG= 4DB-- /ABD=- /BGD. 
- . BG=BD., 
i BF BD 
由 此 可 得 ， OF OF’ 
1359. 设 三 角形 4BC 的 内 切 圆 0 与 BC 
的 切 点 为 也 则 
AD 的 中 点 用 、 内 
心 0 及 BC 的 中 点 
瑟 在 一 条 直线 上 . 
解 引 直 径 
DOF, 延长 4F 
与 BC 相交 于 点 
G, 又 作 GH._LBO， 
40 的 延长 线 与 
GH 交 于 五 , 则 
OF AO 
一石. 中 


作 号 LLA40, 又 OKLA40，, 所 以 


第 二 编 证 明 题 


OK 40 
Hr -a ® 
a OF OK 
由 @.@, 得 -全 F. 
而 OF~OR,.。 …。 HG-HL, 
由 此 可 知 , 五 是 A4BC 的 旁 心 。 
从 而 得 出 ， CG=BD. 


由 此 可 得 , 加 是 DG 的 中 点 。 又 0 是 DF 的 
中 点 ,所 以 了、O、 如是 在 一 条 直线 上 。 

“1360. 设 和信 4BC 
的 内 切 圆 与 4B 的 切 
点 为 D， 从 4、B 向 
人 0 的 平分 线 所 作 的 


AD:BD=ABE.BF. 

解 设 4B 的 中 点 为 G, 连结 BG, 并 延长 
BG 与 BF 相交 于 点 7。 连 结 FG. 

设 入 4BC 的 各 边 BC、C4、4B 分别 为 a、 
2、c, 半 周 长 为 5, 根据 问题 44, 得 

BD=S8—b, AD~8—a. 
“. BD-AD~2GD=a~—b. 
设 4B 的 延长 线 与 BC 的 交点 为 五 ， 则 


OH=04, 
., CB-04~—BH=a-b, 
即 2GD— BH=2GE. 
“, GD—GE, GD—GF. 
从 而 得 出 ， GD=GI, 


所 以 , GB 一 GD 二 G8 一 GI。 由 此 可 得 , 以 G 

为 圆心 , GD 为 半径 的 圆 经 过 点 B、D、F、I.。 
设 这 个 圆 与 4B 的 交点 为 鼠 ,， 则 

BD. BE=~BF.BI. @ 

又 四 边 形 及 B17B 的 对 边 互 相 平 行 , 它 是 平 

行 四 边 形 ,所 以 BI~HE 一 B4. BK 二 4D. 


由 ,得 ”AD.BD=A4AE.BF. 
1361. 从 直角 A 

三 角形 4BC 的 

直角 项 点 4 向 斜 

边 引 垂 线 4D, 设 


人 人 BAD、 AC4D D 
的 内 切 贺 半 径 分 别 为 Im, 又 人 4BC 的 半 
周 长 为 8， 斜 边 为 c， 则 ?2 十 M2 一 (8 一 c)2。 

解 因为 A4BD、AC4DP、A4BO 都 相 
似 ， 设 它们 的 内 切 圆 半径 依次 为 入 妈 、o 所 
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以 斜 边 4B、AC、BO 的 比 等 于 i 久 mm、%w 的 | ", AB:Al=A0:AC, 
比 。 即 AI.A0—AB.AC. 
即 AB_4A0_ BC 1364. 设 人 入 4B0 的 内 心 为 了 连结 4、I 
人 0 和 的 直线 与 外 接 圆 的 另 一 
2 AB2+ AO2 _ BC? 交点 为 也, 则 
2 二 202 2 AI.ID—2Er. 
而 4 到 +40 一 BO 其 中 RY 分 别 是 人 4B@ 
on 的 外 接 回 与 内 切 癌 的 半 
而 9 一 于 (4C 二 BO 一 4 司 6 径 的 长 . 
i 解 “过 刀 作 直径 DB， 
又 内 切 圆 与 4C 的 切 点 为 了 H。 在 人 EBD、 
es 人 十 703 一 (8 一 C)2。 AAIF 中 
1 LEBD=90°= /AFI, 
角形 4.BC 的 LBED= /BAD=~ /IAF 
内 切 贺 在 BO、 (» BD=t) 
C4、43 上 的 *. AEBDwAAFI. 
切 点 引 别 为 *. DB:DE=—IF:14 O 
人 :DZ 一 7T7:T4。 
es 但 是 了 是 人 4B0 的 内 心 ,所 以 DB 一 DT ( 问 
DG BF, 则 址 广大 二 . 
WE 2 题 4559). : 


解 ,人 DD 引 BF 的 平行 线 与 CF 的 交点 为 
五 , 人 大 藉 引 40 的 平行 线 与 BF 的 交点 为 
G', 则 


而 C23 二 DO. HG'~HD. 
LHG' De LHDG'. 

因为 <DRG' 等 于 人 4 的 补 角 ,所 以 
LEGD=- 半 A4. 


而 豆浆 /4C0， 所 以 DG' 平行 于 人 4 的 平 
分 线 。 凤 DG 平行 于 和 4 的 平分 线 , 所 以 G 
与 G' 相 重 合 。 

BG_FR_BD_BF 
Ea HO DO OF 

136: . 设 和信 4B0C 的 内 心 为 TI， 人 4 内 的 
旁 心 为 2, 则 A 

4T.4(I 一 4B.40。 

解 站 为 四 边 形 
7BOC 古 贺 内 接 四 边 
形 ,所 以 

LAFI= AITBC 

一 一 10C. 
又 人 LB:tI=L040, 
所 以 A 人 4BIwA 人 400., 


又 DE=2R, TF~7, 代入 Q@, 得 
DI:28=7:14, 
AI.ID—2R.7, 

1365. 设 人 4FC 
的 外 心 为 0, 内 心 为 
7, 则 O72= R?2— 2Rr. 
其 中 及 7 是 外 接 圆 
与 内 切 圆 的 半径 。 

解 根据 上 题 ,得 

AI.ID=2Rr. ©@ | 

设 过 CO、 工 的 直线 与 圆 O 的 交点 为 如 、 刀 
则 


| AI1.1D=BI-IF= (BO+O7) (OF 一 0O7) 


=(R+O0T).(R—O01) 一 瑟 一 072， 因 
由 @、@, 得 防 --072 一 2R.y。 
所 以 ， O71?~R?—2R.7. . 
1366. 设 人 4B0 的 三 边 分 别 为 a、 5、c, 
它 的 内 切 刚 半径 为 +, 外 接 贺 半径 为 BR， 则 
三 
2Rr Gd te ca 
解 设 人 4B0 的 内 心 为 0, 内 切 回 的 半径 
为 7,， 面积 为 8, 则 


Sa4ac 一 Seo4p 十 SAogco 十 Saoca 


一 王 (4B+BO+C4j， 
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网 3 一 瑟 (o 十 5 十 o) 。 © 


根据 问题 977, 得 5 一 -人 3。 代入 @, 得 
abc 


4 
。 1 _atbte_1,1,1 
”ro be ca ab’ 
1367, 在 和 作 4BC 中 , 底 边 BC 的 大 小 位 
置 一 定 ， AB+AC A 
的 长 度 等 于 定 值 ， 
则 4 的 平分 线 
4 了 在 边 4C 上 的 
正 投影 4 是 定 长 
线段 . 


F(a+b+o). 


万 
AE DD @ 


而 Sae4so 一 Se4ap 十 Se4pc。 
"4D 是 人 BAC 的 平分 线 ， 


.. Sahao 一 二 (4B 上 +C4) .DB. 


义 Saasc=Sasso+ Sapo0+Bacao 
= 于 (4B+BO+C4) .OF . 


“, (A4B+0A):DE 
= (BC+0A+A4B) .OF 
B 
‘, DE BO+HO4+AB (ott). 


OF™ AB+0OA 
又 AF= 于 (4B+4LC 一 B0) ( 定 值 )， 


所 以 , 由 @ 可 知 ,，AE 是 定 长 的 线段 . 

1368. 从 八 4BC 的 外 心 0 向 三 边 引 垂 
线 OD、 OB、OF, A 
设 外 接 贺 半径 为 
肪 , 内 切 圆 的 半 E 
径 为 "”， 则 

OD+OBR4OF 
=R+7. BT 
解 过 4 引 4G150, 0 为 外 心 , 则 
人 4BC~ 地 LAO0G= /A08. 


又 ZAGB= /ABO. 
"， 人 456cA 人 40 万 。 
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AB.0E= BG.04= BG.E, 
同 理 可 得 ，AC.OF=CG.R. 

把 上 面 两 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
AB.OK + AO-OF ~ BO.R. 
同 理 可 得 ，A4B.O0D+ BC.0F 二 .40 及， 

BO.0B8+AC:0D=AB.R. 
“OD.(4B+A0) +0B.(4B+B0) 
+OF. (BO+AC) 
一 (4 二 BC-Cd) .ER. 
又 OD.BC-+OR.A0+0OF.4B 
= (4B+ BOTOA) .7 
(… 等 式 的 两 边 都 是 人 4BC 面积 的 两 倍 ) 。 
把 上 面 两 式 的 两 边 分 别 相 加 并 除 以 4B+ 
BC+O4 得 
OD+OB+OF-Bi7, 
1369. 着 人 XOF 的 两 边 切 于 互相 外 切 
的 三 个 网 4、B、O, 则 贺 B 的 半径 是 圆 4、 
加 C 的 半径 的 比例 中 项 . 


A 
解 设 轩 4、B 及 贺 B、C 的 切 点 分 别 为 
DD、 恕 ,， 引 公 切线 D8、BG, 则 
LAFB=—90° /BGO. 
., 人 AFBwABGO., 
AF _ BG 
FB OG 
而 根据 问题 1136, 得 
1 AD Bor_ BE 
BFR. BD’ ‘O00 “OE: 
AD BE . 
，- 末 = 4D:08=BD.BE, 
从 而 得 出 ，4 也 .CR= BD. 
1370. 设 信 4BC 的 内 心 为 也 垂 心 为 五， 
从 4 向 BC 引 和 三 线 、 垂 足 为 D， 内 切 贺 半径 


为 7, 则 


IH’?~—2r2~ AH.HD,. 
解 设 人 4 所 对 的 旁 心 为 ?Ti 

“- A 人 AAIBwAAON, 

“. AI1.AI~AB.AO, : @ 
由 问题 1318, 得 4B.40 等 于 外 接 贺 的 直 
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径 与 高 4D 的 积 。 设 外 接 圆 的 直径 为 328, 则 
AB.AC —2R.AD. ® 
而 根据 问题 461, 得 PI=PIi. 
“» AT.AT1=AT.(AP+ PI!I) 
=AI.(AP+AP—AI) 
一 4T.(34P 一 47) 
一 247.4P 一 472。 四 
由 @@、@、@, 得 
2AI.AP— AI? 
-2R.4D. @ 
设 IKL4D, 
则 人 4IKEwAPP'A4. 
AI.AP— AK.PP' 
—AK.2R. 
所 以 ,由 @ 可 得 ， 
4R.AK—AT? 
=~2R.4D,. ® 
又 在 和 信 41 五 中 ， 
IH2~ AT?+ AH?~2 AH .AK. 
两 边 局 乘 以 22, 得 
2 思 . 五 72 一 2 玉 .472 十 2 尺 . 4 万。 
~4R.AH.AK. 


I 


由 @, 得 
2R.HI2~2R. AD?+2R.AH? 
—AH (2R.AD+A1’), 
2R.HI2=A1?. (2R— AH) 
—2R.A4H(AD— AH), 
设 4' 是 PP' 与 BC 的 交点 , 则 
2R.HI2=A7?. (PP'—204") 


—2R.4H.HD, 
, 2R.HI?~2412.4'P—2R.AH.HD,. 
从 7 引 直 线 77 垂直 于 4C， 设 垂 足 为 

工 。 

AAAB4'PooA4ZT， 
,A'P.AI=7.BP. 
又 AP'BPwAAYI, 


BP.AlT=2Rr. 
所 以 ,4'P.47? 一 28r?， 代 入 @, 得 
2R.HI?~4Rr?—2R.AH.HD. 
HR?=2r?— AH.HD. 
1371. 在 人 4BC 中 , 内 切 圆 的 圆心 为 
学 径 为 7, 九 点 圆 的 圆心 为 人， 外 接 贺 半径 
为 轧 则 


NT 一 号 一 r。 [ 费 尔 巴 哈 定理 ] 


解 设 0 为 外 心 ， 五 为 重心 , 入 是 0 及 的 
中 点 ,根据 中 线 定 理 ,得 
已 72 十 7O2 


一 于 OHB2+2NT2. 


祖 据 问题 1365, 得 
O12= R22Rr, 四 

又 根据 问题 1370, 得 

T 互 2? 一 272 一 4 瓦 -万 也。 @@ 
根据 问题 1341， 

OH?2~F2~24H.HD, @® 
把 凶 、@、@@ 代 入 由 ,得 

(2r2— AH .HD) + (B?—2R7) 


一 诗 (R2~24H.HD) +2NZ, 
es 42+ R22—4Rr=4NI?, 
2NI~R—2, 


所 以 ， NI 一 如 一 +。 


注 由 NT 一 至 -7 可知, 以 W 为 圆心 ,也 


为 尘 径 的 圆 是 九 点 圆 .以 了 为 圆心 ,7 为 半径 
的 加 是 内 切 贺 , 这 就 是 费 尔 巴 哈 定 理 . 

1372. 设 和信 4BC 的 边 BC 的 中 点 为 到 ， 
由 顶点 4 向 BC 
引 垂 线 ， 垂 足 为 
互 ，L 人 .4 的 平分 
线 与 BC 的 交点 
为 到， 内 切 圆 与 
BC 的 切 点 为 DD， 
则 


MD.HD=MAH.DK. 
解 连结 0D, 则 0Df 4 五。 
| “" HD 40° 
又 B0、00 分 别 是 人 <4B0、 公 ACB 的 平 
分 线 ,所 以 

BE OK OK 
B84™40™ A0* 

. DKE BK CE BK+CK 

"* HD TB4™ A40™~ BA+AG 
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BC BOC.(40— BA) 
“BAA0™ AOTBA AO- BA 13. 圆 内 接 、 外 切 四 边 边 形 及 


_ Bordc_B4) 2BC. 卫 (40-BA) 
ACG—ABY ~ OH-BH? 
_2BO.MD MD 
~ 330-ZH WH 
从 而 得 出 , MD.HD=MH.DK. 
1373. 在 和信 4BC 中 , 外 接 贺 、 内 切 贺 及 
三 个 旁 切 圆 的 圆心 A_F 
分 别 为 P、O、01、 
Co、Os 学 径 分 别 为 ”M 
EL、 7、71、s 72、 ?9, PP 
到 O01、 Os、 Os 的 B 
距离 分 别 为 4 i、 
02、 ds, 则 
R= 2R7 
—07~—2Rr1 
—08—2Brs 0: 


一 唱 一 2 一 襄 (0+ 引 + 给 + 提 。 


解 ” 连 结 001, 001 与 外 接 加 的 交点 为 也 
过 忆 作 外 接 圆 直径 D8, OP 与 外 接 圆 的 交 
点 为 团 、N, 且 0B1 40, 则 

A 人 ABEOWwAFCD. 
A0 _ EFD 
OB D0* 
.. FD.0E=AO.DO. 

由 问题 人 59, 得 DO=DC. 

.…， 了 BFD.OB=40.DO=OM-ON 
~ (MP~OP). (MP+4OP) 
=MP2—OP?— R?— od. 

 2Rr=B—@, BE 瑟 一 好 二 227。 

又 ,由 01 向 4C 引 垂 线 018'， 则 

~ AA01B'wAFDO, 
同 理 可 得 ， 
2B7 一 怪 一 22， ., P=0—2Rr, 
又 BP?=—02—2Rr,, RP2=0— 2Rr. 
”上 上 面 四 式 的 两 边 分 别 祖 加 ,得 
4B?—0 44+ 2B 7 7 7) 。 
而 ?2 十 73 一 7 一 4B( 问 题 484) 。 
“ 12R?=—a2.- d+ 42. 


本 CPP 十 志 + 二 a8). 


人 


其 他 多 边 形 的 比例 线段 


1374. 车 从 圆 内 接 四 边 形 的 对 角 线 的 交 
点 向 一 组 对 边 引 垂 线 ， 
则 两 垂 线 的 比 等 于 这 两 


边 的 比 ， 

解 设 匡 内 接 四 边 形 NN 
4BCD 对 角 线 的 交点 为 “B C 
0, 由 0 向 边 4B、0D 所 Na 


引 垂 线 分 别 为 OB、0F, 则 人 BOBc> 人 COF,。 
., BO:00=08:OF. 
而 人 40Bww 仿 DOC。 从 而 得 出 ， 
BO:CO= AB:CD. 
. OE:OF=~AB:OCD. . 
1375. 设 圆 的 外 切 梯 形 4B0D 的 两 底 
4B、CD 与 圆 的 急 点 


A EE B 
分 别 为 国 也 则 4E; - 。 
EB=—FC:DF. 让 
解 设 圆心 为 0， 
连结 O80OF, 则 BOP 
是 一 条 直线 。 又 4D E 


与 圆 的 切 点 为 G, 连结 0G, 则 四 边 形 OGDZ 
是 圆 内 接 四边 形 ， 所 以 CGOZB = GDT. 

连结 40、DO， 则 A4GCseA4BO。 又 
人 ADOGS22ADoz ,所 以 40 是 LEOGR 人 4 
的 平分 线 。 

同 理 可 得 ，DO 是 LGOF 及 LD 的 平分 

,…，40 刀 = /ODF, /LBAO~ /DOF, 
人 A0RWwAODE., 
“» AE:0B=0OF:DF, 

同 理 可 得 , BB:0=0 了 :FHC， 所 以 

AE:EB=FO:DF,. 

1376. 设 等 腰 梯 形 4BOD 外 切 于 加 0， 
则 贺 的 直径 如 
是 上 、 下 两 底 
A4D、BC 的 比例 


4D、BC 分 别 相 
切 于 点 及、 丈 , 连结 OB、OF， 则 BOF 是 一 
条 直线 , 且 瑟 太 上 4D。 


又 LCOD=90". … LOCF=/BOD, . 
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所 以 .AoBDcooAOFO, :: 
DZ OF 了 

… - 访 = 范 ， 即 DB.FO=0Z.0F. 


而 DE~34D, FC= 子 BO. 


又 OB—0F~3B7. 


“. AD.BC-EF?. 
1377. 圆 0 的 面积 是 它 的 外 切 四 边 形 的 
面积 和 与 这 个 四 边 形 相似 上 且 其 周 长 等 于 圆 0 


， 的 周 长 的 四 边 形 面积 的 比例 中 项 . 


设 四 边 形 4BCDow 四 边 形 4'B'C'D' 
和 oD 的 周 长 等 于 圆 0 的 局 长 (半径 为 
7) 。 
设 四 边 形 4'B'C'D' 的 内 切 贺 0' 的 半径 为 
7'， 则 ， 
AB+BO+OD+DA _r gg 
ABI+BOODIDA 7 
. 而 4B TBOATOTD'TD4' 等 于 圆 0 的 
局 长 , 即 
A'B'+B'O'+O'D'4+D'A'=2nr. 
由 ,得 .4B+BO+LCD+D4 _ > 


| 2m7 了 
显然 ， O 的 面积 一 72 
四 边 形 4BCD 的 面积 
一 也 (4B+BOTCOD+ DA 
el 4BCDP 的 面积 
后 (4'B'+B'O'+O'D'+D'4) 


-x 2r7 一 CII 


。 四 边 形 4BCD 的 面积 _ 7 
IFI2 I 
II2 2 : 
四 边 形 4'B'O'D' 的 面积 六。 
…。 .四边 形 4BCP 的 面积 
涪 0 的 面积 
3 圆 O 的 面积 
四 边 形 4.BCZD 的 面积 ” 
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1378。 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 ， 过 点 B 
引 直线 与 4B 的 夹 角 等 于 LDAC， 目 与 4C 
交 于 点 召 , 过 点 D 引 直 
线 与 4D 的 夹 角 等 于 
人 BAC, 且 与 40 交 于 
点 了 , 则 AF=0%. 

解 ” 连结 BD. 

"» LOAD 
~ /OBD= /ABE, 
ZA0D= /ABD= /EBG, 
, LABB~=/BOCD=/AFD. 

.… 人 DBCoo 人 人 DAF。 从 而 得 出 ， 
BC:0D=—AF:FD. 
又 人 如 BC 人 和 八 FCD， 从 而 得 出 ， 
BOC:0CD—0E:FD. 

*» AF:FD=-O0OB:FD,. .. AF=0E, 

1379. 车 四 边 形 4BCD 是 癌 的 内 接 四 边 
形 ; 和 且 BC=CD, 则 40? 
=BO+AB.AD, 

解 根据 假设 BC= 
CD 可 知 , C 是 BD 的 中 
点 。 由 此 可 得 ，4C 是 
荆 BAD 的 平分 线 。 如 
果 40 与 BD 的 交点 为 也, 由 问题 1074, 得 


4B.4D=4P.40. © 
而 B66=60D. .. ZDBC= ZBAO. 

由 此 可 知 , BC 是 八 4BP 的 外 接 圆 的 切线 . 

BC2 一 ECO.40.。 四 
把 @ 十 @, 得 
AB.AD+ BO?~ AC.(AP+PO), 

即 AB.4D+ BO?=AC.40=A0, 

1380. 设 圆 内 接 四 边 形 4BoD 的 对 边 


BA、 CD 的 延长 线 相交 于 点 也 CB 的 
延长 线 相 交 于 
万 , 则 BD. BOT+ 
FB.FO=EF?. 
解 设 和 EDA4 
的 外 接 贺 与 BF 
相交 于 点 G。 因 
为 LFGA= 人 /BDA=/ABO, 所 以 AGFB 
是 贺 内 接 四 边 形 。 
*, EG.EF~EA.BB~ED.NO. @ 
又 FG.FER=FA.FD=FB.FO, 四 
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把 @ 二 @, 得 
BFED. ECO+FB.FC. 

1381. 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 , 设 BA4、 
CD 的 交点 为 站, D4、 
0B 的 交点 为 N, 人 UM 
的 平分 线 与 4D. 人 LN 的 
平分 线 与 4B 的 交点 分 
别 为 思 B, 则 EP/ BD, 

解 在 AD 或 其 延长 
线 上 取 点 D', 使 DD 
MD', 则 


人 和 人 MUD'AWANBA., 
. MA NA 
… Hy Ha 
MA NA. 
MD NE 
又 ME、WF 分 别 是 人 MK、ZN 的 平分 线 ， 
4 4 万 


@ 四 


由 中 、@、@, 得 
AE AF 。 
DF 2 EF/ BD., 
1382， 过 圆 内 接 和 矩形 4BCD 的 顶点 4 引 
AB, 又 了 4 与 CB 


的 延长 线 相 交 于 点 
，AB、CD 的 延 
长 线 相交 于 点 G， 
MAG_20 ， 反 
AF™ 4。 os 
解 4D170 … 和 =- 入， 
而 ABAB-CD. .. fpDO~AED. 
“, LEAC— /DOA. 
所 以 GAC 是 等 腰 三 = 角形 。 


从 而 得 出 , GD= BG. 


1383. 4BOD 是 况 内 接 四 边 形 , 若 从 4、 
C 引 切 线 与 BD 的 延长 线 相交 于 点 卫 , 则 
AB.0D=DA.BC., 
解 因为 P4 是 切线 ,所 以 
LPAD= /4BD, 
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.“。 和信 PADwA 人 PBA. 
“, AP:BP=DA:4B, 四 
同 理 可 得 ， A 
人 人 PCDwAPBO. . 
.. OP:BP- B p 
CD:BO. ©®@ 
而 PA4=PO. 
由 四 、@, 得 
-~ D4:4B=-CD:BC， 
所 以 ”AB.0CD=DA4.BO. 
1384. 车 从 回 内 接 四 边 形 4BCD 的 顶点 
C 引 对 角 线 BD 的 
平行 直线 与 边 4B C 
的 延长 线 相交 于 
点 如, 则 BE.AD= 
Bo.CD， E 
解 连结 4C. 由 
BD/ CEB, 得 
LBCOE= /CBD= /04D,. 
又 ZCEB=/DBA=/DOA. 
“. ACBEwAADC. 
BE:CD= BC:AD. 
“. BE.A4D= BC.0D. - 
1385. 若 圆 内 接 四 边 形 45CD 的 对 角 
线 相 交 于 点 0， 则 4B。 A 
AD: BC.CD=— .40:C0. 


解 从 4、C 向 对 角 Y 
线 BD 作 垂 线 4B、CF， 
则 Saasp:Sapop=AB NN 6 
:CF., 

而 A AOBw AOOF, 


AE:CF=AO:00, 
因为 四 边 形 4BCD 是 贺 内 接 四 边 形 ,所 以 
人 BAD+ 人 人 BCD 一 180°, 从 而 得 出 两 个 三 角 
形 4BD 与 BCD 的 面积 的 比 等 于 人 4、 人 CO 
的 夹 边 的 积 的 比 , 即 
SaaBp:Sapcp= AB. AD: BO.CD. 
". 4AB-.A4AD:BC.CD=A0:00., 
别 解 ” 设 圆 的 直径 为 &, 由 问题 1318, 得 
AB.AD=—ad-.AE, BO.CD~—Ad.0F, 
AB:.AD AE 
‘BOC0D OF 
‘» A 人 AE0wACFO, 
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AB AO 
" -00- 
。 .AB:4D _ 40. 
BO:0D CO® 
1386. 设 四 边 形 4BOD 的 对 角 线 的 交点 
为 0, 4B、BC CD 的 中 
点 分 别 为 及 PG, G0 与 p D 
AR 
PB 的 直线 与 DC 平行 ， KC 
即 PB1] DO。 
解 因为 及 G 分 别 为 B 让 5° 
5C.OD 的 中 点 ,所 以 , FG /1 BD， 
设 00 与 7G 的 交点 为 乙 则 . 


OB:0D=LF:LG, © 
同 理 ,。', BP /00, 

*, PO:O0G=LF:LG. 四 
由 四 、@, 得 


0B:0D=PO:0G, …，PB1DC. 
1387， 画 内 接 的 任意 四 边 形 4BOD 都 
满足 
4D.4PT+ODB.OD 4D 
64.B0C+D4.PO 7。 
解 从 4 C 分别 向 
万 了 作 甜 线 48、CF，. 
设 殴 的 直径 为 妨 则 
出 问题 1318 可 知 ， 
AB.AD=d:AE, 
0B-:0D=A:.0F. 


be 


*, AB-4D+OB-CD A0+CO 
AB. AD 0 
40 
20* 
2 ABAD+CB.0D™-40°4B4D ® 
同 理 可 得 ， 
BA:BC+DA 


出 @、@ 得 
AB-:AD+CB.CD _ BO .40 .4D 
"BA:BO+DA-DO A0 DB BO 
又 AA0DwA 人 BOO, 
。 AD 40 . 
"Bc Bo* 


_ BD.BA.BO 
or 


人 
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4D.4B+CB.CD _ 40 
BA.BC+DA. DC BD" 

1388. 已 知 回 内 接 
正方 形 4B0D, 从 A 
上 任 取 一 点 了, 则 
PO. PD PA.PB+ 

PB.PO+PA.PD., 

解 ” 设 外 接 贺 的 半径 
为 轧 又 PFLCD, 则 根据 问题 1318, 得 

PO. PD=2R.PF. © 
而 PEFLAB(OCD). .'. PELAB. 

由 此 可 得 , PA4.PB 一 2R.Ph， 

PB.PO—2R.8B, PA.PD~2R.B4. 

*, PA.PB+PB.PC+PA-:PD 
=2R. (PET+AB)=2R:.PF, ©® 

由 @、@, 得 

PO.PD—PA.PB--PB.PO+ PA.PD., 

1389. 设 4BCD 
是 半径 为 7 的 加 0 的 
内 接 四 边 形 , B4、CD 
延长 线 的 交点 为 到 
DA、CB 的 延长 线 的 
交点 ;为 了 , 则 B 了 ?ne 
OE?+4+O0F 272, 

解 设 入 4BF 的 外 接 圆 与 加 的 交点 为 
2, 则 LEMA~ 人 FBA~ 人 ADO。 由 此 可 
得 ,四 边 形 BLAD 是 加 内 接 四 边 形 。 

“, FM.FPE-FA.FD=O0F—?, 
(问题 931) 
EM.FE=EA.BB=082~—72. 
由 @+@, 得 
EEF. (EM+ FM)—O0B?+OF? 272, 
BF?~—OF? OF 2 

1390， 圆 0 的 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 边 
AB、 DO 及 AD、BC 的 延长 线 分 别 相交 于 
轧 、, 则 以 五 8 为 直 R 
径 的 圆 允 与 圆 0 委 
直 相 交 。 

解 ” 设 两 殴 的 交点 
之 一 为 6, 连结 0G、 
GM、OM， 引 加 0 的 
切线 BH、FEK，。 

在 AOB 中 , 因 也 
为 到 是 五 8 的 中 点 ,根据 中 线 定理 ,得 


OQ 


er win v wei ee 
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2EM?+20M?—OFE?+OF?, 
设 圆 0 的 半径 为 ”% 根据 上 题 , 得 


OE?+0F?=~ BE?2.+ 272。 @ 
又 EP-=-2ME—2MG. 
由 @@、 句 得 


2MG24+20M?=— BF +4922—4MG2+ 272, 
0OMX2 一 MG2 二 2 一 MG2 十 0G2， 
LOGM =90°, 

由 此 可 知 , 两 加 0、 玫 是 垂直 相交 的 . 

1391. 4BOD 是 加 0 的 内 接 四 边 形 ， 
0' 与 加 O 内 切 于 4， 
若 从 B.C、D 引 加 0O’ 
的 切线 BP、CQ、 DRE, 
则 BD.09==BC.DR 
+0D.BP. 

解 车 4B、4C、 
AD 与 加 0' 的 交点 分 
别 为 B、C'"、P', 则 

BP?=~ BB’. BA, C02=:C0'.04, 


DR DP'.DA. 
BP _ BB'.BA 
| Cy’ 00%0A® 
. 连结 BC'。 因 4 是 两 圆 的 切 点 , 可 得 
BO1 BO。 
。 BB' B4 
eae “G0 GOA* 
。 BPp? BA? 
“" O00 0 
即 BP_B4... B4_04 
Co 04°'°' BE Ov" 


同 理 可 得 ， 
BA4_04._D4 
BP CO DR 

设 这 个 比值 为 为 则 

BA=%E.BP, CA=E.08, DA=%. DBE, 
又 四 边 形 4BOD 是 圆 内 接 四 边 形 , 则 

40.BD=BO.4D+CD.4PB( 问 题 1500) 。 
.。 BD.0CQ-p~=BC.DR.k+OD.BP.k. 
所 以 - BD.C9= 50.DETCD.BP， 

1392. 从 圆 上 任意 一 点 了 向 阅 内 接 四 边 
形 的 各 边 分 别 引 垂 线 ， 则 以 两 组 对 边 上 的 垂 
线 (P 到 垂 足 间 的 线段 ) 分 别 为 邻 边 的 两 个 矩 
形 的 面积 相等 。 

解 从 了 向 4B、BC、OCD、D4 分 别 作 垂 


第 二 编 证 明 是 
@ | 线 PE.PFPGPH, 


则 四 边 形 4EPH,， 
FPGOC 都 是 圆 内 接 四 
边 形 。 
.. LEHP= /EAP, 
LFCP= /FGP. 
LBAP= /BOP, 
". AEHP~ /FGP. 

又 LPBHG=LAPCG， 且 LPOG 是 圆 内 接 
四 边 形 4PCD 的 外 角 , 所 以 
LPOG= /PAD, /PFG=: /PAD., 

而 LPAD= /PEH. : 

» APEH= /PFG, 
.所 以 人 PEHwA 人 PFG. 

"， PBE:PH=PF:PG., 

» PE.PG=PH .PF. 

1393，, 在 上 题 中 , 从 
己 向 对 角 线 AC、BD 作 
垂 线 分 别 为 PK、PL, 则 
PE.PG=PK.PL. 


解 
APBLwAPOG, 


由 @Xx@, 得 
PE PK ; 
FL- Fe WPE:PG=PK.PL, 
1394. 过 加 0 的 内 
接 四 边 形 4BCD 对 角 
线 的 交点 到 引 垂直 于 
MO 的 弦 PQ, 设 PQ 与 
边 4B、DC 的 交点 分 别 
为 BF, 则 ME=MF, 
PE=FQ. 
解 从 0 向 4B、DO 作 垂 线 OG、O 瑟 , 则 
G 卫 分 别 是 4DB、DO 的 中 点 。 
由 和 信 4BMw 八 DCM 可 得 ， 
AAGMWwADHM, ' 
', LAGM= /MHD. O 
又 OMU1EB, 0OG.14P 所 以 G、O、 了 下 五 共 
贺 ， 


I haie Aivg yo imr， ereew。 、 


“, LEGM= /EOM. 四 
同 理 可 得 ， 

LMOF— /MHD, ® 
由 @、@、@, 得 

LBOM= /MOF, 

AEOMEGAFOM, 
从 而 得 出 ， 

ME MF. @® 


pa 如 是 弦 PQ 的 中 点 , 由 名 可 得 , PE 一 
©. 

1395. 设 4BCD 是 贺 0 的 外 切 四 边 形 ， 
过 圆心 O 作 直线 加 0%,， : 
使 BO 了 与 4B、OCD 所 
成 的 角 相等 , 设 召 OF 与 
毛 B .CD 分 别 相交 于 互 、 
万, 则 

AE:BE=FO:ED. 

解 设 BR4、7D 的 
延长 线 交 于 点 卫 ， 则 : 
人 和 个 PEF 是 等 腰 三 角形 。 由 问题 1169, 得 

AB.DF—08?, 
BE.0F~0E?. 
“. AE.DF=BBE.0F. 

所 以 ” 4B:BE=8C:FD. 

1396. 若 从 圆 0 的 外 切 四 边 形 4BCD 的 
各 项 点 疝 任 意 切 


线 作 垂 线 44/、 
BB'. C0'. DD,, 
.AA'. CO 
则 -BBD 
_ A000 
BO. DO 
解 设 这 条 切 也 
线 与 4B.CD 的 交点 分 别 为 B、 了, 则 
A4 _AB,_ Saoag © 
DB BE Daops ’ 
CO' _ OCF _ Saoor @ 
DD'’ DF Seopp“ 


/BOE= LCOF(~ 译 LB4'B)( 问 题 87)， 


* ~ Saocr CO.:0F @ 

”” Baops 50.0 万 ， 

又 LAO0E~+ /DOF=2/E. 
. Sao0sB 2 AO.OE @ 

”” Seopz DOO0F® 


五 QS5、 了 ,连结 
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由 x 名, 得 ' 
.44 .C0 _ Sa04n . Saonm 
BB’” DD SAOBE Saops 
由 图 x@@, 得 
Seocr ,Sao4g _ AO:CO 
Saopg Saopp ”BO.DO 


4C0 _ 40.CO 
BB DD” “BO.DO™ 
1397. 四边形 4BCD 外 切 于 圆 ， 设 四 边 
AB.BO CD DA 
上 的 切 点 分 别 为 


PQ、RS， 则 直 
线 PQ、 BS 经 过 
两 条 对 角 线 的 交 
点 0. 
解 设 从 DD 引 BC 的 平行 线 与 8P 的 延长 
线 的 交点 为 召 , 则 
LYED= APQB. 
而 LAPQ= LPYB,. 
'» LPED=/BEPD. 
. DE=DP=DS. 
同 理 ， 从 8 引 CD 的 平行 线 与 SE 的 延长 
线 交 于 点 了 , 则 BF 二 Be. 
所 以 ,人 DES 与 人 BFQ 都 是 等 又 三 角形 。 
又 DE | B®, DS J BE, 
所 以 ， TD3 一 FFBDqg. 
.» ADESwABFEG. 
从 而 得 出 BD、EQ、S 了 相交 于 一 点 0, 即 
BD 经 过 PQ 与 BS 的 交点 。 . 
同 理 可 得 。AC 经 过 PQ 与 RB5 的 交点 。 从 


| 而 得 出 , PQ 与 ES 经 过 两 条 对 角 线 的 交点 。 


1998. 若 圆 内 搁 四 边 形 4BCD 的 三 边 
4B、DC、4D 分 别 经 过 一 条 直线 上 的 三 点 
E、 刀 、 G， 则 第 四 A 
边 BC 也 经 过 这 三 
点 所 在 直线 上 的 定 


点 。 

解 设 过 BB 所 作 
BG 的 平行 线 与 区 
的 交点 为 五 , 直线 
DK 与 BG 的 交点 为 I。 由 4、B、K\D 共 辕 
可 知 ， | ee 

ZKDG= /ABE., @ 


aa 


292 第 二 编 

又 BK 1 EG, 

由 @、@, 得 人 B= 人 KDG= LAIDG。. 所 以 
LB1D 是 圆 内 接 四 边 形 。 


GE.GI=GD.G4. 
因为 G 是 定点 , 所 以 GD.G4 是 定 值 ， 而 
.GB 的 长 度 也 是 定 值 。 由 此 可 得 GI 的 长 度 
是 定 值 , 即 点 工 是 定点 。 
义 , 设 BC 与 BG 的 交点 为 互 , 则 
LIDF=~ /KBO, LKBO= /CHD, 
» LIDF= /OHF. 
所 以 点 D、 GC、 Zs 五 在 同一 圆 上 . a 
DF.FO=~FI.FH. 
因为 DB .EC 是 定 值 , 所 以 了 I. 了 FH 也 是 
定 值 。 又 由 BI 是 定 长 线段 可 知 , 了 也 是 
定 长 线段 。 所 以 ,点 互 是 定点 。 


14 .两 个 (或 多 个 ) 圆 的 比例 线 


段 

1399. 引 互相 外 切 的 两 圆 的 公 切 线 , 设 切 
点 为 4、B, 则 4B A B 
是 两 加 直径 4C、 
BD 的 比例 中 项 。 

解 ” 设 两 贺 的 切 
点 为 加, 连结 24、 ~ DD 
EB EC .ED, 则 6 
LABB~ /ARO— /OBD= /DE B90°. 
所 以 4、 有 DD 及 BB、 如 C 分 别 为 一 条 直线 ， 
即 4D、BC 过 切 点 五 . 

LABOC= /BDA, /BAD= /AC0B, 


4C _ 4B 
2B BD’ 
即 AB?== AC. BD., 


1400. 在 一 条 直线 4 的 同 全 3 引 两 条 到 
直 于 4B 的 直线 
4C\、BD, 若 4B2 一 
40.BD, 则 以 4C、 
BD 分别 为 直径 的 


两 贺 互 相 外 切 。 
解 连结 4D、 A B 
BC, 设 它们 的 交点 为 忆 . 根据 假设 ,得 
AC.BD=—AB’, 


te ae 


证 明 题 


即 AC:4B=A4B: BD. 

又 AcC4B=9%0。= -4BD， 

*, ACABwAABD. 
“. LA4BC=/BDA. 

而 LD4B+ 人 LBDA=90°. 

由 此 可 得 。 人 A4PB90°. 

所 以 , 书 是 以 4C、BD 分 别 为 直径 的 每 个 
圆 上 的 点 。 

设 4C、BD 的 中 点 分 别 为 如 也 , 连结 PB、 
PP, 则 

ZEPA=~ /BAP=/PDF= /DPF. 

天 此， 轧 .P、F 在 同一 直线 上 ，。 即 以 AC、 BD 
为 直径 的 圆 的 连 心 线 加 PF 过 公共 点 卫 。 所 以 
两 贺 在 点 卫 处 外 切 . 

1401。 过 相交 两 圆 的 公共 弦 上 一 点 〇 引 
一 条 直线 ， 设 这 x 
直线 与 一 个 罗 相 /并 、\。 
交 于 4、D, 与 另 ~ J 
一 个 圆 相交 于 
BB, 则 AB:BO Y 
=DE:DO. c 

解 ” 设 公共 弦 为 
人 了 , 且 点 8 在 公 
共 纺 XY 上 。 枫 4 
为 XY 了 、D4 是 贺 \ 

有 DYA!' 内 相交 于 | 
点 0 的 两 弦 ， 所 以 
XC.Y0=40.D0. 
同 理 ,在 加 XBY 有 中, XC.Y0C= BC. BO. 
.“, AG.DC=BC.EO. 
从 而 得 出 ， 40: BC= 3C:DO. 
(40— Bo) :50= (BC0— DO) :DO, 
即 AB: BO= DE:DO. 
又 ,车 点 0 在 公共 纺 MN 的 延长 线 上 , 则 
0C4.OD=CM.ON=0OB.OB， 
即 CA.CD=0B.0E. 
*, CA:0B~0E:0D. 
(0B—04):0B= (CD 一 0CB :0D, 
即 AB: BC=DE:DC. 

1402. 过 两 
加 的 公共 纺 4 
上 一 点 G 引 一 直 
线 ， 与 两 圆 的 交 C5 
点 分 别 为 C、D 
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CF? GC-:GFE 
及 五 、 五 ， 则 ‘ED GDGE' 
解 由 4B.CD、EF 在 点 G 相交 ,得 
GC:GD—GA-GB=—GE-.GF. 
。 GE GD GE+GD __ED 
“* GO GF GOTGF OOF’ 


OCF? _ GC:GF 
” ED? GD.GE" 
1403. 设 过 两 
圆 公共 弦 4B 上任 - 
一 点 尸 所 引 两 圆 的 
弦 分 别 为 CD BR， 
则 C、 吾 、D、 三 共 
区 


解 由 A4、D、B、C 共 圆 ,得 


PA.PB=PC.PD, @ 
又 虫 4、 刀 、B3、 丸 共 圆 ,得 
PA.:PB=PE.PF. © 


由 中 、@, 得 PO:PD=PBE.PE. 
出 此 可 知 , CO、 如、D、 了 共 贺 ， 

1404。 设 有 三 个 圆 两 两 相交 , 则 三 条 公共 
弦 4B.CD、BF 要 
么 互相 平行 ， 要 人 么 
相交 于 一 点 。 

解 ” 若 三 个 圆 的 
中 心 Q1、02、0s 在 
一 条 直线 上 ， 因 为 
两 圆 的 公共 弦 垂 直 
于 它们 的 连 心 线 , 所 以 三 条 公共 弦 互 相 平 行 . 

现在 来 考察 OQ1、O2、0s 不 在 一 条 直线 上 的 

设 4B、CD 的 交点 为 卫 , 吾 为 圆 02、Os 的 
一 个 交点 ,延长 如 PP 与 网 02、Os 分 别 交 于 G、 
五 , 则 在 贺 01 中 ， 

PA.PB=PC.PD. 0 

在 网 Os 中 ， 

PA.PB=PE.PG. © 

在 贺 Os 中 ， 

PCO.PD=PE.PH., @ 
©® 


由 @\@, 得 
PC.PD=PE.PG, 


由 @、@, 得 
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PH.PH=PE.PG. 

所 以 PH=PG, 中 6G 与 瑟 相 重合 。 而 且 
与 两 圆 0。、0O; 的 交点 将 也 重合 。 由 此 可 知 ， 
三 个 圆 的 公共 弦 4B\CD、 吾 8 相交 于 一 点 。 

1405， 连结 半径 不 同 的 相 离 的 两 圆 中 心 
0、0' 的 线段 与 两 圆 分 别 交 于 4、B, 过 4、B 
的 任意 圆 再 与 两 圆 分 别 交 于 P、8, 这 时 直线 
PQ 必 经 过 两 圆 0、0' 的 位 似 中 心 ， 试 证 明 
之 ， 
若 在 上 述 的 定理 中 ， 两 圆 O、O ' 在 点 4 外 
切 ， 过 点 4 与 连 心 线 00' 相 切 的 任意 圆 与 两 
圆 相交 于 点 卫 、8@, 则 过 卫 、8 的 直线 必 过 一 
定点 . 

解 设 00 与 Pe 的 延长 线 相 交 于 点 已 
O00'、 PQ 与 圆 0' 的 男 一 个 交点 分 别 为 B'、 
8', 则 4PQ= 人 QBB'~ 人 人 B'Q'E, 


.， 4P1/ 4 
'. AOPAWwAO'WB.'. 
从 而 得 出 , LO= 人 0'. … OP1O9 
“. RO':RO=0'Y':OP. 
因此 , 点 马 把 00' 外 分 成 两 图 半径 的 比 , 即 
点 互 是 两 圆 的 外 位 似 中心 。 所 以 PQ 经 过 这 
外 位 似 中 心 . 


同 理 , 当 圆 0、O' 相 切 时 ,由 4B' 是 园 P48 

的 切线 ,得 
LAPQ= /L040=LB'Q'R, 
*. APJ B'Q'. 
从 而 得 出 , 和 OPA4w 人 0'8'B', 
“， LO=L0'. .“, OPJ O'Y'. 

所 以 RO': RO=0’'® :OP. 

由 此 可 知 ,， PQ 经 过 把 00' 外 分 成 两 贺 半 
径 的 比 的 点 , 即 外 位 似 中 心 . 

1406。 设 有 两 个 外 离 的 定 轩 4、B。 作 
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网 卫 与 济 4 内 切 
于 点 9, 与 加 外 
世 于 点 B,， 则 直线 
人 98 必 经 过 一 定点 。 

解 设 贺 4 与 
QB 的 交点 为 5, QR 
与 4B 的 交点 为 O, 则 

”PEIAS. .. AO:0B=AS8:BR. 

因为 两 个 定 部 半径 的 比 是 定 值 ， 所 以 , 8 
总 是 经 过 把 两 贺 中 心 距离 4 内 分 成 它们 的 
半径 的 比 的 点 (0 是 内 位 似 中 心 ) 。 

1407， 设 
4B、CD 分 别 
是 圆 O、 圆 0 
的 直径 , 又 4B 
/CD， 则 连 
结 4C、BD 的 
直线 相交 于 定点 。 

解 设 4C 与 00' 的 交点 为 一 , 则 

0 _04 
PO 00” 

因此 ,点 卫 是 两 敬 O、0' 的 外 位 似 中 心 , 它 
是 定点 ， 同 理 可 得 ,BD 也 经 过 这 个 定点 三 。 
所 以 , 4C、BD 相交 于 定点 卫 。 

1408， 车 两 圆 O、O' 外 切 于 点 4， 过 点 4 
引 哎 0O 的 弦 4B、 圆 0 的 弦 40, 使 ~B4O 
一 90”， 则 BC 必 过 定点 。 


Cs 


解 过 点 43 引 两 圆 的 公 切 线 与 BC 交 于 


人 D4B- 亏 L408B, LD40 一 地 ZA0'0. 


把 上 面 两 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
LAOB+ /LAO'C=180°, .. OB/O'. 
设 BC 与 00' 的 交点 为 了, 则 
PO: PO'~0B:0'0, 

由 此 可 知 , 点 卫 是 两 吏 O、0O' 的 外 位 似 中 
心 ， BC 过 点 P。 

1409。 设 两 圆 0、O' 的 连 心 线 与 外 公 切 
线 4B 的 交点 为 P, 过 了 引 直线 与 圆 O 交 于 


第 二 编 证 明 题 
、C、 也 ,与 图 0' 交 于 及 也, 则 
PO.PF=PD.PE-PA.PB. 
解 ” 风 为 了 是 两 加 的 外 位 似 中 心 , 4 与 


B,D 与 卫 是 对 应 点 ， 所 以 
LPAD= /PBF. 


又 LPBF=/ BER, 
“, 人 APDAWwAPBE. 
PA_PE 
ED PPB: 
即 PD.PE~PA.PB. 
同 理 , 人 PBFw 人 POA4. 
'. PO.PF=PA.PB,. 
., PO.PF~PD.PE=PA.PB. 

注 “把 外 公 切 线 换 成 内 公 切 线 ， 定 理 也 成 
也 。 
1410， 从 两 圆 OO' 的 外 位 似 中 心 C 引 公 
切线 ， 设 切 点 分 别 为 D、D', 车 从 C 引 两 加 
O、O 的 割 线 与 圆 的 交点 依次 为 B、B'、 4'、 
4, 则 DD?= A'B.AB'. 

解 用 和 7 表示 两 贺 的 半径 ， 


则 DC:D'C=7:7, 


DD": D'02~— 4'B.AB': BO. B'G, 
、 而 Doz= BO.B'C. 
"DD?=~A4'B.4B'. 

1411， 在 上 题 的 图 中 ,两 圆 O、0' 分 别 
与 贺 0” 内 切 于 4、B, 设 圆 0" 的 半径 为 为 
图 O、C 的 半径 分 别 为 和 7, 则 

BR?; (BR—7). (R—7') =AB?: DD?. 

解 由 A404 BO 得 
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AO":00"'=~AB:A4'B. 
R: (R—7) =AB:A'B. 
同 理 可 得 , B: (BR 一 7') = 4B: 4B', 
, ER?2: (如 一 人 (BR—?7') = AB:A'B.AB', 


而 由 上 题 可 知 , 4'B"4B'=DD?. 

“. ER?:(R—7) (R—?") =AB2:DD’. 
1412。 设 在 点 4 外 切 的 两 加 的 外 公 切 线 
为 BC, 过 点 B 的 直 
径 的 另 一 端 为 D, 则 
从 刀 向 另 一 个 圆 所 引 
切线 DE 等 于 DB. 
. 解 因为 4 是 两 欧 
的 切 点 ,所 以 


LBAC=90°.。 . 
又 DB 是 直径 ,所 以 LD4B~90°. 
由 此 可 知 D、4、0C 是 在 一 条 直线 上 。 
在 直角 三 角形 DBC 中 ， 
BAILDO, .. DB~DA.DO. 四 
而 DE 是 切线 。 
., DE?~DA.DO., 
由 、@, 得 ”DB=DE. 
1413. 设 过 互相 
外 切 的 两 加 0、O' 的 
切 点 4 引 直线 , 与 两 
图 的 交点 分 别 为 B、 
90, 则 图 中 的 两 个 扇 
形 04D 与 04BC 的 面积 的 人 
平方 的 比 。 
解 因为 人 0O=L0O', 设 人 0= 2 
所 以 


© 


扇形 04DB 的 面积 
004. 计 一 045 
扇形 0'4EC 的 面积 
00'4 .= 了 30'4. 
.… 房 形 04DB 的 面积 __ 04? 


扇形 0480 的 面积 ”O43* 
1414。 两 四 O、O' 外 切 于 点 4, 过 4 引 两 
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条 互相 垂直 的 线 
段 B40C、DAE 
与 两 圆 相交 ， 设 
两 加 的 过 为 
AG, 则 
AB.AC+ AD. AE=AF.: Ss 
解 设 BD、0E 分 别 过 问心 0、O', 且 DB 
CB. 设 4 玉 J1L0BE, 则 由 人 B= 人 D, 得 
人 ABEHwABDA., 
. AB:EH-BD:AD. 
"» AD.4A4E=BD.ER., OD 
人 ACHwADBA. 
*. AC:0OH=BD:AB. 
'. AB.:AC=BD.0H. 
由 中 二 @@, 得 
AB.AC+ AD.:AB = BD. (CRIEH), 
BW AB.A0+AD.A4E=BD.0E= SE AG. 


又 


© 


以 LO、 只 
BC 为 直径 分 别 
作 加 OO。 从 有 4 

向 贺 0' 引 切线 4 召 与 加 0O 交 于 点 D, 从 B 
向 圆 0 引 切线 BG 与 加 0' 交 于 点 了 F, 则 
AD. BF =4DE. FG., 


解 '. DCf BO' 或 CF /10G, 
AD_ A0 _ 200 
DE C00 “O00” 
BF _ BO _ 200" 
FG CO C0 * 
AD:BF _400.G0' _ 
DH-.FG 60 0 
AD.BF=4DE.FG. 
1416. 设 丙 
圆 相 交 于 点 卫 、 
Q@， 过 点 @ 引 直 a 
线 4B, 与 两 加 的 A 人 
交点 分 别 为 4、 友 
也 , 则 AP4B 的 
面积 当 4B 与 PQ 互相 垂直 时 取得 最 大 值 . 


解 设 48B1LPQ, 4、4' 与 B、B' 分 别 在 
同一 个 园 上 , 线段 49B' 不 垂直 于 PQ，。 

在 AP4P、AP4'B' 中 ， 

LP4Q~ LPAQ, LPB'Q~ /LPBG, 
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.. A 人 PA'B'wAPAB. 
而 人 PQA=90°*。 所 以 P4>PA'.。 由 此 
可 得 , Sap4p< Sap4p。 即 人 P4B 的 面积 最 


1417 、 若 过 给 定 人 4BC 的 边 BC 上 的 任 
一 点 已 ， 引 直线 与 
4B、4C 或 其 延长 
线 分 别 交 于 点 D、 
B, 使 DE:EF=m 
:nm、% 是 定 值 )， 
则 两 三 角形 BDE 
与 BCF 的 外 接 问 
的 另 一 个 交点 卫 是 定点 ， 

解 设 两 三 角形 BDE、ECB 的 外 接 贺 的 
另 一 个 交点 为 了, 则 人 A4BC 的 外 接 圆 也 经 
过 点 卫 ( 问 题 651) 。 

连结 DP、 PC、PB、PF. 设 LDPE 
人 DBE~a, 人 EPF=_/ACB=8。 出 假定 
DE:EF=—mi:n 可知, 在 人 DPF 由 ,人 DPE、 
PN 的 大 小 一 定 。 由 此 可 知 , 入 DPF 一 


所 以 , PD:PF 是 定 值 。@ 

"* LEBP=/EDP, 
LBCP= /EFDP, 

“ A 人 BPOWwADPE, 

., PB:PC=PD:PF,. 

由 人 @ 可 知 PD:PF 是 定 值 , 所 以 PB:POC 
也 是 定 值 。 因 4、B、P、C 在 过 定点 B.C 的 
加 上 ， 由 PB:PC 一 定 ， 知 刁 是 定点 。 

1418. 若 两 圆 内 切 ， 
则 过 切 点 的 大 图 的 弦 被 
小 圆 分 成 的 两 部 分 的 比 
一 定 。 

解 设 两 圆 4、 互 内 
切 于 点 乙 过 了 引 大 区 
态 的 弦 PR 与 小 圆 4 的 交点 为 @@。 显 然 , 连 
结 疯 心 4、B 的 直线 过 切 点 了. 

连结 4A8、BE, 则 A4P9、ABPR 都 是 等 
肢 三 角形 。 

‘* 4P9 一 人 BPR， 
“» LPOA=/PRB. 
“。 AQ/ BR. 
“»。 PQ:PR~=PA:PB. 
而 了 4、PB 分别 是 加 4、8 的 半径 ,它们 的 
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比 是 定 值 , 所 以 PQ:PE 是 定 值 . 

1419. 设 两 圆 内 切 
于 点 4, 大 圆 的 弦 CD 
与 小 留 相 切 于 点 也 ,4D  A 
及 AC 与 小 圆 的 交点 分 
别 为 BP, 则 4B:4F 天 
~ BD: BC. 全 

解 ” 设 在 点 4 的 公 切 线 为 4 万 , 则 

LC0DA= /CAH = /FEA,. 
CD1/ FE. 
从 而 得 出 ， 
AE: AF =AD: AC. 
又 LBAB= /EBD= /BEF= /BAF, 所 
以 A4B 是 LC0C4D 的 平分 线 . 
*. AD:A4AC=BD:BC. 

所 以 ， AE:AF=BD:BO. 

1420. 两 吏 O、O' 外 切 于 点 4, 在 圆 外 取 
一 点 也, 使 COP4 Pp 
二 AO'PA, 再 从 书 
引 两 圆 的 切线 也 DB， 

PC, 则 
PA?=PB.PC. 

解 假设 P4 与 
两 圆 的 交点 为 心 D 
马 , 则 在 人 POA、 八 PO'B 中 ，. 

OP4= OZ 
又 由 人 BA0' 一 人 人 ABEO', 得 
LZPAO~ /PEO', 
,. A 和信 POAWwA 人 人 PO'E. 
.". PA:PE=~PO:PO’, 
同 理 可 得 ,PA4:PD=P0O’':PO. 
.“. PE:PA~PA:PD, 
.。 PE.PD~PA?, ® 
出 书 B、PO 是 切线 可 知 ， 
PB?~PA.PD, PC?~PA.PE, 
., PB.PO2~PA?-.PD.PE, 
所 以 , 由 @@ 可 得 
PB?2.PO?—PA?.PA2—PA4,' 
“. PB.PC=PA?. 

1421. 在 一 条 
直线 上 有 四 个 定点 
A4、B.C、D, 若 过 两 
点 4、B 的 任意 圆 
与 过 两 点 0、D 的 
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任意 圆 相 交 , 则 两 现 的 公共 弦 瑟 叉 过 定点 。 
解 设 及 了 与 4D 的 交点 为 也, 则 
PA.PB-PE.PF=PC.PD. 


A 人 EDCWAABEB, 
"， Sosgpo:SAsgB= BD EA?, © 
而 001L4D, .4C=0D, 


. LBPD,_ PB+PD ,» Sagpo~Saacg. 
”BO PA4 PO+PA4 a» Bagcp:Saarp—SAdca: Saarp 
_BD ( 定 比 ) =BC0:EB. 
AC " .Sagpo:Saaga—BO:EB, 四 
而 B、C 是 定点 ， PP:PO 是 定 比 。 内 此 可 由 @、@， 得 


知 卫 是 定点 。 即 公共 纺 PF 过 这 个 定点 卫 . 
1422， 在 任意 直线 4B 上 取 一 点 蔷 , 设 
之 4: 了 B=3:;1, 以 AX、BX 为 直径 画 圆 , 引 


EC:BB=ED?: B.A, 
1424. 设 有 两 个 同 
心 圆 。 引 小 圆 的 任意 弦 


两 圆 的 公 切 线 与 4P, 过 点 4 引 大 圆 的 弦 
AB 的 延长 线 相 QE LAP, 则 和 八 PQE 三 
交 于 点 0, 则 BC 边 上 的 正方 形 面 积 的 和 
等 于 小 贺 的 半 是 定 值 ， 
径 . 

解 设 4X、 PB, 则 0O 是 PB 的 中 点 。 


BX 分 别 为 加 0、O' 的 直径 ，D、 恕 是 两 贺 公 
切线 的 切 点 , 连结 OD、0'B. 假设 DB、 4B 
的 延长 线 相交 于 点 0, 根据 题 意 ,得 


由 中 线 定理 得 
2Q9: 十 952 一 2902 十 20P2。 
假设 O08=7, OP=7,, 则 


AX:BX=3:1, PO +QP=272+27'2, 外 
即 圆 0 的 半径 是 贺 0' 半径 的 三 倍 。 同 理 可 得 ， 
又 O'C:00=0'8:0D. - RP2+ RP?~20R?-+.20P?=27?+2r?2,. ® 
而 0'C=0'B+BO=~0'8+BO, 而 QF?= (QB+ BE)? 
CO=~20'B+O0D+ BC. =®B + BR-+20B. BER. 
“» (0'E+BO):(20'B+OD+ BO) 又 从 0 向 4B 引 垂 线 O 及 , 则 
=0'8:0D=1:3, 


OQ@~—0B?— QH?~ HB? 
一 (9 有 十 万 DB) (AH— HB) =0B.94. 
DB.64 一 人 2 一 和 2 


“(OR+BO):(50'8+BO)=1:3. 
解 这 个 方程 ,得 BC=0'E. 
即 BC 是 等 于 小 贺 0' 的 半径 O'B. 


QB- BR=72—7?. 
1423.， 从 两 个 同心 QB?—QB+BR+2(—7?), ©® 
的 大 贺 上 一 点 和 4 向 人 小 由 +@@+@, 得 
引 切 线 4B、AC, 延 PO +QOB2+ RP RB OR? 
长 4C、BC 分 别 与 大 加 —Q@B?+ BR?+ 6724 27?2. 
交 于 点 D、 马 , 则 


， PQ?+PR2+Q 避 一 67?++2r?( 是 定 值 )。 

1425。. 以 半 贺 A4CB 
上 一 点 C 为 圆心 作 较 与 
4B 相 切 于 点 也 , 与 半 
图 的 交点 为 五, 则 蓄 
EF 平分 线段 OD. 

解 把 CD 向 两 个 方 
向 延长 ， 设 延长 线 与 两 
贺 分 别 交 于 互 、 及, 则 

GO.GH=GE.GF~—GD.GK, : 


EO:EB—BD:EA2. 

解 延长 4B.CB 分 
别 交大 圆 于 一 \G, 则 弦 4D 与 弦 48, 点 CO 与 
点 B, 大圆 与 小 圆 都 是 关于 4O 为 对 称 。 由 
此 可 知 ,点 下 与 点 马 , 点 五 与 点 G 也 都 是 关 
于 40 为 对 称 . 

.AB=AG. .. /EDA~ ANG. 
又 站 GP。 从 而 得 出 , EB 一 GD. 

“, LEAF=/GED, 


解 ” 设 局 心口 的 圆心 为 0， 引 小 贺 的 直径 
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Go _Gp 
GK GH" 
_6eC __ GD _. 
GK—GO GH—GD’ 
而 2 Ce 
OK DH' 
而 CK==0D=-DH. .…. GC=GD. 
1426. 设 加 0 
的 定 弦 为 4B, 过 
被 4B 平分 的 任意 人 
弦 PQ 的 两 端 引 切 SE 
线 ， 两 切线 的 交点 
为 乌 则 点 B 在 证。 守信 
回 上 . 


解 因为 ZOPR、 人 O98BR 都 是 直角 ,所 以 

点 O、@、 有、 号 共 回 . 
“. OO0.0R=~OP.09=0A.0B. 

由 此 可 知 , 4、O、B.、 月 共 加。 而 这 个 圆 过 
三 个 定点 4、O、B, 所 以 它 是 定 贺 , 即 点 五 在 
这 个 定 圆 上 . 

1427. 者 圆 0' 过 男 一 个 贺 的 咒 心 9, 从 
加 0' 上 任 一 点 卫 向 贺 0 引 切 线 P4、 PB, 
则 AB 被 公共 弦 CD 
二 等 分 . 

解 ”本 题 的 解法 是 
上 题解 法 之 逆 。 不 过 
还 可 用 下 列 方法 来 解 
本题. 

设 OP 与 4B 的 交点 为 加, 则 如 是 48 的 
中 点 。 XE B、 O、 4 是 同一 吕 上 的 点 ， 所 
以 


OR.BP~ AE.EB. 
连结 0B, 并 延长 0 有 交 圆 0' 于 点 D', 则 
OF.EP~0OE.ED'. 
~ oo. AB.BB=08.BD'. 
由 此 可 知 , D' 必 是 贺 O 上 的 点 , 妈 D 与 也 
是 同一 点 。 所 以 CD 是 过 4B 的 中 点 . 
1428。 着 以 4、B 为 中 心 的 两 加 垂直 相 
交 ， 它 们 的 公共 弦 
与 4B 的 交点 为 0， 
由 5 向 贺 4 引 制 
线 BEF, 则 4、 了 Ff、 
如 、C 共 贺 . 
解 ” 设 两 车 的 公 
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共 弦 为 PQ, 则 P84B。 而 圆 4、B 互相 垂 
直 相 交 , 即 .4PB 一 90"。 所 以 ,由 直角 三 


` 角形 的 比例 线段 性 质 ,得 


BO.BA=BP?. 9) 
而 BP 是 圆 4 的 切线 。 
“. BE.BF~BP’, © 
由 中 、@, 得 


BC.BA~ BE. BF. 
所 以 , 4、C、 吾 、 了 共 圆 . 
1429. 两 贺 O、. D 
0' (半径 分 别 为 7、 全 
7) 相 外 切 , 由 O 向 < 
加 0' 引 切线 与 阅 A 
0 交 于 4、B, 则 
2 _1 1 
2B mr 
解 设 00' 与 4B 的 交点 为 0, 则 
A 人 NOACWwAOO'D. 
O'D _AC 2A40 
O04 32304° 


1430. 若 定 角 和 4Y 的 边 4 和 、4 卫 上 分 
别 有 点 0、0', 以 O、0 为 圆心 分 别 作 过 点 4 
的 任意 圆 ， 则 这 两 圆 的 两 条 外 公 切 线 的 交点 
在 定 直线 上 。 


x Y 
解 . 设 两 加 0、.0' 的 外 公 切 线 的 交点 为 了 ， 
则 点 三 把 连 心 线 00' 外 分 成 半径 的 比 (参阅 


问题 1407) 。 


而 网 0、0' 的 半径 分 别 为 04、O'4. 
*, PO:PO'=40: AO', 
从 而 得 出 ，AP 是 与 全 总 47 相 邻 的 外 角 


的 平分 线 .所 以 点 也 是 在 这 个 外 角 的 平分 
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1431. 设 点 卫 为 圆 O 上 的 点 , 以 卫 为 圆心 
作 贺 , 若 现 卫 的 切线 与 加 0 的 交点 为 4、B， 
则 以 线段 P4、PEB 
为 邻 边 的 矩形 的 
面积 与 切 点 位 置 无 
关 


解 ” 作 直径 PO， 
连结 呈 与 切 点 DD， 
则 LPDA= /PAC=90°. 

又 LDBP= 40P， 
.. NCPAWwABPD., 
.» PO:PB=PA:PD, 
即 PB.PA=~PO.PD. 
而 PC-PD 是 定 值 。 由 此 可 知 ， 以 线段 PC4、 
2 为 邻 边 的 矩形 的 面积 是 定 值 . 

1432. 若干 个 贺 
相交 于 两 点 4、B， 
从 4 引 两 条 直线 
AE, AE', 则 AE\ 
AB' 被 这 些 加 所 分 
成 的 对 应 部 分 成 比 
例 . 

解 设 AE、ABE' 与 各 网 的 交点 分 别 为 CG、 
CO D.D', BB', 则 LADB= /AD'B. 

又 LBOD+ /BCA=180°, 
ZLBO'D'+ LBC'A=180°, 
"* /BCA= ABC' 4， 
.BOPD=BO'DP'。 
.“. A 人 NBODWwABO'D'. 


从 而 得 出 ， 
BO OD 
Bo OD © 
同 理 可 得 ， 
BD DB @ 
BD DE 
而 BCC0'= 人 BAD'’= 人 人 BDD', 


LDD'B+ /DAB=180°, 
LO00'B+ /DAB=180°, 
.. LDD'B= /00'B. 


., A 人 BOCO'wABDD', 
从 而 得 出 ， 
BO _ BD 
Bo -By @ 
由 @.@、@, 得 
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CD _ DE 
OD DE* 
同 理 可 得 ， 
-CD _ DE _... 
Leday DE!’ 
1433, 设 两 圆 内 p 


切 于 点 4， 它 们 的 加 
心 分 别 为 O、0', 从 大 
O 上 一 点 卫 向 小 
加 0' 引 切线 PT, 则 
PT2: PA?~—00':04, 
解 因为 4 是 两 圆 
O、0O' 的 切 点 ,所 以 O、O、4 在 一 条 直线 上 。 
设 24 与 圆 0' 的 交点 为 @, 则 
L004=/A= LOPA. 
., OP/O'Q. 
. PQ _O0' 
… 项- 9 
而 PT 是 贺 0' 的 切线 . 
,PT2=PQ.PA. 
< 


. 因此 ,由 @, 得 
ee 
PA? 04° 
1434. 两 圆 0、0' 内 切 于 点 4, 引 过 心 线 
00 的 重 线 , 设 这 重 


D 
线 与 两 贺 O、O' 的 交 ZN 
点 分 别 为 C、D, 则 
.4C: 4D 是 定 值 . NS F 


解 显然 ，4、O、 
0' 在 一 条 直线 上 . 设 
A00O’ 的 延长 线 与 欧 
0O、O' 的 交点 分 别 为 BB、 了 , 风 
AC2—AB. AE, 
AD?~A4B. AF, 
”由 @ 二 加 ,得 
AO .AB 
A AF"* 
因此 可 知 , 40:4D 是 定 值 .… 
人 两 圆 内 切 了 于 点 0 过 人 C 引 互相 垂直 : 
交 的 两 条 割 线 C4、CB， 设 C4 交 两 图 分 
人 4', 0CB' 交 两 加 分 别 于 B、B'， 册 
442 十 Be 是 定 值 。 
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解 ” 设 两 圆 的 圆心 
分 别 为 0、O', 连结 O、 
0O', 并 延长 CO 过 切 
点 0, 与 加 O.O' 的 交 
点 分 别 为 必 妃 ， 连 
结 4'D、B'D、AE、 
BE, 设 4B 交 B'D 
于 了 3 交 4 了 于 G 则 

LC0BE= /0B'D=90°, 
BG / B'D. 
同 理 可 得 , 4 /4'D. 
由 此 可 得 , BB' 一 DG。 同 理 ,，44'=GE. 
。 A4"2+BB?=—GB+GD=DE?. 

而 DE? 是 定 值 (DB 是 两 直径 的 差 , DE? 等 
于 两 直径 的 差 上 的 正方 形 ). 由 此 可 得 , 44” 
十 BB 也 是 定 值 。 

1436. 若 贺 0 的 弦 
4B 是 圆 0' 的 切线 ， 则 
连结 4B 的 中 点 DD 与 切 
点 0 的 直线 经 过 一 定 

解 ”连结 两 圆 的 圆心 
O、0', 并 延长 00 与 DO 交 于 如。 设 4B 与 


OD 的 交点 为 了, 则 
LAFO—90° = /FCO". 
ADOBEwWwAOCOO'E, 


“. OD/JO'C. .. 
.“, DO:00'=0:0'E. 
从 而 得 出 ,OB:0'B 是 定 值 。 由 此 可 知 ，OO' 
:0 加 也 是 定 值 。 
而 00' 是 定 值 。 所 以 , 0'B 也 是 定 值 。 又 
CO 是 定点 ,所 以 召 是 定点 ， 即 DC 是 经 过 定 
点 召 . 


1437 .在 半圆 40CB 的 直径 4B 上 引 算 


线 0D, 车 在 半 贺 的 de 

一 部 分 4CD 内 作 > 

内 切 回 0' 与 4B J 

的 切 点 为 也 则 :DB [Ap NS 

一 BC. A E OD B 


解 ” 设 内 圆 0' 与 CD 半圆 的 切 点 分 别 为 
三 .9 则 由 人 GO'F cw 和 GOB 可知 , B、 也 、 
G 在 一 条 直线 上 . 

BE?= BF. BG. ©® 

而 4B 是 直径 ,所 以 L4GB=90°， 

又 LCDA=90°, 
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明 题 


. LAGB= /AFDA=90°. 
由 此 可 知 , 了 、G、4、 DD 共 团 。 
.. BG.BF=BA.BD., 
又 人 LAC0B=90°, CD| AB, 
»*» BO?=BA.BD. 
.". BG.BF= BO2. 四 
由 @、@, 得 BB?=BO?. .BE=BC. 
1438. 设 在 圆心 为 O 的 半圆 4FB 内 的 
0' 与 加 A4FB 在 点 了 了 


内 切 , 与 直径 4B 在 点 人 AN 


C 相 切 , 若 延长 CO 与 
om 


0 交 于 DD, 则 人 
AB.00'=CD?. | 
解 设 4B 为 圆 0 的 
直径 , 连结 OO' 并 延长 
与 圆 O 交 于 五、G( 显 然 , 延长 00' 过 公 切 点 
玉 ), 延 长 OC 与 较 0O 交 于 也 则 
AB.00'=FG.FO0'= (FO'40'0) .FO 
=FO2+4+0'G.FO'. ® 
又 O'G.F0'=0'D.0'B 
=~0'D.(0'D+200). ©@®@ 
把 @@ 代 入 @, 得 
AB.00’=FO'+0'D. (0'D+200") 
二 CO”?+200'.0'D+0'D? 
= (00' 上 0'D)2 一 CD2， 


© 


i 
| 2 人 


4 也 .CO 一 CD2. 
1439。. 和 半圆 4DB 及 其 直径 4B 相 切 
的 圆 的 直径 CZ, 是 半 
圆 的 直径 4B 被 切 点 E77 
C 所 分 成 的 线段 4C、 Ak) \ 
BC 的 调和 中 项 。 人 1 


解 ” 设 内 圆 的 圆心 全 
为 0, 它 的 半径 为 7, 过 0O 引 直 径 0F, 并 延长 
OF 与 半圆 4DB 交 于 点 D, 由 上 题 可 得 ， 

AB.r=0CD2. 
而 40:0B=0D3, ., AB.7r=A0.0B, 


。 元- 了 1 .1 \ 
"3 A0 "OB/ 

由 此 可 得 , CF 是 40、0CB 的 调和 中 项 。 

1440. 若 贺 PGD 与 贺 4BC 及 弦 4B 分 
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别 切 于 点 DD、 点 PP, 设 弦 4B 在 关于 圆 PGD 


的 异 侧 所 对 弧 . 
4FB 的 中 点 为 也 
过 了 引 4B 的 重 线 J 
如 7, 则 以 加 F 与 贺 | 
PGD 的 直入 为 两 。 A 要 
邻 边 的 矩形 面积 等 WI 
于 PA:PB. 、、 

解 设 PG 为 


PGD 的 直径 , 则 PG 垂直 于 4B. 所 以 PG/ 
FC. 
从 百 引 GP 的 延长 线 的 垂 线 了 及, 则 
LGDP=90°~ /PHF. 
由 此 可 得 , G、D、、 了 四 点 共 贺 。 

., PH.PG=DP.FP. 

。 EF=PH, .. EHF.PG=PD.PF. ® 
而 D、4、 了 、B 四 点 也 共 贺 . 

“. PD:PF=PA.PB. 
由 中 .@, 得 BF.PG=PA.PB. 
1441。 从 半圆 40B 的 直径 4B 上 任 一 点 

B, 引 4B 的 垂 线 PE, 与 半 辕 4CB 交 于 点 
瑟 , 若 圆 CQD 切 直 EC 
线 PE, 且 与 半 贺 


2 

~ 
Si /PN 
与 以 PB 为 直径 的 四 


© 


贺 外 切 于 点 忆 又 
8E 为 圆 CD 的 直 
径 ， 则 S 
QR.AB=PE’., . 
解 由 PQ 是 贺 8OBR 与 融 PDB 的 公司 
线 ,得 
QE'PBPQ，( 问 题 1399) 
又 根据 上 题 可 得 
QR.AP=®E.QS, 
而 PE=PS. 
*» QS=PSTPYI=PEB+PQ. 
QE=PE~ PQ. 
因此 , 由 四 ,得 
QR-.AP= (PE— PQ) (PE+PQ) 
=PE?— P02, 
由 @@ 十 图 ,得 
QR.PB-TOR.P4 一 已 172. 
0RE.(PB 二 4P) 一 书本 2， 
*, QR.A4B=PE?, 


© 
四 


又 


1442， 设 点 卫 把 半圆 40B 的 直径 4B 
分 成 两 部 分 4D、BD, 在 半圆 4CD 内 , 以 
4D、BD 分 别 为 直径 ,在 4B 的 同 侧 作 两 个 


半圆 ,又 CDL4B， C 

在 CD 的 两 侧 分 别 Ns) 

作 贺 0、0' 与 0D > NN 
相 切 , 生 贺 0. 加 0” 


分 别 与 两 个 半 贺 外 人 了 
切 , 则 这 两 个 圆 相等 
解 ” 设 两 圆 0、0' 的 直径 分 别 为 &、_d。 根 
据 上 题 ,得 
4B.0 一 CD2， 
4DB.d 一 CD2。 
由 @、@, 得 2 一 4'。 所 以 园 O、0' 相等 
1443. 设 以 4B 为 直径 的 半圆 上 的 两 点 
、 五 , 从 闷 、 孔 分 别 


中 
© 


向 4B 作 垂 线 FG、 全 
HJ, 作 加 0 与 FG、 

HJ、 半 加 都 相 切 , 从 

0 作 4B 的 重 线 OFE， 性 一 上 六 二 
则 OK2 一 4G. BT 


解 设 加 0 与 弧 4CB 及 FG、 HJ 的 切 点 
分 别 为 0、D、 轧 ,连结 OD、OB、CD、CEB, 则 
CD、0B 的 延长 线 分 别 经 过 点 4、B, 其 理由 
是 。 LODG=90° = /DGB, 

*. OD/ AB, OE/ 4B. 

由 此 可 知 , OD、OB 是 一 条 直线 、 并 且 它 与 
直径 48 平 行 。 

又 人 LDCOE=90*。 设 CD、0B 的 延长 线 分 
别 与 缴 ACB 交 于 4、B', 则 人 4CB'=90°, 
所 以 4'B' 为 直径 ,上 且 4'B' 平行 于 直径 DBE. 
由 此 可 得 , 4'B' 与 4B 重合 。 

又 /4GD=9%0" 一 了 刀 JB， 
又 LADG= LFDO= /OBD= /EB), 
. 八 ADGWABEDBT. 
“. AG:GD=BJ:JB. 
GD=EJ]=0OK. 
由 @, 得 AG:O0K 二 0K:JB. 

", OR?2m AG.BJ. 

1444. 在 上 题 中 ， 
若 圆 0 与 半圆 4CB 
外 切 , 则 

OK?= AJ.Ba. 

解 因为 CDG4 


© 
而 
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一 90° 一 人 DOA, 所 以 D、O、G、 4 四 点 共 
页 。 
LZ4= /GDC. 
“. AATEwADGB. 
AJ:JE=—DG:GB, 
而 GD= BJ =OK., 
由 @, 得 4]:0K==0K:GB. 
". OK?~ .AJ.BG. 


OD 


证 


1445. 设 两 条 直线 OB、DF 与 半圆 的 直 . 


径 4B 垂直 。 如 果 画 两 个 圆 与 CB、DP 相 
切 , 且 其 中 一 个 圆 与 半 加 4BZ 内 切 , 另 一 
个 圆 与 半圆 4ZF 
外 切 ， 则 从 两 圆 的 图 
心 O、O' 向 4B 作 两 
条 三线 ，、 以 这 两 条 垂 
线 为 邻 边 的 矩形 的 面 
积 等 于 0 至 .7DB。 

解 因为 圆心 O 
0' 到 OB 和 .DF 的 距 
离 相等 ,连结 0'O, 并 延长 OO 与 4B 交 于 点 
G, 则 和 4GO 二 90°, 若 延长 CGC、 了 FD, 分 别 与 
圆 交 于 互 、J, 由 前 面 两 题 可 知 ， 

AC.DB=0G?, AD.CB=0'G?. 
.“ AC.0B.AD.BD=~0G2.0'G2, 
AC.CB=0H .08=0%E?, 
AD.DB~FD.DJI=DF?.. 
OE?2.DF?2—00°.0'G2, 
“。 0 了 .DZ 一 0G.0'G， 
1446. We 等 
的 弦 4B、4'B', 则 
过 4、4' 的 切线 
AT、4T 的 比 等 于 
两 加 半径 的 比 ， 
. 解 ” 设 两 贺 的 贺 
心 为 0、0', 连结 
‘OAO0'A'. 又 OO0、 
O'0' 是 44 的 垂 线 。 若 作 44' 的 垂 线 7D，, 
在 两 个 三 角形 400, TD4 中 ， 
L400=90° = /ADT, 
由 了 4 是 圆 0 的 切线 , 得 <400= 人 人 TA4D， 
“. AAACOWwATDA. 
. O04:AT=A4AC:DT. 
同 理 可 得 ， 
0'4'; 


而 


. 
。. 


© 


AT'—4'0':7D, -四 


| 直线 OX、OY， 


明 题 


而 4C=4C( AB=4'B,, 
AB] OG, 4'B'10'0'). 
“, AO:TD=A'0':TD. 
由 @.@、@, 得 04:47=04:47。 
AT: A'T~04A:0'4'. 
1447. 已 知 两 
个 加 0、0O', 引 割 绥 
4DFB'4 与 圆 0 交 
于 4 了 ,与 圆 0 交 
于 B、4, 由 4、 
4 分别 3 引 两 圆 的 
切线 , 设 交点 为 了， 


即 


一 -一 一 一 一 


解 从 0O、0' 向 44 作 垂 线 OO OO , 则 
A4TDeooA040 A4'TDw AO'A'O'. 


AT:TD= A0:04, © 
TD:TA’=0'4A': A'O’', @ 
由 @、@, 得 
AT:TA'’=AO0.0'4':04.A'0', 


= 条 5 Cd 


1448. 有 
若干 个 互相 外 
切 的 贺 ， 它们 
切 于 两 条 相交 


则 这 些 圆 的 半 
径 的 比 依次 成 等 比 数 列 。 

解 设 人 ZO 了 的 平分 线 与 圆 01\Oz、Oa… 
的 交点 分 别 为 4、41、42、…' 与 OX 的 切 点 
分 别 为 P、 Pi、P2、…, 则 由 : g 

AOliP4lcA 人 OoPi4 
OP:O2P1 一 P41:Pi4 
APdiPico 人 Pi42P2， 
PAi1:PiAs, ~—AiP1: A»P,, 
人 A1P10202 人 A»P20;, 
A1Pi: AsPs—OzP1: OsPs. ‘© 
由 中 、@、@, 得 O1P:0,P1 一 0>P1:0sP，,, 
即 贺 O1、O2、O3 的 半径 成 等 比 数列 。 
同 理 可 得 y 若 依 次 作出 图 CO4、O5、 


得 © 


得 @ 


得 


“" 则 加 


bY 
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Os、 Os、 的 半径 的 比 成 等 比 数列 . 


i | OF.0H.FH.HG—02.0H? 


1449. 设 动 加 与 两 个 等 加 4、B 中 的 
一 个 内 切 , 与 另 一 个 外 切 , 从 动 圆 的 中 心 C 向 
两 个 等 贺 的 两 条 内 
公 切 线 作 垂 线 ， 垂 
足 为 、K', 车 两 
条 切 . 线 交 于 点 0， 
则 OK.OK' 是 定 
值 。 

解 设 园 C 与 图 
4 在 点 了 外 切 , 与 Q 
了 在 点 召 内 切 。 过 入 4、2 作 圆 ,过 O 〇 引 
4B 的 垂 线 交 所 作 圆 于 了 、G, 则 FG 是 这 加 
的 直径 。. 从 C 向 FG 引 垂 线 O08, 延长 CK 
与 PQ 的 平行 线 瑟 让 交 于 点 耻 , 又 从 瑞 向 
PQ 引 垂 线 是 L。 设 PQ 与 圆 五 的 切 点 为 A， 
又 AOBN 的 各 边 BN、ON、0B 分 别 用 a、 
6b、c 来 表示 , 则 
ACG=AD+ DO, BO=0E— BH=0D~ AD. 

"» AC—BC=24AD., 


.4D= 瑟 (4C-BO，， 


即 a 一 也 (40- BO), 


根据 问题 1348 可 知 ， 
o—OF.GH. 
而 40=B0. “，。 40.BO~0F.0G, 
即 OB?=c?=0F.0G. : ， 
. ON?~0B2— BN2=0F.0G—OF.GH 
~=OF(0G—GH) =0OF.0H. 


“. ON?=b2=OF.OH,. 四 
又 AONBcAHMC, 
。. Cb=HO:HAM. 
。 HM-LEK. .. LIE- 
而 AON BwAHLO. 
, 8 OZ 一 wo.OZ 
. ce 
2 OKIE+OLm Ht, 
,_b-HO BC _ a:0H 
, ; 同 理 可 得 ， OK'= Tr 
. OK. OK'= .HO2 HO _ a2.0H? 
人 一 0 C2 
由 名 ,得 


| 
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OK.OK! 
C2 
由 Q@, 得 
OK.O0K’'= :OH FH—a2.082 


C2 
02.0 瓦 - (5 瓦 一 0 五) 
和 


QO0H8.0F 


c2 


15S. 面积 的 比例 线段 


1450. 两 个 矩形 的 面积 的 比 等 于 它们 底 
边 的 比 和 高 的 比 的 


复 比 。 
的 高 为 a, 底 为 如 6 s 此 
卫 | 


2.22 | 
一 一 一 ( 定 值 ). . 


矩形 8 的 高 为 6， 
底 为 4。 作 两 条 垂 
直 相 交 于 的 直线 
B'D' 4'0", 在 人 
上 取 04' 一 0 00' 
=0, 在 3D 上 取 
0B'=b, 0D' 一, 作 和 矩形 4BBIO 和 矩形 . 
OD' 玉 4 人 算 形 00'GD', 使 矩形 4 和 BOD 的 面 
积 = 卫 , 矩形 00'GD' 的 面积 =@, 又 设 矩 形 
OD'B4' 的 面积 =4, 则 
了-_OB'_5 A_04 0 
dO O00 0 
P_b 0 


1451. 两 个 平行 四 边 形 的 面积 的 比 等 于 
它们 的 底 与 高 乘积 的 比 。 

解 ” 设 平行 四 边 形 卫 的 高 为 a、 底 为 b 平 
行 四 边 形 @ 的 高 为 c、 亡 为 4. 因为 平行 外边 
形 的 面积 与 等 底 等 高 的 矩形 的 面积 相等 ， 所 


以 。 作 和 矩形 P'、@" 使 它们 的 底 分 别 与 了 .9 
同 底 , 它们 的 高 分 别 与 .9 的 高 相等 , 则 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


1452. 设 卫 为 八 4BC 内 任 一 点 , 连结 
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4P、BP、CP， 又 
延长 4P 与 BC 


相交 于 点 D， 则 

Snugp _ BD 

ee 7 有 了 
解 从 B、C 向 了 


4D 作 垂 线 BB、CF， 则 
Sauap 一 王 AP.BE, 


Sascp 一 二 AP-CF. 


多 必 A4BP 3B 
“” Saop 6 9 
而 人 A 人 DBDEACDP 。 
By .BD 
”” 0F CD" 
dD 
由 @、@@, 得 Sor OD 
“_ 1453. 设 入 ABC 
的 两 边 4B 及 40C 的 
中 点 分 别 为 了 DD 及 妃 ， 


直线 CD 与 BB 交 
于 点 0， 则 Sea4pzg 一 
3Sezoz。 

解 因为 了 是 4 的 中 点 ,所 以 


SeaapB 一 SAgpB。 


又 OO 是 八 4BC 的 重心 ,所 以 BE=30E.， 


由 此 可 得 ，Sapag 一 3SApzoz。 
…。 Sa4pzg 一 3SaApoz。 


1454. 从 人 4BC 的 顶点 C 向 42B3. 引 垂 


线 , 设 垂 足 为 性 。 若 C 
Saacu:SaBcxu = AO? 、 
:BC?， 则 4OB = 

90*。 其 中 40 天 BC. A 


解 设 4AM A 
BM=0b, CM=%h, 则 SAacu:Sapcx=a:b, 
AC?: BC? (G2? h?2) : (2h2) 。 
而 Saaou:Sapcu=AC?: BO2。_ 
由 此 可 得 a:5== (a2 十 j2) : (52 填 2) 
o“, a(02-+h2) 一 2(a2 十 j2) ， 
(c 一 0) (ca 一 了 2) =0. 
所 以 a 一 5=0, 或 ob 一 及 =0. 
而 40 BO, ."，ab. 
…。 ab 一 加 ==0， 即 a:h 一 :Db， 
“. AACMwANCBY., 


LACM= /CBM. 
从 而 得 出 ， 人 40B==90°. 
1455. 车 八 4BC 中 有 一 点 0, 使 人 04B，、 
人 0BO、 和 人 004 三 A 
个 三 角形 的 面积 的 


比 等 于 下 列 各 个 人 
比 , 问 : 点 O 的 位 置 一 E 
(1) AB:BC:04; SA 


下- .1。 

2 oorioB; 8) Ll:1. 

解 (I) 设 0D、0 有 有 、OF 分 别 是 从 O 向 
BC.0CA4、4B 所 引 的 垂 线 , 九 丈 了 是 垂 足 , 则 


S04 一 辫 AB.08, Saoso 一 闻 30.0D， 
Baouo 一 二 40.OB. 


根据 题 意 ,得 
Bao4B: Saogc: Sa0s4o= AB: BO:OA, 
“， OF—=0D=0%, 
这 就 是 说 , 点 O 到 三 角形 的 三 边 等 距离 。 由 
此 可 知 点 0 是 人 A4BC 的 内 心 或 旁 必 . 
(2) 题 设 Sao4a:8soa0 一 避 :如 则 


Saoaa:SAosco 一 0O42:O00。 
若 延 长 B0 与 4C 相交 于 点 加, 则 
Saoap: SaoBo= AB ; EC. 
。» OA:OC=AE:;EO. 


由 此 可 得 , BO 是 人 40C 的 平分 线 。 

同 理 可 得 , 4O、CO 分 别 是 人 BOC、 4O0B 
的 平分 线 。 

所 以 ,点 0 是 使 

LAO0Bm= /BOC= /C00A=120°,.: 

或 者 使 <40B、 到 BOC、 人 LCO4 中 有 两 个 是 
60°、 一 个 是 120° 的 点 。 

(3) 设 延长 40、BO、CO 分 别 与 BC、04、 
4B 的 交点 为 ZL、M、N, 而 B0 是 人 04B、 
人 0BC 的 公共 底 , 所 以 这 两 个 三 角形 的 面积 


SEU 研 、 


de 


的 比 等 于 它们 的 高 
的 比 ， 由 此 可 得 ， 


; Saoao 一 到 
AM:CM. 


Sao4B 

根据 题 意 Sao4z: 
Saoso 一 1;1， 可 知 
区 是 4C 的 中 点 ，BM 是 中 线 。 

同 理 可 得 , CN、4L 也 是 中 线 。 因 此 ,它们 
的 交点 O 是 人 4ZBC 的 重心 。 

1456。 若 两 个 三 角形 中 ,有 一 个 角 相 等 或 
相 补 ， 则 它们 的 面积 的 比 等 于 这 个 角 夹 边 乘 


比 例 
Saagc'Sapgr=AB.BC:DE.EF. 


1457. 两 个 相似 
三 角形 的 面积 的 比 等 
于 对 应 边 的 平方 的 
比 . 

解 设 人 4BC wo 
A 人 DEF, 则 

LB= LE. 
根据 上 题 ,得 
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SA4ac .4B.BC 
SapEF DE.EF 2 


积 的 比 。 又 AB_ BO 
解 在 A4BO、A4'BC' 中 , 设 LB 一 DE EF 
LB', 由 A4、4' 分 别 向 BC、B'C 作 垂 线 4D、 代入 上 式 ,得 
4'D', 则 在 A4BD、A4'B'D' 中 人 B= _Saase ~ 3C? 
LB', LADB=90° = /A'D'B’, Sapgy EF 
, 1458。 相似 多 边 形 的 面积 的 比 等 于 对 应 
A 和 边 上 正方 形 的 面积 的 比 . 
解 ” 两 个 相似 多 边 形 总 可 分 成 个 数 相同 的 
相似 三 角形 ， 又 两 个 相似 三 角形 的 面积 的 比 
E i Cc “| 等 于 对 应 边 上 正方 形 的 面积 的 比 。 根 据 合 比 
D D 


定理 可 得 ， 两 个 相似 多 边 形 面积 的 比 也 等 于 
这 些 三 角形 的 面积 和 的 比 ， 即 相似 多 边 形 的 
面积 与 它们 的 对 应 边 上 的 正方 形 的 面积 是 成 
比例 的 。 


As A 
A A 
Az A | | \ 
A, A As A 


1459， 两 个 相似 三 角形 面积 的 比 等 于 它 
们 的 外 接 贺 半 径 的 平方 的 比 。 


和 人 ABDwA 人 4A'B'D'. 
AD _ 4B 
TAB 


而 Sasao= 瑟 BO.4D， 
1 
SA4'Bre: 一 王妃 (@# -4'D’, 


BC.AD 


Sanpc 
B'O'.A'D' ®. 


Da 4‘B'C’ 
把 @@ 代 入 上 式 , 得 
Saaso 、 BO:4B 
Savao ”BC FT 
又 在 八 4BC、 作 DEF 中, LB 与 人 LDEF 
互补 ,延长 BF 使 BP’ 二 FB, 则 


A 
Sapzz 一 SApgz。 (A \ 
A A 
BC EC oF 


解 设 和 4BCw 作 DBEF, 则 

Saapo:Sapgr = BO2: BEY. A 

设 人 4BC、 入 DEF 的 外 心 分 别 为 0、0，, 
则 了 人 BOC=24, LEO'F-2/D. 


© 


“» Sago:Sapy'g= AB. BC: DE.EF', 
从 而 得 出 ， < 
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而 4 一 也 ,所 以 人 BOC 一 BO 了 

又 人 OBC、 人 0'BF 都 是 等 腰 三 角形 ， 
.: OB:0'B=BCO:EF,., 

由 @、@, 得 SA4ac:Sapgr 一 0B2:O' 万 2。 

注 因为 两 个 相似 三 角形 的 内 切 圆 的 半 


© 


径 、 外 接 圆 的 半径 、 对 应 的 中 线 、 对 应 角 的 平 
代 痊 ,问题 也 成 立 。 人 A 
1460. 若 两 个 平行 
四 边 形 4BCD、 EFGH /A 
C 
积 的 比 , 即 
Saaso . BA.BC 
Bi Soa , AB.BC 
线 分 别 与 4B、AC 交 四 
B——p 
解 因为 和 BPX 


分 线 、 对 应 的 高 的 比 都 等 于 相似 比 , 所 以 如 果 
本 问题 中 的 外 接 贺 用 内 切 圆 、 对 应 的 旁 切 加 、 
中 线 、 角 平分 线 、 高 等 来 T 
有 一 个 角 相 等 , 设 LB B - 
一 7 则 它们 的 面积 
的 比 等 于 这 个 角 夹 边 乘 。 
AB. BO: EF.FG. pay 

解 根据 问题 1456， . 

得 F G 
SagrGg FE.FG” 2 

设 口 4BCD 的 面积 和 口 FGA 的 面积 分 

别 为 S1、 So, 则 SI 一 2Sa4ac S2 一 2Sagrg. 
必 SagrG EF.FG 

1461. 在 人 和信 4BC 中 , 从 底 边 BC 上 一 点 
P 引 AC、4B 的 平行 A 
于 XX、Y 了 , 则 Saazxy 
是 Sappx、Sacrr? 的 X 
比例 中 项 . 
与 A4ZXY 的 底 边 都 在 4B 上 ， 根 据 假 没 可 
知 ， 它 们 的 顶点 都 在 4B 的 平行 线 PY 上， 
所 以 这 两 个 三 角形 的 高 相等 。 


C 


Sappx:Saazxr= BZ: AX., @ 
局 理 可 得 ， 
SaazYy :Sacpy = AY :OY., . 


四 

** PX/AO,.. BX:AX=~BP:OP. | 

又 PY) AB,.. BP:0P=AY:0Y. 
BX:AX=AY:0Y., 

”由 四 四 ,得 - 


SABPpx:Saaxr—Sa4xY:Saopr. 


1462， 设 梯形 4B0D 的 对 边 B4、CD 的 
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延长 线 交 于 点 也 E 

若 在 边 BC 上 取 任 人 ， 

意 点 万， 则 四 边 形 A D 

Sezg4Dp、 Sagsc 的 J 

比例 中 项 . ec 
解 4D1/ 了 

BC …， Saarp 一 Se4sp 四边形 BA4FD 


的 面积 一 Seapz. 


区 Sagap:Sagpp~= BA: EB, © 

Sagup:Sagsc~— ED: EC. @ 

而 A4D] BC .. EA:EBSED:EC, 四 
由 @、@、@, 得 . 


Sag4ap:SaEBL—Sagap:Sagao. 

这 就 是 说 ，Sazgsp 即 四 边 形 48D 的 面 
积 是 Segam SAsao 的 比例 中 项 ， 

1463. 和 芳 八 4BC 
的 面积 是 定 值 ， 则 以 
它 的 三 条 中 线 4D、 
BB、CF 为 三 边 的 三 
角形 面积 也 是 定 值 。 

解 设 人 4BC 的 
重心 为 G, 延长 GD， 
使 DH=GD, 则 四 边 
形 BECG 是 平行 内 边 形 . 


SagBH 一 Saeac 一 也 人 As4ac。 人 @ 


而 BG—3 BE, GH 4D, BH=GO 


=—3 GCF. 若 从 召 引 GA 及 的 平行 线 与 BH 的 


延长 线 交 于 点 内 则 人 加 BM 的 三 条 边 与 
人 和 4BC 的 三 条 中 线 相等 . 

而 AGBHc 人 和信 BBM, 它们 的 相似 比 是 
BG: BE, 即 3:3。 又 相似 三 角形 的 面积 的 比 
等 于 对 应 边 的 平方 的 比 ， 

*, Secaa :SAzBM 


由 四 ,得 
1 
SagBy ~ 了 ( 诗 Seaao )=B8saso. 


. 由 此 可 知 ,由 从 4BC 的 面积 是 定 值 , 可 以 
得 到 以 它 的 三 条 中 线 为 边 的 三 角形 加 BM 的 
面积 也 是 定 值 . 

1464. 以 人 4BC 的 三 条 中 线 作 
人 入 41B101, 再 以 A4iBICi 的 三 条 中 线 作 ” 


=22:22, 
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A42Bi02, 则 和 人 4BCco 人 人 42Bs02, 且 | 
SaaBc: Sa4sBs0 16:9, 

解 设 人 A 人 4BC 
的 三 边 中 点 为 也 、 
万 .了 F, 延长 PB 到 
G, 使 BG 一 了 万 ， 

则 A4DG 是 以 
A4BC 的 三 条 中 
线 为 三 边 的 三 角形 . 3 

又 如 是 人 4DG 的 重心 , 所 以 A4DG 的 
三 条 中 线 是 人 4BC 的 三 边 的 主 代 . 由 此 可 
知 入 42Bs0s 的 三 边 是 人 4BO 的 三 边 的 工 
信 。 从 而 得 出 ， 人 4BOw 人 42B20， 它们 的 
面积 的 比 等 于 相似 比 的 平方 , 即 

Saapc 0 } 守 . 
Sa hsBsC» 3 


> 
~ 
和 
wa, 


1465. 设 卫 为 正方 


形 4BCD 的 边 4D 上 
一 点 。 对 角 线 4IC 与 
BP 的 交点 为 8， 则 
人 4PQ 人 APEQC .AQBO 
的 面积 成 等 比 数列 . B 
49 _ PQ 
解 由 AQPAWPAYBO, 得 TO GB’ 
Sepe 。 49 。PQ 
又 Bd 0 95， 
Sapoo PQ 
Sa@s0o QB’ 
+, .Searo Sapoc 
Sapec SaQBpo 


这 就 是 说 ,和信 4PQ、 信 PRC. 人 8@BO, 它们 的 


面积 成 等 比 数列 。 
1466. 在 八 4BC A 
的 一 边 BC 上 取 点 EE 
,车 由 P 引 AB、4C 
的 平行 线 与 4B、4C 了 
围 成 的 平行 四 边 形 
DPB4 的 面积 是 三， P 
角形 4BG 的 面积 的 多 则 点 卫 是 BC 的 一 
个 三 等 分 点 。 
解 由 PD/ AC, PB/AB, 得 . 
AABOwADBPwABPO, : 


例 307 


设 BP;PCO=h:%， 则 
SAaBo:Sapap:Sagpo 
= BO?: BP2: PO?s— (h+k)2: h2: 2. 
又 设 口 4DPBE 的 面积 为 S1, 则 
Saagc:S1 : 
一 (h+p) TRE — (p+72)], 
Baaac: SI 一 (hR+E)?: 2k, 
.hp _4 
(h+k)? 97 
《25 一 从、 (一 20) 一 0。 
解 这 个 方程 中 的 h、%, 得 
:8 一 1:2 或 hk 一 2:1, 
所 以 P 卫 是 BC 的 三 等 分 点 之 一 。 
1467. 设 点 D、 召 三 等 分 人 4BC 的 边 
BOC, BW BD= DE A 
一 ECO, 边 4AC、4AB 
的 中 点 分 别 为 了、 
G, DF、EG 的 交点 
为 O， 则 Saops: 
Saapc=1i:15, 
解 设 过 4、0: DME 
的 直线 与 GF、BC 的 交点 分 别 为 L、 从， 则 由 
和信 0BD、 和 OGEB 相似 ,得 


即 


C 


OM:0L=DE:QF. @ 
而 DE—3B0, GZ 一 到 BC. : 
oe DE:GF=2:3. 
由 ,得 。 OM:0L=2:3.。 
从 而 得 出 OM:LM=2:5, ® 
又 LU~=5AM, 
由 ,得 ”OM: 4M 二 1:5. 


设 DB、BC 分 别 是 人 ODB、 入 4BO 的 底 
边 , 则 它们 的 对 应 高 的 比 等 于 OM 与 4 让 的 
比 , 即 等 于 :5, 又 底 边 DE 与 BC 的 比 为 
1:3。 

。 _Saopg _ 工 . 工 _ 工 
1 

1468. 在 八 A4BC 

的 三 边 BC.CA4、4B ”人 


上 分 别 取 点 D、B、F,， 已 
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Rapgr ng +mpr 1 
Saapo (+m) (n+p) (G 十 人“ (m+n)3 (m+n)3 " 
解 在 和 八 4BC 与 人 48F 中 ,人 4 是 公共 1470. 在 人 4BC 
角 ， 和 的 边 4B、4C 上 分 别 


-Saarg ,. AF.ABE 
”Sadao 5.45 


pq 
CC 外 


同 理 可 得 ， 
Sappy 从 四 
SAapo (+m) (q+7) 
Sacps 2 MN © 
Sa4ao (tm) (十 D)“ 
由 i 一 (D+ 名 +@@), 得 
Saprp 
心 A4BC : 
。_SeA4ac 一 (SA4Br 十 SAspr 十 SaoFDp) 
SA4pc 
1_ CO 十 了 (人 % 十 D) 十 9009 十 7 ) 
(+m) (n+p) (9 十 分 
ee ing+mpr | 
(+m) n+p) (q+7) * 
1469. 在 人 4BC 的 边 BC.0A4、4B 上 分 
别 取 点 D、E、 了 ， Po 
BD_ OR,_ 
DC EA 双 
AF 
一 完 (其 中 E 
m、% 是 不 等 于 B C 
零 的 定数 ), 则 9 
和信 DEF 与 人 4BC 的 面积 的 比 是 
m2— mn n2 
mn 
解 在 和 作 4FE 与 八 4BC 中 ,人 4 是 公共 
角 ， : 


» Saarn ,AF-AE _ mm 
“’ Bons ABAG m+n)i* 
同 理 可 得 ， 
* Sappr Mn 
人 A4BC (mT)2? 
Sacpr mn 
Saapo (mrn)2 
Sapar | 
Spa4B2 


Sappr _ Sacpp 


二 1- Saarp _ 
BaaBo . Ba4Bo 


A4BO 


取 点 M、N, MN 上 
取 点 也, 使 BM:AM 

= AN :ON = PM: 
PN， 则 Sappo 是 B 
Saaxn 的 两 倍 。 


在 人 4MN 与 A4BC 中 , 人 4 是 公共 角 ， 
。 Saayw AM-:AN mm _ 
ee Saaas AB.AC (m+ no)2 


车 设 Se4sgo 一 0 则 


m 
Sen tm © 


Saars _ .2 
SaaBg (M+N)2" 


同 理 可 得 ， 
Saarc 1 
Sa4po (十 %)2 
SAaPe 二 n2 二 m2 
SaaABo (m+2)2 (min)2 
a 2mn 
(m+n)2" 
,» Sapro= Oe © 


由 人 @、@, 得 
Saavw _ 1 
Sapre 2° 
1471. 在 人 4DBO 的 三 边 4DB、BC、0C4 
上 分 别 取 4D、BE、CF, 使 


1 
AD= 计 4B， 


. B E 
设 4 盏 与 CD、BB 与 4B.OD 与 BP 的 交点 
分 别 为 G、 互 、 玖 , 则 SA4po 一 TSAcmK。 

解 从 DP 引 BC 的 平行 线 ,分 别 与 40、 
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CD 相交 于 点 M、 忆 , 则 


se A 1 家 二 
* AD—34B,.. AM=—340. 
又 OF=340, “. AM—MF-FO, 
“, FL=1DM, 
5 
又 DMU—3B0, 


i 
PL-3 DM 一 于 60. 
.…。 BK:KF=BO:FL-6:1. 


.~ Ep—BBK. ® 


本 Saspo _ FO _ 1 


r= 


而 Supo 53。 
2 Saapo 一 豆 SA4Bc。 

由 @, 得 
Sapkc_ BKRK_ 6 _6 
Sapre BF 6+1 7 

% Bipgom ts 6 1g 

">eBKC 一 本 信 ABFC “了 XB AABO 

—4 S44g0. 
同 理 可 得 ， 


2 
Saaco SA4BE = 7 AABC。 


.aoBR 一 (1- 子 x 3) SAABO 


一 地 SAnao。 
SA4BC 一 TSAcEK。 

1472， 在 凸 四 边 形 ， 
4BCD 的 各 边 上 分 别 了 7 
点 P,Q、R、S, 若 各 \ Y 
Bg9_CR_DS_m Q 
芭 - 击 ~ 


则 四 边 形 PQES 的 面积 


m2+-n2 
等 于 四 边 形 4BCD 面积 的 -mtn 代 : 


解 引 对 角 线 AC、BD, 则 


Sapopr ,. BO:BP _ BY .BP 
Sapca 一 TBT BA B80 “BZ 


二 
Min m+n (隐士 和 了 


b 例 
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“» Sapor= NABc4。 


同 理 可 得 
Sapsn— 0 Ey “Saphc。 
设 四 边 形 4BCD 人 则 
SapeP 十 Sapsp 一 my ‘Sl © 
辣 理 可 得 ， 
SA4Ps 十 SAcpq 一 de “Si. 四 


设 四 边 形 PORS 的 面积 为 S2, 则 由 人 @@ 十 
@, 得 


mn 
(m+ %)2 


2m7 . 
Si 一 SS 一 mn 万 1 
从 而 得 出 ， 
2mn 
sli 
m2+n2 g 


NTN 人 
即 四 边 形 PQERS 的 面积 是 四 边 形 4BCD 面 
7122 十 2 
积 的 mm 二 75 倍 。 入 
1473. 设 人 4BC 
的 内 心 为 0, 延长 
B0、00 分 别 交 对 边 
于 D、B, 则 
Sapop AB:AB 

Sacop AD-.AC" 
解 在 人 BOB、 和 COD 中 ， 
LEOB= /DOO, 

。 Sasog , OB'0OE _ OB OF 
”Secoo 05D.00 0705 
而 40 是 人 4 的 平分 线 

0B_4B OB_A8 
OD AD’ 00™ A0* 
1 Bagor AB. AB _ AE-:4B 
Sacop AD AC 4D.A0° 
1474. 由 人 4FC 人 
的 各 顶点 向 对 边 作 垂 
线 , 设 恒 足 分 别 为 已、 
e400 

es Sapary a D. = 

4B” 四边形 4FDC 的 面积 、 AD? 

BD? SapBr Do 
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LBFD= /ACD, ABDF= /BAOC. 
。»。 A 人 人 ABCWwADBH. 
。 Sa4pco _ AB2 

”” Bpsr BD:* 
又 ,在 这 个 等 式 的 丙 边 都 减 去 也 得 

四 边 形 4F .DC 的 面积 

心 ApBz 


45B2_BDa 4D2 
2 ee 
BD BD7* 


1475. 设 锐角 三 角形 4BC 的 垂 心 为 及， 


顶点 作 吉 角 三 角形 AN 

DBEC， 则 Sspso 是 人 小 
AN 

的 交点 为 互 ， 则 

ZHBE= /HAO, 


以 底 边 BC 为 斜 边 ， 六 
Saasnc 和 SAagao 的 
比例 中 项 ， 
。e A 人 AHBEwWACAPR, 
; BE AE 


在 4 五 上 取 点 品 为 人 
解 设 4H 与 BC 
HE OF* 


由 此 可 得 ， 
AB.HE~BE.0B=-DE, 
AB_DE 
DE HE’ 
把 两 边 的 分 子 、 分 母 同 乘 以 亏 BC, 得 
Saapce 
SApBc 
16。. 调和 点 列 
1476; 若 点 P,Q 调和 分 割 线段 4B, 则 两 


点 4、 卫 也 调和 | 一 一 上 一 计 一 一 忆 
分 割 线段 PO。 人 人 


解 由 点 了 .调和 分 割 线段 4B, 得 


人 Apac 
人 AHBa 


= 


人 PB 


人 4、 B 调和 分 家 线段 PQ. 


“1477， 点 .4、B、 一 一 一 一 一 
C.D 依次 排列 在 一 人 3 “ 
条 直线 上 , 设 点 B、 DD 是 线段 4C 的 调和 分 
割 点 , 则 
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i 
BC 0D AC" 
解 设 BC=z, CD=y,40=s, 则 
由 4B;B80 一 4D:CD 得 
(2—2) :2 一 (y+2) :Y. 


Ye— Xe VY, 

1_1_2 

T YY 2” 

1 1 2 

即 BG OD .40 


1478. 若 一 条 -~ ， 
直线 上 按 顺 序 排 列 人 8 2 7 
着 四 点 4、B、C、D, 而 B、D 分 别 是 分 线段 
AC 成 相同 比 的 内 分 点 与 外 分 点 , 则 

2 
AB AD LO 

解 设 4B=z, 4D=y,，4C=z, 则 由 
AB:BO= AD:OD 


得 3: (3 一 Sr (一 纺 。 20Yy = YS T+28, 
2 wy 
2 1 1 
即 A ~ AB'* AD: 


1479. 设 人 450 的 顶 角 4 与 它 的 相 邻 
的 外 角 的 平分 线 分 别 与 BC 及 其 延长 线 交 于 
P、8, 则 B、P、C、Q 是 调和 点 列 。 
解 ” 由 问题 1058, 得 
AB_BP_BQ 
20 F000° 


A 


B<—é—t Q 


所 以 点 P、@ 调和 分 割 底 边 BC, 即 B、P、C、 
@ 是 调和 点 列 。 

1480. 设 4、P、B、@ 是 调和 点 列 , 戏 是 
LB 的 中 点 , 则 MB? 一 MP。MQ@。 反 之 也 成 
人 
P、B、Q@ 是 调和 点 列 ,所 以 

AP:PB= 49:9B。 

出 合 分 比 定理 ,得 

(4P—PB):(4P+PB) 
=- (AQ—0B): (48+0B), 
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即 2MP:2M B=2MB:2MQ. 
“, MP:MB= MB: MOQ. 
“. MB2~—MP.MG. 人 
反之 ， 设 AP=%, Re 4 一 2 则 


MB= —Y 


人 » 


28 一 X 一 9 
es 

代入 @, 得 J2=z(s 一 2 一 . 

“. BP.AQ=AP.BY. 
.“, AP: BP=AQ:BQ, 
即 4、P、B、8 是 调和 点 列 . 

1481， 若 4、D、B、 甩 为 调和 点 列 , 4B 的 
中 点 为 0, 则 D4:DO=DE:DB. 

解 根据 革 题 ,得 042=0E-.0D. 

两 边 同 减 去 
OD2, 得 

OA3~ OD=0R.0D—OD, 
., (0A+OD).:(04—0OD) 
=~0D. (OE—OD). 四 
而 0A4+0D=A4D, 
OA—O0D=DB, OE ~-0OD=DE. 
由 Q@, 得 D4:DB=DO.DE. 
.“. DA:DO=DE:DB. 

1482. 在 不 过 点 书 的 直线 g 上 有 四 点 4、 
BC 了 D, 点 OC、 分别 内 分 、 外 分 线段 4B8 成 
相同 的 比 . 

(1) 连结 24、 
PB.PO.PD, 过 
C 引 2D 的 平行 
线 与 直 线 P4、 
PB 的 交点 分 别 
为 思 、 了 ,证 明 点 
C 是 线段 BF 的 
中 点 。 

(2) 不 过 点 PP 
引 直 线 有 hb, 设 直 
线 加 与 四 条 直线 
PA4、PB、PC、PD 分 别 交 于 4'、B'、C'、D'， 
证 明 点 CO'、D' 分 别 内 分 、 外 分 } 线 段 4'B 成 
相同 的 比 。 

解 (1) 因为 至 不 ] PPD， 所 以 

EC -4C 
££D AD’ 


和 
0 D 8B E 


外 
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CF BC 
PD- BD5: ® 
根据 假设 ,得 
A0 _ BC 
AD BD* 
EC OF 
因此 ,由 @O、@, 得 也- 巧 . 
。。 五 C 一 7. 


(2) 过 0 引 PD 的 平行 线 与 P4、PB 的 
交点 分 别 为 BB'、 到 "， 

由 (1) 可 知 , 0'B'~C'F'. 

因此 ,由 《1) 中 的 四 、 四 可 知 ， 


40 BO LO _ AD 
A'D’ BD’ 2 BC’ BD’ . 
这 就 是 说 , 点 CO、D' 分别 内 分 、 外 分 4'B' 
成 相同 的 比 ， 


注 上 题 中 的 4、B、C、D 是 调和 点 列 , 可 
记 为 (4, B, 0, D), PA4、PB、PC、PD 是 调 
和 线束 , 可 记 为 P(4, B, 0, DD). 

1483。 设 点 P、8@ 分 别 内 分 、 外 分 人 4BC 
的 底 边 BC 成 相同 比 , 又 人 P48 一 90°, 证 明 
A4P、AQ 是 人 BAC 与 它 相 邻 的 角 平 分 线 。 

解 设 P& 
的 中 点 为 0， 
由 问题 1480 
:可 得 ， OF3 一 
OB.00., 

因为 A 人 APAQ 
是 直角 三 角形 , 所 以 OP=04. 

.042=0B.00. 

由 此 可 得 , 04 与 从 48B0 的 外 接 贺 在 点 4 

相 切 。 


. L040C=LB. © 

又 LO0AQ= LOQA. 加 
若 在 B4 的 延长 线 上 取 点 RE, 则 

LRAY9=LB+ L094. 四 


由 中 @、@， 得 L048= LRAQ®. 

所 以 49 是 与 <B4C 相 邻 的 外 角 的 平分 
线 . 因为 <PA48 一 90°, 所 以 4P 是 和 
的 平分 线 

1484. 由 侈 外 一 点 卫 向 加 引 两 条 切线 ， 
设 切 点 为 4、 了 ,连结 圆心 0 与 己 的 直线 和 弦 
4 相交 于 点 @, 和 加 相交 于 点 C、D, 则 

4) 4C 是 CP4B 的 平分 线 ; 
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(2) PC : 0 = PD: p 
QD; 

(3) 具有 性 质 (2) 的 
点 忆 CO 9、 也 叫 什 么 
点 ? 

解 (1) 因为 4P 是 
在 点 4 的 切线 ,所 以 

LPAC=~ 4BC. 

又 ABl PY, 

AY=®B, 所 以 LC4B= 人 4BC. 
.。 LPAC= /0AB. 

因此 , 4C 是 L 人 PAB 的 平分 线 . 

(2) 因为 AZ04D=90°*, 4C 是 LPAB 的 
平分 线 , 所 以 AD 是 与 LP48B 相 邻 的 外 角 
的 平分 线 , 即 4C、4D 分 别 是 人 P48 的 顶 角 
4 及 与 人 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 。 由 此 可 得 ， 

PO:0Q= AP: AQ9=PD:QD. 

(3) 叫做 调和 点 列 ( 问 题 1482) - 

1485. 若 人 4BC 的 内 切 圆 在 边 BC、C4、 
4B 上 的 切 点 分 别 为 D、B、 了 , 玉 F 与 CB 的 
延长 线 的 交点 为 G, 则 G、B、D、C 是 调和 点 
列 . 

解 引 BH 
/4C， 则 由 


GB TaB 
CE BH, 


所 以 , G、B、D、C 是 油 和 点 列 。 
1486. 设 4、 


P、B、9 是 调和 C 
PQ 分 别 为 直径 A Q 


的 两 三 垂直 要 Se 
” 交 


全 。 
解 设 4B 的 中 点 为 凤 , 两 圆 的 交点 之 一 
为 0, 根据 问题 1480, 得 
MP.MQ= AM? MO2., 
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由 此 可 知 , MC 是 圆 PCQ 的 切线 , 且 MC 
」 垂直 于 CO. 


在 点 C 作 圆 40B 的 切线 , 则 这 切线 必 季 
直 于 半径 MO, 所 以 这 两 贺 垂 直 相交 。 

1487. 设 两 贺 0、0' 的 内 位 似 中 心 和 外 位 
似 中 心 分 别 为 P、8, 则 0、P、0'、8 是 调和 
点 列 . 

解 ” 设 吏 CO.、O 的 半径 分 别 为 从 7。 


所 以 , O、P、O'、@ 是 调和 点 列 ， 

1488. 设 P、@、 RR、S 是 一 条 直线 上 的 四 
个 点 ;O 是 这 直线 外 Q . 
的 一 点 , 连结 OP、 
O09、OR、08, 又 过 
刀 引 OP 的 平行 线 ， 
与 09、OS 或 其 延 
长 线 分 别 交 于 五 、 
也 , 若 RE 二 RF, 则 
OP OQ, OR, OS i Q\ RS 


是 调和 点 列 (问题 es 之 逆 )。 
解 由 OP1/ RE, 
Pe 0 
QE ER? 中 
SP OP 
BE FE @ 
而 题 设 
SP 
由 @、 ®®, 得 二 Sk ey 


由 此 可 知 , P、@、 互 、5 是 调和 点 列 。 从 而 
得 出 , OP、08、OEK. 08 是 调和 线束 (问题 
1482) . A GC 

1489. 过 入 4BC 
的 边 BC 的 中 点 也 
引 直 线 , 与 4O、 8 fC 
4 分 别 交 于 吾 、 
fF, 又 过 A4 引 BO 
的 平行 线 与 直线 F 
FDE 交 于 G, 则 也 、D、 思 、G 是 调和 点 列 。 
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DBE_ OD 


和 旬 … 46/ B80，.， 训 -0 


而 题 设 BD=0D. 
DE_ DF 
” EG GF’ 
即 Lt 
DE EG" 

所 以 , 了 、D、 轧 、G 是 调和 点 列 . 

1490. 设 4D 为 八 4BC 的 中 线 ,过 A4 引 
BC 的 平行 线 4G, 若 直 线 4B、4D、4LO、4G 
与 任意 一 条 直线 的 交点 分 别 为 L、P、M、9,， 
则 这 四 点 是 调和 点 
列 . 

解 设 任意 一 条 直 
线 与 4B、 中 线 4D、 
AC、BC 的 平行 线 AG 
的 交点 分 别 为 已、 
MX、@, 过 乙 引 BC 的 
平行 线 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 B、, 则 
) 4 
FY- 药 ' 这- 曙 . 


L 


由 此 可 知 , 工 、P、M、@9 是 调和 点 列 ( 问 题 
1482) . 

1491. 在 人 4BC 的 两 边 4B、4AC 上 分 
别 取 点 D、 轧 , 使 DB 1 BC, 设 BBCD 相交 
于 点 了 4F、DE 相 
交 于 点 瑟 , 4 的 延 
长 线 与 BC 相交 于 点 
EK, MYA.H, FEK E 
是 调和 点 列 。 

解 因为 分 ， 

别 为 DB、5C 的 中 点 长 & 

(问题 1033), HE // BK, 所 以 
HF:FK=HE: BK. 

又 DH) BK, .. AH:AK=~DH:BK. 

* HE=DH, .. HF:FKRK-AH:AK. 

所 以 , 4、 五 、 了、 是 调和 点 列 ， 

1492. 在 加 0O 中 ， 直 径 A4B 垂 直 于 弦 
CD, 召 为 贺 上 的 任意 一 点 , 若 BD、BC 与 4B 
或 其 延长 线 的 交点 分 别 为 P.@, 则 4、P、B、 
@ 是 调和 点 列 。 


1 OP 与 和 Z 相交 于 点 


/BEC= /BED, 
即 瑟 B 是 LCBD 的 平分 线 . 

又 人 人 4A4BB=90°, 所 以 加 4 是 与 人 CBD 相 
邻 的 外 角 的 平分 线 。 从 而 得 出 ， 4、P、B, 8 
是 调和 点 列 . | 

1493. 若 4.C、B、D 是 调和 点 列 ,过 点 D 
引 以 4B 为 直径 的 圆 的 割 线 DE, 过 点 C 弦 
PQ 垂直 于 4B, 设 PQ 与 BF 的 交点 为 G， 
则 D、 E、 GG f EF P 
是 调和 点 列 。 / 

解 设 4、C、1h 信人 TD 
B、DD 是 调和 点 eh . . 
列 ， 则 根据 阿波 
罗 尼 斯 定理 可 Q 
知 , 以 4B 为 直径 的 圆 上 的 点 到 C、 卫 的 距离 
的 比 是 定 值 . : 

. ED:EC~—FD:FO, 
即 EC: FOC= ED: PFD, 

由 此 可 知 , CD 是 人 BOZ 在 顶点 0 的 外 角 
的 平分 线 。 而 PCLCD。 由 此 可 , 知 , CG 是 
人 ECF 的 平分 线 . 即 CG\、OD 分 别 是 人 ECF 
在 项 点 0 的 内 角 、 外 角 的 平分 线 ,因此 D、 互 、 
G、 也 是 调和 点 列 . 

注 设 DP 与 加 0 的 另 一 个 交点 为 P, 则 
CD 是 与 ~P'CP 相 邻 的 外 角 的 平分 线 。 由 
人 PCD 一 90° 可 知 , P' 重合 于 PP、 所 以 , DP 
是 圆 0 的 切线 。 从 而 得 出 , 00.0D=0P?== 
《半径 )?。 这 时 , PQ 叫做 加 O 关于 点 也 的 极 
直线 , DD 叫做 极点 。 “部 


1494. 半径 为 7 
的 圆 O 关 于 一 点 卫 人 


的 极 直 线 为 交 Z, 设 
9, 与 圆 0 相 交 于 点 人 
4、B, 则 P.@ 是 4B 的 调和 分 割 点 . 

解 、 因 为 了 是 加 0 关于 点 也 的 极 直 线 ， 
氛 以 0B?:=0P.0Q. 

而 AO= BO。 根据 问题 1480, 得 A.P.B、 
@ 是 调和 点 列 。 所 以 P、8 是 4B 的 调和 分 
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割 点 。 

1495. 和 若 半 径 为 7 的 圆 0 关于 一 点 卫 的 
极 直线 为 和, 过 己 纪 任意 直线 与 和 7 及 六 
0 的 交点 分 别 为 @ 及 4、B, 则 P、8 是 4B 
的 调和 分 割 点 . 


反之 , 过 号 的 任意 直线 与 加 的 两 个 交点 为 . 


4、B,， 如 果 点 4、P、B、8' 是 调和 点 列 ， 那 
么 点 必 在 极 直 线 
XY 上 。 

解 设 X 了 是 加 OO 
关于 点 了 的 极 直线 ， 
延长 OP .与 圆 O 及 
XX 了 的 交点 为 C、D 
及 已 则 由 上 题 可 知 ， 
C\ 已 也、 忌 是 调和 点 列 ， 而 圆 OD 是 阿波 罗 
尼斯 圆 ， 

"。 BP:BR~AP:AR~ (PD:DR). 
， ARP= /BRD (问题 1059) 。 

又 PRLQR, 所 以 QR 是 与 4RB 相 邻 
的 外 角 的 平分 线 。 

.» AP:PB= AQ:BQ. 

所 以 4、 卫 、B、8 是 调和 点 列 . 

反之 , 设 4P:PB == 48':BQ', 由 人 4A4RP 
一 人 BEP 可 知 , RQ' 是 与 <4R8B 相 邻 的 外 
角 的 平分 线 ， 所 以 BQ' 上 LPR。 由 此 可 得 ,点 
WY' 在 关于 点 卫 的 极 直 线 了 上 。 

1496. 在 圆 O0 上 点 己 处 的 切线 上 的 点 
.B.C 及 DD 是 调和 点 列 , 从 4、B、C、DD 
分 别 作 圆 0 的 切线 4MM、BN、OT、 D7T', 则 


PM PN PT、 ee 
PT' 是 调和 线 NA 
wm CY 

解 设 4P、 
AM 是 切线 ， 4 
PM 与 40 的 交 


点 为 马 则 LZPBO=90"。 又 BO 与 PN 的 
交点 为 ,所 以 人 PFO=90°、 

所 以 ,如 、 卫 都 在 以 PO 为 直径 的 加 上 . 

从 而 得 出 ,人 FPE 一 人 FOB， 即 

ZLZMPN= /AOB. 
同 理 ,连结 00、OD、PT、PT', 则 
LBOC= ANPT, /00D= /TPT 

而 4、B、C、 DD 是 调和 点 列 , 知 04、OB、 

0O0、 OD 是 调和 线束 。 在 点 O 作 这 四 条 直线 
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的 夹 角 , 和 在 己 上 作 PM、PN、PIT、PT 的 
夹 角 分 别 相等 ， 所 以 这 后 面 的 四 条 直线 也 是 
调和 线束 ， 

1497. 若 在 贺 0 关于 点 号 的 极 直线 人 芝 了 
上 任意 取 一 点 @, 作 圆 0 关于 和 的 极 直线 
义 '', 则 了 了 和 过 
点 卫 . 

解 设 加 OO ( 半 
径 为 7?) 关于 点 卫 
的 极 直线 为 和 了 ， 
由 问题 1495, 得 

OP.:0A=72, 

又 在 了 了 上 任 取 
一 点 @, 设 四 O 关 
于 @ 的 极 直线 为 '', 由 问题 1495, 得 

0DB.09 王 02， ，OP.O04 一 08.09. 

由 此 可 得 ， 点 4、 P、 2、 BB 在 同一 团 上 ， 

, LOAP= /QBP=90°. 

但 是 节 了 ' 经 过 点 B 且 与 O09 垂直 , 所 以 
之 了 ' 过 点 三。 

注 这 是 关于 极点 \ 极 直线 的 定理 。 

1498. 设 贺 O 关于 点 己 的 极 直线 一 了 和 
关于 点 日 的 极 直 线 了 ' 了 了’ 的 交点 为 RE, 则 PQ 
是 贺 O 关 于 点 互 的 极 直 线 . 

解 ”根据 上 题 可 知 , 圆 O 关于 点 瑟 的 极 直 
线 是 经 过 点 卫 , 也 经 过 点 晶 的 ;所 以 点 五 的 极 
直线 是 PQ. 

1499. 若 P、 4 到 A4BC 的 三 个 顶点 
女 、B、C 的 距离 的 比 都 是 :m:n, 则 卫 .@ 是 
和信 4BC 外 接 贺 直 
径 的 调和 分 割 点 。 

解 设 入 A4BC 
的 外 接 圆 的 圆心 为 
0, 若 到 4、C 的 距 
离 的 比 为 Yiw 的 点 
的 轨迹 是 圆 G, 则 
这 个 网 经 过 己 及 
9. 4 
. 设 这 个 圆 与 40 的 交点 为 鸦 \ 世 , 与 图 0 的 
一 个 交点 为 了 , 则 4、 玉 、C、 工 是 调和 点 列 。 
而 G 是 五 也 的 中 点 。 由 此 可 得 ， 

GO.GA4=GK? 一 GF? (问题 1480) . 
.LOFG—90°, 
所 以 0F 是 圆 G 的 切线 。 
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同 理 可 得 , 车 到 B、C 距离 的 比 为 :ww 的 
点 的 轨迹 为 圆 M, 中 让 与 爽口 的 交点 为 互 ， 
则 ORM =90°, ， 

由 此 可 知 , OH 是 圆 M 的 切线 。 而 OH 二 
OF。 所 以 O 是 两 加 G、M 根 轴 上 的 点 (参考 
问题 1835) 。 

而 直线 PQ 过 两 圆 G、 用 的 交点 ， 蚌 两 图 
的 根 轴 。 所 以 点 0O 在 直线 PG 上 .由 此 可 得 ， 

OF?=0H?=0P.0Q., OD 

又 OF=O0H=0D=0. 

所 以 ,由 Q@ 得 , OP.08 二 0B? 一 0D? 

因此 , D、 了 .有 .@ 是 调和 点 列 。 即 P.@ 是 

直径 DB 的 调和 分 割 点 。 


17， 托 勒 密 定理 及 其 应 用 

1500。 贺 内 接 四 边 形 4BCD 的 两 组 对 边 
乘积 的 和 4B.CD 上 BO.D4 等 于 它 的 对 角 
线 的 乘积 4C0.BD.。 [ 托 入 


勤 密 定理 ] D 
解 作 
/LBAE~ /DAO, 
AB 与 BD 的 交点 为 B,， BB C 
‘’ LABAB = /0AD, 
LABE~= /ACD, .. 人 ABEwAACD, 
*. BA:BE~04:0D, 
邯 AB.CD= BE.04. ®@.| 
又 LCAB=/DAE, LACB= /ADE, 
». A4BCwAABD. 
"。 BC: AC= DE:DA4, 
即 BO.D4= A0.DE. 四 


把 中 、@ 四 的 两 边 分 别 相 加 , 得 
AB.CD+ BO.DA=A4C.(BE+BL) 
=AC.BD， 

1501. 车 四 边 形 
女 BCD 的 两 组 对 边 乘 
积 的 和 等 于 它 的 对 角 
线 乘积 , 则 4BCD 是 
圆 内 接 四 边 形 。 [ 托 
勒 密 逆 定 牡 1 

解 在 四 边 形 4BCD 内 取 一 点 召 使 
LDAC= /BAE, LDOA= /ABE, 则 

AABEwAACD. 
“, AB:BR=AC:CD, 
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AB.0D=AC.BE. OD 

又 AB: AE=AC:AD. 

从 而 得 出 , 4B:4C= AB:4D。 

而 LBAC= /EAD. 

*. 人 人 ABCwAAED,. 
AC: BC=— AD: ED., 

从 而 得 出 , 4D.BC==AC.ED. .© 

AB.0CD+ AD.BO=AC. (BE+ED). 

根据 假设 ,得 

AB.0CD+ AD. BC= .AC.BD. 
比较 上 面 两 式 , 得 BD= BE 十 BD。 
因此 点 召 在 BD 上 . 

从 而 得 出 , 人 4BE= 人 4BD= 人 ACD. 由 
此 可 知 , 4BCD 是 圆 内 A 
接 四 边 形 。 

1502. 若 圆 内 接 四 $B D 
边 形 的 对 角 线 互相 垂直 
相交 ， 则 以 对 边 为 两 邻 
边 的 和 矩形 的 面积 的 和 等 
于 四 边 形 面 积 的 两 倍 ， 

解 在 圆 内 接 四 边 形 4BOD 中 , 设 ACL 
2BD. 根据 托 勒 密 定 理 , 得 

AB.CD+ AD.BO~ 40.BD， 
* ACLBD, 

AO0.BD= 四 边 形 4BCD 面积 的 两 倍 . 
“，.4B.OD+4D.BO= 四 边 形 4BCOD 面 
积 的 两 倍 。 

1503. 由 圆 0 的 48 的 中 点 C 引 纺 CD、 
CE 分 别 与 4B 相交 于 
点 FG, 则 DG' EF 
=—FD.GET+DE.FG. 

解 因为 . 芝 4BD 等 
于 4D 与 BC 的 度数 的 
和 的 一 半 , 它 与 D4C 所 
对 的 圆周 角 DEG 相等 ， 
即 人 A48D = 人 DEO, 所 以 FDEG 是 圆 内 
接 四 边 形 . 

由 托 勒 密 定 理 ,得 

DG. EF=FD.GE+DE.FG., 


1504。 囊 四边 形 的 两 条 对 角 线 所 构成 的 
和 矩形 面积 是 不 大 于 它 的 两 组 对 边 所 构成 矩形 
面积 的 和 。 


316 第 二 编 证 明 题 
解 ”在 问题 1501 的 图 中 , 设 4BCD 是 凸 | 的 任意 一 点 ， 则 已 D2~ 

四 边 形 ， PB?~=2PA.PO. A D 
车 4BCD 是 加 内 接 凸 四 边 形 , 则 根据 托 勒 解 ”根据 上 题 可 得 ， 

密 定 理 , 得 


AB.CD+AD.:BO=AC.BD,. ‘' 中 
又 着 4BCD 不 是 贺 内 接 凸 四 边 形 , 则 
AB.CD+AD.BC= AC.(BET+DE). 
BE+ED> BD, 
“. AB.0D+AD.:BC>AC:BD. 四 
由 @@、@, 得 4B.CD+4D.BC 宇 40. BD. 
1505. 设 4、 刀 是 定 加 上 的 两 定点 , C 是 
.全 的 中 点 ,也是 加 上 任 一 点 , 则 全 43 或 
PA~PB 
PG 是 定 值 . : i 
解 车 点 了 与 点 0 在 
4 的 异 侧 , 则 四 边 形 
P4CB 是 加 内 接 四 边 
形 ,根据 托 勒 密 定理 ,得 
AC.PB+ BC.PA 
=A4B.PC. 
” AC=BO, 
‘AO.(PB+PA)=PO.4B. 


PB+PA_AB 
一 -和 ( 是 定 值 ). 


同 理 可 得 ， 若 已 在 40B 上 , 则 
二 才 名 (是 定 值 )。 


1506. 设 忆 为 正方 
形 4BCD 的 外 接 贺 的 
劣 弧 4D 上 一 点 则 
PA+PC 及 PB+PD 
EB Po 
都 是 定 值 。 

解 由 PA4BC. 是 闸 
内 接 四 边 形 ,得 

PA.BC+AB.PC=PB.AO. an 

而 4BCD 是 正方 形 , 设 4B= BC=a， 

则 AC=~~/ 3a. 
代入 @, 得 PA4.:a+PC.a=PB.vV 2a. 


PA+PO _VY 
二 钙 和 (是 定 什 ). 


同 理 可 得 ， 二 人 全 一 V 可 (是 定位 )。 
1507. 设 了 P 卫 为 正方 形 4B0D 的 外 接 贺 上 


PD+PB a 
V2 0 


又 PODB 是 国内 接 B 
四 边 形 ， : 
..。 PB.DC+PC,.BD=PD.BO. 
设 正方 形 的 边 长 为 a, 代入 上 式 ,得 
PB.a+PO.~V 2a=PD.a, 


所 以 PD?~PB=2PA.POC. 

1508. 已 知 圆 内 接 正 五 边 形 4BCDE. 若 
也 为 48B3 上 一 点 ， 则 
PA+PD+PB=~PE 
士 POCO. 

解 ” 设 正 五 边 形 的 
各 边 长 为 a, 正 五 边 
形 的 对 角 线 都 相等 ， 
设 为 5. 

因为 PBD4 是 圆 内 接 四 边 形 , 应 用 托 勒 
密 定理 ,得 

PA:b+PB.b=PD.a, @ 
. 又 PCDE 也 是 圆 内 接 四 边 形 ,应 用 托 勒 密 
定理 ,得 


PER.a+PCO.a=PD.b. ©® 
同 理 , 对 于 四 边 形 48C 台 ,应 用 托 勤 密 定 
理 ,得 
a:b+a = 
由 ,得 PA+PB+PD-PD(2+2). 


由 国 ,得 PE+PC~PD.2. 


包 CQ 十 D b 
而 由 @， 得 了 有 
'» PA+PB+PD=PB+PO., 

1509. 在 平面 内 有 贺 O 及 与 贸 0 不 相交 
的 直线 作 垂 直 于 2 的 吏 0 的 直径 , 设 这 直 
径 离 7 较 远 的 一 个 端点 为 4. 

(2D 车 过 4 的 任意 直线 与 加 0 相交 于 点 
5B, 与 7 相交 于 点 B', 证 明 4B.4B' 是 定 值 ; 

(2) 若 连 结 4 与 圆 上 其 他 两 点 B、C 的 直 


线 交 7 分 别 于 B'、 0 证 明 
B'0'~ BC. ( 设 4B. a 


a A0 

(3) 若 4BCD 为 
圆 内 接 四 边 形 ， 直 线 
AB、AC、4D 与 1 的 
交点 分 别 为 B'、C'、 
D', 则 由 B'D'= BC 
二 CD 及 (2) 可 导出 
关系 式 


AB.CD+ BC.AD= A4C.BD. 
解 (1) 设 直径 4 五 垂直 于 直线 4, 则 
LABH=90°, 


又 人 4KB' 一 90°*, 由 此 可 得 ,BB'K 有 EH 是 
圆 内 接 四 边 形 . 
LB.4B'~ A .AK (是 定 值 )、 


(2) 与 (1) 同 理 ,得 4C.40' 一 4 万 .4 羽 ， 
. AB.4B'~—40.40'. 
由 此 可 知 ,， BB'C'C 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
'. LA0B= /4AB'O'. 
从 而 得 出 , 和 八 4BCw 八 40'B'， 
BO'_AB'_ 4B.4B 四 
BC A0 AB-.A40* 
设 4B.4B'=a?。 代入 @, 得 
BO 
8B0 A4B.40° 


B'D'= 


BD. 


a AD" 


而 了 3D'= BC 上 TCDD。 把 上 面 三 式 代 入 ， 


对 


oa2 
‘ABA20 +0? -30-47 


» AO.BD=BO.A4D+AB.CD. 
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1 各， 中 外 比 ( 黄 金 分 割 ) 


1510. 若 4B、BC 是 两 条 互 根 垂直 的 等 
长 线段 。 以 BC 为 直径 作 图 0, 过 点 4 的 直 
径 的 两 端 为 也、 

D', 在 4B 上 取 

AP 一 4D， 延 D’ 
长 B4 到 P' 使 
AP' = AD， 则 
PP、P' 分 别 内 分 、 
外 分 48 成 中 外 比 。 

解 设 4B=BC=a, AD=AP=z, 

则 PPB=-c 一 7。 

而 423 是 圆 0 的 切线 。 

“， AB?=AD.4D', 即 a2 一 2 (十 四 ， 

“。 0 一 42 一 40，22 一 4 (4 一 和)， 
即 AP2=— AB. PB, 

同 理 可 得 ，AP?=A4B.P'B. 

所 以 了 、P' 分别 内 分 、 外 分 4B 成 中 外 比 。 

注 若 点 己 把 线段 4 分 成 两 条 线段 P4、 
PB, 使 4P2= 4 也 .PB,， 则 称 忆 是 把 4 分 
成 中 外 比 (黄金 分 割 ) 的 点 ， 己 是 内 分 点 . 
若 线段 4B 的 延长 线 上 一 点 书 使 4P? 一 
4B.4P', 则 称 P' 是 把 4B 分 成 中 外 比 的 外 
分 点 。 

1511. 设 C 是 把 4B 分 成 中 外 比 的 内 分 
点 , 在 中 项 线段 4C 上 取 点 D 使 CD= 0B,， 
则 吃 是 把 C4 分 成 大 -一方 一 到 一 玉 
中 外 比 的 内 分 点 。 

解 由 C 把 4B 分 成 中 外 比 的 内 分 点 ,得 

AO?=CB.AB. 
而 CB=CD。 代 入 上 式 , 得 
AC?~0CD. (AC+0D), 


即 402 一 CD2+T40.CD， 
. OD?=A0?— AC.0D, 
CD= AC. (4C—0D), 
即 OD?= AC: 4D. 


所 以 , D 是 把 线段 04 分 成 中 外 比 的 内 分 
1512. 设 线段 
4B = PP 是 把 
4B 分 成 中 外 比 的 | 0 
内 分 (或 外 分 ) 点 ， 
求 4P、BP 的 长 度 。 
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解 没 AP=%, 则 BP-a 一 —%, 
由 4AP2=AB.BP, 得 人 =a. (a 一 29)， 
， 即 .+ar—-a=0, 
解 ” 这 个 方程 ,得 
2 一 人 《下 入 5)-4 ，( 合 去 负 根 ) 


, 2 


C5) ‘a =-(2-: 3 一 VB ). 


BP“=a— 
又 , 设 P' 是 把 2 i 点 ， 


) 


AP'~x, WM BP'=7x+a. 
I 
同 理 可 得 ，4P' 一 (2 革 > 


从 而 得 出 ， 
Bp'~ (Lt YB)-e +0 


1513. 若 等 腰 三 角形 
4BC 的 底 角 是 项 角 和 4 的 
两 倍 , 又 么 B 的 平分 线 与 
40 的 交点 为 也 则 也 是 
把 4C 分 成 中 外 比 的 点 ， 
ZABD= /A, LDBCO= 
ZL4. 由 此 可 知 , 人 入 4BD 的 外 接 圆 在 点 BB 与 
BC 相 切 。 


> Bo 一 oD. 04., 人 

而 4D=BD, BD=BO, .“. BCO=AD. 

代入 四 ,得 4D2 一 0D.C4， 

所 以 ,DD 是 把 4C 分 成 中 外 比 的 点 。 

注 本 问题 是 等 腰 三 角形 43C 的 顶 角 了 
一 36", 设 以 4 为 圆心 , 4B 为 半径 作 贺 , 则 边 
B0 是 这 个 圆 内 接 正 十 边 形 的 一 边 . 所 以 应 
用 本 问题 可 以 作出 正 十 边 形 来 . 

1514. 试 证 加 内 接 
正 十 边 形 的 一 边 长 等 于 
把 圆 的 半径 分 成 的 中 外 
比 所 得 的 较 长 的 一 条 线 
段 . P 

解 设 4B 为 加 0 内 6 
接 正 十 边 形 的 一 边 ， 则 
4A40B=36°, LZ04B=72°, 设 ZO04B 的 
平分 线 与 0B 的 交点 为 P, 则 OP = 47 一 
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的 切线 ，。 
.。 4Bi 一 BP,B0， 而 OP=4B. 
“, OP?~BP.BO., 
即 己 是 把 半径 0B 分 成 中 外 比 的 内 分 点 。 
1515. 正 五 边 形 的 AR 
对 角 线 与 其 他 对 角 线 相 
互 内 分 为 中 外 比 。 B NE 
解 作 正 五 边 形 \ VY 
A4BODE 的 外 接 圆 。 
她 = 坟 E， Cs 一 D 
*, BP1 CD. 
同 理 可 得 ,BC / PD. 所 以 ,四 边 形 BPDO 
是 平行 四 边 形 . 
-。 PD~0B=4E, 
又 AB=A, .. /LAEB=/ADE. 
贝 此 可 得 , 人 PED 的 外 接 贺 在 点 至 与 4 交 2 
相 切 。 


.4 万 2 一 4 忆 , 4 也 。 
而 4 如 =PD， 代 入 上 式 ,得 
PD?= AP.AD. 

因此 , 卫 是 把 4D、 BB 分 成 中 外 比 的 内 分 
点 . 这 就 是 说 对 角 线 4D、 4 
BE 相互 内 分 为 中 外 比 。 

1516. 设 豆 内 分 线段 
4B, 使 4B2 -4B.BB 
在 4B 的 两 侧 分 别 以 A 
及 A4B 为 一 边 作 正方 形 
4HGF、4BCD, 则 


| BG OF, D C 


解 由 AH2=4B.BH, 得 


AH _ AB_ AH+AB 


BH AR BH+AR 
而 AH+AB=FD, BH+AH=DO. 


© 


: am GH_ FD 

| 代入 @， 得 HB DG 

| 又 LGHB=90°=/D, 
“. AGHBwAFDO., 

| 而 DF/ HG, DON BB. 

“. OF/] BG. 


T19， 梅 涅 劳 定 理 、 乔 巴 定理 . 
1517。 一 条 直线 截 人 4ZC 的 三 条 边 4B、 


4B, 由 人 40P== 人 PAB 可知,B4 是 加 04P | 40、BC (或 其 延长 线 )， 所 得 的 交点 分 别 为 


了 、 了 、2Z,， 则 
| Ee | 
XB ZC 7A ” 


[ 梅 涅 劳 定理 ] 


© 


1518. 在 A4BC 的 边 4B、4C 上 分 别 
取 点 苹 、 了 了， 又 在 BC 的 延长 线 上 取 点 2 使 


一 ], 则 之 、 了 、 攻 
在 同一 条 直线 
下 
[ 梅 涅 劳 逆 定理 ] 
解 设 延长 ZY 与 4B 相交 于 点 五, 则 
AX 


而 根据 假设 得 4 
‘AX’ AX 


这 就 是 说 点 互 , 及 ' 分 别 内 分 线段 4B 所 得 两 
条 线段 的 比 相等 。 所 以 点 六 与 点 X' 相 重 
由 此 可 知 ,了 A 

了 在 一 条 直线 上 . 

1519. 在 A4BC … E 
所 在 的 平面 内 取 一 点 F/ 
O,，40，BO、CO 或 其 
延长 线 与 对 边 的 交点 
分 别 为 D、B、F, 则 3 5 C 


TB D0 BA 
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A 
FE Beso0" @ 
PS4oa 
DO B00 # ® 
CE _ Seaoc 四 
EA4 San : 
由 中 XxX@Xx@, 得 
AF .BD .CE _] 
FB DO EA 2 


1520. 在 人 4FC 
的 边 BC.CA4、4B 上 
分 别 取 点 D. 如 .了 ,使 
AF .BD.CE _ 
FB TO EA 
则 直线 4D、BB、CF 
相交 于 一 点 。 

上 乔 巴 逆 定 理 ] 

解 设 4D、BE 的 交点 为 0， 延长 00 与 
4B 的 交点 为 了 FF， 则 


所 以 ,点 卫 与 Pr" 相 重合 . 
注 应 用 这 个 定理 可 以 证 明 三 条 直线 交 于 


BC、 C4、4B 与 
内 切 圆 的 切 点 分 
别 为 D、、 了 ， 
则 4D、BE、CF 相交 于 一 点 . 

解 因为 BD=BF, 4B=AF,0D=0BE, 
所 以 


因此 ， 由 乔 巴 逆 定理 可 
知 ，4D、BB、CF 相交 
于 一 点 。 

1522. 设 人 4BC 的 
一 个 旁 切 圆 与 BO\C4、 
4B 的 切 点 分 别 为 DD、 
EF,M AD BE CF 
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相交 于 一 点 . 
解 设 DD、 如 .了 是 切 点 , 则 
AE=~AF, CE=0D, BD= BF. 
BD.CE.AF_] 
DO EA4 FB 

因此 由 乔 巴 逆 定 理 可 知 ,， 4D、BB、CF 相 
交 于 一 点 。 

1523. 设 人 4B0C 的 三 个 旁 切 圆 在 边 BC、 
OA、A4B 上 的 切 
点 分 别 为 D、 马 、 
F, 则 AD、 BE、 
0 了 相交 于 一 点 ， 

解 设 BC=a，, 
C4=D AB=c0, 
& 十 8 十 C 一 328 ( 问 
题 447), 则 

BD=s~—c, DO=8—b, CB=s—a, 
EA=s—c, AF=s—b, FB=s—a. 


“' D0 EA FB 
人 .3 一 4 .3 一 D 二 让 
8 一 C Su 
因此 , 根据 乔 巴 逆 定 理 可 知 , 4D、BE、 
@F 相交 于 一 点 .，，. | 
1524. 设 A4BC 
的 内 切 圆 在 三 边 BC、 
CA、4B 上 的 切 点 分 
别 为 D、 刀 、F, 则 BF E 
与 BC、FD 与 C4、 
DB 与 4B 的 交点 在 c 
一 条 直线 上 ， 
“ 解 由 人 入 4BC 被 
直线 有 FB 所 截 ， 
得 Z 


代入 上 式 ,得 


同 理 可 得 ， 


il 
时 
@ 


由 Xx@X@, 得 
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明 题 


因此 , 由 梅 涅 劳 逆 定理 可 知 ,点 了 ,了 、Z 是 
在 -一 条 直线 上 . 

1525. 设 四 边 形 4BCD 外 切 于 贺 0, 各 边 
上 的 切 点 依次 为 B、P、G、 态 , 则 40、BD、 
加 G、 肪 了 相交 于 一 点 2， 

解 . 设 B4、 
CD 的 交点 为 
和 ,站 4、CB 的 
交点 为 了 . 

车 AC、BG 的 
交点 为 2， 则 
由 B2'G 是 截 
和 从 了 AC 的 直线 。 


又 设 石 5、4C 的 交点 为 2”, 则 互 2 是 
截 人 了 AC 的 直线 . 


而 XE=XG, YH=YF, 
AH ~AE, CG—0F, 
CZ" OF 


由 @@、 名 ,得 24237 AZ * 


由 此 可 知 ,点 2' 与 2” 相 重 合 . 这 就 是 说 ， 
AC 过 了 HF、EG 的 交点 G。 同 理 可 得 , BD 也 
过 这 个 交点 G. 

1526. 设 以 八 4B0O 的 两 边 4B、AC 分 别 
为 弦 的 两 个 任意 圆 
的 交点 为 DD， 以 
BC 为 纺 的 任意 
与 前 两 圆 的 交点 分 
别 为 瑟 、 石 , 又 妃 F、 
BD、DE 与 三 边 
BO、C4、45 分 别 
交 于 点 了 了、 
则 琶 、 Y、 2 在 一 条 直线 上 . 

解 由 问题 1404, 得 4D、BB、CF 相交 
于 一 点 。 设 这 点 为 0, 则 直线 了 BF 截 
人 OoOBC， 


。 BX.,CF OB ，， 
“ X00'BE-+ © 


间 理 , 了 DF、2ZDE 是 分 别 截 AQ40、 


AO4B 的 直线 ， 
CY 4D OF 
5 矶 "证 @ 
A2 .BE.OD i 


3F B0 7T4 
由 四 x@@x 四 ,得 


因此 , 由 梅 涅 劳 逆 定理 可 知 , 和、 了、G 是 在 
一 条 直线 上 。 
1527. 设 四 边 
形 4BCD 外 切 于 
圆 , 切 点 分 别 为 至 、 
FG、H, 则 HB、 
DB、GF 相交 于 一 
点 寻 , 或 GH、FEB、 
C4 相 交 于 一 点 N。 
解 设 有 HE 与 
DB 的 交点 为 M', 则 五 BM' 是 截 人 4BD 
的 直线 ， 


DH 1 @® 


又 设 GZ 与 DB 的 交点 为 内", 则 GFM" 
是 截 人 CBD 的 直线 ， 
CG . DM" .BF 
TD MB FO 
比较 @、@, 得 
BM’ _ BM" 
HD UM"D* 
由 此 可 知 ,用 ' 与 站 "是 同一 个 点 , 即 及 加 、 
BB、CA4 相交 于 一 点 广 。 
1528. 在 人 4BO 的 边 BC 点 也， 
设 4DB、~4DC 


一 上 四 


的 平分 线 与 4B、 40 

分 别 交 于 了 、 瑟 , 则 
AD、BB、0OF 相交 又 

于 一 点 ， A 


解 因为 DB 是 B 
一 4DB 的 平分 线 ， 所 以 

AF _ DA 

FB BD 

m CE_CD 
同 理 可 得 ， 瑟 4 一 六 了 7 @ 


把 @、@ 的 两 边 分 别 相 羔 ,得 
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等 式 两边 同 条 以 2 得 
AF ,BD .CF _] 
EB “DO “FA4 站 
所 以 AD、BBE、CF 相交 于 一 点 。 
1529. 车 人 4B0 的 两 个 角 B、C 的 平分 
线 与 对 边 的 交点 A 
分 别 为 加 、 了 ,与 
4 相 邻 的 外 和 角 F 
平分 线 及 对 边 的 
交点 为 D, 则 D、 3 C 
五 .了 在 一 条 直线 上 . 
解 ” 由 角 平 分 线性 质 ,得 


| 
] 
@ 


所 以 , 了 了、 及 、DD 在 一 条 直线 上 . 

1530. 设 入 4BC 的 三 个 角 的 平分 线 与 对 
边 的 交点 分 别 
为 DB、 了 F， 
则 及 了 与 BC、 
FDSCADE 
与 4B 的 交点 
并 、 了 、 Z 在 一 
条 直线 上 。 

解 设 BE、 
CF 分 别 是 么 B、LC 的 平分 线 , 又 BF 与 BC 
的 交点 为 县 , 根据 上 题 可 知 , 4 是 与 人 4 相 
邻 的 外 角 的 平分 线 。 

BX AB @® 

CC” 

CY _ BO 

FA A @ 
A427 _ C4 
28 BO @ 


BX CY 4 
由 人 Xx 句 X 人 @, 得 二 一 XG ‘FA BHF-* 


同 理 可 得 ， 
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1531. 从 人 4BC 的 顶点 4、B、C 向 对 边 
引 垂 线 , 设 重 足 分 别 为 D、 有 召 、 了 , 则 BF 与 
BC.FDSCA.DE y、 Zz 
与 48B 的 三 个 交点 
之 、 了 、Z 在 一 条 直 A 
线 上 . E 

解 计 为 4D、BE、 

C 也 的 交点 是 人 4BC 并 - C 
的 垂 心 , 所 以 人 DBz 是 人 450 的 垂 足 三 角 
形 。 因此 4D、DB 分 别 是 LEDF、 与 它 相 
邻 的 外 角 的 平分 线 . 

由 此 可 知 , 如 图 所 示 ，DX、Y、FZ 是 
人 入 DBP 三 个 外 角 的 平分 线 。 所 以 根据 上 题 

1532. 在 四 边 形 4BCD 中 , 设 4B、DC 
的 交点 为 了， BO、4D 的 交点 为 了 , 40、 BD 
与 之 了 的 交点 分 别 


A 
为 P.8@,，AC、BD 
的 交点 为 马 则 下 AN 
列 都 是 调和 点 列 ， Sb 
G) XP 了. LA 
Q; (2) 妃 玉 D、X 一 DY Q 


Q@; (3) A. RE. 0 P, 
人 解 ” (1) 因为 直线 BDQ 截 人 4XY,， 所 以 


D7 BY™ © 
而 在 人 4XY 中 ,，4P、XD、 了 B 相交 于 一 
点 0。 


由 @、@， dF EY 


所 以 , (天 、 卫 、 了 、8) 是 调和 点 列 。 

， (2) 由 (XX、P、 了 、8) 是 调和 点 列 可 知 ， 
所 ( 卫 、 卫 、 了 、) 是 调和 线束 。 用 直线 BQ 去 
裁 它 , 由 问题 1482 知 (8、R、D、9) 是 调和 点 
列 。 

(3) 因为 (B、R、D、@) 是 调和 点 列 , 所 以 
了 (B、B、D、@) 是 调和 线束 。 用 直线 4P 去 
截 它 , 根据 问题 1482 知 (4、EK、C、 PP) 是 调 
和 点 列 。 

1533， 设 平行 四 边 形 48BCD 及 形 内 一 点 
到 过 吾 引 4 号 的 平行 线 与 4D、2BC 的 交 


第 二 编 证 


明 题 


点 分 别 为 K、G， 
又 过 吾 引 4D 的 
平行 线 与 4B、 
CD 的 交点 分 别 
为 五、 五 , 则 三 条 
直线 FK、BD、 
GZ 互相 平行 或 
者 它们 相交 于 一 点 。 

解 设 BD 与 8K 的 交点 为 0, 则 直线 

OKF 截 和 八 4BD 
AF .BO .DZE _1 
FB 万 KA 
而 AF~DH, FB= HO, 
DK=GC0, AK = BG. 
。 DH.0CG .BO 
“*" HO G3 05 

从 而 得 出 , G、 互 、O 在 一 条 直线 上 。 所 以 ， 
8K、BD、GH 相交 于 一 点 O. 

1534， 在 人 4BC、 
人 A4'B'C 中 ， 连 结 
44'、BB'、 CO’' 使 这 
三 条 直线 相交 于 一 点 
S， 则 4B 与 4'B'、M 
BC 与 B'0'"，AC 与 
4'C' 的 交点 也 .PD、 万 
在 同一 条 直线 上 . 

[ 笛 沙 格 定理 ] 

解 直线 了 4'B'、 
EC'4'、DO'B' 分 别 截 人 8S4B、 和 信 S40、 
A 人 SBO, 


=1, 


这 表明 A4BC 被 一 条 直线 加 DF 所 锥 得 
的 结果 。 所 以 了、D、 怠 在 一 条 直线 上 . 

1535、 设 两 个 三 角形 4BC、DEF 的 边 
BG、 有 BF 的 交点 为 了 ; 边 4C、DF 的 交点 为 
了 ; 边 45B、DB 的 交点 为 2Z, 若 革 \ 了 ,2Z 在 一 


第 本章 比 


条 直线 上 , 则 4D、 
BE、CF 相交 于 一 
[第 沙 格 逆 定理 ] 
解 设 A4D、 BR 
的 交点 为 0。 由 : 
CBX 是 截 AZ4Y 的 直线 ,得 


一 一 


© dP ee 


这 表明 人 4DY 被 一 条 直线 CFO 所 截 得 的 
结果 . 所 以 C、 了 、O 在 一 条 直线 上 。 由 此 可 
得 , 4D、BB、 CF 相交 于 一 点 O。 

1536. 在 人 4BC 的 各 边 上 向 外 侧 作 正 
三 角形 BCD、CAB、4BF， 则 EF 与 BO、 
FD 与 G4、 DE 与 | 
4B 的 交点 了 X、 了 、 
和 在 一 条 直线 上 ， 

解 根据 问题 
$50 可知 , 4D.BE、 
C8 相交 于 一 点 。 

在 人 4BC、 

人 和 从 DERF 中 , 因为 
AD、B、CFB 相交 于 一 点 ,所 以 BC 与 BEF、 
条 直线 上 (由 笛 沙 格 定理 )。 

1537。 在 A 
人 A4BC 中 ， 设 
AD | Bo, P 
为 4D 上 任意 
点 ， 延 长 
BP、CP 分 别 
与 4C、 4B 的 
则 人 ADE=L4ADF. 

解 延长 8D 与 4C 的 延长 线 交 于 点 日 ， 


4 和 也 、 了 、2, 则 这 三 点 在 
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则 由 直线 了 DEH 淮 和 信 4B0O, 得 


= 


as HC:CE=AH:EA. 
而 4DC~90*. 根据 问题 1483 可 知 ， 
DA 是 人 HHDB 的 外 角 了 DB 的 平分 线 。 
, LAADE=/ADE. 
1538。 设 贺 内 接 六 
边 形 4BCDEF 的 对 
边 的 延长 线 相交 于 三 点 


一 条 直线 上 。 
[帕斯卡 定理 ] 

解 ” 设 了 B、CD 的 交 
点 为 ,CD、4B 的 交点 
为 放 , 8、4B 的 交点 
为 N, 则 DE、AF、 BC 
都 是 ALMN 的 截 线 ， 
所 以 


LX .MX4. 
XH AN FL 


CR 一 


把 上 面 三 式 的 两 边 分 别 相 乘 , 且 把 LB.LP 
一 ZD.ICO MOCO.MD = MB. MA, NB:NA 
一 NB.WF, 代 入 后 得 


Oe = 


这 表明 在 人 CMUN 中 ,点 也、 了 、 儿 在 一 条 
直线 上 ， 

别 解 ” 作 贺 4DX, 与 42、2ZB 的 交点 分 
别 为 G 豆 , 则 

LGHD= /GAD= /BED. 
‘, GH/BE. 
而 LDHX=LDAX=LDEY, 
., HX/ EY. . 
又 LHGX=/AHDXY=LBBY, 
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, “. GX) BY. 

由 此 可 知 ,， 人 及 GX、 人 入 如 BY 各 边 相互 平 
行 ,从 而 得 出 , GB、 有 如、XY 了 相交 于 点 2Z. 
即 了、 了 、 乡 在 一 条 直线 上 . 

1539. 圆 外 切 六 边 形 4BCDBE 了 的 相对 
顶点 所 连结 的 三 条 直线 相交 于 一 点 . 

[ 布 利安 深 定理 ] 


解 设 边 4B、 BC、 CD、 DE、 BF、 FA 
切 癌 分 别 于 P、8、 RE、S、T、U, 则 六 边 形 
PQRSTU 是 圆 内 接 六 边 形 。 由 帕斯卡 定理 
可 知 , PU、RS 的 交点 了, 8R、UT 的 交点 
了 ,PQ、X8 的 交点 Z 在 一 条 直线 上 。 但 是 ， 
PU 是 这 圆 关于 点 4 的 极 直 线 , RS 是 这 
关于 点 口 的 极 直 线 , 4D 是 这 贺 关 于 点 之 的 
极 直 线 (问题 1498) 。 同 理 , CF 是 这 网 关于 
点 了 的 极 直 线 , 4D、0CF 的 交点 到 的 极 直 
线 在 了 上 。 从 而 了 了 上 的 点 Z 的 极 直 线 
BE 经 过 点 玉 ( 问 题 1497). 

1540. 若 六 边 形 4BCDEF 是 圆 内 接 六 
边 形 , 且 对 角 线 4D、B、OF 交 于 一 点 , 证 


解 设 对 角 线 4D、BB、CF 的 交点 为 0， 
则 
“% 人 40BwAEOD, 


。 4B 40 
“ 天- 区、 
同 理 人 DOCoA 人 7O 了 也， 
EF EO 
B00 ~ 060° 
“ ACODwAAOF, 
oD_00 
FA AO 
AB EF CD 
所 以 FBO"BH 


证 明 题 


即 二 地 =1. 


1541， 设 三 
个 贺 O、0'0” 
(半径 分 别 为 7、 
rz") 的 两 两 
的 外 公 切 线 的 交 
点 为 、Y、 2， 
则 这 三 个 交点 
入 .了 Y、2 在 一 条 
直线 上 。 


解 显然 ， 


CZ _ 02_7 
OX vr’'’” 
OO 了 -和 
OF Pe 
上 面 三 式 的 两 边 分 别 相 乘 ,得 
OX .00 .07 
OX OF OF 
这 表明 有 了 Z 是 截 人 00'0O” 的 直线 。 所 以 
和 了 和 在 一 N 
条 直线 上 。 
1542， 过 A 
和 人 4BC 的 三 
边 中 点 也、 也、 5 E 
五 向 内 切 圆 引 
切线 ， 设 所 引 
的 切线 分 别 与 
EF FD DE L 
交 于 I 让, 则 I、 工 、M 在 一 条 直线 上 。 
解 ” 如 果 能 够 证 明 在 人 BFD 中 ， 


ea 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 


那么 人 羽 办 就 在 一 条 直线 上 了 。 设 DI 
与 04 的 交点 为 N, 则 NE/ DEF. 


a. 了 IF DF DF -一 中 
而 0E= 记 40=DF. 
设 BC=—a, 04=Db, 
AB=0, CD=a', 


CN=b', DN=0C', 


a 
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由 @, 得 了 = he 2 四 


设 CD 与 内 切 圆 的 切 点 为 G, 在 人 4BC、 
和信 NCD 由， 


CG 地 (a+5 一 c) 一 误 人 +tb'—c),， ©@ 
又 ShaolSswcp=C4.OB:CN.OD 
=ab:Qa'b'. 


而 这 两 个 相似 三 角形 的 内 切 贺 相 同 。 
“， SAhac:SANwcD 
一 (& 十 2 十 c) : (a'+b'+o), 
atb'te’ ad @ 
at+b+c ab * 
在 @.@ 中 , a 一 去 @, 求 出 


2 一 22D. (a—~D) 

Q 十 C 一 39“ 

Q 十 2 一 3 3c 
十 C 二 : 30° 
__ b+c—3a 
D+a-3c” 
_ c+a~3Db 
2 十 一 3c” 
EI EL DM 


一 二 天 .一 一 上 


if LD ME “ 


代入 @, 得 了 一 


同 理 可 得 ， 革 zz 
i 
ME 


2O， 圆 、 正 多 边 形 的 比例 线段 

1543. 网 的 弧 是 比 国 绕 这 弧 且 具有 共同 
两 端的 任意 线段 都 短 。 - 

解 设 A4KB 为 区 
的 纹 ，4B 为 其 弦 . 
ALB、A4MB、… 为 以 
4, 五 为 两 端 围绕 贺 
弧 4KB 的 任意 线 . 

引 弧 4KB 的 切线 CKD, 则 线 4CKDB 
线 A4CLDB 短 , 从 而 得 出 4LB 比 4KB 长 . 
同 理 ,围绕 弧 4KB 的 一 切线 都 比 4KB 长 
所 以 弧 4KB 最 短 . 

1544. 半径 相等 的 两 个 户 形 04B、 0O’A'B' 
的 面积 的 比 等 于 弧 长 的 比 或 圆心 角 的 度量 的 
比 。 

解 设 和 40B 为 n° 的 圆心 角 , 人 40’B' 
为 mr? 的 圆心 角 , 则 


_ IO0B2 . 
扇形 04B 的 面积 = 了 30， 
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扇形 0'4'B' 的 面积 二 Da 人 
而 0OB=O'B'。 
_- 启 形 04B 的 画 积 _n 0 
扇形 0 的 而 入 Wr" . 
1.0 
而 4 当 的 长 度 = 0 


4 人 B' 的 长 度 == 2 四 


由 此 可 得 ， 
扇形 04B 的 面积 _ 
扇形 04B 的 面 税 mw 
__4B8 的 长 度 


1545. 
个 相位 匠 的 比 


A'B 的 长 度 
等 于 它们 的 半 
径 的 比 。 两 个 


相似 扇形 面积 \ YV 
的 比 等 于 它们 的 半径 平方 的 比 。 

解 “在 扇形 04B.0'4'B' 中 , 设 4B、AB 
是 相似 统 , 则 ZO 与 ZO' 相等 。 设 LO 为 


n°", 又 圆 0 的 局 长 为 2m .O04, 则 


由 一 48 一 -7 可知， 


0A™ B60 可 
Rr:O4 
A 的 长 度 一 23:04， 0 
同 理 可 得 ， 法 
» NWO A’ 
人 的 长 席 一 50 
(因为 LZ0'= 0). 四 
由 中 、@@, 得 


、 4 的 长 度 :BB' 的 长 度 =04:0'4'. 
又 “ 遍 形 04B 的 面积 ~. 人， 


IO .42 


扇形 O'A'B' 的 面积 ~ 一 350 一 / 
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扁 形 04B 的 面积 _ 04? 
扇形 0'4'B' 的 面积 ONT 
， 1546。 两 个 加 的 周 长 的 比 等 于 它 : 们 的 半 
径 之 比 ; 两 个 圆 的 面积 的 
` 比 等 于 它们 的 半径 的 平方 
比 。 

解 在 两 圆 内 作 相似 的 
内 接 正 多 边 形 , 设 且 BR 
为 两 区 的 半径 , P、PP' 为 
两 正 多边 形 的 属 长 , 4、 和 4 
为 两 正 多 边 形 的 面积 ， 则 1 UN \ 
由 两 个 多 边 形 相似 可 得 ， 

P:P'=R:E', 
A:A4A'=R2: RY?, NN S 


显然 , 不论 多 边 形 的 边 数 如 何 , 这 两 个 关系 
都 成 立 。 而 当 边 数 无 限 增加 时 , 了 P 的 极限 是 
0 的 周 长 ,P' 的 极限 是 圆 0' 的 周 长 , 因为 
P:P' 等 于 定 比 R:R， 所 以 它们 的 极限 的 比 
也 等 于 这 个 定 比 RB'。 

因此 , 设 学 径 长 为 R、E' 的 两 圆 的 周 长 分 
别 为 CC, 则 

G:C RR 

同 理 , 设 4 的 极限 是 8, 4' 的 极限 是 8 

则 


A—~、B 


A 一 ~、B' 


8S:8'=R?: R?, 
1547， 圆 的 局 长 与 它 的 直径 的 比 是 定 值 . 
. 解 由 上 题 可知 ，C:27 一 CI27/。 


人 
C 


这 就 是 说 , 圆 0 的 周 长 C 与 它 的 直径 的 比 
是 定 值 。 如 把 这 个 定 比 用 ww 来 表示 , 则 得 到 
以 27 为 直径 的 贺 的 周 长 C=2x7. 

1548、 以 直角 等 A 
腰 人 4B0 的 余 边 CO DD E 
为 直径 画 半 
BD4BO, 又 以 4 为 
圆心 ， AB 为 半径 画 
弧 BFHC, 则 弓形 BFC F 
的 面积 等 于 两 个 弓形 BD4 与 C&4 的 面积 
的 和 。 


证 明 是 


解 设 BC 的 中 点 为 0, 连结 40, 则 
DB4O=90" 一 40B， 

由 此 可 得 , 弓形 BHO 的 面积 : 弓形 BD4 
的 面积 ==4B?: A402 一 2:1, 即 弓 形 BDA4 的 
面积 等 于 弓形 BEC 的 面积 的 一 半 。 

而 两 个 弓形 BD4 与 CB4 的 面积 相等 ,所 
以 弓形 BFC 的 面积 等 于 两 个 弓形 BD4、 
CB4 的 面积 的 和 。 

1549. 了 的 而 和 于 胃 甩 长 与 和 径 的 乘 
积 的 一 半 ， A 

解 ” 作 圆 0 的 一 个 任 人 大 
意外 切 正 多 边 形 ， 设 这 
个 正 多边 形 的 面积 为 
了 7, 它 的 周 长 为 P, 由 0 
向 一 边 引 垂 线 OD, 则 NA 
OD 为 圆 的 半径 妃 所 以 T= 二 PX 


即 7T: P=3R:1, 


当 正 多 边 形 的 边 数 依次 以 2 倍 、4 倍 ,8 倍 、 
16 倍 、… 2n 售 增加 时 , 则 工 的 极限 是 圆 的 面 
积 S, 卫 的 极限 是 圆 的 周 长 C. 


而 和 与 也 的 比 是 一 个 定 值 言 马 所 以 它 
的 极限 的 比 也 等 于 这 个 定 值 却 卫 ， 即 


.Olp. 
S: C= BR:l, 
如 1 
或 窒 S=F0XE. 


1550， 过 圆心 为 0 的 圆 的 弦 4B 的 一 端 ， 
| 04 为 直径 作 
圆 ， 则 弦 4B 分 割 两 
名 所 得 的 弓形 面积 的 


比 等 于 4:1、 NA 
解 显然 C4 的 中 
点 0' 是 所 作 图 的 加 

心 。 设 4B 与 园 0 


的 交点 为 C, 连结 00.OB, 则 
LO0BA= /0AB= /0'04. 
., LAO0B= /AO'C. 
由 此 可 得 ， 马 形 4MB 的 面积 :弓形 4NC 
的 面积 一 042:0'.42 一 042:( 瑟 04)】 =4:1. 


3551， 由 正 2n 边 形 的 各 项 点 向 不 与 多 边 


形 相 交 的 任意 一 条 
直线 作 垂 线 ， 则 这 
些 垂 线 长 的 和 等 于 
由 中 心 0 向 这 条 直 
线 作 垂 线 长 的 2% 


点 分 别 为 用 NW, 从 4、B、M 向 任意 直线 XY 了 
作 垂 线 44'，BB'，MM'，4'、B'、 和 ' 为 垂 
足 , 则 

AA'+BB'=2MM'. © 

同 理 , 从 轧 、D、N 向 XY 作 垂 线 BB'、 
DD' NN', BF'、D'、V' 为 垂 足 , 则 

EE'+DD'~2NN', 四 

因为 2 是 2N 的 .中 点 , 从 0 向 了 作 垂 

线 00， 则 
2MM'+2NN'=400'. 
又 从 五 C 向 了 了 作 垂 线 FF'、C0', F'C' 
为 垂 足 , 则 
也 下 十 CO 一 200'。 
固 十 国 , 得 
AA'+BB’'+CO’'+DD’'- BE'+FF' 
一 6 O0’, 
同 理 可 得 , 当 边 数 为 3 时 , 则 
44' 十 BB' 上 CC 十 … 一 20.00'。 

1552。 由 边 数 为 n% 的 正 多 边 形 4BCD… 
的 各 顶点 向 不 与 多 边 形 相 截 的 一 条 直线 了 
作 垂 线 44'、BB'、 
COC'、… 的 和 , 等 于 由 
多 边 形 的 中 心 0 疝 
及 了 作 垂 线 00' 的 % 
倍 。 

解 当 色 为 偶数 
时 ， 上 题 已 作 了 证 
明 . 

现 证 明 % 为 亲 数 时 的 情况 。 

、 了 LO pp 

设 CD 的 中 点 为 吾 , 设 DE ™g: 则 

AA'—0O0’ 

OO" 一 再 万/ 

。。 0 万 刀 ' 十 qg444 一 (十 0 :00', 
又 在 梯形 CDD'C" 中 ， 
OCE=—ED, EE'/ DDD’, 


@® 


E= 一 一 一 
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we。 BB’ (COC'+DD), 


., FP (CC'+DD) Ta44 
— (p+q) .00', 
同 理 可 得 ,把 % 个 这 样 的 式 子 相 加 ,得 
3P(44"+ BB'+CO'+. 


二 44' 十 BFB'TOC' 二) 
+g.: (44'4+BB’+CO'+-..) 
一 2 (2 十 2) .OO 。 
(p+q) 44 十 妃 B 二 CC 十 …) 
一 0 (p+9) .OO0， 
即 A4'’+BB'+OO'FE.…=%O00", 
1553， 圆 内 接 的 正三 角形 、 正 方形 、 正 六 
边 形 的 面积 分 别 等 于 这 c， -和 AA ‘Bp 
个 圆 的 外 切 正 三 角形 、 
正方 形 、 正 六 边 形 的 面 


i113 B 
积 的 24、 3、 ye 

解 设 4BC、4 BC X 
是 加 内 接 与 外 切 正三 角 
形 ，4、B、C 为 切 点 , 则 外 切 正三 角形 与 内 接 
正三 角形 的 边 长 的 比 等 于 2:1。 由 此 可 得 ， 
它们 的 面积 的 比 等 于 2?: 12, 即 等 于 4:1, 

所 以 ， 圆 内 接 正 三 角形 的 面积 是 吏 外 切 正 
三 角形 的 面积 的 四 分 之 J， jp 

又 ， 设 圆 内 接 正 方形 
为 4BCD, 圆 外 切 正方 
形 为 4'B'C'D', 切 点 分 
别 为 4、.B.C、D, 则 加  A BB 
外 切 正方 形 的 边 长 等 于 圆 内 接 正 方形 的 对 角 . 
线 .4C. 

由 此 可 得 ， 正 方形 4'B'0'D' 的 面积 :正方 
形 4BCD 的 面积 =AO?: 4 B=24B?: 4 及 2 一 
2:i, 

所 以 ， 圆 内 接 正 方形 的 面积 是 圆 外 切 正方 
形 的 面积 的 二 分 之 一 。 

再 设 加 内 接 正 六 边 形 
为 4BODEF, 圆 外 切 正 
六 边 形 为 4'B'C'D'E'F' 
切 点 为 4、B、C、D、 召 、 
也 , 取 圆 心 为 0, 连结 
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04、0B、0A'\O8W', 设 04' 与 4B. 的 交点 为 
以 , 则 人 OAB、 人 04'F 都 是 正三 角形 ,它们 
面积 的 比 等 于 高 的 平方 的 比 , 即 OM2?:042, 
又 正六 边 形 4B'C'D'E'F' 的 面积 与 
-4BCD8E8 的 面积 分 别 是 正三 角形 04'F' 的 
面积 与 04B 的 面积 的 六 倍 . 所 以 ,正六 边 形 
4'B'C'D'B'F' 的 面积 :正六 边 形 4BCDBF 
的 面积 =042:OM?. 
而 OM 一 3 
2 
~. 041:0M?~—04: S042—4:3. 


所 以 ， 贺 内 接 正六 边 形 的 面积 是 外 急 正六 
边 形 的 四 分 之 三 。 

1554. 把 正六 边 形 
AABODEF 的 各 边 延 长 ， 
并 把 所 得 的 交点 顺 次 连结 
起 来 得 到 一 个 新 的 正六 边 
形 ， 则 这 两 个 正六 边 形 面 
积 的 比 等 于 3:1. 

解 ” 设 正六 边 形 4BCDBEF，, 延长 各 边 得 
到 交点 4、B、C、D'"\ 如 、F',， 则 六 边 形 
A'B'C'D'B'F' 显然 是 一 个 正六 边 形 . 

而 和信 4AF、 作 B'BA、… 都 是 全 等 的 正三 
角形 。 由 此 可 得 B'4 二 4F=FF'. 

又 和信 4'B'F' 八 4'8F' 显然 是 相似 的 。 
BF AFP'=A'F':FE' 
B'F':FH'~A'F?2FE?, 

而 B'F':FF'—3:1. 

J ,AF2:FF?=3:1, 

又 这 两 个 正六 边 形 的 面积 的 比 等 于 4 万 4 
:5 2 所 以 它们 面积 的 比 是 3:1. 

1555。 贺 内 接 Kk A H 
正六 边 形 的 面积 是 
这 图 的 内 接 正三 角 
形 的 面积 与 外 切 正 
三 角形 的 面积 的 比 
例 中 项 。 。 

解 因为 人 GHEK 
的 面积 是 人 40E G 
的 面积 的 4 倍 , 正六 边 形 4BCDEER 的 面积 
是 和 人 40 如 的 面积 的 2 倍 , 所 以 ， 

入 GHEK 的 面积 
正六 边 形 4BCDEF 的 面积 


O04, 或 OM?~ 子 O042. 
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明 是 
正六 边 形 4BODB 的 面积 
和 和 人 AO0E 的 面积 
1556. 正六 边 形 了: . 
4pCDzz 的 区 角 生 LA， 
AC、BD 是 按 2:i 互 y 
人 a 
解 设 4C、BD 的 
交点 为 LL, 连结 4D， S44 四 


则 4D 是 这 正六 边 形 

的 外 接 圆 的 直径 。 又 贺 内 接 正六 边 形 的 边 长 . 

等 于 半径 , 即 4D=2BC. 
AB=0D … 

由 此 可 得 ， 
AM:MC= DM:MB= AD: BO 
~2BO: BC—2:1, 

即 对 角 线 是 按 2:1 互 分 . 

1557. 根据 圆 内 接 正 六 边 形 和 外 切 正方 
形 , 证 明 圆周 率 普 的 值 在 3 与 4 之 间 。 

解 ”很 明显 ， 圆 的 局 A 
长 大 于 圆 的 内 接 正 六 边 
形 的 局 长 ， 贺 外 切 正 方 
形 的 周 长 大 于 贺 内 接 正 
六 边 形 的 周 长 。 

而 虽 的 内 接 正 六 边 形 
的 周 长 等 于 圆 的 直径 的 se A 
三 倍 , 图 外 切 正方 形 的 局 长 等 于 直径 的 四 倍 。 
所 以 圆 的 周 长 与 直径 的 比 的 比值 w 是 大 于 3 
而 小 于 4。 即 圆周 率 m 在 3 与 4 之 间 。 

1558. 圆 内 接 正 八 边 形 的 面积 是 这 个 圆 
内 接 正方 形 的 面积 与 外 切 正方 形 的 面积 的 比 
例 中 项 . | 

解 设 贺 2 的 互相 
垂直 的 两 条 直径 为 
ABKB、0CG, 过 切 点 4、 © 
0C、E、G 分 别 引 切线 ， 
这 四 条 切线 所 围 成 的 
四 边 形 QBST 是 加 0O SS E TR 
的 外 切 正方 形 。 AC 是 内 接 正方 形 的 一 边 . 设 
08 与 红 4C 的 交点 为 BB, 与 弦 40 的 交点 为 
了 则 4 是 圆 内 接 正八 边 形 的 一 边 。 而 内 
接 正八 边 形 的 面积 是 和 八 40B 的 面积 的 八 
倍 。 因 此 ,内 接 正八 边 形 的 面积 


8 一 8x 王 AP:0B—44P.0B 


4D1 BC， 
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~—2AP.20B~ A0.QR, 


设 内 接 正方 形 的 面积 为 81, 人 的 . 


面积 为 52， 则 
Si1=AC0?, S.— QR?. 
。 必 2 一 Si1.S2， 

由 此 可 得 ,Si1:S 一 S:8>。 

1559. 加 内 所 正八 边 形 的 面积 ， 等 于 以 贺 
内 接 正方 形 的 一 
边 与 外 切 正方 形 
一 边 为 两 邻 边 的 
和 矩形 面积 。 

解 设 4BOD 
与 4'B'C'D 分 
别 是 加 O 的 内 接 
与 外 切 正 方形 ， 
04' 交 AD 于 点 和 , 交 红 A 访 于 怠 . 连 结 DE， 
则 DE 是 内 接 正 八 边 形 的 一 边 。 由 此 可 知 ， 
正八 边 形 的 面积 8 是 四 边 形 048D 的 面积 
的 四 倍 , 即 


S= —4(34D- 08)= -24D.:08. 四 


, 而 4D 是 内 接 正方 形 的 一边, 208 二 20D 
A'B'. 
所 以 , 由 ,得 
正八 边 形 的 面积 S=4D.4'B'. 

1560. 设 半径 为 部 的 圆 0 的 内 接 正 % 边 
形 , 它 的 一 边 长 为 a, 又 这 贺 的 内 接 正 2% 边 
形 的 一 边 长 为 @, 则 

a R. (2R— VA a), 


区 忆 C2。 (一 22) 
解 设 圆 内 接 正 %” 边 形 
一 边 为 4B， 圆 内 接 Ac 一 [B 


正 2% 边 形 的 一 边 为 4C， 
根据 假设 , 得 4B=a, 4C 
0 

连结 CO, 并 延长 CO 与 
圆 交 于 点 D, 又 设 45、 
CD 的 交点 为 吾 则 4B_1LCD. 

连结 40、4D, 在 直角 三 角形 4CD 中 ， 

‘» AELDC, 
.“. AC?~CD.CE. 
而 CB=00~-B0=C0~V O04:~AB: 


pn 下- 
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一 忆 A 0 
代入 上 式 , 得 
402-CD.(- Ys 


2 
VE 和 ) 
*. a?~R. (2R— V4R—a). 
AC2~CE.0D, 
_ AC? a’? 
CE=0 7 =" 
代入 @ 式 ,得 
2 一 
AE (2 各 ) 


_ 2 a’?) 
4 


a2—28.( BR— 


_ a2(4R2 a’) 
44B2 一 全 


ja 2(482 一 02) 
HK 
1561. 设 半 径 为 已 的 圆 O 的 内 接 正 多 边 
形 的 一 边 长 为 a, 边 数 相 同 的 外 切 正 多 边 形 
的 一 边 长 为 CQ 则 
i 2aR 了 
V4k2— a 
解 设 站 内 接 正 多 
形 4BC… 的 一 边 为 
4B, 边 数 相同 的 外 切 
正 多 边 形 PQR… 的 
一 边 为 PQ, 则 4B= 
0 PQ 二 a'. 连 结 04、 
OP、0B、0O08， 则 
人 048 与 AOP@, 因为 对 应 角 根 等 而 相似 。 
AB: PY=04:0P, 
即 a:g'~—R:OP. 
而 OP=V04:+PAz 


-Vt a 人 


2a'R 
AAA42 十 Q 


RY 4242 十 0 和 
2 
2aR 
VE 
又 由 A40BcAOPe, 得 


。 03a “一 


即 
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AB:PO=O0M:OB, 
部 a:q'~OM :R. 
而 0M=~0Z22-ANIi 
/P.M 


4 2 


人 :R 


o's 02Q' 一 
全 2aR 
~ 482~— 2 


Re :EEERe 人 


加 内 接 正八 边 形 的 一 边 为 Ny 
a’, 则 a'==RV2=~vV3. 


解 半径 为 刁 的 网 的 
G< 一 一 一 0 


内 接 正方 形 的 一 边 长 是 
MV 习 寺 忆 一 MV23R, 则 根 

据 问题 1560,， 只 要 把 式 中 的 a 用 M2 RE 代 
入 , 即 可 求 出 圆 内 接 正 八 边 形 的 一 边 长 1. 
所 以 , 正八 边 形 一 边 的 长 a' 用 玉 的 表达 式 


即 Q’ 


是 


Qa?=—R. (2R— VA —2Ki) 

—R.(2R—RV 2)=R.(2~MV2). 

d=RV2—~ 2. 
1563， 假设 半径 为 三 的 圆 的 内 接 正 十 二 
边 形 的 一 边 长 为 4, 则 a'=R.N2 一 V3. 

解 ” 因 为 加 内 接 正 六 边 形 的 一 边 长 等 于 图 
的 半径 ,在 问题 1560 的 结论 中 , 用 a= 及 代 
入 , 则 正 十 二 边 形 的 一 边 长 2 可 用 及 表示 出 
来 。 与 上 题 一 样 ,得 

a BR. (2R— VAR RY) 

一 玉 - (2 有 R 一 389 一 瑟 . (2--V3)， 
. a'm~RV2-V3. 

1564. 圆 的 内 接 正 十 二 边 形 的 面积 等 于 
半径 上 正方 形 面积 的 三 人 
信 ， N B 

解 设 4BC.… 工 是 圆心 C 
为 0 的 加 内 接 正 十 二 边 
形 , 连结 OB、2BD。 从 也 
向 0D 作 垂 线 BM，M 0 六 
是 垂 足 , 则 弧 B80D 是 圆周 长 的 六 分 之 一 。 


人 BOD= 夺 X360° 一 60°。 
由 此 可 知 ，AOBD 是 正三 角形 。 所 以 ,2 
\ ’ 
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是 OD 的 中 点 。 而 OM 等 于 从 8B 向 O04 作 垂 
线 BN。 
oe 28SAo4p 一 04.0 和 1 


= 0D. .LL0D=.+0D 
OD 0 so 


由 此 可 知 , 圆 内 接 正 十 二 边 形 的 面积 就 是 
人 04B 面积 的 13 倍 , 等 于 


6x 30D°= 30D?, 


1565， 以 正 % 边 形 外 接 圆 的 任意 同心 加 
土 的 点 ， 与 正 % 边 形 的 各 顶点 连结 的 线段 为 
一 边 的 正方 形 面积 的 和 ， 等 于 以 这 两 圆 半径 
分 别 为 一 边 的 正方 形 面积 的 和 的 % 倍 。 

解 ” 设 同心 区 上 的 任 党 一 点 G, G 与 正 儿 
边 形 4i4o43…4。 A 如 
的 各 顶点 的 连结 线 
段 为 2Dt，22， Ds, oe 
Pn。 又 同心 圆 的 加 1 
心 为 O， 正 勾 边 形 A 
的 外 接 贺 半径 为 R,， A 
同心 贺 的 半径 为 7， 
过 0 作 与 0G 垂直 的 直径 17, 由 41 向 17、 
419i， 

双亲 由 问题 902 可 知 ， 在 人 GA1O 中 ， A1G2 
一 04?+OG2 一 2.09.419i,， 这 里 ,用 gx 表示 
4xQx， 则 好 一 到 十 ?2 一 27.91。 

又 在 17 上 取 关 于 4i 的 异 侧 的 任意 顶点 
A4, 由 4x 向 17 作 疏 线 , 垂 足 为 9,, 在 
和 人 GA,O 中 

AnG?=O0A%+0G2-+ 20G. 4,Q;. 
。 P=R2+72- 27.g,. 
…。 给 十 恕 十 … 十 p2 
一 ?2B2 十 72) 一 37 (91 十 go 十 … 
十 9 十 gx+l 十 … 十 gn) 
十 327 (qt 十 … 十 dh 十 … 二 dx) 。 

而 O 是 正 % 边 形 的 重心 ,7vy 经 过 重心 、 

“， 弓 十 9 十 … 十 对 十 QzH1 十 … 二 Gdr 
一 Qt41 士 … 十 gp 十 … 十 Gk， - 
。 0 十 十 十 22 一 7 (Re 二 720 。 

1565， 设 作 一 个 圆 的 内 接 与 外 切 的 边 数 
相同 , 都 是 % 的 正 多 边 形 , 则 它们 的 面积 的 差 
总 小 于 内 接 正 多 边 形 的 一 个 边 长 的 平方 。 其 
中 %>5。 
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| ABOB' .ACAF', 它们 的 外 接 圆 的 圆心 分 别 


解 设 4B 是 贺 内 楼 正 
% 边 形 的 一 边 , O 是 圆心 . 
连结 04、0B, 作 人 40B 
的 平分 线 与 圆 交 于 已 ,OP 
为 圆 的 半径 , 交 4B 于 PP， 
过 已 作 切 线 与 04、OB 
的 延长 线 分 别 交 于 4"、B', 这 时 4'B' 是 外 切 
正 包 边 形 的 一 边 。 

设 内 接 、 外 切 正 % 边 形 的 面积 分 别 为 S、S'， 


”出 


Ss Ss’ 
SAo4B 一 元 Sao4'B' = 人 . 


“. SansB:Sa04'B'™=S:8'. 
而 Saoap:Sa04’p'=0A:04", 
即 Saop4a:Sao4B' 一 OP2:OP 2. 
。 4IS' 一 OP2:OP2 一 OP2:042. 
(SS’'—A8) :8S 一 (942 一 OP2) :042， 
《S' 一 S) :8 = 4P2:042， 
(S "一 S) :S 一 44P2:4042。 
(S 一 S) :S 一 .452:02。 
〈 其 中 G 表示 直径 ) 

而 2 之 5.。 因为 外 切 正 % 边 形 的 面积 S' 比 
直径 上 的 正方 形 面积 避 小 ,所 以 S'S 也 比 
4B? 小 . ， F 

1567. 在 任意 
人 和信 4B0C 的 各 边 上 
分 别 向 外 侧 及 内 便 
作 正 三 角形 ， 则 连 
结 外 侧 正 三 角形 、 
内 侧 正 三 角形 的 外 。 3 
接 贺 的 圆心 作出 的 E 
两 个 正三 角形 的 面积 的 差 等 于 人 4BC 的 面 
积 。 

解 设 外 侧 的 正三 角形 为 A4BD、 
和 人 5CB.AC47 它们 的 外 接 加 的 画 心 分 别 为 
Go 则 由 人 BBH==30° 一 人 4BG, 得 

LEBA~ /HBG. 
又 人 BCB、 信 4BD 是 正三 角形 ,所 以 
BB=3BH?, AB=3BG?. 

.. EB:AB~BH:BG. 

“. AEBAWAHBG. 

, EB?:BA BH?:HG, 
而 EB=3BH?. .. HBA?~3GH?. 
又 设 A 人 45C 的 内 侧 正 三 角形 为 人 4BD'、 


er ee 
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为 GH 了 ', 则 与 上 面 完 全 一 样 可 得 ,， 4B 
=3G'H’, 
. AE?— AE"?—3(GHI—G'H'). 
设 正 三 角形 GRJ、G'H'J' 的 面积 分 别 为 
P、P', 则 
> _MV3 


Ei GH?, P'= GH®,, 


, 4V/3(P-P)=3(GH~G'H'"?). 
又 设 人 4BC 的 面积 为 8, 则 由 问题 888， 
得 


EY 
4 


4V/ 3S=~AE— AE’?,. 
., P-P'~58. 

1568， 边 数 为 奇数 的 多 边 形 内 的 一 点 与 
各 项 点 连结 成 线段 ， 设 延长 这 些 线段 把 对 边 
分 成 两 段 ， 则 间隔 
取 一 段 的 积 等 于 另 
一 段 的 积 。 

解 设 A4BCDB 
为 边 数 是 奇数 的 多 
边 形 ， 在 多 边 形 内 
任 取 一 点 0, 连结 . 
AO、BO、CO、DO、EO, 并 延长 这 些 线段 ,使 
分 别 与 对 边 交 于 4、B、C、D、 互 。 又 连结 


A4C、4D, 则 
A'D Saanp 
XO Bc (问题 1452) 。 
同 理 ,连结 BE、BD、0B、C4、D4, 得 
B'E SagoB C'4 SA4oc 
BD Basop’ CE Sagoo 
DB _Sasop ECO _ Sacog 


后 得 
A'D.B'E'.O0'A.D'B.H'OC 
=AC.BD.O0'E.D'A.E'B. 

这 个 证 明 对 任意 奇数 边 的 多 边 形 都 成 立 。 

1569， 设 圆 0 ( 灶 
径 7) 的 内 接 正 五 边 形 
4BOCD 万 ,又 驱 .4 马 的 
中 点 为 P, 则 (1) 4P 
‘BP=72, (9) AP 
+BP=37?; (3) 4B? 
一 4.E2 一 和。 
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是 一 条 直线 。 又 设 PB、A0 的 交点 为 ， 则 
LAPEM= 志 LPOM= /EOM 


一 人 4OP=36”. 

由 此 可 得 , PO 在 点 0 处 与 人 BO 的 外 接 
贺 相 切 。 

BP.FP~OP2. 

又 FP=AP,.. AP.BP=7, 

(2) BP—AP=BF= BO=7. 

两 边 分 别 平方 ,得 

BP2~2BP.APTAP?=—72., 
o» BP2+AP?=72--2AP.BP 
一 92 十 272 一 372. 

(3) 因为 4 是 正 五 边 形 的 一边 , 4P 是 
正 十 边 形 的 一 边 , 半径 40 是 正六 边 形 的 一 
边 , 根据 问题 1574 可 知 , 这 三 条 线段 为 直角 
三 角形 的 三 边 ,。 而 48 比 4P、4O 都 大 。 从 
而 得 出 , 4B3 = 4P2 十 408。 所 以 , 4B? 一 
4P2 一 73。 

1570. 设 欧 心 为 O 的 圆 内 有 互相 垂直 的 
两 条 直径 4B、CD,，OC 的 中 点 为 召 , 以 召 为 


圆心 ， 以 将 4 为 半径 区 
所 作 的 圆 与 CD 的 交 /A 
点 为 了 则 OF 是 内 
et er Sa B 
nt ‘Kp 
边 形 的 一 边 长, 

解 设 半 径 为 7, 则 5 


1 \3 
23 一 2 472 pt 
EBA?— A0+0E r+(37). 
M67 
,BR4 57 
5 


而 EF=EA, OF=EF—O%F. 
所 以 ，0F=B4 一 Ok 


V5,_ ?+ V5- Dr 
DD 
由 此 可 得 0F 是 圆 O 内 接 正 十 边 形 的 一 边 
长 (问题 1571). 


472= AO*+ OF? 
1 V 百 _1 Ns (0_2V/B)n 

=—72 WA dh A 
"+( 3 7) 4 ， 


*e AF= 


yAV10 二 3/ 
3 


解 (1) 设 戏 为 PD 的 中 点 , 则 BO 


: 五 边 形 的 每 个 内 角 是 


明 题 


所 以 , AF 是 内 接 正 五 边 形 的 一 边 长 (问题 
1573) . 

1571. 求 半径 为 7 
cm 的 圆 内 接 正 十 边 形 
的 一 边 长 。 

解 设 0 为 正 十 边 形 
的 外 接 圆 的 圆心 ,4 
为 正 十 边 形 一 边 长 , 则 

圆心 角 .40B 
一 360° 二 10 二 36°， 
从 而 得 出 ,等 腰 三 角形 04B 的 其 他 两 角 
/0A4B= /0BA~72°. 

引 人 OBA4 的 平分 线 BK,: 在 人 BAK 中 ， 

LABR~—- 3 =36°, 人 LBAK=72*。 于 是 


LO0=LKBA. 
由 此 可 得 ， 过 0、 及 ,5 的 圆 在 点 玉 与 4B 
相 切 。 


“, 4K.40 一 4P2， @® 
而 AB=BK—OK. 
由 @, 得 。” AK.40=~OK. 


所 以 , 设 04 一 +r, 4B 一 OK 二 zx, 旭 
(7—D) -7=—%2, 
即 22 十 和 0 一 2 一 0。 


oS. CE 4 ( 间 
题 1514). 

1572. 设 A4BCDE 
是 贺 内 接 正 五 边 形 , PP 
为 4 台 的 中 点 ， 则 4P 
与 加 半径 的 和 等 于 PO, 

解 设 0 为 圆心 . 正 


一 72"。 又 OO0 是 


一 BCP 的 平分 线 ,… 
又 , 卫 是 4B 的 中 点 ， 


。 LPOB™3 LZ00B=18°, 


LOC0P=36°, 
而 LCPA4=_/0BA=108°, 
设 CO、P4 的 延长 线 相交 于 点 G, 则 人 PGG 
二 36° 一 人 OCP， 所 以 , PG 一 PO， 
又 CG 过 弧 4B 的 中 点 ， 


360° 
5 


LOC0B=36°. 
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.“, 40G=36"= .4G0O。 
所 以 40 二 4G。 由 此 可 得 ， 
PO=PG~PA+AG=~PAT+AO. 
1573， 半径 为 总 的 圆 内 接 正 五 边 形 的 一 
边 长 4 的 表达 式 为 
a=3V10-2V5. 


解 设 04=, 40 
为 内 接 正 十 边 形 的 一 边 
长 ,4 万 为 正 五 边 形 的 一 
边 长 ，4B.LOC， 因 为 4C 是 正 十 边 形 的 一 
边 , 由 问题 1571, 得 

40- SC DR , 


ZK 


SB 


设 0D=z) 则 DCR 一 z. 


而 A402-403=0D?- DC, 
oe 一 (= Rr2— (R—2)2, 
CE. 
又 472 一 042? 一 0D2， 
即 A (MDD.m 
_ (10-2V5 )E 


16 
A A 5 


,sap BV-ES 2 6. 


1574. 设 半径 为 的 贺 内 接 正 五 边 形 的 
一 边 为 a, 内 接 正 十 边 形 一 边 为 ov, 则 co? 一 a2 
一 BR? 

解 由 问题 1571、1573, 得 
'_ BR(V5-1) ,BVI0-2V5 

ts 


. 
\ e+. 


a 


本 Q2—a'’2 


_B(10-2V/5)_ Fi(6-2V5) 
4 4 
oe Lia =R?2 
4, 


1575。 设 半径 为 及 的 圆 内 接 正 五 边 形 的 
对 角 线 长 为 a, 则 
a RVIOt2V 5 
= 


比例 


解 ” 设 贺 内 接 正 五 边 
形 为 4BCDE, 对 角 线 
LC、BB 的 交点 为 也. 由 
问题 1515, 得 PC?=AC 
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HN, 


(40—PO). 
设 PO=z, 则 
w+ AC.w— AC2—0. *. .vw< AC, 
. w=PO~ (SDA0. 


/= 
又 FPO-ED= EV 2 


。 (VE-TD40C RVI0-2V/3 
四 ”3 0 


RV10—2V5 
2 
pe dG=AO0=—— 
V5—1 
3 


_ RVI10 PV 5.(V5+1) 
(V5—1 (V5+1) 


RV(10-2V 5) (V+D? 
4 人 
有 AVIOT+3A 3 
2 “ 
1576. 设 半径 为 瓦 的 圆 内 接 正 十 五 边 形 
的 一 边 为 a, 则 


0 有 3(VIOT2V E+ VE-VID. 
好 一 语 四, 则 BD 是 正 


即 a= 


十 五 边 形 的 一 边 , 即 BD 
EA Ja E 
LABD=3 /40D=18°, 


LBAD= LBOD=12*. 
设 BEB1L4D, 则 
BE~ #87. 
而 4B 是 正六 边 形 的 一 边 ,4B 二 忆 , 4D 是 
正 十 边 形 的 一 边 ， 
4D~ (5 一 DB (问题 1571)。 


又 4B?= 4D2+BDa+T24D.DZ。 ©@® 
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而 DE~VBD- BE 
er 
因此 ， 由 中 ,得 
me[S35D2] re 
rT], 


按 4 的 降 知 整 理 后 得 
WC TB 记 


_ (V5-DF_ 
下 0 


因为 wa>0， 所 以 这 个 方程 的 解 
a= 闻 (Vi0+3w5+WV3-V 王 )。 


1577. 在 半 辆 弧 
4 的 一 侧 ， 以 半径 
AO、BO 为 直径 分 别 
作 半 现 ， 则 这 三 个 半 “人 A > 
圆 之 间 的 面积 戏 等 于 两 个 小 半圆 面积 CG、D 
的 和 C+ 十 DD 

解 履 = 半 贺 4B 一 (C+D)， 


而 半圆 AB~ 主 Xm04, 
又 C+D= F042. 


* MoT O04 开 04 TO042 
MU=( 名 04 了 O4?j) 一 工 O42 


“，M=OTD。 
1578、 若 CO 为 
O 的 直径 4B 的 内 分 
点 ， 则 圆 0 与 以 4C、 
BC 分 别 为 直径 的 两 
圆 之 间 部 分 的 面积 S， 
等 于 以 4C、BC 的 比 
例 中 项 为 直径 的 圆 面积 的 两 倍 。 
解 设 己 .分别 为 以 4C、B0C 为 直径 的 
圆 的 面积 , 则 
5 一 加 0 的 面积 -P~-8 


mAB? wAO? wBO? 
2 4 4 4 
一 二 (4 瑟 一 40? 一 BO9) 


明 题 
=—T{(40+BO)?— A40?— BO?} 
wAC. BO 1 
VAo:B0Y 
(| 
1579. 设 线段 4B 被 C 点 二 等 分 ,DD 为 
AGC 上 任意 一 点 ， 


4D、DC、OB、BD / NA 


为 直径 分 别 作 半 贺信 ?了 
则 图 中 四 个 部 分 的 面积 P、8、ER、5S, 满足 关 
系 式 

了 TS=Q 二 了 。 


解 PTAS 一 吕 (4D2 十 DB? DO2 一 OF2) 


而 A4AD=0B- DO, DB=CB+DO., 
。 AD?+DB? 
= (0B- DO)?+ (0B+DO)? 
一 2DO2 十 20B?. 
所 以 ， P+8= 宇 (DO24+CB?) =Q+R, 


1580. 在 圆 O 的 直径 4B 上 取 一 点 0, 在 
一 个 的 下 侧 分 
F 


别 作 两 个 半圆 4DC、 
CEB， 则 由 两 个 半圆 
作成 的 曲线 4DCEB 
把 贺 O 所 分 成 两 部 分 A 
的 比 等 于 CB:4C。 

解 显然 4B、AC、 
CB 上 的 半圆 分 别 与 
它们 的 直径 的 平方 成 比例 。 而 曲线 所 围 的 
AFBECD 的 面积 是 以 4 为 直径 的 半圆 的 
面积 加 上 以 CB 为 直径 半圆 的 面积 ， 减 去 以 
40 为 直径 的 半 贺 。 

又 曲线 所 围 的 4GBECD 的 面积 是 以 4B 
为 直径 的 半圆 的 面积 加 上 以 4C 为 直径 的 半 
圆 的 面积 , 减 去 以 0B 为 直径 的 半圆 的 面积 。 

47BBOD 的 面积 :4GBECOD 的 面积 
一 (4B2 十 OB2 一 4C2) 
:(4B2? 二 402 一 CB2) 。 
而 4B2-TCODB2 一 403 
~AB+ (CBAO4) (0B—-04) 
=-=AB?+ AB. (CB~04) 
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=AB.(4B-+CB-~04) 
一 24P.OD。 
又 4 及 一 0OB2 十 4C2 
一 4B2 一 (OPBT+4O) (CB- AC) 
=AB~ AB. (CB- AO) 
=~AB.(4B—CB+AC) 
=—24B.4A0., 
48FBECD 的 面积 
”” AGBECOD 的 面积 
24B:.CB _ CB 
“aABA40 AO 
1581。 设 圆 的 直径 4B 被 点 > Pa Ps、 
ny Bnet 分 成 m 等 
分 , 在 4B 的 一 侧 以 
AP1、AP,*…、 AP,-1 
为 直径 作 半 圆 ， 在 另 
= 以 BP1、BPs、 
、BP,-1 为 直径 作 
半 间 ， 则 图 中 4M2P2 
Ne2BNsPsM3s4 的 各 曲线 的 局 长 等 于 给 定 的 
圆 的 周 长 , 其 面积 等 于 圆 面积 的 名 分 之 一 。 
解 ” 如 图 ,曲线 4M2Po2N?B 
一 半圆 421sP? 十 半圆 PpN2B 


3 (AP,+ PB) 


一 评 "4B 一 半 轩 4CB. 


同 理 可 得 , 曲线 BNsP3M34 == 半 加 BD4。 

因此 , 曲线 4 家 PoNsB 与 BNsP3M34 的 
和 等 于 以 4B 为 直径 的 加 的 局 :长 ,类 似 地 ， 
各 曲线 的 周 长 都 等 于 以 4B 为 直径 的 区 的 周 
长 。 . 

其 次 , 假设 曲线 4M2PoN2BNsPsM34 的 
面积 为 SS 则 

8 一 半圆 4P; 十 半圆 BP， 
一 半圆 4P2 一 半圆 BP,, . 
即 = 二 (4P8+ BE 4P3 一 BF8) 。 


又 以 4B 为 直径 的 圆 的 面积 4 等 于 卫 
4B2 所 以 
A:S=24B?: (4AP8+ BE- AP3~ BF ，O 


而 APi=PiPym PP. AB, 


上 方 作 半 贺 ,从 办 NW 
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APi1= Pi1P,= PoPs=.…=1., 
从 而 得 出 ,APo=2, 4P;, = 3, BP, = 4B— 
AP,:=m— 2, BPs=AB— APs=m—3, 
把 它们 代入 加 式 ,得 
A:S=2m2: 132+ (m—2)2—22— (m—3)7 
=2m2: (9 十 7112 一 4012 十 和 一 人 一 202 
十 6 一 9) 
=2m2:2m=m:1, 
即 S 是 等 于 欧 面 积 的 分 之 一 。 
也 完全 一 样 。 

1582.， 设 04 是 
玩 O 的 半径 , 在 04 
上 取 两 点 M、N,， 使 
AM=MN=NO, 以 
04 为 直径 在 O04 的 


对 其 他 曲线 


向 40 引 垂 线 与 半圆 交 于 P、@, 则 以 O 为 圆 
心 、OP、08 分 别 为 半径 的 圆 把 圆 O 的 面积 
分 成 三 等 分 ， 

解 因为 PO?= 30.A40, 902= NO.4O， 
是 AM=MN=NO, 

所 以 ” PO?~=2NO.3NO=6NO?, 
QO?=NO.3NO=3NO?, 

而 40=3NO, 于 是 402=9NO2, 

从 而 得 出 ; 以 A0、PO、&0 分 别 为 直径 的 
三 个 咖 的 曾 积 与 9NO2、6NO?、3NO? 成 比 
例 。 由 此 可 得 ,以 0 为 圆心 ,以 OP、Og 分 别 
为 直径 的 两 个 圆 把 圆 0 的 面积 分 成 三 等 分 。 

1583. 在 圆 0 中 , 作 关 
互相 垂直 的 两 条 直径 M 
4B、CD, 以 DD 为 贺 心 、 


.D4 为 半径 作 统 4EB,， C D 


则 月 形 4CBE 与 D4B 
等 积 。 全 
解 因为 弓形 4BE 
的 面积 = 弓形 4DM 的 面积 十 弓形 DBN 的 
面积 (问题 1548)， 所 以 
弓形 4BE 的 面积 十 人 AD4 的 面积 
一 半圆 的 面积 。 
而 “弓形 4BB 的 面积 十 月 形 4CBE 
的 面积 = 半圆 的 面积 。 
月 形 4CB 的 面积 
一 人 DP483 的 面积 。 
1584. 设 O4、0C 是 圆 O 的 互相 垂直 的 


所 以 ， 
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两 个 半径 ,在 4 上 取 两 点 B、D, 使 他 =~ 
CD. 由 B 及 DD 向 00 作 
垂 线 , 车 垂 足 分 别 为 yy 几 
也 , 则 图 形 BFFD 的 面积 
与 扇形 BOD 的 面积 相等 . 

解 … AB=-6D, 

LBOA~ / DOG. A 

从 B 向 04 所 作 的 垂 线 等 于 DF, 从 也 向 
BE 作 垂 线 DP, 则 OK 二 BP， 

若 延 长 OP 与 BD 相交 于 点 了 L, 则 

LBOP~3 X90°=45°. 

从 而 得 出 ,OM 是 人 BOD 的 平分 线 。 所以， 
OM | BD. 


又 从 于 向 0C 作 垂 线 LN, 则 两 个 直角 三 
角形 OMN、PDX 相似 . 
. OM:MN=PD:DY. 
+ OM.DM=—MN-.PD-MN.ED. 
而 由 是 BD 的 中 点 ,所 以 入 是 EF 的 中 


百世 可 9 


点 
…，0M.DM= 和 AO5D 的 面积 ， 
好 人 .五 一 梯形 DBER 的 面积 ， 

由 此 可 得 ， 

人 0BD 的 面积 = 梯形 DBE 的 面积 . 

两 边 都 加 上 马 形 MBD 的 面积 , 则 得 

图 形 BBFD 的 面积 
一 扇形 BOD 的 面积 。 

1585. 在 四 分 之 一 加 04 的 内 部 , 以 半 
径 04、OB 分 别 为 直径 画 ”5p 
半山 ,两 半圆 相交 于 点 刀 ， 
则 点 4 了 B\ 刀 在 一 条 直线 RN 
上 。 又 半圆 .0OD4, 0DB 
以 外 的 部 分 OBDB 及 AN 
OB8DA4 的 面积 都 等 于 O04 0 C A 
上 正方 形 面积 的 四 分 之 一 . 

解 从 DD 引 OB 的 平行 线 DC, 引 O4 的 
平行 线 DG, 则 

LODA=90°, LA0DB=90°, 

LODA+ /ODB=2x 90°=180°. 

所 以 , 4、D、B 在 一 条 直线 上 . 

又 图 形 OFD4 的 面积 是 图 形 OFDC 的 面 
积 与 图 形 D4C 即 四 分 之 一 圆 的 面积 的 和 .而 
图 形 D4C 的 面积 等 于 图 形 DFOG 的 面积 


ee 
. 
. 


(四 分 之 一 圆 的 面积 ) . 

于 是 , 图 形 08D4 的 面积 等 于 正方 形 
CCDG 的 面积 , 即 它 是 半径 04 上 的 正方 形 
面积 的 四 分 之 一 。 

同 理 可 得 ，OZ DB 的 面积 等 于 半径 0B 上 
的 正方 形 面积 的 四 分 之 一 . 

1586。 若 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 
AC、BD 互相 垂直 或 
者 一 条 对 角 线 过 并 SE 
心 ， 以 边 4B、BC、 
CD、D4 为 直径 ,分 别 
向 外 侧 作 半圆 4FB、 
BGOC .CHD.DEA, 则 
这 四 个 月 形 4FB、 
BGC.CED、DB4 的 
面积 的 和 与 四 边 形 4BCD 的 面积 相等 。 

解 引 直 径 DL, 则 DB]BL. 

又 DB14C，… 4C1 BL. 

.. AL= BC., 
因此 以 4L、LC 分 别 为 直径 , 在 和 八 4LC 的 外 
例 作 两 个 半 了 4MT、ZNO， 则 

月 形 42 民 的 面积 = 月 形 BGC 的 面积 ， 

月 形 LNC 的 面积 一 月 形 48B 的 面积 。 

而 DL 是 直径 。 所 以 ， 人 DOZ = 一 90"。 

月 形 LNC 的 面积 
十 月 形 CHD 的 面积 
一 人 AZCD 的 面积 。 
月 形 4FB 的 面积 
士 月 形 CHD 的 面积 
二 人 LCD 的 面积 . 
同 理 可 得 , 月 形 BGC 的 面积 十 月 形 DE4 的 
面积 = 人 D4L 的 面积 ， 
月 形 4F 的 面积 十 月 形 BGC 的 面积 
十 月 形 CHD 的 面积 
十 月 形 DBA 的 面积 
二 人 DCL 的 面积 十 人 AD4 的 面积 
一 四 边 形 D4LC 的 面积 ， 
而 2401 BL. 
从 47C 的 面积 = 人 4B5C 的 面积 ， 
四 边 形 DALC 的 面积 
一 四 边 形 4BCD 的 面积 。 

月 形 4FB 的 面积 十 月 形 BGC 的 面积 

十 月 形 C8D 的 面积 + 月 形 DEA 的 面积 
一 四 边 形 4BCD 的 面积 。 
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当 对 角 线 过 圆 的 中 心 时 ， 这 对 角 线 就 是 所 
要 引 的 直径 , 这样 就 可 以 直接 加 以 证 明了 。 


21， 杂 题 

1587. 设 以 人 X07 的 一 边 OX 上 的 一 
点 4 为 圆心 ,以 04 XY 
的 一 半 4B 为 半径 
作 略 , 与 ~O 的 平 
分 线 相 交 于 点 C， yr: 
延长 4C 与 OF 相 
交 于 点 DD, 则 O04 十 LY IN a 
0D=24D. ， 

解 由 0C 是 么 40D 的 平分 线 , 得 

40C DO _ 4C+DC AD 


但 是 由 假设 ,得 


40 _1 

O04 3 
AD _1 
” VA+UD 2° 


.. OA+0D~24D. 

1588. 设 人 4BG 内 一 点 0, 点 0 关于 
LA、 LB LC 
的 平分 线 的 对 称 
点 分 别 为 4、 
B' 0', 则 44`、 
BB' OO' 相交 于 
一 点 。 

解 设 BB'、 
CC 的 交点 为 P, 连结 4P、A44', 这 时， 
LA4OP= -500, LABP 二 LCBO, 所 以 
AP40 与 人 0BC、 八 0B0 与 人 P4B 的 面 
积 的 比 等 于 夹 等 角 两 边 的 积 的 比 。 

。 Sapac _ 4C.PC @ 
Sogo 00.05 ， 


要 和 


oopo OB:BO :  D 
Sapag AB.BP" 
x 人 @, 得 
Saspac _ 0A*PC.0B 
Sapap AB.BP.00° 
亲 理 可 得 ， 
Sacoa4a’ CA Seo OB'AB 
SA04B AB’ Sapao bP.BO" 
把 上 面 两 式 的 两 边 分 别 相 乘 ,得 


Sapad _ CA:0B @ 
Sargo bbC:BP 
同 理 可 得 ， 
心 ApBa ee BC.PO 四 
Sapaa’ AB.00°" 
@x®, 得 
Sao44’, _. CA:PO:OB ® 
Sopa AB.BP-CO™ 
由 图 与 @, 得 


Sap40 . Saca4’ 

必 AP4B 。 心 AB44 
这 个 式 子 表 明 点 4、.P、4' 在 一 条 直线 上 。 所 
以 , 44、BB'、C0O' 相交 在 一 点 也. 

1589. 以 人 A4BC 
的 各 边 为 底 边 向 外 
侧 作 相似 等 腰 三 角 
形 4 BC、BCO4、 
C4B， 则 44、 
DPCC' 相交 于 一 
A 

解 ” 因 为 三 个 等 
用 三 角形 是 相似 的 ,所 以 

Bo 0025 

在 A4CC 与 人 4BB' 中， 

LC0'A40=/LABAB’ 


LE 一 一 一 一 一 一 二 -一 一 一 一 :一 一 一 一 


ee 
7 


(. BO'=~0'4), 
“» Saa0’c—=SA4BD’, ® 
同 理 可 得 ， Sacsc 一 Sa4aa% @ 
Saoa4' 一 Sesca'。 ©® 
设 44' 与 BO、BB' 与 C4、00' 与 4B 的 交 
点 分 别 为 已 、@、 互 , 则 由 上 面 的 三 个 式 子 ,得 
BP .0 4 
EC WA EB 
— Sa4B4’ .Sapca’ .Sac4o 1 
必 Ao44， BaaBg’ Sac’go 
所 以 44'、BB'、0C0' 相交 于 一 点 ( 乔 巴 定 
理 )。 | 
1590. 设 和 俯 4BC(4B<AO0) 的 人 BLO 
的 平分 线 分 别 为 BD、CBB, 它们 的 交点 为 五 ， 
试 比 较 DH、 加 F 的 大 小 。 
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解 设 BC=a, G4=b, 4B=c， 根 据 问 | P、@.。 PM 与 09、 
题 1080, 得 9M 与 OP 的 交点 分 
AD=~_ 0. 别 为 ES， 车 OP= 
“arte” a+b" », O08 = 4g, PS =%, 
5 C<D， atc<afto, es pug 
ee AD>AE. QR Y, 证 明 
又 五 是 俯 4BC 的 内 心 ， 是 定 值 。 a 
Ce DUO AOMO 
LDFEs= /BFC=90 十 可 Cd 解 Dye 
所 以 , 当 么 4 侍 60° 时 ,DFE 妾 120°. Os 
由 此 可 见 , 车 作 贺 4zD, 则 当 人 4 小 于 、 Yh 
等 于 或 大 于 60° 时 ,点 了 在 贺 外 (图 起、 贺 上 、 ,- 入 BO Sou t Spuo 
或 在 圆 内 (图 2)、 & APMQ 
Sasmot+Sarya 1 
人 Apare 
2 -了 19 BSA+SO ,OBEO 
LAS “” wz Yy PS QE 
YXsx SO ，RO 
Le 0 
一 3( 定 值 ) 。 


(1) 


(2) 


设 4F 与 国 的 交点 为 9( 图 1), 则 由 4D> 
4 也, 得 人 FGD< 人 人 FGE. 


由 此 可 得 ,在 人 GD 与 GF 中 ,GF 为 | 差 是 定 值 。 


公共 边 ,GD=GE， 
*. 也 及 < 万 下 
当 点 卫 在 圆 上 时 ,显然 DF= BF 了. 
当 点 五 在 贺 内 时 (图 2) 时 ， 则 人 DGF> 
人 EGF, 又 FG 为 公共 边 , GD 一 GE， 


DF>EF. 
所 以 , 当 4 莹 60” 时 , DF 侍 BF. 
1591. 在 圆 0 中 ， 


引 互 相 垂 直 相 交 的 直 
径 A0B, COD, 以 B 
为 圆心 , B54 为 半径 | 
画 绝 与 DC 的 延长 线 
交 于 点 五, 试 比较 以 
O08 为 一 边 的 正方 形 
OEGF 的 面积 与 阅 0 的 面积 的 大 小 . 

解 因为 08?=BE?~-0B? = 30B2, 又 圆 
的 面积 是 x0B3, 而 >>3, 

。 OPB2>O72. 

即 回 0 的 面积 比 正 方形 ORGZ 的 面积 大 . 

1592， 设 线段 0O4 的 中 点 为 戏 , 过 4 的 
任意 直线 与 过 OO 的 任意 两 条 直线 分 别 相交 于 


re we VO eR 


注 假设 OP、09 是 具有 符号 的 线段 , 则 
“和 是 定 值 " 就 表示 分 与 名 的 和 或 者 它们 的 


1593. 在 八 4BC A 
中 ,BO>4B, 者 它 AN 
的 内 接 正 方形 的 一 吉 M . 
边 在 边 BC 上 ( 正 x 人 作 、 
方形 DEFG) 或 在 ”p/ 人 ~、 


边 4B 上 (正方 形 i 
对 互 开 7 ,比较 它们 的 面积 的 大 小 . 
解 设 BC.AN= 八 4B0 面 积 的 2 倍 =S， 
EF=~y, AN=h, BC=a, 
h~y __Yy Ss 
了 
同 理 , 设 HK=y， CO 一 疡 ， 4 也 一 c， 则 


(G+h—ce—h).S 
(a+h) (eth) 
(4a—0).(1—sinB).S 
(a+D-(Cti  * 
. Y—Yy>0 y>Y, 
即 正方 形 用 玉 KL 的 面积 之 正方形 DBFG 


y' 一 4 一 
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ee 


的 面积 。 

1594. 在 八 4BC 中 两 边 4B、40 的 长 度 
一 定 ， 第 三 边 BC 的 长 度 与 .4 的 大 小 是 否 
成 比例 ? 

解 在 (图 中 , 设 4B~= 40, 关 于 AC 在 
4B 的 异 侧 作 LCA0' = LCAB 目 使 40' 一 
40, 显然 ,这 时 , BC'< BCTCC' (=2BC) , 即 
2C4 玉 所 对 的 边 BO' 比 3BC 小 ,所 以 , BC 
的 长 度 与 人 4 的 大 小 是 不 成 比例 的 。 


其 次 (图 2 中 , 设 4B3> 4C, 与 上 面 一 样 作 
CO40'=- BF40O HH ACO'=AC, 又 在 4B 上 
取 点 0" 使 4O" 一 40， 

则 入 ACO' 多 入 A00"”. “。 00"=C0"， 
人 和信 400" 是 等 腰 三 角形 。 由 此 可 知 ,， 公 40"C 
是 锐角 。 所 以 人 BO"O 是 钝 角 。 

.。 BC>CO", 即 BO>CO 

由 此 可 得 , 设 是 BC 的 中 点 , 则 人 BMC 
是 钝 角 。 所 以 BC> BM, 即 2BC> BO 。 

这 就 是 说 ，2 公 BAO ( 即 LB40') 所 对 的 
边 BC 比 2BC 小 ,所 以 BC 的 长 度 与 4 的 
大 小 不 成 比例 . 

1595, 设 在 加 0 
上 依次 有 六 点 4、B、 
CD BB,H AB: 
BC:CD = DE: EF: 
FA, 若 点 4, 0, DD 在 
一 条 走 线 上 ， 则 点 B、 OE, 点 C、 O、 FB 也 都 
在 一 条 直线 上 。 

解 车 4B~DE, 则 

AO4BESEAODE. 
由 此 可 知 ,点 B、O、 加 是 在 一 条 直线 上 。 

又 由 给 定 的 比例 式 


可 知 BC 一 妃 P。 与 上 面 一 样 可 得 点 C、O、F 
在 一 条 直线 上 。 
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其 次 , 若 4B<DE, 则 BC < BF, 0D < 
4， 从 而 得 出 ，A 信 <DB, 所 < 闻 , OD 
< 

把 这 三 式 的 两 边 分 别 相 加 , 得 4BD< 
AFD， 由 此 可 得 ，4BD 比 半圆 小 ， 因 而 点 
4、O、D 不 可 能 在 一 条 直线 上 。 这 就 与 假设 
相 子 盾 . 

同 理 ， 当 4B> DE 时， 也 得 出 与 假定 相 
子 盾 的 结论 。 所 以 ， 本 问题 中 ， 仅 当 AB= 
DE 时 ， 点 B、 O、 E, 点 C、 O、 了 了 都 在 一 条 
直线 上 。 

1596. 在 正三 角形 
4BC 内 任意 取 一 点 O， 
设 点 0 关于 三 边 BC， 
C4,，4B 的 对 称 点 分 别 
为 4、B'"、C', 则 44'、 
BB'、CC' 相交 于 一 点 已。 

解 设 0 与 BO 与 0 分别 是 关于 4C、 
4B 的 对 称 点 ,在 八 4BB'、 八 4C0" 中 ， 

AB'= AO0= AO', AB= 4C， 
LBAB'+ /CAC'=~2X90° 
(** ZBA4C=60°). 

“， SA4pB 一 SaA4co。 


© 
人 eco44' 一 SAcasa © 
@ 
交 


同 理 可 得 ， 
人 As44' 一 SAsccr。 
设 44 与 BG、BB' 与 4O CO ' 与 4 的 
点 分 别 为 D、B 了 , 则 由 四、@、 国 , 得 
BD CE AF 


DO EA EB 


因此 , 由 乔 巴 定理 可 知 44、BB、CC' 相 
交 于 一 点 卫 。 

1597. 在 梯形 
ABCD (4D1/ BO) 
中 ,从 4 向 CD、 从 
杞 向 4 分 别 作 垂 
线 4E、DF， 则 当 B 
AB=AB 时 , DF~DC. 

解 设 两 对 角 线 的 交点 为 0, 从 O 向 CD、 
4 所作 的 牌 线 分 别 为 094、O 五 ,因为 4D/ 
DC, 所 以 Sa408 二 SApoc。 

从 而 得 出 ， OH.AB~=09.DC. 


pr ee me te 
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AB OG 
凤 TOE © 
又 081 4E, OH 1 DF, 所 以 ， 
0G _00 _ BO _OH 
AE- Of Bb- DF 
.0G _ 4 


由 .@, 得 8- 


又 根据 假设 ,得 4B 一 4B， 
“. DO=DF, 

1598. 设 在 一 条 直线 上 有 五 点 4、B、C、 
D、0O, 且 04.0D=0B.0C, 若 以 0 为 圆心 ， 
以 O4、 OD 的 比例 中 项 为 半径 作 圆 , 为 这 
加 上 任意 一 点 , 则 4PB= COPD。 

P/ 


解 由 04.0D=OPs 可 知 ,OP 在 点 卫 与 
圆 4PD 相 切 . 

同 理 可 得 ，OP 在 点 三 与 贺 BPC 相 切 . 

由 此 可 知 ,两 圆 4PD、BPC 在 点 王 相 内 
切 ,OP 是 它们 的 公 切 线 . 

所 以 ，A4PB= /PBO-~ /P40 

= LCPO— LDPO= ZOPD. 

1599. 在 和 八 4BC 
的 边 4B 上 了 到 点 也、 
万, 边 BO 上 了 到 点 D， 
若 PDJ 40, DE/ 
CP, 则 过 两 点 4、 轧 
的 任意 圆 与 在 点 三 积 
A 相 切 任意 圆 的 公共 弦 FG 过 定点 。 

解 因为 DB/CP, PD/f 4C, 所 以 


“. BP?~BE.BA. @ 
连结 BG, 设 BG 的 延长 线 与 圆 GPF 的 交 
点 为 也 ', 则 由 BP 是 切线 ,得 
BG. BF'~BP, 
又 延长 BG 与 圆 4EG 交 于 点 PF", 则 
BG.BF'"'~BE.BA-BP( 由 ®), 
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BG.BF'~ BG.BF". 
因此 ,了 Ff" 与 了 相 和 童 合 。 即 FG 过 定点 
B. 

16@O。. 设 在 定 线段 B4 的 延长 线 上 取 一 
定点 书 , 车 有 人 从 点 书 出 发 沼 过 王 的 任意 直 
线 ( 与 4P 不 同 ) 向 C' 

前 行进 ， 证 明 到 线 ”ES 

段 4B 所 张 的 角 最 8 p 
大 时 的 点 的 距离 一 

定 . 

解 设 某 人 沿 
PC 方向 行进 ,过 定点 4 及 B, 直线 PO 上 的 
点 C 作 与 PC 相 切 的 圆 , 则 点 C 对 线段 4B 
所 张 的 角 最 大 。 其 理由 是 , 在 直线 PC 上 除 
点 CO 外 任 取 一 点 C', 连结 40'、BO', 设 BG 

LA0B-/AEB, /AEBB> /AC'B, 

., LAC0B> /AO'B. 

完全 一 样 地 可 证 C 在 C 与 卫 之 间 的 情况 

在 PC? 一 PA4.PB 中 , PA4.PB 是 定 值 ， 所 以 
PC 也 是 定 值 。 而 PC 是 从 己 不 论 以 什么 方 
向 引出 的 线段 , 它 的 平方 总 是 等 于 P4.PPB. 
因此 ,人 从 点 卫 出 发 ,不 论 以 什么 方向 行进 
到 4 所 张 的 角 最 大 的 点 的 距离 ， 总 是 一 定 
的 . D 

1601. 从 点 4 向  A B 
弓形 4DB 的 半径 
0B 引 垂 线 4C, 在 弧 
4 号 上 取 弧 4 也, 使 它 
的 长 等 于 线段 4C 的 
长 , 则 弓形 4DB 与 扇形 OBD 和 各 

解 ” 因 为 弓形 4DB 的 面积 

二 扇形 04B 的 面积 一 人 人 04 的 面积 


一 二 ADB 0B- 二 40:0B 
=30B- (ADB- 40) 


-~ 亏 0B.DB8 一 扇形 0BD 的 面积 . 


1602. 设 直 线 了 上 有 三 点 4、B、O, 图 
0 与 直线 久 了 不 相交 .过 B 引 直线 与 加 0 的 
交点 为 D、B, 作 贺 CDE 与 了 X 卫 的 交点 为 
了 ,过 两 点 4、 了 的 任意 圆 与 加 0 的 交点 为 
G\ 玉 , 有 GQ 与 X 了 的 交点 为 及 ,从 KK 向 贺 0 
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引 切 线 , 设 切 点 为 工 若 4L、BL 与 圆 0 的 交 
点 分 别 为 M、N, 则 M、N、C 在 一 条 直线 上 。 


解 因为 4、 闪 、 互 .G 共 圆 , 且 五 忆 是 圆 0 

的 切线 , 所 以 ， 
EKEA:KF™=RG.KH=~KI2. 
由 此 可 得 ,KL 与 人 4LF 的 外 接 圆 在 点 工 
相 切 。 
“. LALKE=/F. 
又 BCO.BF= BD.BE=BN .BL. 
所 以 , L、 N、C\、 也 在 同一 圆 上. 
由 此 可 知 ,如 连结 N、NC, 则 
LBNO= /FF=/ALK= /MNL. 
所 以 双 W 与 WC 是 一 条 直线 。 

1603. 在 人 4BC 
中 , 底 边 BC 一定 , 4B 
十 40=?l, 若 从 B、C 
分 别 向 与 人 4 相 邻 的 
外 角 的 平分 线 作 垂 线 
BP CQ, 则 BP.C® 


为 内，C4 的 延长 线 与 BP 的 延长 线 交 于 点 
P' 则 BP=PP'. 义 AP'mAB. 


:， PU/JPO 县 PM=3P'C. 
_1 _1 
*， PM 一半 (4B+40) 一 十 1 


同 理 可 得 , MQ 一 序 2. 


由 此 可 知 , 以 到 为 圆心 ，M9 为 半径 的 贺 
是 定 圆 . 

在 这 里 , 延长 8C 与 圆 到 交 于 点 D, 延长 
BC 与 圆 耻 交 于 点 及 .了 1, 则 由 人 PQD 一 90*， 
所 以 书 、 双 、 嘱 在 一 条 直线 上 。 

“。 CD=PB. 
CB.0CF( 定 值 )。 
1604。 设 由 一 点 出 发 的 三 条 直线 OL、 


OM、ON, OT 在 LMON 的 内 部 , 且 人 MON 
一 90". 在 OL 上 任意 
取 一 点 卫 , 过 己 引 另 
一 条 定 直线 又 了 的 平 
行 线 4B,4B 与 OM、 
ON 分 别 交 于 点 4、 
B, 由 和 4 向 OM 引 垂 
线 与 OL 的 交点 为 
0, 则 PO: PB 是 定 值 . . 
解 因为 B4 与 定 直 线 了 了 平行 ,所 以 
4.PB 是 定 值 . © 
又 LC40 一 90*, LCO4 的 大 小 一 定 , 由 
此 可 知 COCC4 的 大 小 也 是 一 定 的 。 而 
A4PC 的 大 小 也 是 一 定 , 所 以 人 AP4C 的 形 
状 一 定 。 


.。 PCO:P4 是 定 值 。 @ 
PA PO 
由 @、@ 可 知 ,到 8 和 五 了 都 是 定 值 ,从 而 
得 出 这 两 式 的 积 五 5 也 是 定 值 
1605. 若 过 两 
定点 4、.B 的 圆 与 定 
O 相交 于 点 P、 < 
9, 则 4P.49:BP， ， 2 
BQ 是 定 值 。 NN 
解 设 B4、 QP 
的 交点 为 0, 则 4、 


了 B、@、 书 共 圆 。 所 以 
ABCPwAQO0A, AcC4PoACGB. 
LO _40O AP_ PC 
PB FE 05 B80°* 
把 两 式 的 两 边 分 别 相 乘 , 得 
LP.49 _40 
PB QB BO: 
而 4、B 是 定点 , 0 是 定 圆 , 根据 问题 1253 
可 知 , CO 是 定点 。 因 此 4C: BC 是 定 比 。 
由 此 可 得 , 5 .49 
1606. 设 4B 是 
位 剧 一 定 的 线段 , CD 
是 定 加 0 内 平行 于 
4B 的 动 弦 , 若 4C、 
BD 与 圆 0 的 交点 分 
别 为 芒 , 则 如 了 过 
A 加 上 的 定点 。 
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解 设 4B、EF 的 交点 为 一 , 由 一 向 加 OO | 个 顶点 为 顶点 的 三 角形 的 三 边 作 垂 线 ， 则 以 


引 切线 PG, 则 L488F= 人 D= 人 人 PBD. 
因此 , 4、B、F、 互 共 圆 ,由 此 可 得 ， 
PA.PB=PB.PF= POG?. 

若 过 定点 4、B 作 贺 4BG 与 圆 0 相 切 , 则 
点 卫 是 圆 4BG 和 圆 O 的 内 公 切 线 与 4B 的 
交点 ,所 以 它 是 定点 。 

1607， 若 有 四 个 圆 都 与 第 五 个 圆 内 切 ,第 
一 与 第 二 两 个 圆 的 外 公 切 线 的 长 用 12 表示 ， 
其 他 两 个 圆 的 外 公 切 线 也 用 同样 方法 来 记 ， 
R12.34+23.14=13.24, 

解 设 四 个 圆 与 第 
五 个 圆 的 切 点 分 别 为 
4、B.C 沁 连结 4D、 
BO CD DA、AC、 
BTD。 又 设 四 个 圆 的 
半径 分 别 为 IT、72、 
73、 74, 第 五 个 圆 的 半 
径 为 ER, 报 据 问 题 1411, 得 

AB?:1B= RE?: (R71). (RBR—72). 


AB2= 


1292. R2 
(BR—r) (B72) 
AB—_ ts 
VER Rr 
同 理 可 得 ， 


Ei 


354.R 
MV (BR—73) (BR—74)” 
下 了 4 如 
VB-7D) (有 一 7 
是 233- 
VER) 7 
因为 4、B、C、 DD 共 圆 ,由 托 惑 密 定理 ,得 ~- 
AB.0CD+ BO. AD~ AG.BD, 
3.348? 
” VO Rr) CT) CR 
名 33 .1422 
V (RB—71) (再 一 72) (RB—73) (B—?4) 
本 13.24R2 
VET7D) Br Rr C7) 
13.34+33.14 一 13. 弛 . 
1603， 设 四 边 形 4BOD 的 四 边 为 a.5、c、 
a, 对 角 线 为 mn、 210 从 任 一 项 点 向 以 另外 三 


即 


.等 , 则 垂 心 互 到 底 边 的 


这 三 个 垂 足 为 顶点 的 
三 角形 的 三 边 长 与 
三 个 矩形 的 面积 ac、 
ba、mm 成 比例 。 

解 从 4 向 CD、 
DB.CDB 引 短线 , 设 所 
引 的 垂 线 分 别 为 4 刀 、 
AF、AG, 则 人 ABD= AFD=90°*。 所 以 
四 边 形 4BDF 是 圆 内 接 四 边 形 , 4D 为 这 个 
图 的 直径 。 引 另 一 条 直径 EH, 又 引信 BDC 
外 接 贺 的 直径 BZ, 连结 TC， 则 

ZEHF=/0DB, 
LC0CDB= /CITB. 
EHF=/0I1B. 
LEBFH= /ICB=900°, 
, A 人 BFHwABCI., 
". EH:EF=BI:BO., 
". EH.BC=EF.BI, 
ac=BEF.BI. 
ta=FG. BI, 
mm'=~EG.BI. 
由 只、 名 \、@, 得 


而 
又 


es 


同 理 可 得 ， 


@©e6 


TT 二 一 一- 一 二 -一 一 


1609. 若 人 4BO 的 
高 CB 与 底 边 4B 相 


距离 互 马 和 垂 心 到 底 边 
中 点 的 距离 及 马 的 和 等 
于 底 边 4B 的 一 半 。 

解 设 A4BC 的 外 
接 贺 的 半径 为 7, 圆心 为 0, 底 边 4B 二 24, 高 
CEB=24。 延长 DO 与 过 点 C 且 平行 于 48B 
的 直线 相交 于 点 了 , 则 

OF =2a— V7 —a. 
oo。 万 2 一 FFO2 一 OOC2 一 OZ2 
一 40wV Ti—ai—3a, 
五 五 王 2c 一 0 万 一 2c 一 207D 
~2a—2vV73—a, 
DH?2=HE?- DE? ' 
一 4(72 一 a2) —4daV 7i—ai+a 
一 (2 7—02—a)?, 


又 
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“， DH=2V 7 ~a., 
从 而 得 出 ， D+HEB=a 
(** DE?>0, “. 2V7’—@—a>0). 
1610. 设 入 4BC 的 底 边 BC 的 中 点 为 
五 ， .4 的 平分 线 4J , 高 为 4 疡 则 
AB~AO \? 
HJ.HL-( 人 人 ) 3 


解 设 人 4BC 的 
外 接 圆 与 47 的 延长 
线 交 于 点 D, 引 直径 
DE, 又 从 也 向 4B、 
40 作 垂 线 DB 、DG， 
则 


D 
BF=0G~= 二 (4B~A0) (问题 536) . 
很 明显 , 若 能 证 明 且 J.' 五 L=CG? 就 可 以 


连结 FH、G、DO、0E、 4. 又 从 4 向 
DB 引 垂 线 4M, 则 LBAD= EHJ = 
90*。 所 以 ,四 边 形 召 4JH 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
*, DE.DH-D4.DJ. 
LECD=90°, CH LED, 

“.. DE.DH=DC?, 

“DA.DJ=—DO?. © 

又 人 4GD 一 90°, 设 4D 与 FG 交 于 点 K， 
则 4DLGE。 


而 


。 DA.DK—DG?. @ 
+ PDO?2— DG?=0G2, . 
“, DA.DJ -DA.DK~O0G?, 
*. DA.(DJ—DK)=0G2, 
从 而 得 出 ，A4D.JK=CG?. @ 


又 AADMWwAHIEK, 
*. AD:;AM=HJ:JK, 
AD.:JK=HJ.AM=HJ.HL, 


由 @, 得 ”HJ.HL=C6?, 
、 yr_/ AB~AC \? 
HJ-HL (< 和 ) , 


1611。 在 上 题 中 ,把 顶 角 4 的 平分 线 用 与 
它 相 邻 的 外 角 的 平分 线 4N 代替 , 则 


HN.HL- (42+40). 


B4 与 BC 的 延长 线 交 于 点 N, 则 了 4 是 与 
人 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 ， 


即 


AF—AG= 寺 (4B+A0) (问题 536) 。 
本 问题 中 如 能 证 明 肪 入. 瑟 ZL=AG? 就 可 以 


过 五 引 AD 的 平行 线 旦 K' 与 BN 交 于 点 
KK', 且 与 4M 交 于 点 卫 , 又 4D、FG 的 交点 
为 K, 则 

LNE'H= /AMD=90°. 

又 4、 瑞 、D、N 共 圆 ， 
LUDA~LZANH. 
AHEK'NWwAAMD. 
HN:HK'=AD: AM, 

即 HN.AM=AD.HK'. 

而 4W= 坟 LL、 又 有 K'HKA 是 矩形， 

.. HK'’= AK. 
HN:HL=AD. AK. 
AG9D=90°, GK 1 4AD, 
*. AD.AK=AG?, 
, HN.HL~= AG? 


=-(< 和 (各 题 536). 


1612. 若 圆 C 在 两 条 定 直线 上 分 别 割 下 
给 定 的 长 ， 从 加 
心 C 向 这 两 条 定 
直线 的 夹 角 的 两 
条 平分 线 引 两 条 
垂 线 ， 则 以 这 两 
垂 线 为 邻 边 的 矩 
形 的 面积 是 一 定 
的 。 

解 设 圆 C 在 
两 条 定 直线 PX、 
PY 上 制 下 的 给 定 长 分 别 为 DD'、 召 ,从 加 
心 C 向 PX、PY 的 夹 角 的 两 条 平分 线 所 作 
的 委 线 分 别 为 CG.CH, 从 C 向 DD'、 召 "分 
别 作 垂 线 C4、CB, 则 

AC?+AD?=0D?, BO?+ BE?~—0E?, 
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而 CE=0D. 
AO?+ AD?= BO BE?., 
AD?~— BE?= BO2 一 40C2， 


而 4 了 、ZB 如 分别 是 卫 D、 五 吾 的 一 半 , 且 
它们 都 是 定 长 的 线段 。 


所 以 ， ”BC2 一 402? 是 定 值 中 
又 LO4P = ~ 人 CBP=90，, 所 以 四 边 形 
BCAP 是 加 内 接 四 边 形 . 


作 四 边 形 BC4P 的 外 接 圆 , 则 这 个 贺 过 点 
G.\ 且 ,上 且 人 GPRH =90*。 由 此 可 知 ,GH 是 这 
个 区 的 直径 . 

又 人 人 BPG == AAPG, 所 以 GH 是 BA 的 
径直 平分 线 . 

设 GH、BZ4 的 交点 为 0, 则 40= BO. 

在 4B、G 互 上 作 垂 线 CHF、C7， 则 

BC?~ BF?2+ FC?, AC?= AF?+ FCC, 
»“. BO?— AOC= BF?— AF? 

= (BFP+AF) (BF— AF) 
~AB.20F. 

由 得 出 , BC? 一 40C? 是 定 值 . 所 以 4B.20F 

是 定 值 . 

而 CIPEH 是 矩形 。 
“. OF=C7, 

由 此 可 得 , 和 4B.07 是 定 值 . 

又 由 人 4PB 是 定 角 , 可 知 4B 与 直径 G 且 的 

比 是 定 信 ， 因 此 4B.C7T:G 五 'C7 也 是 定 值 . 

而 4B.CI 是 定 值 。 所 以 G 瓦 .CT 是 定 值 。 

又 AGC 豆 ACT 互 ,所 以 

GH.07T~GO.0H., 

出 此 可 得 ，GC.GH 是 定 值 . 

1613. 设 把 线段 4B 按 名 :n (m>%n>0) 
的 内 分 、 外 分 的 点 分 别 为 C、D, 以 CD 为 直径 
的 圆 的 圆心 为 下。 证 明 下 述 的 (1 人 (3)， 再 
回答 (4)， 

(1) 满足 AP:BP=mi:n 的 点 了 在 加 芭 


(2) 满足 4P:BP> m:nw 的 点 忆 在 加 到 
的 内 部 . 

(3) 满足 4P:BP<m:nw 的 点 P 忆 在 圆 K 
的 外 部 . 

(4) (GD)、(2)、(3) 的 逆 命 题 成 立 吗 ? 如 果 成 
六 ,说明 成立 的 理由 . 

解 (1) 办 为 C、D 分 别 是 把 4B 按 比 
4P:BP 内 分 、 外 分 的 点 ,所 以 PC 是 和 4PB 


证 明 是 


的 平分 线 ,PD 是 与 <4PB 相 邻 的 外 角 的 平 
分 线 。 从 而 得 出 ，LCPD 等 于 直角 , 所 以 点 
卫 是 在 以 CD 为 直径 的 贺信 上 。 

- 


.入 < 


(2) 设 把 4B 按 4P:BP 内 分 、 外 分 的 点 
分 别 为 C'、D', 了 是 以 0'D' 为 直径 的 加 上 
的 点 。 

由 假设 4P: BP>m:n 可知, 把 4B 按 比 
入 ;内 分 的 点 C 在 4 与 C 之 间 , 外 分 点 DD 
在 BD' 的 延长 线 上 , C'D' 在 CD 上 ,加 及 则 
在 以 C'D' 为 直径 的 贺 的 外 侧 。 所 以 CD' 为 
直径 的 圆 上 的 点 己 在 圆 到 的 内 部 

(3) 设 4P:BP<m:n, 这 时 ,把 4B 按 比 
mi% 内 分 、 外 分 的 点 0、 了 DD 在 C、D' 的 内 侧 ， 
因此 以 CD 为 直径 的 加 上 的 点 了 在 以 CD 
为 直径 的 器 互 的 外 部 

(4) 因为 Q)、(2)、(3) 的 假设 包括 ~- 切 可 
能 的 情况 , 而 其 结论 是 互 不 相 容 的 。 所 以 这 
定 娃 的 逆 命 题 可 根据 转换 法 得 到 证 明 。 所 
以 ,这 个 定理 的 道 定理 总 成 立 。 

1614. 图 4BCDEF 表示 一 条 折线 ( 点 B、 
C、D、 恕 是 折线 的 
直角 顶 ), 线段 的 
长 分 别 为 BF=a， 
DE =6, CD= 6, 
BC=A, AB=e. 
又 ， 作 另 一 条 直 
角 折 线 FXY2ZU， 
使 直角 顶 芝 在 直线 i 第 二 a 
直线 CD 上 ,最 后 的 直角 顶 2 在 走 线 BC 上 ， 
回答 下 列 问题 : 

(1) ABFX. 和 NADXY.ACYZ、. 人 BZU 都 
是 相似 的 , 为 什么 ? 


(2) 着 也 六 则 BEX=ag, DX—ag+ 


5b. 设 40 的 长 为 多 把 4 用 abcsa、e、\zZ 来 
解 ” (1) 在 和食 FX、 人 DXY 中 ， 
了 EX 一 了 DY 一 90"， 
LEBXF~90°— /DXY=~ /DYZX, 
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.. AEFXwADXY. 
同 理 可 得 , ADXZZcACZZcAB2ZD。 


(2) 由 假设 所 务 一 z， 可 得 ， 
YD 5Z50 DB 


Dr OF” BZ 
而 BF=a, DE~b, CD=0, 


BC 下 AB=¢, 


由 此 可 得 ， EX=a%, 


DX=EX+DE=ar+b, 
DY =~7%DX 一 ao2 十 FEz， 
CY 一 DZ 十 CD 一 aa2 十 LOX 十 C， 
CZ 一 207 —am+ br +cr, 
BZ=am+br crta, 
BT=ZBIG 一 az 十 2o3 十 czZ2 十 Guw， 


LU -azt 十 bs 十 co2 二 az 十 e。 
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1。 基 本 轨迹 
1615. 什么 是 适合 某 一 条 件 的 点 的 轨 


解 ”轨迹 定义 的 方式 虽然 各 种 各 样 ， 但 

通常 如 下 所 述 : 

定义 ” 若 某 一 图 形 上 的 点 ， 都 适合 于 给 定 
的 条 件 ， 而 适合 于 给 定 条 件 的 点 都 在 这 个 图 
形 上 ， 则 把 这 个 图 形 叫 做 适合 于 给 定 条 件 的 
点 的 轨迹 。 例 如 ,到 定点 0 的 距离 保持 定 
长 的 点 移动 时 形成 的 一 个 圆 ， 在 这 个 圆 上 
的 点 到 O 的 距离 都 等 于 定 长 !。 反之 , 到 定 
点 O 的 距离 等 于 定 长 7 的 点 ， 都 在 这 个 贺 
上 、 所 以, 圆 0 称 为 到 定点 O 的 距离 等 于 定 
长 1 的 点 的 轨迹 。 

注 在 证 明 时 ， 两 个 命题 都 可 以 用 它们 的 
逆 否 命题 来 代替 ，。 

1616. 求 到 定点 O 的 距离 等 于 定 长 的 
点 的 轨迹 。 

解 车 以 0 为 圆心 ，! 为 半径 画 圆 4B0， 
则 贺 4BC 就 是 所 求 的 轨 
迹 


在 加 4BC 上 取 任意 
点 P, 连结 OP. 因为 OP 
是 加 4BC 的 半径 , 所 以 。 尼 
OP 等 于 1， 又 在 这 国外 的 上 者 不 过 全 


条 件 ， 
因为 在 这 园 外 (或 贺 内 ) 取 任意 点 8@， 连结 


O08, 车 OQ( 或 延长 08) 与 圆 交 于 加， 因为 B 
与 :8 不 重合 ,所 以 O8 守 0R。 可 是 08==4, 所 
以 CO:#2. 


因此 , 咖 45C 是 到 0 的 距离 等 于 ?的 点 
的 轨迹 。 
1617 . 
的 轨迹 。 
解 ” 设 到 定 直线 4B 的 距离 等 于 4 的 任意 
点 为 @， 从 8 向 45 作 垂 线 @M. 
与 点 @ 的 司 侧 取 一 点 P, 从 号 作 4 的 生 
线 4P=a, 则 4PZ2MG8. 


求 到 定 直线 的 距离 等 于 定 长 的 点 


迹 


“，PO1 AM. 
因此 ,点 @ 在 过 邓 而 平行 于 4B 的 直线 上 . 
其 次 , 若 从 直线 PQ 


上 的 任意 点 至 , 向 一 了 一 一 
4B 作 垂 线 ES, 因 | | 
为 四 边 形 PASR M3 
是 矩形 ,所 以 RS 一 


PA4=4。 因 此， 过 

忆 且 平行 于 4B 的 直线 , 就 是 与 已 位 于 4B 
同一 俩 的 且 与 4B 距离 为 4 的 点 的 轨迹 。 对 
于 48 的 另 一 侧 的 情况 可 类 似 地 进行 讨 
论 


由 此 可 得 ， 从 4B 上 的 一 点 4 作 4 了 的 和 
线 ， 在 这 垂 线 上 截取 4P 一 4P' 一 4， 得 到 两 
点 卫 、P', 过 P、P' 分 别 平行 于 4B 的 两 条 
直线 , 就 是 所 求 的 轨 这 。 

1618. 求 到 两 定点 距离 相等 的 点 的 轨 
迹 . 

解 设 4、B 为 两 定点 , 为 与 4、B 距 
离 相等 的 任意 点 .连结 4B 的 中 点 O 和 P, 则 

人 人 POA4AQAPOB 
(三 边 相等 ). 
LPOA= /POB 
-dd 
所 以 ,点 卫 在 过 点 0 而 SN 到 
垂直 于 4B8 的 直线 QQ 
(XY) 上 . 
反之 , 设 日 为 Y 上 的 任意 点 , 则 
Ag4CseAQ@BO (两 边 夹 角 相 等 )， 
.. QA=QB., 

由 此 可 得 ,所 求 的 轨迹 是 4B 的 垂直 平分 
线 XY 了 . 

1619. 
轨迹 。 

解 ” 设 0 为 两 直线 4B、CD 的 交点 , 一 为 
到 4B、CD 的 距离 相等 的 任意 点 ， 即 从 点 书 
向 4B、CD 作 垂 线 ， 设 垂 足 分 别 为 9、 马 则 
PQ=PRE. 


求 到 两 相交 直线 距离 相等 的 点 的 
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连结 PO. 两 个 直角 三 角形 POQ、POR， 
因为 斜 边 和 一 条 直角 边 对 应 相等 ， 所 以 它们 
全 等 . x 
Ag | 


因此 , 点 P 在 两 ”oIK i 
相交 直线 4B、CD Y 
所 成 角 的 平分 线 了 或 及 了 ' 上 . 

其 次 , 在 两 相交 直线 4B、 CD 所 成 角 的 平 
分 线 了 、 且 ' 的 任 一 条 上 , 例如 在 XY 上 
任 取 一 点 P', 从 P' 向 4B、CD 分 别 作 各 线 
PQ'、 PR', 则 在 两 个 直角 三 角形 PO@^、 
POR’' 中 ，AQ'OP'== /BR'OP',，OP' 是 公共 
边 ， 所 以 ， 


RD 


AP'O9'2AP'OR'。 
。。 P'QO'~=P'R'. 
因此 ,在 角 平分 线 了 了 或 X'Y' 上 所 有 的 点 ， 
到 4B、CD 的 距离 相等. 

由 此 可 得 ,到 4B、CD 的 距离 相等 的 点 的 
轨迹 ， 是 4B、0D 两 交角 的 平分 线 XY、 
ZX’'Y'. 

1620. 求 对 定 线段 张 定 角 4 的 点 的 轨 
迹 . 

解 设 在 4B 的 一 侧 ， PP 为 对 4B 张 定 
角 a 的 任意 点 ， 即 假定 Q 
人 4PBa， 则 邓 在 以 N 
4B 为 弦 ， 所 含 的 圆周 
角 等 于 wx 的 弓形 弧 上. Sa 

A B 
LAQB= /APB=a, 
所 以 在 4B 的 一 例 ， 
所 求 的 轨迹 ， 是 以 4B 
为 弦 , 所 含 的 加 而 角 等 于 wx 的 弓形 弧 。 

同 理 ,在 4B 的 另 一 侧 也 可 以 得 到 同样 的 
结论 。 从 而 得 出 , 所 求 的 轨迹 是 关于 4B 对 

乙 . 线段 (或 弦 ) 的 中 点 或 其 定 
比分 点 的 轨迹 
1621. 一 直线 平行 于 三 角形 的 底 边 ， 且 
被 其 他 两 边 所 截 ， 求 所 截 得 线段 的 中 点 


又 设 @ 是 弧 A4PB 上 
的 任意 点 , 则 

称 的 以 4B 为 弦 ， 所 含 的 圆 局 角 等 于 % 的 两 
个 弓形 弧 。 
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的 轨迹 。 

解 ” 设 平行 于 人 4BC 底 边 BC 的 直线 , 被 
两 边 4B、A4C 截 得 的 线段 为 BF， 又 了 的 
中 点 为 P. 连结 4P, 并 延长 4P 与 BO 交 
于 点 9 ，, 则 

BI 40 两 49° 
.2P_2P 
六 Bo 56 . | 

而 卫 是 BF 的 中 点 ,所 以 加 P 一 FP， 从 而 

得 出 ，B9 一 CQ9, 即 8 为 BC 的 中 点 。 


因此 ， 点 P 在 A 
和信 4BC 的 中 线 49 
A 
反之 ,48 上 的 点 也 F 
适合 条 件 。 -A\ 


因此 ， 点 卫 的 轨 8B & 
迹 ,是 连结 A4BC 的 顶点 4 和 底 边 BC 的 


中 点 @ 的 线段 . 
1622。 连结 定点 与 定 直线 上 的 任意 点 的 
线段, 求 这 线段 的 中 点 的 轨迹 ， 
解 设 P 为 定 
点 ,ZY 为 定 直 
线 , 4 为 XY 上 
的 任意 点 ， 连 结 
PA "PA 
ee a a 


从 书 向 人 7 作 垂 线 PB, 设 0 为 PB 的 中 
点 , 则 O 是 一 个 定点 。 又 因为 @、.O 分 别 是 
P4、PB 的 中 点 。 所 以 , 90/ 48. 

因此 , 点 入 在 过 0 而 平行 于 人 的 直线 
设 为 MN 上. . 

反之 , 若 在 于 上 任 取 一 点 9 ， 连 结 P@ 
并 延长 P9@ 与 了 了 相交 于 点 4。 因 为 O 是 


3 的 中 点 , 且 09' 1 B4， 所 以 人 8 是 PP4 的 
~ 


中 点 ， 

由 此 可 得 ， 所 求 的 
轨迹 , 是 过 点 0 而 平 . 
行 于 XY 的 直线 . 

1623. 设 4、B 
是 两 定点 , BY 是 过 已 
的 任意 射线 . 从 4 向 
37 作 垂 线 4XZ， 求 重 线 4 的 中 点 的 轨 
迹 ， 


2. 线段 (或 弦 ) 的 中 点 或 其 定 比分 点 的 轨迹 


解 设 C 为 4 和 的 中 点 , 也 为 4B 的 中 
点 , 则 
和 LACD= /AXB-—90°. 

所 以 , C 在 以 4D 为 直径 的 加 上. 

反之 , 很 明显 , 以 4D 为 直径 的 贺 上 的 点 适 
合 条 件 . 

由 此 可 得 ,所 求 的 轨迹 是 以 4D 为 直径 的 
回 . 

1624.。 设 0 为 定点 , 4B 为 定 直线 , 连结 
0 与 4B 上 的 任意 点 的 线段 ， 求 把 这 线段 分 
为 a:5 的 点 的 轨迹 . 

解 连结 0 与 4B 上任 一 点 0 得 线段 
0C, 技 比 :5 内 分 和 外 
分 00, 设 分 点 分 别 为 
P,.9. 又 从 0 向 4B 作 
重 线 OD, 按 比 4:5 内 分 
和 外 分 OD, 得 分 点 MK、 
N, 则 a5、N 是 定点 。 连 
结 PM、QN, 则 

OP_a_ OM 0094 

PC ob WD’ Ce 5 
所 以 PM、QN 平行 于 4B， 由 此 可 知 , P 
@ 分 别 在 过 两 定点 M、X 而 平行 于 4B 的 直 
线 ZY、X'Y' 上 。 

反之 , 很 明显 , XY 了 、X'Y' 上 的 所 有 点 者 
适 人 条件 

因此 ,XY 了 、'Y' 就 是 所 求 的 轨迹 。 

1625. 一 线段 的 两 端 分 别 在 两 平行 线 
上 , 求 这 线段 的 中 点 的 轨迹、 

解 ” 设 7 为 一 任意 线段 , 它 的 两 端 瑟 、 卫 


分 别 在 两 平行 线 4B、 ,EG Bs 
CD 上 , 卫 为 BP 的 
中 点 。、 从 PP 作 4B、 L E——M 
0D 的 垂 线 GPH, 显 
然 ， C 在 D 
人 PPR6SA 人 Pr 万 。 
"。 PG=PH. 


由 此 可 知 , 卫 在 到 4B、CD 的 距离 相等 上 
平行 于 .4B 的 直线 上 。 

反之 , 容易 证 明 LM 上 的 任意 点 都 适合 条 
件 . 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 直线 让。 

1626. 4 为 定 吏 上 的 定点 ， 忆 为 这 贺 
上 的 任 一 点 ， 在 弦 4B 上 取 点 ,使 4f= 
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2PB， 求 点 王 的 轨迹 . 
解 过 定点 4 作 任意 弦 4B， 和 AB 上 取 
一 点 卫 , 使 
AP=—2PB. 

过 4 作 直 径 40, 在 
40O 上 取 一 点 了 使 
4 也 一 2DPO， 

连结 BC、PD, 则 
4P:PP=4D:DPDO=3:1。 
所 以 ，PD 平行 于 BO， 
.” LABC=90°, ., /APD=90°, 
由 此 可 知 , 点 卫 在 以 4D 为 直径 的 圆 
二 


反之 , 容易 证 明 以 4D 为 直径 的 贺 上 的 点 
都 适合 条 件 . 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 4D 为 直径 的 圆 。 

1627。 求 从 定点 4 到 圆 的 线段 的 中 点 
的 轨迹 . 

解 设 0 为 定 贺 的 圆心 C 为 40 的 中 
点 , 为 圆 上 的 
任意 点 ,为 48 
的 中 点 , 则 


工 » 
P~~ 
CP=~300 


《 定 值 ) 。 
由 此 可 知 , 点 卫 在 以 C 为 圆心 ， 豆 


半径 的 圆 上 . 

反之 , 设 为 圆 C 上 的 任意 点 ， 延 长 
4P', 与 过 0 且 平 行 于 CP' 的 直线 交 于 9， 
因为 C 是 40 的 中 点 ,所 以 


4P'-PQ' 且 CP'= 寺 0g'. 


而 CP' 等 于 贺 0 的 半径 的 一 半 , 所 以 O8' 等 
于 圆 0 的 半径 。 因此, 8' 在 贺 O 上 . 又 由 
4P' 一 Pi 可 知 点 书 为 48' 的 中 点 。 由 此 
可 得 , 点 卫 的 轨迹 是 贺 C. 

注 定点 万 也 可 以 在 车 0 内. 

1628、 设 4B、CD 为 两 条 不 平行 的 线 
段 ， 线段 P8 的 两 端 分 别 在 4B、CD 上 ， 求 
PQ 的 中 点 让 的 轨迹 。 

解 设 万 、 五.G 分 别 为 LC、 LDPEC、 
BD 的 中 点 , 则 
BF/ OD) HG, 


O9 为 
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BH/ 4PB 1 FG. 

设 PO 与 吾 了 、PD 与 7G 分 别 相交 于 到、 
工 , 则 及 、M、 工 在 
平行 于 CD 的 直线 
上 ,而 且 KL 在 BF 
与 及 G 之 间 。 因 此 
NL 在 两 条 确定 的 
平行 线段 BF 和 
HG 之 间 . 同 理 ， Q 
连结 4、8 B， 容 易 知 道 ， 点 用 罕有 了 和 
”FG 之 间 。 直 此 可 知 , 点 M《 在 确定 的 平行 四 

边 形 BFGH 的 边 上 或 内 部 . 

反之 , 若 在 加 8GH 内 任 取 一 点 四， 过 
20 引 K'L 平行 于 EF 日 与 BH、BG 的 交 
点 分 别 为 及、 延长 CK' 与 4B 交 于 点 书 ,。 
因为 4Bf BH, 所 以 
BEK':K'H=AP':P'B. 
ER’':K‘H=FL':L'G, 

AP':P'B=FI/: LG., 
又 PG/ AB, 
所 以 , P'、 IL、 DD 在 一 直线 上 . 
而 PE'=K'C, PL 一 L'D, 若 延 长 Pa 
与 CD 交 于 9， 则 
P'M'=:M'QO'. 
所 以 ,点 双 ' 适合 条 件 . 
因此 ,所 求 的 轨迹 是 口 HFGH 内 的 平面 部 


而 


分 . 
1629。， 定 团 0 内 有 定 长 的 弦 4B, 在 
4B 上 取 一 点 C, 使 4C 一 子 4B, 求 点 0 的 


解 设 贺 0O 的 半 
径 为 r，4B= 4 00 
与 咒 的 交点 为 DD， 
DB 为 直径 , 则 

AC.CB= DO.0B， 
即 


ZX3 一 他 一 OC) (r+00), 
312 一 ?2 一 OC2。 
CO03 一 02 一 302。 
, OO=V73—38., 
由 此 可 知 , 点 C 在 以 0 为 圆心 ， 半 径 的 长 
为 95 一 353 的 加 上 . 
反之 ,在 以 0 为 圆心 ,半径 的 长 为 V7 一 3. 


一 
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的 圆 上 取 任 意 点 卫 , 以 卫 为 圆心 , /为 半径 
的 弧 与 定 贺 0 相交 于 9, 9P 与 定 圆 O 相交 
于 已 , 则 
QP.PR 一 一 OP) 人 二 OP) 
一 72 一 OP 一 72 一 (972 一 372) 
一 372 
". 71:PR=32, ., 
。 6BR= 人 和. 


工 
P= YE. 


PR=3, 


由 此 可 知 ， 


即 点 书 适合 条 件 . 

因此 ,所 求 的 轨迹 ,是 以 0 为 圆心 ,半径 的 
长 为 M72 一 38 的 圆 . 

163O.。 过 定点 4， 向 定 圆 O 作 割 线 ， 被 
圆 所 截 得 的 弦 , 求 这 弦 的 中 点 的 轨迹 。 

解 设 书 为 适合 条 件 的 点 , 即 从 点 4 所 引 
割 线 40, 被 圆 所 截 得 的 弦 BC 的 中 点 为 也. 
因为 ZAPO=90°*， 所 
以 己 在 以 40 为 直径 
的 网 弧 HOK (图 i) 或 
圆 4PO (图 2) 上 . 

反之 ， 车 @ 是 弧 
HOK 或 圆 4PO 上 的 
任意 点 ， 连 结 4@ 的 直线 与 贺 0O 的 交点 为 
D、 加 。 因为 C49O=90", 所 以 @ 是 弦 DB 
的 中 点 ， 即 点 名 适合 条 
件 


因此 , 所 求 的 轨迹 , 当 
4 在 圆 O 外 时 ， 是 媳 
HOK (图 1); 当 4 在 
圆 0 内 时 , 则 是 加 A4PO 
(图 2) . 

注 当 4 在 圆 上 时 , 可 以 仿照 图 2 求 出 轨 


迹 。 
1631. 连结 定点 三 和 定 吏 CO 上 的 任意 
点 以, 在 PM 的 延长 线 上 取 点 W, 使 
PM:MN=1:2, 
求 点 丸 的 轨迹 ， 
解 ” 设 已 知 圆 0， 若 在 PO 的 延长 线 上 取 


又 PO:00'~PM:MN, 
所 以 OM J ON 

'N_PO_3 

Ul PO 1 


2. 线段 (或 弦 ) 的 中 点 或 其 定 比 分 点 的 轨迹 


因此 ,点 六 在 以 0 为 圆心 , 以 30 政 为 半径 
的 加 上 。 Ah 
反之 ， 在 以 0O’ 为 贺 心 ， 
以 30M 为 半径 的 加 上 任 
取 一 点 和 N', 又 在 PNM 上 取 
点 下， 和 使 PM':M'N'= 
i:2， 则 
PO:OO'~—PM': M'N'. 
», OM'IO'N'. 
PO 1 


OM' -地 O'N’'=0OM. 


所 以 ,点 愉 ' 在 加 0 上。 由 此 可 知 , 点 国 ' 适 
合 条 件 。 . 

因此 , 所 求 的 轨迹 ,是 以 O' 为 圆心 ,学 径 的 

长 等 于 圆 0 的 半径 的 三 倍 的 圆 。 
”1632、 求 定 圆 中 所 有 平行 弦 的 中 点 的 轨 
解 设 4B 为 加 0 的 一 条 弦 , 则 平行 于 
4AB 的 所 有 了 弦 的 中 点 , 显然 部 在 垂直 于 4B 的 
直径 ZF 上. 

反之 ,在 Bf 上任 取 一 点 G, 过 G 作 弦 0D 
平行 于 4B, 则 ODLEF,， 上 
因此 G 是 弦 CD 的 中 点 。 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 贺 
O 的 直径 BF 了. 

1633， 设 以 定点 0 为 : 
加 心 的 许多 同心 园 ， 从 这 
些 圆 外 的 定点 4， 向 所 有 圆 作 切线 ， 求 切 点 
和 点 4 的 连 线 中 点 的 轨迹 。 

解 ”从 点 4 向 任意 圆 0 作 切 线 , 设 切 点 为 
7 了 ,AT 的 中 点 为 到 

车 AO 的 中 点 为 
B8, 则 

BM OT. 

又 L470=90°, . 
所 以 LAMB=90°、 

所 以 , 点 好 在 以 4B 为 直径 的 圆 上 。 

反之 ,在 以 4B 为 直径 的 锅 上 取 任 意 点 
从 0 向 4M' 的 延长 线 作 重 线 07" 车 
以 0 为 圆心 ， 以 07" 为 半径 作 圆 ， 则 这 圆 在 
点 T' 与 47T' 相 切 。 又 4B 一 BO, 所 以 用 ' 是 
47' 的 中 点 ， 即 这 加 上 的 点 都 适合 条 件 。 
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因此 ,所 求 的 轨迹 是 以 4B 为 直径 的 医 . 

1634. 从 直角 40B 的 一 边 O 上 的 定 
点 B, 作 直线 和 另 一 边 04 交 于 召 , 从 线段 
BE 上 的 点 卫 作 PF.LA4O0， 连 结 PO， 求 满 
足 PO:PFOE:FE 的 点 呈 的 轨迹 。 


解 ”由 假设 ,得 . 
PO: PF~OE:FE. © 
二 为 了 F/BO, 所以， 
OE:FE~BO:PF,. ©® 


出 @、@, 知 PO=BO. 
因此 , 适合 条 件 的 点 , 在 以 O 为 圆心 , 0B 为 
半径 的 圆 的 部 分 贺 强 上 ， 即 与 点 在 04 的 
同 侧 的 那个 贺 弧 。 A 

反之 ， 者 在 这 贺 弧 上 任 取 E 
一 点 ， 则 容易 证 明 这 点 满足 : 

因此 , 点 卫 的 轨迹 ， 是 以 : 
0 为 圆心 ， 以 0B 为 半径 
的 贺 上 的 部 分 贺 弧 ， 即 与 
点 BB 在 04 的 同 侧 的 那个 贺 弧 . 

1635. 四 0 中 有 定 弦 4B 与 动 纺 40， 
连结 BC, 求 弦 BC 中 点 的 轨迹 。 

解 ” 设 弦 B0C 的 中 点 为 用. 连结 DM .OP。 
因为 用 是 BO 的 中 点 ,所 以 0 以 LBC. 由 此 
可 知 , 点 型 在 以 08 为 直径 的 圆 上 ， 

反之 , 设 1 为 这 个 圆 上 的 任意 点 ， 延 长 
BM 与 加 0 的 交点 为 0， 则 LOMB=90°. 
所 以 , 下 是 BC 的 中 点 。 由 


此 可 知 ,点 ML 适合 条 件 . C . 
因此 ， 所 求 的 轨迹 ， 是 以 

0B 为 直径 的 图。 
1636. 已 知 加 上 两 定点 3 


A、B, 从 4、B 作 两 条 平行 弦 4P、BQ, 求 
PQ 的 中 点 下 的 轨迹 。 

解 在 已 知 圆 0 中， 因为 4P// BQ, 所 以 
PQ= AB. 

设 4B 的 中 点 为 0， 
则 0M=O0C。 

因此 , 允 在 以 0 为 加 
心 、00 为 半径 的 圆 上 。 

反之 ， 在 这 个 圆 上 取 
任意 点 MM', 过 M' 作 垂直 于 OM 的 弦 P'Q', 
因为 OM'=00, OO |.AB, 
所 以 ” 人 妨 =P'@,，4P'f BQ', 
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又 OM'LP'QY', 所 以 加 ' 是 P'&Y 的 中 点 . 
由 此 可 知 , 点 政 ' 适合 条 件 . 

径 的 圆 。 

1637. 过 人 A4BC 的 顶点 4 作 任 意 直 
线 ， 顶 点 B、C 在 这 直线 上 的 正 射影 分 别 为 
B'"、C', 求 了 0 的 中 点 三 的 轨迹 。 

解 设 BC 的 中 点 为 以， 连结 PMA. 因为 
DBPBI1 MP1CO', 所 以 LUPA 二 90°. 由 此 
可 知 ,点 书 在 以 定 线段 4 以 为 直径 的 圆 上 . 

反之 ， 若 在 这 个 圆 上 取 任 意 点 已 ， 从 
吾 、OC 向 4P' 作 释 A 忆 


线 BBC0" 因 为 B' 一 了 了 
BP'=~ P'O”, 
所 以 点 P' 适 合 条 件 ， 
因此 ， 所 求 的 轨 M CS 


迹 ， 是 以 4 为 直径 的 圆 。 

1638. 两 定 贺 O、O' 相交 于 4、B, 过 其 
中 一 个 交点 4 作 和 割 线 与 两 芳 分 别 交 于 卫 、@， 
求 PQ 的 中 点 好 的 轨迹 。 

解 ” 过 两 圆 0.0' 的 另 一 交点 BB 作 垂 直 于 
4B 的 割 线 分 别 交 两 -人 
加 0、0' 于 0C、D, 于 
是 PCfQD. 

设 久 为 CD 的 中 
点 , 则 六 是 定点 。 

因为 Nf POC, 所 以 人 人 AMN= 人 人 A4PC= 
人 4BD 一 90°* 。 由 此 可 知 , 满足 条 件 的 点 , 都 
在 以 4N 为 直径 的 圆 上 。 

反之 ， 容 易 证 明 ， 这 个 圆 上 的 点 都 适合 条 
件 。 

因此 , 点 歼 的 轨迹 , 是 以 4N 为 直径 的 
圆 。 

1639. 两 定 贺 相 交 , 过 其 中 一 个 交点 碌 
的 任意 直线 ， 与 这 两 贺 分 别 交 于 己 、 9 问 把 
线段 P8 按 定 比 内 分 的 点 如 的 轨迹 是 什 
人 么 。 

解 在 右 图 中 , 设 

PM: MQ = m:n. 
过 召 作 垂直 于 4 的 
弦 CBD, 若 | 


ON:ND=min, 
则 PCJ MN I QD. . 
与 上 题 间 理 , 得 人 LAMN=90°, 是 4、N 


rm 
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是 定点 。 
因此 ,点 到 的 轨迹 ,是 以 4N 为 直径 的 
圆 


1640. 当 点 忆 在 半径 为 及 的 定 贺 01 上 
移动 ,点 纺 在 相同 半径 下 的 定 圆 0 上 移动 
时 ， 试 述 线段 PQ 的 中 点 下 运动 成 怎样 的 
图 形 ? 

解 设 010s 的 中 点 为 入 , P8 的 中 点 为 
MM, PO, 的 中 点 为 C， 则 


又 
CM 1 Oox， 


1 
CM 地 及。 


而 MN<CM+ON. 

所 以 ， MN<RE. . 

因此 , 如 在 以 O103 的 中 点 女 为 图 心 、 有 B 
为 半径 的 圆 内 或 融 上 。 

1641. 矩形 PQRS 的 各 边 分 别 经 过 定 四 
边 形 4BCD 各 个 顶点 , 求 矩 形 PQRS 的 中 心 
的 轨迹 。 

解 设 必 、 用 ' 分 别 为 PQ、SP 的 中 点 ， 
矩形 的 中 心 为 0, OM 与 BD、OM' 与 4C 的 


交点 分 别 为 I 及， 则 工 五 分 别 是 BD、AC 


的 中 点 , 它们 是 定点 。 Q 
又 ZKOI 是 直角 .由 
此 可 知 ， 适 合 条 件 的 
点 ， 都 诈 以 KI 为 直 B 
径 的 贺 上 . 

反之 , 容易 证 明 , 以 RR Cc 5 
这 个 加 上 的 点 作 中 心 ， 可 以 得 到 四 边 形 
ABCD 的 外 接 矩 形 . 

因此 ， 点 0 的 轨迹 ， 是 以 及 为 直径 的 一 
个 圆 . 

1642、 求 四 边 形 4B0D 的 外 接 和 矩形 各 
边 申 点 的 轨迹 。 

解 设 四 边 形 4BCD 的 外 接 和 矩形 为 
PQRS, 过 点 4 的 边 PQ 的 中 点 为 及 ,过 
M 作 MI 垂直 于 PQ, 并 与 对 角 线 BD 交 于 
了 。 因 为 四 边 形 PDB9 是 梯形 , PD/ MMT, 所 
以 , DI 一 BI, 且 人 AMI 一 90*。， 而 点 用 在 


四 边 形 和 BCD 的 外 面 。 若 以 4 为 直径 的 


2. 线段 (或 纺 ) 的 中 点 或 其 定 比 分 点 的 轨迹 


圆 与 4B、4 的 交点 分 别 为 召 、 互 ， 则 点 到 
在 强 包 4F 上 . | 

反之 ， 容 易 证 明 
这 弧 上 的 点 都 适合 


司 理 可 以 求 得 另外 三 边 中 点 的 轨迹 。 

1643. 设 定 直 线 X 了 在 定 欧 0 的 外 面 ， 
过 了 了 上 的 动 点 外 作 贺 0 的 割 线 @4B， 使 
094=o 求 4B 的 中 点 书 的 轨迹 。 

解 连结 OP, 则 OP4B. 因为 

OP= B 
所 以 人 OPQ 的 形 
状 一 定 。 作 00C 垂 
直 于 了 ， 又 作 
入 OCD 与 和 09P 
相似 ,于 是 隔 为 定 x MA 
点 。 连 结 DP， 4 

LPOD= /QO0C, 
.人 POPpooA 人 doOC。 
., LODP=90°. 
由 此 可 知 , 点 卫 在 定 直线 CD 的 延长 线 上 。 

因此 ,由 0 向 瑟 Z 作 垂 线 , 交 X 了 于 点 0) 
过 C 作 两 条 直线 各 与 0C 的 夹 角 部 等 于 &， 
则 这 两 条 直线 被 加 截取 的 两 条 孩 就 是 所 求 的 
轨迹 。 

1644。 已 知 圆 的 定 缠 4B 的 中 点 C0, 过 CO 
作 直 线 CPO， 在 圆 上 取 一 点 M, 连结 4M、 
BM, 分 别 与 直线 CPQ@ 交 于 P、9, 目 使 从 了 
二 U8, 求 PQ 的 中 点 丰 及 已 .的 轨迹 。 

解 (人 ) 因为 人 到 Fe 是 等 腰 三 角形 ， 所 
以 MN 平分 Z4M9。 由 此 可 知 ，MN 过 弧 
4MB 的 中 点 D， 且 LCND 是 直角 。 所 以 ， 
点 太 的 轨迹 , 是 以 OD 为 直径 的 加 。 又 当 点 
WY 在 弧 4DB 的 共 轿 弧 4D'B 上 时 , 连结 C 
与 弧 4D'B 的 中 点 DD 
的 线段 CD'， 则 点 丸 的 裔 
迹 是 以 CD' 为 直径 的 
圆 


(2) 连结 弧 4D'B 的 中 
点 了 和 好 得 到 直线 
D'M， 因 为 CPLDM， 

DLLDM， 所 以 CP1 D'M. 
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AMD'= /ADD’, M 

所 以 
/4PC= LADC. 

因此 ,点 卫 的 轨迹 , 是 以 
4AC 为 弦 所 含 圆周 角 等 于 区 
人 4DC 的 弓形 颖 。 当 点 加 在 弧 AD'B 上 
时 , 它 的 轨迹 还 是 一 个 贺 弧 。 

用 同样 的 方法 , 可 以 求 得 点 @ 的 轨迹 。 

1645. 定 长 线段 4B 的 两 端 在 相交 成 直 
角 的 两 定 直 线 也 X'、 了 Y” 上 移动 , 求 48 的 
中 点 了 的 轨迹。 

解 设 0 为 两 定 直 线 卫 了 '、 了 Y' 的 交点 ， 
PP 为 定 长 线段 4B 的 中 点 , 则 人 4OB 是 直角 
三 角形 。 因 为 已 是 斜 边 4B 的 中 点 ,所 以 

OP- 豆 AB 二! 《为 4B 的 长 )。 
因此 ， 卫 在 以 多 
为 圆心 ， 半径 长 
等 于 到? 的 四 上 . 

反之 ， 在 这 个 
加 上 取 任 意 点 
Po 在 了 Z' 取 点 
4 使 


py 


PPO 
延长 .4'P' 与 卫 XX' 交 于 点 B'. 因为 40B' 
是 直角 三 角形 ,所 以 4P' 一 PIO=P'B', 而 且 
4B' 一 20P' 一 7。 由 此 可 知 , 这 个 圆 上 的 点 都 
适合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 ， 是 以 O 为 圆心 , 半径 长 


等 于 也 7 的 加 


1646. 长 为 5 的 线段 两 端 ， 在 边 长 为 a 
的 正方 形 的 边 上 移动 , 问 : 动 线段 的 中 点 画 出 
怎样 的 图 形 ? 在 下 列 三 种 情况 下 ,分 别 记 下 结 
果 并 作出 图 来 : 

(1) a>5 时 ; (2) ga=b 时 ; (3) gc<2 时 。 

解 “ 与 上 题 同 理 ， 分 下 列 情况 进行 考察 。 

(1) 当 c>z2 时 , 它 的 图 形 是 由 四 个 以 正方 


形 各 项 点 为 圆心 ,半径 长 等 于 立 的 图 的 四 分 


之 一 所 组 成 。 
(2) 当 2 一 < 时 , 它 图 形 是 由 四 个 以 正方 形 
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et 所 以 , ZMPN 一 180° 一 人 4( 定 值 ). 
各 项 点 为 回 心 , 半径 长 等 于 号 的 圆 的 四 分 


之 一 所 组 成 。 
(3) (i》 当 M28a>b>a 时 , 它 的 图 形 是 
由 四 个 以 正方 形 各 顶点 为 圆心 ， 半 径 长 等 于 
喜 的 贺 弧 连结 成 的 。 
(让 ) 当 2 一 2w 时 , 它 的 图 形 就 是 正方 
形 的 中 心 点 。 
(ii) 当 5> V34a 时 ,不 成 立 。 
(ii 《iii》 


1647 . 
ZP9、PR,， 又 04、O 是 两 条 互相 垂直 的 直 
线 , PQ 与 O04、PBR 与 0B 分 别 交 于 @、B, 求 


QE 的 中 点 邓 的 轨迹 . 
解 因为 Z8PRE、 人 QOBR 都 是 直角 ,到 是 


PM=- 亏 QR~OM. 


又 P、0O 是 定点 ， 所 以 了 从 -人 P 
OP _ 定 。 因 此 , Mr 在 /六 
定 线段 0P 的 中 下 线 pe。 
上 


反之 ,在 OP 的 中 垂 线 上 取 任 意 点 到 过 
2M' 作 直线 和 OA4、0B 分 别 交 于 信 、B', 且 使 
MUM 一 M'R .因为 人 8'OR' 是 直角 , 所 以 
MA 一 MO 一 MRI 

而 MO 一 MOP, 所 以 MP=MQ' 一 M'B'. 

“, LO'PRE'=90°. 

所 以 , 隆 ' 是 适合 条 件 的 点 ， 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 PO 的 中 垂 线 。 

1648， 在 人 4BC 中 , BC 是 固定 的 ， 
人 4 的 大 小 一 定 , 在 4B、 
AC 上 分 别 取 .BB、CF 等 
于 定 长 2%, 求 BF 的 中 
点 及 的 轨迹 。 

解 设 P、W 分 别 为 
BF、BC 的 中 点 , 则 
PM A4B, PN Y 4C. 


A 


从 定点 王 作 互 相 垂 直 的 两 条 直线 


又 PM 了 BB~ 子 7 
PN=30F B mm 


所 以 , 入 PMN 的 形状 和 大 小 一 定 。 从 而 得 
出 , 以 入 是 定 长 线段 。 

因此 ,点 用 的 轨迹 , 是 以 六 为 圆心 , 定 线 
段 入 为 半径 的 部 分 圆 弧 ， 即 与 点 4 在 BO 
同 侧 的 那 部 分 圆 弧 (注意 轨迹 的 界限 ) 。 

1649. 从 两 定点 4、B 向 定 方向 作 两 线段 
AX、BY, 使 4X:BY 恒 等 于 定 比 p:9. 连 
结 字 了 ,在 了 了 上 取 点 PP 使 P 有 :PY 等 于 
定 比 m:n 求 点 卫 的 轨迹 . 

解 在 图 中 , 作 P8/ XA, QS/YB, 则 
PO:XA~YPP:YZX 


但 由 假设 ,得 。 5 一 地 
代入 上 式 ,得 
PQO_ np 
as 
人 因为 P89/ XA, 了 Bf/QS, 所 以 人 PQ8 的 
大 小 等 于 了 4 与 了 B 的 夹 角 的 补 角 , 即 
PQST/O=180°, 
因此 ， 人 PQ8 的 大 小 一 定 ， 又 PQ:QS 是 定 
值 ,所 以 人 PQS 的 形状 一 定 。 从 而 得 出 ， 
人 QSP 的 大 小 一 定 。 
而 88 1BY, 所 以 S88 的 方向 一 定 。 从 而 
得 出 ,人 PSB 也 一 定 , SP 的 方向 一 定 。 又 


48:SB=AQ:Q 了 ==m%:%, 所 以 5 是 定点 。 于 


是 SP 是 定 直线 . 

因此 ,所 求 的 轨迹 , 显然 是 过 & 技 定 方 向 作 
出 的 直线 SP. 

1650， 在 已 知人 A4BC 的 底 边 BC 上 下 
点 沁 , 作 定 疝 直线 DB、DF, DE 与 4B、DB 
与 40 分 别 交 于 召 、 了 , 求 把 如 了 分 成 定 比 的 


2. 线段 (或 弦 ) 的 中 点 或 其 定 比 分 点 的 轨迹 


点 好 的 轨迹 。 

解 作 BG 平 行 于 DE, 与 C4 或 它 的 延 
长 线 交 于 点 G; 作 C 玉 平行 于 DE, 与 4B 
交 于 点 五 ， 则 G、 瑟 是 定 

又 

BD: BC=BE: BH, 

BD:BC=GF:GC, 
所 以 ， 

BE:BH=GF:GC. 

。» BE:GF=BH:GO 

〈 定 值 ) 。 
由 此 可 知 , 加 了 与 定 直线 4B、AC 分 别 交 于 
轧 、F, 从 瑟 到 定点 BB、 从 吾 到 定点 G 的 距 
离 的 比 是 一 定 的 。 

与 上 题 同 理 可 知 , 所 求 的 轨迹 是 一 直线 . 

1651。 在 半径 为 ?的 加 0 内 ， 有 半径 为 
s 的 贺 C。 以 贺 0 的 弦 作 折 缝 , 把 加 0O 的 缴 
向 内 便 折 和 迭 , 使 折 迁 的 圆 弧 与 圆 C 外 切 。 若 
这 个 切 点 随 着 圆 弧 变 动 而 变动 ， 当 切 点 在 圆 
C 上 变动 一 周 时 , 求 折 缝 弦 的 中 点 书 的 轨迹 。 

解 在 图 中 ,以 弦 4B 为 折 缝 把 贺 0 的 弧 
4AB 折 过 来 与 圆 C 切 于 
点 了 T. 设 Q 为 弧 47B 
的 所 在 里 的 圆心 ， 则 圆 
QO、0' 是 等 贺 。 所 以 , 线 
段 00' 和 4B 的 交点 卫 
是 00' 的 中 点 , 即 

AP=PB. 
而 OC 经 过 切 点 了 ， 0" 
O'C=7r+s。 
车 用 为 OC 的 中 点 , 则 


一 工 cov 一 工 
MB 一 可 CO’= 于 (十 3)。 


又 戏 是 定点 .所 以 卫 在 以 1 为 圆心 ,半径 长 
等 于 去 (r 十 9) 的 加 上。 
反之 ,容易 证 明 这 个 圆 上 的 点 都 适合 条 件 ， 
因此 , 所 求 的 轨迹 , 是 以 ML 为 圆心 ,半径 的 
长 等 于 于 (r+s) 的 贺 。 

1652。 直线 XY 了 2Z 截 八 4BO, 当 XY: 
了 2 是 定 值 时 ， 求 把 XY 分 成 XP、PY, 使 
ZP:PY 等 于 定 比 的 点 了 的 轨迹 。 
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, 解 设 三 个 三 角形 4BC、 有 XYC、 了 ZB 的 
外 该 贺 相交 于 一 点 0， 则 

XO 了 =AXCY== 定 值 ， 

AZYOG= LAYBA 一 定 值 ， 
又 人 了 :了 G 是 定 值 ,所 以 人 OXZ 的 形状 一 
定 ， 于 是 LOXZ 成 定 角 .又 人 00B= 
作 O0XZ， 所 以 人 0CB 也 成 为 定 角 ，0O 成 为 
定点 。 | 

又 在 和 OXY 中 ， 

LOXY= /O00B 
三 定 值 ， 
LROY = /RCY 
一 定 值 ， 
所 以 人 OXY 的 形状 也 一 定 。 而 XP:PY 
是 定 值 ， 所 以 AOPY 的 形状 也 一 定 . 而 
和信 OPY 的 顶点 O 是 固定 的 。 因 为 点 了 在 定 
直线 BC 上 移动 ， 所 以 由 问题 1862 可 知 卫 
的 轨迹 是 一 条 直线 。 

1653。 在 以 定 直线 4B 为 底 边 ， 顶 角 
为 a 的 人 4BC 的 两 边 4C、CB 上 , 向 
人 和信 4BC 的 外 侧 作 正三 角形 DAC、EBO， 
求 DE 的 中 点 的 轨迹 。 

解 以 4B 为 边 ,在 和信 4BC 的 同 侧 作 正 三 
角形 4BF， 则 四 
边 形 了 DOB 是 平 
行 四 边 形 。 所 以 ， 
了 如 的 中 点 太 是 
FO 的 中 点 。 设 卫 、 
@ 分 别 为 了 4、FB 
的 中 点 , 则 


APUM49=-4CB 一 ao。 

所 以 点 2 的 轨迹 , 是 以 P8 为 弦 所 含 圆周 
角 等 于 w 的 弓形 弧 。 

1654。 有 位 置 \ 大 小 确定 的 人 XOY, 与 
项 点 的 位 置 、 大 小 一 定 的 <4 互 为 补 角 , 当 
人 4 绕 点 4 旋转 时 , 连结 这 两 个 角 的 边 的 交 
点 8、0, 求 把 BC 分 为 定 比 的 点 到 的 轨迹 。 

解 连结 04. 


为 Z0 与 ZBAC 互 A 

为 补 角 ， 所 以 四 边 形 

ACOB 内 接 于 贺 。 A 
LABC 


( 定 角 )， 
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/40B= 4O8B 〈 定 角 )。 
由 此 可 知 ， 人 A4BC 的 形状 总 是 一 定 的 。 

又 BM:MOC 是 定 值 ， 所 以 人 4MUC 的 形状 
也 总 是 一 定 的 。 而 和 女 是 定点 , CO 在 0 上 . 
因此 ,点 2 的 轨迹 是 一 条 直线 (问题 1862) . 

1655. 以 LH4L 外 的 定点 0 为 顶点， 
作 Boc 等 于 人 HA4L, 把 人 BOC 绕 0O 族 
转 , 它 的 两 边 分 别 交 和 十 4L 的 两 边 于 B.C， 
求 按 定 比 m:%w 分 线段 BC 的 点 收 的 轨迹 . 

解 因为 ZB0C 人 人 BAC ( 定 角 )， 所 以 ， 
A、O、C、B 共 图. 

LOBO= -040 
( 定 角 ). 
因此 ,AOO0 的 形状 一 
定 . 


因为 
BM:MC 二 m:n ( 定 比 )， 
所 以 AOB52 的 形状 一 定 。 与 上 题 一 样 , 从 
而 得 出 ,所 求 的 轨迹 是 一 条 直线 。 

1656。 在 直角 三 角形 4BC 中 , 斜 边 BC 
的 位 置 和 大 小 一 定 ，O 为 BC 的 中 点 ,在 4B 
的 延长 线 上 取 点 好, 使 BM =4PB, 延长 MO 
与 4C 交 于 点 召 , 在 直线 BB 上 取 点 乙 使 
BP:PE=m:n( 定 比 ), 求 点 P 卫 的 轨迹 . 

解 从 召 作 4B 的 平行 线 与 BC 交 于 点 
五 ， 则 


EC 一 90"。 
又 
CF:CB=EF:AB 
EF:BM .MX 
=OF:0B=0OF:0O0, 
和] CF:CB=OF:00., 
所 以 ， CF:0F=0B:00=2:1., 


由 此 可 得 , 丸 是 定点 .因此 , 点 五 的 轨迹 , 是 
以 CF 为 直径 的 贺 。 而 BE 是 从 定点 B 到 
以 CF 为 直径 的 加 上 的 线段 , 按 定 比 k;%w 分 
线段 BB 得 分 点 P,， 则 三 的 轨迹 和 问题 
1651 一 祥 ， 它 是 交心 在 连结 人 如 FC 的 外 心 
与 B 的 直线 上 的 贺 . 

1657。 定 线段 4B 的 任意 内 分 点 0C, 以 
AC、CB 为 底 边 ,在 45 的 同 侧 作 正 三 角形 ， 
求 连结 两 个 正三 角形 顶点 的 线段 中 点 的 轨 
迹 . 

解 作 正 三 角形 4CD、BCB, 延长 4D、 


轨 迹 


BE 它们 相交 于 点 也， 则 人 ?4B 为 正三 角 
形 ,而 且 DFJ1CB, CD 有 BEF。 因此 , 四边形 
了 DO 有 BE 是 平行 四 边 形 。 所 以 DB 的 中 点 0 
又 是 FC 的 中 点 . 设 性、 
娘 分 别 是 4、FB 的 
中 点 , 则 0 在 线段 MN 
上 上 


反之 , 在 线段 MN 上 
取 任 意 点 0'， 延 长 FO 
与 48 交 于 0', 则 0' 是 
2ZC' 的 中 点 。 过 0' 作 了 BB、 了 4 的 平行 线 与 
了 4、FB 的 交点 分 别 为 D'、EB',， 则 FD'O'E' 
是 平行 四 边 形 , D'B' 被 点 0' 所 平分 。 又 
人 54 是 正三 角形 ,所 以 ADP4C\、 ABCOB 
部 是 正三 角形 。 而 0' 是 D'B' 的 中 点 ,所 以 
适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 线段 六 N. 

1658. 慎 为 定 直线 到 了 上 的 定点 , 在 
PX 上 取 点 4， 在 PY 上 取 点 B, 合 4B 的 
长 等 于 定 长 ,在 XY 的 同 侧 作 正三 角形 
A4PC、BPD, 求 DC 的 中 点 2 的 轨迹 . 

解 延长 40、BD, 设 交 点 为 了 .因为 四 
边 形 BCPD 是 1 


平行 四 边 形 ， 所 : 人 天 

中 0 所 

中 点 0 所 平分 /VA \， 
A A P B B 


若 在 PX、PY 
上 分 别 取 了 P4'、PB' 等 于 4B, 作 正 三 角形 
P4C'" PB'D,， 则 C'、、D' 共 线 . 由 此 可 
知 , 点 如 在 线段 0'D' 上 移动 . 

所 以 , 根据 问题 1622, 若 M、N 为 PC'、 
PD' 的 中 点 , 则 点 0 的 轨迹 是 线段 LN. 

1659， 八 4BC 内 接 于 定 贺 0, 当 垂 心 
如 一 定时 , 求 各 边 中 点 的 轨迹 . 

解 作 直 径 4D, 连结 BD、CD, 由 问题 
502 可 知 ， 四 边 形 BHCD 
是 平行 四 边 形 。 设 HD、 
BC 的 交点 为 到 , 则 并 是 
BC 和 HD 的 中 点 。 连结 
让 与 0 的 中 点 CO 则 


0 = 了 0D， 


因此 ， 点 XL 的 轨迹 ， 是 以 CO 为 圆心 ， 半径 的 
长 等 于 图 2 的 半径 的 一 半 的 贺 ， 同 理 , 可 以 


2. 线段 (或 弦 ) 的 中 点 或 其 定 比分 点 的 轨迹 


求 出 其 他 两 边 的 中 点 的 轨迹 。 

1660. 4 为 定 咒 0 外 的 定点 ， 卫 为 加 0 
上 的 定点 。 过 4 向 这 个 圆 作 割 线 ， 交 坑 于 
了 B、C, 连结 PB、PC。PBE、PC 的 中 点 分 别 
为 了 、 马 。 求 线段 DB 的 中 点 V 的 轨迹 ， 

解 ”因为 卫 、 互 分 别 是 圆 0 的 弦 PB、PC 
的 中 点 ， 所 以 D、 召 在 以 PO 为 直径 的 园 
O' 上 (问题 1635)。 又 设 BD 的 延长 线 与 
了 A4 的 交点 为 M， 则 用 为 P4 的 中 点 , 是 定 
点 . 因此 , 问题 就 变 成 从 定点 到 向 定 圆 0. 作 
割 线 训 DE, 求 弦 DE 
的 中 点 广 的 轨迹 . 这 
样 ,点 六 的 轨迹 是 以 
0O'M 为 直径 的 加 . 

但 是 , 因为 4 是 在 
回 0 的 外 部 ,所 以 允 
在 贺 0 之 外 .因此 , 点 六 的 轨迹 是 以 MO/ 
为 直径 的 圆 在 圆 0' 内 的 那 部 分 弧 . 

1661。 A4BC 的 顶 角 4 的 位 置 和 大 小 
一 定 ,两边 的 和 4B+4C 为 定 值 2 求 第 
”三 边 BC 的 中 点 了 的 轨迹 ， 

解 在 人 4HC 的 边 4B、4C 上 ， 分 别 取 
点 及 ,了 ,使 
AE=AF 

二 评 (AB+ AO0) =mn, 


则 马 、 是 定点 。 过 召 作 
4 的 垂 线 妈 M, 过 也 作 
40 的 垂 线 了 M, 设 妈 MX 与 万 Mg 交 于 点 和， 
则 1 是 定点 。 且 2 为 A4BC 外 接 贺 的 
的 中 点 (问题 587) 。 连 结 MD, 由 BD= DO， 
得 <MDB=90*。 因 此 , 根据 “ 西 摩 松 定理 ” 
可 知 ， E、 D、 了 在 一 直线 上 。 由 此 可 得 ， 点 
也 在 定 直线 BF 上 。 

反之 , 也 成 立 。 

因此 ,点 DD 的 轨迹 是 连结 加、 在 人 BAC 
内 的 线段 。 

1662. 两 个 定 圆 交 于 人 4、B3, 及 、 了 分 别 
为 两 圆 上 的 点 ， 当 XAY 为 一 定时 ， 求 把 
了 分 为 定 比 rw 的 点 卫 的 轨迹 . 

解 ” 作 了 NWN、 分 别 平行 于 4X、4Z， 
并 与 两 阅 分 别 交 于 W、M, 过 呈 作 4、AY 
的 平行 线 PE、PF, PE 与 AN、 PF AM 
的 交点 分 别 为 吾 . 了 了 。 因 为 4XM、 人 人 AYN 


| 
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都 是 人 XAY 的 补 角 , 所 以 是 一 定 的 。 因 而 ， 
点 性 、WW 是 定 氮 、 
又 4Z 1/ PB | 了 N, 所 以 
AR _ XP 
EN 7p 人 
同 理 可 得 ， 
FM _ XP 
4 YP (SN 
《 定 比 )。 

由 此 可 知 , 轧 、 了 了 也 是 定点 ， 

又 人 BPF=AAYN 一 人 XAY 的 补 角 (是 
定 角 )。 

因此 ,点 耳 的 轨迹 , 是 以 了 为 弦 , 所 含 贺 
周 角 为 定 角 (180° 一 人 AY) 的 弓形 绝 。 

1663. 4B 为 定 贺 0 的 直径 ， 过 4B 的 
延长 线 上 的 定点 C0， 作 刁 直 于 4B 的 直线 
之 了 .过 B 作 动 制 线 8BER 与 定 贺 和 入 了 分 
别 交 于 8Q、E， 以 Q、 五 为 贺 心 , 分 别 以 QB、 
EB 为 半径 作 两 贺 ， 求 这 两 加 外 公 切 线 DE 
的 中 点 卫 的 轨迹 。 

解 ” 设 两 贺 Q、 瑟 外 切 于 点 B， 大 
处 两 圆 的 公 切 线 和 DE 
的 交点 是 DE 的 中 点 
P 


又 LQPE=90°, 
PBL QB, 
所 以 ， 
APBOWARBRBP. 
.. BP?=~BQ.BRE, 
因为 4、 4、 CO、 加 在 同一 圆 上 ， 所 以 ， 
BQ BR=AB.BC. 
*“。 BP?AB.BC ( 定 值 )。 
又 妃 是 定点 ,所 以 , 点 卫 的 轨迹 是 以 BB 为 贺 
心 ,以 BP(4B、BC 的 比例 中 项 ) 为 半径 的 
圆 . 
1664. 从 定点 4 观看 定 贺 0O 的 弦 BC 
的 视角 等 于 直角 ， 求 BC 的 中 点 卫 的 轨迹 . 
解 连结 PO、P4、CO。 因 为 已 是 直角 
三 角形 4BC 斜 边 的 中 点 ， 
所 以 _P4=PC. 
又 OP | DO， 
所 以 
OP2+P42 一 OP2 十 PCO2 
一 CO。 
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设 D 为 04 的 中 点 , 则 由 中 线 定理 ,得 
2PD2? 十 20D2? 一 OP2 十 王 42。 
“. 2PD?+420D2—CO2. 
因此 ,所 求 的 轨迹 ,是 以 马 为 图 心 , 半径 的 长 


等 于 2 -De 的 加 


1665. 圆 0 中 , 4B 是 任意 弦 ,CO 是 圆 上 
的 定点 , 连结 04、CB， 若 04? 上 COB2 一 定 ， 
求 弦 483 的 中 点 的 轨迹 。 

解 设 4B 的 中 点 为 忆 ， 

C42 十 CB3 一 212， 


C 
则 B 
C42 十 CB2 < 和 SF 
一 2(CP2 十 4P2) . 

G 0 
即 
2(CP2+ AP?) 一 213. 
又 AP?= A0?— OP?, 
所 以 ， 213 一 2(CP2 十 402? 一 OP2) ， 

“，CP2-0P3 一 如 一 403 《〈 定 值 ) . 


这 就 是 说 , 点 书 到 两 定点 CO 的 距离 平方 
差 为 定 值 。 

所 以 若 点 D 把 线段 OC 分 为 : 
| CD2 一 0OD2 一 12 一 403， 
则 点 卫 的 轨迹 是 过 点 吕 而 垂直 于 0C 的 直 
线 ( 问 题 1834)。 又 从 0O 作 纺 CBB、CF, 使 

CE2—OF?— 2k2, 

设 0B、CF 分 别 与 上 述 直 线 交 于 G、 忆 ， 则 
GQ、 玉 是 轨迹 的 界限 。 

1666. 在 定 三 角形 4BC 的 边 4B、4C 
或 其 延长 线 上 ,分 别 取 点 8@、 了, 使 

AB. AQ= AC.AP, 

求 线段 P@ 的 中 点 DD 的 轨迹 。 

解 由 假定 4B.A48=A4C'A4P， 可 知 B、 
@Q、P、,C 共 贺 . A 

,» /AAPQ=/B. 

又 A4BC 是 定 三 角 
形 , 所 以 一 2 的 大 小 一 
定 。 从 而 得 出 ， 和 人 4P@ 
的 大 小 el 定 。 所 以 ， 
人 和 从 A4PQ 的 形状 一 定 ， zg 的 方向 -- 定 。 

作 直线 冯 广 平行 于 P@, 设 肪 为 MN 的 中 
点 ,， 则 PQ 的 中 点 了 在 连结 4B 的 直线 上 。 


8'P' 平行 于 MN,， 9P' 与 4B、40 的 交点 分 
别 为 8'、.P'。 因 为 
ZAP'QO'~= /AMN2=/B, 
所 以 B、C、P'、8' 共 加， 从 而 得 出 ， 
| AB.A40Q'=AC0.A4P'. 
所 以 点 D' 适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 以 4 为 一 端 过 吾 的 半 
直线 ， 

1667。 四边形 4BCD 内 接 于 定 圆 0, 两 
组 对 边 B4、CD 及 AD、BC 的 延长 线 分 别 
交 于 点 了 、 瑟 ,车 了 为 另 一 定 圆 0 的 弦 , 求 
加 F 的 中 点 到 的 轨迹 。 

解 ” 设 园 CO、 园 C: 的 半径 分 别 为 9， 则 
EB.BC E 

= BO2—73, 


FA.FB 
一 TO3 一 "2 
© 
由 + 人 ®@， 
根据 问题 1380 
得 


EF?~— EO FO— 27?2. 


ME=r2—O'M?. © 
又 EO’+FO~2(OM?+ ME'), 
AMBE2= HP, 


4ME?= EO2+ FO2— 272 
一 20M2 二 24B2- 272。 
“. ME?=OM2—72. @@ 
由 四、@, 得 
OM2-O'M3 一 72 二 ra。 
由 此 可 得 ,点 并 的 轨迹 是 以 OO' 的 中 点 尺 为 


国 心 ,半径 的 长 等 于 二 全 一 ON? 的 加. 


1668， 如 图 ， 在 人 XO 的 一 边 OX 上 
有 两 定点 4、B, 在 另 
一 边 OF 上 有 两 定点 D 


C、D， 连 结 线段 4B 
上 的 任意 点 了 与 线 。 % 

段 CD 上 的 任意 点 0 

9, 设 线段 PR 的 中 ”A B 


| 点 为 十 回答 以 下 问题 : 
反之 ， 过 4B 上 的 任意 点 2 作 直线 | 


(1》 当 对 在 点 4 的 位 置 上 时 ,点 五 的 轨迹 


一 一 


/ 


3. 两 直线 交点 的 轨迹 


怎样 的 ? 

© 当 卫 从 4 移动 到 BB 时， 〈D 的 轨迹 有 
怎样 的 变动 ? 

(3) 试 说 出 互 存在 的 范围 , 并 计算 它 的 
积 。 这 里 , 假定 : 

AB=a, CD=Db, LXOY =45°. 

解 (1) 设 AC、4DD 的 中 点 分 别 为 加 也， 

则 点 五 就 在 BF 上 移动 ,而 且 BF fCD， 


1 
2 一 本 CD 


(2) 当 忆 从 《4 移 
动 到 召 时 ， 也 的 轨迹 
以 原来 的 长 度 和 方向 。 
移动 到 G 互 的 位 置 


(3) 因为 BF- CD~ 互 2， 


pA/Y 


1 a 
EG 百 4B= 豆 


LFEG—= /0~45°, 
所 以 
， 口 BGAHF 的 面积 一 BF.EG sin 45° 
| 1 1 1 
可 “02. 了 3 
we ab /3ab 
4、/ 2 8 “ 


1669。 设 定 贺 O 和 定 线段 4B, 又 线段 
CD 的 两 端 分 别 在 圆 0 


和 线段 4B. 上 . 

(1) 车 收 为 线段 0D 
的 中 点 , 则 2 在 什么 范 Cc 
图 内 移动 ? 用 斜 线 琢 示 M 
这 个 范围 。 


(2》 试 述 (GD 的 理由 。 3 


解 (1) 设 定 圆 O, 与 问题 1627 同 理 ， 从 
一 点 4 到 定 圆 的 线段 中 点 的 轨迹 ， 是 以 40 
的 中 点 0' 为 圆心 ,半径 


的 长 等 于 圆 0 的 半径 
的 圆 。 

因此 , 在 本 题 中 , 当 D pop 2 
固定 而 C0 在 男 上 移动 ”IY 
时 , 则 1 在 以 DO 的 中 2 
点 0' 为 圆心 , 半径 等 于 


圆 0 的 半径 的 一 半 的 区 上 . 


其 次 , 当 卫 变动 时 , 圆 0' 的 圆心 , 是 从 OA4 


re en 
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的 中 点 和 的 位 置 ， 移 动 到 0B 的 中 点 B' 的 
位 置 上 ，、 从 而 得 出 ， 这 圆 经 过 的 部 分 ， 是 由 
4 左 半 圆 、 圆 .B' 的 右 半 圆 和 两 图 的 外 公 
切线 所 赎 成 的 (包含 边界 ) ， 亦 即 图 中 的 斜 线 
部 分 是 点 用 存在 的 范围。 

(2) 设 品 为 4B 上 的 任意 点 , OD 与 ZLB 
的 交点 为 0, 则 0 是 OP 的 中 点 。 若 圆 0 
上 的 任意 点 为 C, CD 的 中 点 为 到 ,因为 


OU=00, 


所 以 点 尾 是 在 上 述 的 范围 内 。 
1670， 在 下 图 中 , 己 在 边 长 为 5cm 的 
正方 形 的 边 上 , @ 在 半径 为 上 cm 的 园 上 , 求 
线段 Cg 的 中 点 
M 存在 范围 的 
面积 可 
解 首先 ， 考 
虑 点 了 固定 在 
正方 形 4BCD 的 边 上 的 情况 。 当 点 @ 在 
妃 上 移 A Db 
动 时 ， 连 结 
PQ, 设 PQ 
的 中 点 为 
及，PE 的 
中 点 为 了 ， ¢ 
则 点 到 画 出 以 也 为 圆心 , 半径 为 0.5em 的 
辕 。 | 
其 次 , 若 卫 在 正方 
形 A4BCD 的 边 上 移 
动 , 则 耳 画 出 以 互 为 
位 似 中 心 ， 边 为 正方 
形 4BCD 边 的 一 半 的 
正方 形 .因此 ,在 这 个 
正方 形 的 四 边 上 ， 布 
满 半径 为 0.5cm 的 圆 ， 这 些 园 覆 盖 着 的 平 
面部 分 就 是 所 求 的 面积 ， 
& 部 分 的 面积 一 2.5? 一 1.52， 
S' 部 分 的 面积 =0.5x2.5x4， 
& 部 分 的 面积 一 mx0.52， 
所 以 ， 所 求 的 面积 一 2.52 一 1.523 十 0.5X 
2.5x4+%X0.52=9.785(cm?). 


3 人。 两 直线 交点 的 轨迹 
1671.。 从 定 线段 4B 的 两 端 ， 以 任意 方 
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向 作 平 行 线 4P、BQ, 求 CP4 万 ,9B4 的 
平分 线 的 交点 五 的 轨迹 。 

解 因为 4P1/B9@， 所 以 

LPAB+ /QBA=180°. 
因此 ， 每 个 角 的 一 半 的 和 为 
LRAB+ /RBA 
“90°. 
从 而 得 出 , LA4R8B 是 了 
直角 . y 

由 此 可 知 , 点 五 的 人 ^ 品 
轨迹 是 以 4B 为 直径 的 图 。 

1672. 从 圆 0 的 直径 4B 一 端 4, 作 任 
意 的 弦 40, 在 4C 的 延长 线 上 ， 取 CD 等 于 
AC, 求 BC、OD 的 交点 书 的 轨迹 . 

解 在 人 AD4 中 , 因为 O 是 4B 的 中 点 ， 
C 是 4D 的 中 点 ,所 以 卫 是 和 八 4BD 的 重心 ， 
s。 BP:BO=2:3. 

作 PO’ 平行 


~ BP: BC=2:3. 
BO'~.208, Op~.2 oc. 
由 此 可 知 ,点 己 在 以 定点 0' 为 圆心 ,半径 
的 长 等 于 定 长 3 00 的 加 上 . 


反之 , 设 卫 为 圆 0" 上 的 任意 点 ,延长 BP 
与 圆 0 相交 于 点 C0， 车 在 40 的 延长 线 上 取 
点 也, 使 CD= 40.。 

因为 0B 一 00, 所 以 LOBC 一 人 LOCB. 

又 0'B==0'P, 所 以 ， 人 0'BP=_/O0'PB. 

'. LO0B= /0O'PB. 

从 而 得 出 ,OP 00， 
因此 ,， BC:BP=BO: BO'=3:2. 

又 A4C 一 CD, 所 ,以 , 已 是 人 A4BD 的 重心 ， 
亦 即 卫 为 BC、OD 的 交点 。 所 以 ,点 呈 适 合 
条 件 . 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 0' 为 贺 心 ， 以 
本 04 为 半径 的 团 ( 除 去 经 过 4 和 的 直径 
的 两 端 )。 
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1673， 有 两 定点 4、B, 过 点 4 的 直线 
与 过 点 B 的 直线 , 都 从 直线 4B 的 位 置 开 
始 ， 以 相同 方向 旋转 , 若 过 4 的 直线 的 旋转 
速度 3 倍 于 过 马 的 直线 的 旋转 速度 , 求 两 直 
线 的 交点 C 的 轨迹 。 

解 ” 因 为 40 的 旋转 速度 为 BC 的 2 倍 ,所 
以 
LCAD=2/ ABO., 

而 

LCBA+ZBCA 

=/ACAD. 
所 以 ， ~-CB4= BO4. 
*. AC=AB. 

由 此 可 知 ， 点 C 的 轨迹 是 以 4 为 圆心 , 以 
4B 为 半径 的 可。 

1674. 设 定 圆 0， 在 这 个 贺 内 作 定 长 的 
弦 4B, 在 弦 的 两 端点 作 切 线 , 求 两 切线 交点 
卫 的 轨迹 . 

解 连结 04、0B、OP， 则 

LOAP=90°=— /OBP. 
所 以 , 四 点 4、P、B、O0O 共 加 .又 OP 是 这 
圆 的 直径 。 

而 48 的 长 度 一 定 。 所 
以 ， 人 人 OAB 和 LOBA4 的 
大 小 一 定 . 从 而 得 出 ， 

LPAB= /PBA A 
(大 小 一 定 ) . 
所 以 ，A4PB 的 形状 和 
大 小 一 定 。 由 此 可 知 ， 
A4PB 的 外 接 圆 的 大 小 也 是 一 定 的 。 因 此 ， 
直径 PO 的 长 度 是 一 定 的 。 

所 以 ,点 三 的 轨迹 是 以 O 为 圆心 ， 以 OP 
( 定 长 ) 为 半径 的 回 。 

1675.。 在 半径 为 ? 的 较 中 ， 有 相互 垂直 
的 两 弦 ， 若 各 弦 的 平方 和 为 定 值 到， 求 两 弦 
交点 的 轨迹 。 

解 在 圆 O 中 , 了 为 相互 垂直 的 两 弦 AB、 
CD 的 交点 ， 从 0O 向 4B、CD 所作 的 垂 线 
分 别 为 ONM、ON， 设 垂 足 为 允 、_N， 则 

ABI+@D=4(AM2+ON?) 

=4[(7?—OM?)+(r?—ON)] 
=4[2r?— (OM?+ON?)] 
~=4(272— OP2) =W, 


3. 两 直线 交点 的 轨迹 


。 or 
Sn 
.2r Kk 
» OP Var 4 
所 以 ， 点 卫 在 以 O 为 圆心 ， 半 径 的 长 为 
2 这 
Var 一 妈 的 加 上 . 


反之 , 设 乙 为 这 个 加 AAAP Ng 
上 的 任意 点 ,过 己 作 相 ~ 
互 垂直 的 两 弦 4B、CD， 
从 O 向 4B、 CD 分别 
为 M、N, 则 
4B2 二 OP8 一 4(4M2 十 CN2) 
一 4[ (72 一 0OM32) 十 (72 一 ON2)] 
一 4(272 一 OF2) 
4 
所 以 ,点 了 适合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 以 O 为 圆心 、 半 径 的 
长 为 W 2r2 一 -好 的 加 ， 

1676. 4B 是 定 加 0 的 直径 , 40 为 任 
垂 线 BD, 求 40 与 BD 的 延长 线 的 交点 P 
的 轨迹 ， 

解 连结 00, 则 001LCD. 

. OC BP. 
BP=200=4B,., 

由 此 可 知 ， 忆 在 以 定点 妃 
为 圆心 ， 以 B4 为 半径 的 
加 上 , 
贺 上 的 任意 点 ,在 4P 与 定 圆 0 的 交点 C 处 ， 
作 定 贺 0 的 切线 CD, 则 00LCD. 

而 04=00, BA4=BP. 

。% LCAO=/ACO, LPAB=/4APB, 

", CO PB, CDLPB,. 

刘 即 点 卫 适合 条 件 . 

因此 , 点 卫 的 轨迹 是 以 为 回 心 , B4 为 
半径 的 贺 . 


作 垂 线 OM、ON, 垂 足 
一 引 272 一 ( 22 一 二 )]-z2. 
意 弦 ,过 C 作 辆 0 的 切线 ,过 B 向 这 切线 作 
又 0 是 4B 的 中 点 , 所 以 
反之 , 设 呈 是 以 B 为 网 心 , B4 为 半径 的 
*. /400= “4PB， 
1677. 从 定 圆 外 一 点 己 向 这 圆 作 两 条 切 
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线 , 切 点 为 4\B. 过 4 作 任 意 弦 AC, 过 P 
作 直 线 P@ 平行 40, 设 P@ 与 直线 BC 的 交 
点 为 9, 求 点 @ 的 轨迹 。 

解 ”因为 己 是 定点 ,所 以 4 已 也 是 定点 . 


设 @ 为 适合 条 件 的 
点 , 则 cs 
he VN 
LPQB Q RI : 
一 4CPB 
一 LPA4B (一 定 ). 


由 此 可 知 , 适合 条 件 的 点 ,都 在 过 了 ,4、B 的 
圆 上 。 
反之 , 设 @ 为 这 贺 上 的 任意 点 ，BQ 与 定 贺 
的 交点 为 C, 则 
/PQB= /PAB= 40B。 
PQ AC, 
从 而 得 出 , 圆 上 的 点 适合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 贺 P4B.， 

1678. 定 长 线段 MN 的 两 端 ,在 另外 相 
交 的 两 定 直线 及 了 、YY'’ 上 移动 ， 从 MM、N 
分 别 作 所 在 的 定 直 线 了 了 ' 了 Y' 的 垂 线 , 求 
两 垂 线 的 交点 忆 的 轨迹 。 

解 设 内 六 =a( 定 长 ), 作 人 OMN 的 外 . 
接 圆 , 则 

/OMP= /ONP 
一 90". 
所 以 点 卫 在 这 贺 上 ，X: 
且 OP 是 这 圆 的 直 &&/ ye 
径 。 7. 一 


一 一 已 


而 AOMN 的 外 接 
加 的 弦 MN 是 定 长 , 而 且 对 这 弦 的 ZNOM 
也 是 一 定 的 ， 所 以 不 论 WAN 的 位 置 怎样 , 这 
圆 的 大 小 总 是 一 定 的 .由 比 可 知 , 这 贺 的 直径 
OP 的 长 度 也 是 一 定 的 。 因 此 点 三 在 以 0 为 
圆心 ，OP 为 半径 的 圆 上 。 

反之 ,在 这 个 圆 上 取 任意 点 @, 向 及 
YY' 分 别 作 垂 线 QM'、QN'， 则 四 边 形 
OM'QN' 内 接 于 直径 是 08 的 吏 。OP=09， 
所 以 , 以 09、OP 为 直径 的 两 圆 相等 是 

LM'ON'= /MON, 

所 以 MN'~MN=a., 
因此 , 点 了 的 轨迹 是 以 两 定 直线 的 交点 为 赚 
心 ，OP 为 半径 的 圆 。 

1679。 定 三 角形 4BC 的 两 边 4B、AG 
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的 中 点 分 别 为 用、 入 ， 过 4 作 任 意 直 线 ， 从 
B、C 向 这 直线 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 9、 及, 求 
两 直线 QM、ZBN (或 延长 线 ) 的 交点 一 的 轨 
迹 。 
解 由 假定 ， 得 49B=-90"，~4FCO 一 
90°. 
因为 履 、WW 分 别 是 4B、4C 的 中 点 , 所 以 
LAM= /AQM, ; 
LNAR= /ARN. 
: LP= /BAC. 
又 因为 人 B4C 一 定 ， 
所 以 LP 也 一 定 . 设 0 
为 BC 的 中 点 , 则 
LMON= /BAC. 
ZMPN= /MON. 
出 此 可 得 , 四 点 履 、Y、O、 卫 共 贺 , 亦 即 点 
在 人 MNO 的 外 接 辕 上， 
反之 ， 可 以 证 明 ， 在 这 个 圆 上 的 点 适合 条 


件 . 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 人 MMNO 的 外 接 圆 ， 

1680， 一 直线 平行 于 人 42BC 的 底 边 
BO0, 它 与 4B、40 的 交点 分 别 为 吾 、 了 , 求 
梯形 BCX 吾 的 对 角 线 交点 O 的 轨迹 。 

解 ” 设 梯形 BCFB 的 对 角 线 BF、0E 的 
交点 为 0, 过 0 帮 BC 的 平行 线 与 4B、4C 
分 别 交 于 点 及、 下, 则 0 五 =OK (根据 问题 
1032) 。 延 长 40 与 BC A 
的 交点 为 D， 则 D 是 
BC 的 中 点 。 因 此 ,点 0 


在 中 线 4D 上 。 
反之 , 可 以 证 明 , 4D 

上 的 点 都 适合 条 件 。 B 5 C 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 A45C 的 中 线 4D. 
1681.。 设 任意 唤 7 与 两 定 贺 4、B 分 别 


相交 , 两 贺 4\D 的 本 
公共 弦 与 BB、 的 (和 ~ 
公共 纺 的 交点 为 了， 
求 点 卫 的 轨迹 。 U5 
解 设 圆 4、B 与 圆 的 交点 分 别 为 C、 
DD 与 加 . 术 ,又 CD、F 的 交点 为 P， 从 呈 - 
向 加 4、B 所 作 的 切线 分 别 为 PT、PT', 则 
PT?s— PC.PD 
=—=PE.PF 
PT?2, 


从 而 得 出 ， 

PT=PT,. a 

于 是 ， 由 间 
题 1835 可 知 
点 了 的 轨迹 是 
两 贺 4、B 的 

1682， 车 两 个 不 相交 的 贺 0O、0' 的 洲 心 
一 定 , 当 半 径 变 化 时 , 求 两 圆 公 切 线 交点 的 轨 
迹 


解 设 了 为 两 加 0O.O' 的 内 公 切 线 的 交点 ， 
Q 


P' 为 它们 Q6 
的 外 公司 懂 一 交 CT 
的 交点 ， 则 PP ON 
P、P' 在 连 人 
心 线 OO 上 . 


又 凑 @ 为 一 外 公 切 线 和 一 内 公 切 线 和 的 交点 ， 
连结 08、0'%, 则 显然 

L080'=90°. 
所 以 ， 点 @ 在 以 00' 为 直径 的 加 上 。 因此 ， 
所 求 的 轨迹 是 过 O、0' 的 直线 和 以 线段 00 
作 直 径 的 圆 。 

1683. 两 加 相交 , 过 其 中 一 个 交点 4 的 
定 直线 , 与 两 贺 的 交点 分 别 为 B、C, 过 了 44 的 
任意 直线 与 两 圆 的 交点 分 别 为 卫 、8@， 求 
PB、CQ 或 其 延长 线 的 交点 五 的 轨迹 。 但 假 
定 瑟 、 卫 与 C、 分别 在 同一 个 贺 上 。 

解 设 肪 为 PB、C 的 交点 , 4D 为 两 圆 
的 公共 弦 。 连 结 BD、CD， 则 

A4DB= /BPOQ, 
LADC= /PQR. 


(1) (2) 
LBRO+ 人 BDC-180"*，( 图 1) 
或 人 BRC 一 人 BDC。( 图 2) 
由 此 可 知 ,点 书 在 贺 BDC 上 . 
合 条 件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 人 BCD 的 外 接 贺 。 
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1684. 两 定 团 O、0O' 相交 , 过 其 中 一 个 | 径 ), 又 O、 民 、 呈 在 一 直 B _P 
交点 4 作 任意 割 线 ， 与 这 两 图 分别 交 于 点 | 线 上 ， SS 
B、C, 求 BO、CO' 的 交点 卫 的 轨迹 。 LOBP~90°, 

解 ” 设 两 圆 0、O' 的 交点 为 4、4'， 则 BM LOP， 

ZB=/04B, 0C= -0.40. … OM.0P=0B=7?. 
而 所 以 , 点 卫 的 轨迹 是 点 
LBPC . 开 的 轨迹 关于 点 O 的 反 形 (问题 1687). 

—180°— (ZB+ /0). 而 点 的 轨迹 是 圆 , 所 以 , 点 卫 的 轨迹 也 

, ABPC~/O0AO0' 是 一 个 圆 (问题 1687) 。 


= /04'0', $ 注 当 0OM.OP= 人 2 一 定 ) 时 ， 点 了 的 
所 以 , 点 书 在 人 400' 的 外 注 贺 上。 轨迹 称 为 点 戏 的 轨迹 的 反 形 , O 时 做 反 演 
反之 , 设 卫 为 这 贺 上 的 任意 点 ，PO、| 中 心 , 宛 巴 做 反 演 等 。 
PO' 分 别 与 圆 0O、O' 相 1687，。 连结 定点 0 与 定 贺 @ 上 的 任意 
交 于 点 也、C. 连结 BA4、 ，| 点 以 , 若 在 线段 0 用 或 其 延长 线 上 取 点 邓 ， 
C04, 则 使 0 用 .0P=m2(m 是 定 长 线段 ), 则 点 卫 的 
轨迹 是 一 个 圆 。 
| 
| 


LPOA=2/04B, 
LPO'A4—2/0'40, 解 ” 作 过 0 的 直径 4B， Le 上 , 取 点 
A’.B’, 


ZOPO'= /L040', 使 
04: a OB' 2 SN 及 


而 四 边 形 PO4O' 的 内 角 和 为 360*, 即 m?, 地 一 S ~ 
LPOA+ /PO'A+2/040'=360°. 则 有 
‘OP .0M~—04.04'=0B.0OB.. 


*. LOABT+/O'AdO+ L040'=180°, 
由 此 可 知 ，B、4、C 成 一 直线 。 所 以 , 点 卫 | 因此 , 用、P、4'、4 共 圆 , 及 、P、B'、B 也 共 
贺 . 


适合 条 件 ， 
因此 ,点 卫 的 轨迹 ,是 人 400' 的 外 接 图 . 由 此 可 得 ， 
LMAB=- /MPA,', 0) 
© 


1685， 在 定 圆 O 内 有 一 定点 已, 以 卫 为 
LMBA= /OPB'. 


一 顶点 作 和 矩形 P4Bqg, 使 相 邻 的 两 顶点 4、 召 


在 圆 0 上 ， 求 矩形 P4B9 的 对 角 线 的 交点 | 而 4 是 直径 ,所 以 


2 的 轨迹 。 
解 设 P4B9 为 矩形 . 因 对 角 线 49、BP 区 0 : 
的 交点 导 , 总 是 PB 的 中 点 ， B 党 


又 4、 五 是 定点 ， 
04:04'=0B.0B’=m? 
所 以 4、B' 也 是 定点 。 因 此 ， 点 卫 在 以 
8' 为 直径 的 加 上， 
反之 ,可 以 证 明 这 贺 上 的 点 适合 条 件 。 
当 此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 


所 以 , 与 问题 1627 一 样 , 所 CE 
求 的 轨迹 就 是 从 三 向 圆 所 作 
线段 的 中 点 的 轨迹 , 即 以 PO 
的 中 点 六 为 圆心 ， 半 径 的 
长 为 加 0 的 半径 之 半 的 圆 。 
1686，。 有 定 圆 0 和 定点 4 过 4 作 目 


互 垂直 的 直线 ， 分 别 与 略 交 于 点 B、0, 在 纺 | 4'3' 为 直径 的 圆 。 ， 
BC 的 两 端 作 切 线 BP 和 CP, 求 这 两 切线 的 注 ”这 辐 叫 做 园 @ 关 于 
交点 卫 的 轨迹 。 点 0 的 反 象 。 
解 设 用 为 BC 的 中 点 ， 由 问题 1664 可 若 点 0 在 加 上, BB’ 
知 , 点 2 的 轨迹 是 以 04 的 中 点 W 为 圆心 ，} 是 使 
BO.B'O=m 


RE 2 
半径 长 为 全 -ON? 的 图 (r 是 加 0 的 半 的 定点 ,这 时 , 点 了 的 轨迹 变 成 过 定点 而 
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垂直 于 定 直径 0B 的 直线 XZ (参看 问题 
1876) 。 

1688. 设 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4B 
的 位 置 和 大 小 一 定 ， 又 BC 的 长 度 一 定 ， 求 


人 《人 C、 人 DD 的 平分 线 的 交点 卫 的 轨迹 . 
解 连结 4B 的 中 Ee 

点 M 和 天， 并 延长 / /AT 

MP 与 0D 交 于 点 G， /NN 

又 CP、DP 的 延长 <“ 


线 与 4D、BC 分 别 交 于 、F, 则 
LDEC~ /ECB= /DOB. 
*. DE=DO. 
又 LDFC~/ADF= /ODF, 
.… CF=DO. 
于 是 DE=0F. 
所 以 四 边 形 BFCD 是 平行 四 边 形 。 从 而 
得 出 ,P 是 0 召 的 中 点 。 所 以 MP 4D。 因 


此 , G 是 0D 的 中 点 。 
而 ADPO=90"。 
* PG=DG. 


又 CD=4B( 定 长 ), 所 以 PG 也 是 定 长 . 

而 MKG 等 于 BC， 是 定 长 。 因 此 ，MZP 一 
MG 一 PG, 是 定 长 。 所 以 ,点 了 在 以 用 为 网 
心 , 以 MP 为 半径 的 圆 上 。 

反之 ,容易 证 明 ， 这 个 圆 上 的 点 适合 条 件 . 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 这 个 圆 。 

1689， 在 定 三 角形 4BC 中 ,内 接 平行 四 
边 形 BDEF, 它 和 人 4BC 有 公共 角 B, 求 这 
平行 四 边 形 的 对 角 线 的 交点 卫 的 轨迹 

解 因为 卫 是 对 角 线 BB Ee 点 所 以 点 
书 的 轨迹 , 与 从 点 互 到 
线段 40 上 各 点 的 连结 SC 
线段 的 中 点 的 轨迹 相 一 Ee7 
致 。 因 此， 由 问题 1622 /XS 
可 知 ， 所 求 的 轨迹 是 连 B DN ¢ 
结 4B 的 中 点 及 与 BC 的 中 点 信 的 线段 
MN. 


1690. 作 信 4BC 底 边 BC 的 平行 线 , 与 


4B、40 的 交点 分 别 为 D、B, 从 DD 五 向 | 


BC 作 垂 线 DF、EG， 得 到 矩形 D8GE， 求 
这 个 矩形 对 角 线 的 交点 卫 的 轨迹 . 
解 设 吕 为 DB 的 中 点 , 连结 48, 并 延 


长 48 与 BC 交 于 点 好。 因为 DB/ BO, 所 | 


以 到 是 BC 的 中 点 。 
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其 次 , 从 4 向 BC 作 垂 线 4N， | 向 BC 
作 垂 线 RES, 则 ES 过 
PpP， 且 也是 RS 的 中 

又 RS1/4N， 若 工 
a 3 FMSNGC 

反之 , 若 P 了 是 履 L 上 的 任意 点 , 从 呈 向 BC 
作 垂 线 PS, 设 SP 的 延长 线 与 4 到 的 交点 为 
号 , 从 及 作 BC 的 平行 线 DB, 作 和 矩形 DFGB. 
容易 证 明 ,， 这 和 矩形 的 对 角 线 在 点 己 相 交 . 

因此 ,从 有 4 向 BC 作 垂 线 4N, 设 工 为 4N 
的 中 点 ,及 为 BC 的 中 点 ,连结 LU, 则 线段 
LM 就 是 所 求 的 轨迹 。 

1691. 平行 四 边 形 如 BFG 互 , 内 按 于 四 边 
形 4BCD， 若 平行 四 边 形 的 -一 边 ， 平 行 于 原 
四 边 形 的 一 条 对 角 线 ， 求 这 平行 四 边 形 对 角 
线 的 交点 卫 的 轨迹 。 

解 设 EF/A4C, 则 HG/AC. 

BF EF HG DG 


or— 


FG 1/ BD. 

同 理 可 得 ， 

EH/ BD. 

若 必 .入 分 别 为 
BD、AC 的 中 点 , M4 
与 BH、MOC 与 FG F 
的 交点 分 别 为 及 、 工 , 则 到、 工 是 BH、FG 
的 中 点 。 从 布 得 出 , 口 BFGH 的 对 角 线 的 交 
点 号 是 KL 的 中 点 ;而且 到 也 了 4C， 所 以 点 
了 在 线段 YN 上 . 

反之， 容易 证 明 , 在 线段 MN 上 的 点 适合 
条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 线段 LN. 

1692， 攻 为 定 弧 4MUMB 虐 的 任意 点 ， 
48B 的 中 点 为 CO, 连结 0M,， 又 也 为 线段 CM 
的 中 点 , 若 BD、AD 的 延长 线 分 别 与 四 4、 
MB 交 于 点 PP、8, 求 点 PP、@ 的 轨迹 。 

解 ” 作 CN 平行 于 BP， 
则 


AN = NP. 
又 NP=PM, 


a 2 
“. AP BAY, 


3. 两 直线 交点 的 轨迹 


因此 , 若 在 4 上 取 点 P', 使 
4AP'=3 4B, 


连结 PP', 则 PP' 1 MB. 

LA4PP'= /AMB (一 定 )， 
因此 ,点 卫 的 轨迹 是 以 4P' 为 弦 , 所 含 马 形 
角 等 于 圆周 角 4MB 的 弓形 (对 4B 而 言 与 
弧 4MUMB 在 同 侧 ) 强 (问题 1620). 同 理 可 
得 , 点 @ 的 轨迹 也 是 一 个 弓形 弧 、 

1693. 0 为 线段 4B 上 的 任意 点 ， 以 
AC、0CB 为 边 ， 在 4B 的 同 侧 作 正三 角形 
ACD、CBE, 车 卫 为 4 如 、BD 的 交点 , 求 点 
了 的 轨迹 。 

解 在 和信 ACB 和 入 DCB 中 ， 

40= DCO, OB=C0B, 

LACE= /DCB, 
“, 人 A0E@ADOB. 
于 是 

LAEBC= /DBC. 。 
因此 ，B、C、 了 了、 怠 共 
区 ， 。 


/BFB=~/ECB=60°. 
由 此 可 得 ， LAFB=120°. 
所 以 , 在 以 4B 为 弦 ， 所 售 加 周 角 等 于 
120° 的 弓形 弧 上 . 

反之 , 设 王 为 这 驱 上 的 任意 点 ， 过 点 瑟 作 
这 弧 的 切线 与 4F 的 延长 线 交 于 点 如, 则 

LEBF= /FAB. 
“» LAFB+/ABE=180°, 
而 LAFB=120°, 
, LABE=60°. 

因此 ,车 在 B4 上 取 BC==BE, 作 人 CBE, 则 
人 CBE 是 正三 角形 。 又 过 点 C, 作 CD 平行 
于 BE, 与 BF 的 延长 线 交 于 点 D。 在 
人 和信 DCB 和 和 俯 40CE 中 ， 

CB—0B, /CDB= /FBE=/BEAO, 

LDOA~ /EBC~60° (. DCN EB), 

*. /DOB= /ACER=120°, 
.人 DOB22 和 人 人 40 了 (两 角 夹 边 ) 。 
'. DO= .40。 

而 人 DCA 一 60*。 所 以 ， 人 和 作 ACD 是 正三 角 
形 。 

因此 ,所 求 的 点 五 的 轨迹 是 这 个 圆 弧 。 

1694。 点 卫 在 定 三 角形 4BC 的 外 接 


为 则 
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上 ,连结 卫 与 垂 心 瑟 的 直线 和 关于 点 卫 的 
这 三 角形 的 西 摩 松 线 相交 , 求 交点 的 轨迹 。 
解 设 人 4B0 的 外 


心 为 0， 连 结 五 P， 则 TS 
关于 点 卫 的 人 4B0 的 /从 


西 摩 松 线 把 豆 忆 两 等 分 人 、 
(根据 问题 672) 。 设 分 人 


点 为 有 .车 HO 的 中 点 
QR 一 立 OP. 


因此 ， 点 忆 的 轨迹 是 以 点 9 为 圆心 以 
去 OP 为 半径 的 现 , 亦 即 是 A4BC 的 九 点 加 


《参考 问题 675) 。 


1695， 在 定 三 角形 4BC 所 在 的 平面 内 
取 一 点 W， 连结 内 4、B、MC。 若 过 4 而 
垂直 于 以 4 的 直线 ,过 B 而 垂直 于 MB 的 直 
线 , 过 0 而 垂直 于 MC 的 直线 相交 于 一 点 ， 
则 点 开 的 轨迹 是 怎样 的 . 

解 设 放 为 适合 条 件 的 一 点 ,垂直 于 MO 
的 直线 CP, 与 垂直 于 对 万 PA 
的 直线 BP 相交 于 点 书 ， 

则 已、 瑟 、 好 、C 共 圆 ， 且 
PM 是 这 加 的 直径 . 

同 理 可 得 , P、4、C、 必 Cc 
共 贺 ，PM 是 这 圆 的 直 M 
径 。 由 此 可 知 , 点 及、P 在 人 4BC 的 外 接 圆 
上 . 因此 ,点 用 的 轨迹 是 A4BC 的 外 按 圆 。 

1696. 4B 为 圆 0 的 定 直径 , C 为 国 上 
的 定点 ， 过 点 0 的 切线 为 MN， 由 MN 上 
的 任意 点 也 作 贺 0 的 切线 DE, 从 也 作 4B 
的 垂 线 DF, 与 BB 交 于 了 P, 求 点 三 的 轨迹 。 

解 因为 DE 是 切 
线 ， 所 以 ， 

LDEB= /EAB. 


又 /| < 小 
LABB~=90°— /PFA, LN 


所 以 ,四 边 形 48P 内 
接 于 圆 。 
LEAB= /DPR. 
“. LDEP=~/DPE. 
从 而 得 出 ， DP=DBE. 
又 若 40 与 DF 的 交点 为 P', 则 同 理 可 得 
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DP'=DO. 
而 DC=DE, .. DP=DP', 
由 此 可 得 ,点 P' 与 点 卫 相 重合 。 因 此 , DF 
与 BE 的 交点 在 定 直线 4C 上 。 


反之 , 在 40 上 取 点 @， 从 多 作 4B 的 季 
线 @F', 设 耻 @ 的 延长 线 与 MY 的 交点 为 
D', 与 前 面 同 理 可 得 ,，D'C=D'®， 

其 次 , 从 D' 作 切线 D'B', 若 思 'B 与 DF' 的 
交点 为 8 则 DQ'=D'B'. 而 DO=D'E'. 
DQ=D'Q'。 从 而 得 出 , 点 晶 与 点 相 
重合 。 由 此 可 知 , 点 @ 适合 于 给 定 的 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 直线 4C. 

1697。 在 定 贺 O 中 ， 两 直径 404'、 
BOB' 相互 垂直 ， 过 BB 的 纺 BD 与 404' 交 
于 点 C0, 过 点 C 作 垂直 于 A404 的 直线 ， 与 
过 圆 O 上 一 点 力 的 切线 相交 于 点 卫 , 求 点 
卫 的 轨迹 。 

解 因为 “0DP= -0OCP=90。 所 以 O、 
CO、 也 、 卫 共 圆 . 


又 
LO0DB'~ -0COB' 一 90". 8 
所 以 0、C、D、B' 也 
共 圆 。 由 此 可 得 , O、C、 
D、P、B' 共 圆 , 从 而 得 
出 , 四边形 OPPB' 内 接 于 这 个 园 . 

., LOB'P= /ODP=90°. 
因此 , 若 过 点 B' 作 垂直 BB' 的 直线 , 则 点 书 
在 这 直线 上 。 由 此 可 知 , 点 了 的 轨迹 是 过 点 
B' 所 作 贺 O 的 切线 . 

1698.。 在 圆 0 中 ,两 定 直径 XX'、 YY'， 
相 屯 垂直 ， 又 作 相互 垂直 的 任意 两 半径 04、 
OB， 从 4 作 平 行 于 X， 从 厂 作 平行 于 
了 Y' 的 直线 , 求 这 两 直线 的 交点 卫 的 轨迹 . 

解 因为 DpD YG 

LA40B=90°, P 

LAPB=90°, 

所 以 , 4、O、B、P 共 贺 。 x 

。» LAPO=/ABO 
一 45”. 


又 4P1/oOz， PE YY FF 
所 以 ， APOX 一 -4PO. 
LPOX=—45°. 


所 以 ,点 卫 在 定 角 怀 OF 的 平分 线 上 。 
设 在 苹 、 了 外 的 切线 相交 于 点 G,， 则 G 也 


轨 迹 


是 适合 条 件 的 点 。 所 以 ,点 三 在 GO 上 . 

反之 , 容易 证 明 GO 上 的 点 , 适合 于 给 定 的 
条 件 。 

因此 ， 作 边 平行 于 贺 0 的 定 直 径 的 外 切 
正方 形 DEFG, 则 这 个 正方 形 的 对 角 线 GE、 
DF 就 是 所 求 的 轨迹 。 

1699. 八 4B0 为 等 睫 三 角形 , 以 顶点 4 
为 圆心 作 任 意 钾 ， 从 底 边 两 端点 B、O，, 分 别 
作 这 个 贺 的 切线 ， 求 这 两 切线 交点 下 的 轨 
解 ” 从 B、C 分别 作 圆 4 的 切线 瑟 刀 .COCF， 
切 点 为 加、 玉 。 设 BB、0OF 的 交点 为 作 ， 
则 在 图 (了 ) 的 情况 下 

AB=AC, AE=AF, 
LAEB=90°= _ 470， 
*, 人 A 人 41BPBcA4FO0. 
,, LABE=/ACF, 
从 而 得 出 ， LMBC= /MCB. 
所 以 ， 人 MBC 是 等 腰 三 角形 。 由 此 可 知 , 点 
开 在 .BC 的 垂直 平分 线 又 Z 上 。 

反之 ， 在 直线 了 了 上 取 任 意 点 政 , 连结 
BM、CM, 并 延长 BM、0OM.。 从 4 作 BWH、 
CM 的 垂 线 ， 则 容易 证 明 这 两 垂 线 相等 。 由 
此 可 知 ,以 4 为 圆心 , 以 AE( 或 4F) 为 半径 


的 圆 与 BMN、C3d 相 切 。 
x 
下 E 
| 
Y 


(1) (2) 
因此 ,所 求 的 轨迹 是 BC 的 中 垂 线 。 
其 次 , 在 图 (2) 的 情况 下 : 

* 人 人 AEBQAAFO, 
LBAB= /0AF,. 
因而 LB4A8= 人 BAC( 一 定 )。 
因为 LABM= 人 /AFM—90°， 
所 以 四 边 形 4B 妆 FF 内 接 于 贺 . 
于 是 LEMC-ABAF=~/BAO. 
由 此 可 得 ，B、4、M、C 共 圆 . 
_ 所以， 下 在 A4B0O 的 外 接 罗 的 弧 B4O 
上 。 同 理 可 以 证 得 点 1' 也 在 这 弧 上 。 


3. 两 直线 交点 的 轨迹 
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解 - 设 5 为 4P、 BQ 的 交点 ， 2 为 圆心 


反之 , 容易 证 明 , 这 缴 上 的 点 适合 条 件 。 


条 件 
因此 ,所 求 的 轨迹 是 弧 B4C. 

1700.。 在 定 信 4BC 中， 了 4=90*， 作 
BC 的 垂 线 加 FP 与 4B 交 于 点 D, 与 04 的 
” 延长 线 交 于 点 了 .车 BF、CD 的 交点 为 书 ， 
则 当 恕 在 线段 BC 上 移动 时 , 点 三 的 轨迹 是 
怎样 的 ? 

解 在 人 FBC 中 ,FEBLBC, BA]1CF,， 
所 以 , 也 是 三 角形 的 垂下 . 

心 。 
"CD1 BF， 
LBPC~90°. 
因此 , 点 乙 在 以 BC 为 p 
直径 的 网 上 。 

反之 , 设 P' 为 这 殉 上 
的 任意 点 ， 直 线 P'C 与 
B4 的 交点 为 也 车 40 与 BP' 的 交点 为 
F'， 则 C 是 三 角形 BD'F' 的 垂 心 。 所以， 
D'F' 是 垂直 于 BC 的 直线 。 由 此 可 知 , 点 
P' 适合 条 件 。 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 BC 为 直径 的 圆 。 

1701。 在 人 4BC 中 , 边 BC 的 大 小 、 位 
置 一 定 ， 项 角 4 的 大 小 也 一 定 ， 一 4 的 平分 
线 4D 与 从 C 所 作 4B 的 垂 线 0 交 于 证， 
求 交点 三 的 轨迹 . 

解 设 AD 的 延长 线 与 人 4BC 的 外 接 辐 
的 交点 为 丈 , 则 五 是 引 
BC 的 中 点 。 又 
LCPF= /APE 


Wa 
90"- 守 人 4 


( 定 角 ). 
而 C、 也 是 定点 ， 所 以 
点 卫 的 轨迹 是 以 CF 为 纺 , 所 含 的 弓形 角 等 
于 (90" 一 去 人 4) 的 弓形 弧 。 

但 是 , 当 4 趋 近 于 B 的 极限 位 置 时 , 在 点 
也 作 切 线 , 则 适合 条 件 的 点 , 变 成 从 C 向 切线 
作 的 垂 线 与 弓形 弧 的 交点 G， 所 以 G 是 轨迹 
的 界限 点 。 因 此 , 所 求 的 轨迹 是 弧 CPG- 

1702。 在 定 线段 4B 上 ， 作 一 个 含 60* 
角 的 弓形 , 在 这 弧 上 截取 任意 弧 PQ, 使 它 所 
对 的 圆心 角 为 60”, 求 两 直线 4P、B9 的 交 
点 8 的 轨迹 . 这里, 假定 交点 在 弓形 的 外 而 ， 


‘* LAPB=60°, 
“。 40B=120°, 
所 以 ， 劣 红 4B 是 
四 0 的 二- 


其 次 ， 在 这 弓形 
弧 上 截取 任意 弧 . 
Pe8, 使 它 所 对 的 圆心 角 是 60°, 则 弧 PQ 是 
加 0 的 亏 . 于 是 (个 一 芍 ) 是 四 0 的 子 。 

下 问题 题 325 可 以 知道 ， ASB 等 于 张 在 
(AB— -0) 上 的 加 周 角 。 所以， 和 48B= 
30"。 因此 , 点 8 的 轨迹 是 张 于 线段 4B 上 ， 
所 含 圆周 角 等 于 30° 的 写 形 弧 . 但 须 注意 , 若 
在 4、B 上 作 定 弓形 的 切线 4、BF， 则 这 
轨迹 是 夹 在 这 两 切线 闻 的 一 段 弓 形 弧 。 

1703。 在 定 圆 内 ， 以 定 直径 和 定 长 弦 为 
一 组 对 边 作 内 接 四 边 形 ， 求 这 四 边 形 的 对 角 
线 交 点 的 轨迹 。 

解 在 定 圆 内 , 设 4B 为 定 直径 ，CD 为 定 
长 弦 , 内 接 四 边 形 4BCD 
的 对 角 线 的 交点 为 了, 则 
LAPB 

一 4DB+ Da40。 

而 人 4DB 一 90°, 

人 DAC 是 张 在 定 长 弧 DC 
上 的 圆周 角 , 所 以 是 定 角 . 由 此 可 得 , 人 4PB 
为 定 角 。 因此 , 点 卫 在 以 4B 为 纺 ， 所 含 贺 
局 角 等 于 定 角 4PB 的 弓形 弧 4PB 上 . 
反之 ,可 以 证 明 , 这 弧 上 的 点 适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 强 4PB。 但 必须 注 
意 ， 这 轨迹 是 由 关于 4B 互相 对 称 的 两 个 弧 

所 组 成 。 

1704。 设 4 为 定 圆 O 上 的 定点 ， 在 弦 
4B 的 延长 线 上 取 一 点 卫 , 作 圆 0 的 切线 
PT, 使 P4 等 于 PT 的 mr 信 ， 求 点 卫 的 轨 
迹 。 

解 设 P4:PT=m:1, m>1, 

。 PT 是 切线 ，.“。 PRP4.PB, 
于 是 ， 
PA?: PT?—PA?: PA.PB=—m2:1. 
*, P4:PB 一 Mi2:1。 
设 定 贺 的 圆心 为 O, 在 40 上 取 点 0, 使 
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又 .44O=5O， 
所 以 4O=CP. 


因此 , 点 卫 的 轨迹 是 以 人 A 
定点 0 为 圆心 、 定 长 
C4 为 半径 的 圆 。 

当 m=1 时 ， 轨 迹 变 成 在 点 4 的 切线 ; 当 
m<1l 时 ,轨迹 是 以 上 所 求 的 轨迹 ， 在 切线 相 
反 一 侧 的 器 . 

1705。 在 定 三 角形 .4BC 中 ,与 人 4 相 
邻 的 外 角 的 平分 线 @AR 上 , 于 点 4 的 两 旁 
取 点 Q@、 忆 ,使 49.4BR=4B.L4O， 求 9B、 
EC 的 交点 卫 的 轨迹 . 

解 坎 为 4Q:4B 一 A0;4R， 而 且 

/AQAB= /RAC, 
所 以 ， 人 和 人 AQ9BwAACR. 
o, LQ= /AACR. Q 

由 此 可 得 ，4、9、 
PC 共 贺 . 
,LP=/RAC 


。 1 


又 B、C 是 定点 ， P 
所 以 卫 在 以 BC 为 弦 , 所 含 圆周 角 等 于 (90* 


一 去 2.4) 的 弓形 弧 BPC 上 . 


反之 ， 容 易 证 明 ， 这 弧 上 的 点 适合 条 件 。 

又 因为 ,关于 点 4\Q 与 玉 的 取 法 可 以 交 
换 次 序 , 在 这 种 情况 下 ,适合 条 件 的 点 的 轨迹 
是 弧 BPC 的 共 斩 缴 。 因 此 ,所 求 的 轨迹 是 
BPO. . 

1706.。 在 定 三 角形 4B0 的 4B、4C 上 ， 
分 别 取 点 P、@, 使 BP.B4TCQ9.C4= BO?， 
求 B9、CP 的 交点 ZX 的 轨迹 。 

解 设 区 4PFcC 与 BC 的 交点 为 也, 则 

BP.BA=—BD.BO. 
而 


BD.BC+CD.BC 
一 BO2。 
2 
BP.BAT+CQ:CA=BO?, 
. CQ.0A=0D.BO. 
由 此 可 知 ,，4、@、D、B 共 圆 . 
“ AGEC+TPOE= /QAD+L/PAD 


一 BAC( 定 角 ). 
". LBXCO=180°— ALBAC. 
因此 , 点 子 的 轨迹 是 以 BC 为 驴 ， 所 含 圆周 
角 等 于 (180° 一 和 BAC0) 的 弓形 弧 。 

1707。 在 定 贺 O 中 ,过 定点 卫 作 任意 弦 
4B, 在 它 的 两 端 4、B 作 加 0 的 切线 , 求 这 
两 切线 交点 了 的 轨迹 。 

解 ” 因 为 4B 是 点 孚 的 极 值 线 ， 所 以 4B 
上 的 定点 卫 的 极 值 线 Y 
过 点 全 (问题 1497) 、 
由 此 可 得 , 点 了 在 点 
PP 的 极 值 线 了 2 
上 上; 

反之 , 在 了 Z 上 取 
点 芒 ， 若 作 到 的 极 
值 线 , 则 它 过 定点 了 (问题 1497). 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 关于 敬 O 的 定点 卫 的 
极 值 线 。 

1708. 4B 是 定 罗 0 的 定 弦 , 4B 二 等 分 
任意 弦 X 了 ,在 弹 X 了 的 两 端子, 了 作 国 0 的 
切线 了 号 、 了 PP, 求 这 两 切线 交点 了 的 轨迹 . 

解 设 召 为 了 了 与 4B 的 交点 ， 则 加 是 
XY 的 中 点 。 所 以 
PO 与 XY 交 于 点 


mn 


万。 


又 
LOXP= /OYP 
一 90。， 
所 以 , OZPY 是 内 接 于 圆 的 四 边 形 。 
". OE.EP~ZXE.REY. 
而 有 了 了 、4B 是 同 贺 中 的 弦 。 所 以 
XE.HEY=— AE.EB. 
， OE.EP~ AE.EB. 
因此 , 四 点 0、4、P、B 共 咒 。 由 此 可 得 ,点 
卫 在 过 三 点 4、O、B 的 兽 上 . 

反之 , 可 以 证 明 , 贺 40B 在 阅 0 外面 的 弧 
上 的 点 都 适合 条 件 . 

因此 ， 贺 40B 在 贺 0 的 外 面 的 弧 就 是 所 
求 点 一 的 轨迹 。 

1709. 两 园 O、0' 外 切 于 点 4, 由 4 作 
各 圆 的 纺 4C、A40', 使 AC:AC' 为 定 比 ， 车 
从 圆心 C 向 4C、 从 和 向 4C' 作 垂 线 ， 求 这 
两 垂 线 交点 的 轨迹 . 

解 设 用 为 BC0、4P 的 延长 线 的 交点 。 


3， 两 直线 交点 的 轨迹 


* BO~04, BC OP, 


*. AP=~PM. 
又 
AO'=0'B’', 
PO’ | BO 
所 以 B'C' 的 延长 
线 过 点 队 ， 
OP _ BM 
”” "OF BX: 
i 
而 -第 一 x+( 定 比 ). 
又 BM 2 BM BB 
AC0” AB’’ A0 Fa 
BM _BA.40'_ BA, 
BH AB A0G AB’™ 


OP _B4 

由 此 可 知 , 点 一 的 轨迹 ， 是 与 0、0' 的 距 
离 的 比 为 一 定 的 “阿波 罗 尼 斯 ? 圆 。 

1710. 两 定 直线 w、 9 垂直 相交 于 0, 4、 
B 为 在 直线 yg 上 的 两 定点 。 为 直线 2 上 的 
动 点 , 若 在 4 作 垂 直 于 P4 的 直线 , 在 B 作 
垂直 于 PB 的 直线 , 求 这 两 直线 交点 日 的 轨 

解 因为 Z84P、LQBP 都 是 直角 ， 若 
7 为 PQ 的 中 点 , 则 Yy. 


4M 一 BM 地 PQ. DD Q 


因此 ,点 到 在 4B3 的 中 垂 
线 CXZ 上 。 让 M 

又 CX/OP, 若 从 QB 向 

直线 4 作 垂 线 @D,， 则 0 P 
QDI OX I OP. 

又 MQ 一 MP，.….00 一 DO。 所 以 , 马 是 定 

点 。 

由 此 可 得 , 所 求 的 轨迹 是 过 定点 也 目 垂直 
于 直线 y 的 直线 . 

1711.。 在 定 三 角形 480C 的 人 4 的 平分 
线 上 ， 取 两 点 召 、 了 , 使 AB.4F=4B.40,， 
求 BE、FO 的 交点 书 的 轨迹 。 

解 ，… 4B.A40=4E.A4F, 

。» AB: AB= AF:AO. 
又 LBAB ~ /FAO, 
«» ABABwAFAC, 


因此 ,点 卫 在 以 BO 为 


369 
从 而 得 出 ， | 
LABP= /POA, 

由 此 可 知 ,4、、 C0、 忆 共 回 . 
". AP=/04E. 


一 到 全 4( 一 定 ). 


所 含 圆周 角 等 于 二 了 L4 EK 
的 弓形 弧 上 . 

反之 ， 在 这 强 上 取 一 点 
P, 设 BP、CP 与 人 4 
的 平分 线 分 别 交 于 恕 、 子 。 


人 BPO 地 ZL4, E 
所 以 尖 
LEPF~ /BAG. 
由 此 可 知 ， 4、 EOC、P he 
共 贺 ,所 以 J A 
LBEA=/F04. BBE! 
又 LBAE= /FAO, EE 
所 以 ABABwAFAC. 
于 是 AB.40=A8.4AF. 
因此 , 点 尸 适 合 条 件 。 
又 因为 共 孝 弧 上 的 点 也 适合 条 件 , 所 以 ,所 
求 的 轨迹 是 园 BMO. 
1712。 设 定 菱形 0O40OB 的 对 角 线 4B， 


分 菱形 为 两 个 正三 角形 ， 若 过 点 C 作 直线 
CDB 与 0B 交 于 D, 与 40 交 于 恕 , 求 4D 与 
BE 的 交点 及 的 轨迹 . 
解 在 A4BC 与 ABCD 中 ， 下 
”4010B， 
.» LACE= /BDO. M 
又 AO 1 BO, 
“» LABC= /BCD. A B 
.. AAECwABOD. 
由 此 可 得 ， 
. AE: AC= BO: BD. C 
"， AE:4B=A4B:BD,. 
又 » LBAB=/DBA=60°, 
'*» AAEBwABAD. 
而 对 应 边 4 与 B4 的 交角 为 60°, 所 以 对 
应 边 B 与 4DD 的 交角 也 为 60*。 所 以 ,点 
到 在 人 408B 的 外 接 加 上。 由 此 可 知 ， 所 求 
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的 轨迹 是 A4O5 的 处 接 圆 。 
1713. 过 定点 书 的 两 直线 PBD、P4C， 
和 两 定 平行 线 4B、CD 分 别 交 于 B、D 与 
4 求 BC 与 4D 的 交点 0 的 轨迹 ， 
解 设 PO 与 4B、 CD 的 交点 分 别 为 EB、 
五 。 
” 4B1CD， 
*. FO:OE 
=0D;AB. 
又 CD:A4AB 
=DP:PB 
=FP:BEP, 
。。 BO:OE=FP:PE. 
从 而 得 出, BF 了 被 P.O 分 为 调和 比 . 而 
卫 是 定点 , 点 如、 了 在 平行 线 4B、CD 上 移 
动 ,所 以 点 0 在 平行 于 4 妈 的 真 线 上 . 
此 ， 所 求 的 轨迹 是 过 0O 且 平行 于 4B 的 直 
线 


1714. OO 是 半径 为 ”的 定 圆 4 内 的 定 
点 ;过 0O 作 两 弦 POP'、Q@0O8', 求 两 图 PO@、 
了 P'O8' 的 另 一 个 交点 的 轨迹 . 
解 设 于 为 圆 POQ、PO9@' 的 另 一 个 交 
点 ，0 为 gP 与 已 g 的 
延长 线 的 交点 ， DD 为 
Q'P 与 PQ 的 延长 线 的 
交点 ， 则 CD 恰 是 点 0 
的 极 值 线 。 若 延长 40 
与 CD 交 于 点 召 ,， 则 
4 刀 TCD， 而 且 
AO.AE=—7?. @ 
又 因为 圆 4、 圆 POQ、 
贺 P'O8' 的 根 轴 交 于 一 点 ， 所 以 6 在 0O 驻 
上 ., 
其 次 ， 


LQPO= LP'Q'O, 
LOMQ~= LO8'0., 
所 以 , 四边形 C&MQ 内 接 于 圆 。 
“, CO.OM=—Q'0.00 
~ 人 2 一 O04?( 贺 等 定 理 ) 
一 40.4-Ox42( 由 @) 
一 40.BO。 
所 以 ,四 边 形 04UB 内 接 于 圆 。 
: LOMA- /LORA—90°. 
由 此 可 知 , 点 收 恒 在 以 40 为 直径 的 圆 上 ， 
因此 , 点 站 的 轨迹 是 以 40 为 直径 的 四， 


轨 


> 


迹 
1715。 车 人 4B0C 是 定 三 角形 , 过 边 BC 
的 延长 线 上 的 定点 D, 作 直 线 与 边 4CO、 4 
分 别 交 于 点 召 、 了, 作 两 个 三 角形 CDB、 
BDF 的 外 接 圆 ， 求 这 两 个 圆 的 另 一 个 交点 
MH 的 轨迹 。 
解 ” 因 为 四 边 形 了 BDM 内 接 于 圆 , 所 以 
LFBM= /MDE. 
因为 四 边 形 站 BCD 内 接 于 加 ,所 以 
LMDE= MO 。 
由 四 、@,， 得 
LABM= /AOM. 
由 此 可 知 ,点 用 在 入 4BC 的 外 接 加 上。 


反之 ， 在 人 4BC 的 外 接 贺 上 取 一 点 让， 
设 人 MCD 的 外 接 圆 与 4C 的 交点 为 B, ED 
与 B4 的 交点 为 了 ， 则 

ZABM= /EDM= /ECM. 
轩 为 四 边 形 了 BMD 内 接 于 贺 ， 所 以 用 为 
人 CBD、 人 BDF 的 外 接 圆 的 交点 。 
因此 ， 点 妈 的 轨迹 是 A4B5C 的 外 接 圆 。 


双 。 定 长 线段 一 端的 轨迹 
1716.， 若 4 为 定 圆 上 的 任意 点 ， 在 点 4 


的 切线 上 取 4 已 一 人 ( 定 长 )， 求 点 己 的 轨迹 。 
解 设 定 圆 0， 连结 


Ss 

O04、OP. 因为 04 是 定 9 ， x 

贺 的 半径 ， 所 以 它 是 定 长 | ， 

的 线段 。 又 \B 办 > 
LPAO=90°, .AS 

所 以 APO4 是 直角 三 角 We 


形 . 因为 两 直角 边 04、4P 都 是 定 长 的 线段 ， 
所 以 斜 边 也 是 定 长 线段 。 由 此 可 得 , 点 己 在 
以 0 为 圆心 ， 以 定 长 线段 OP 为 半径 的 回 
SEs 和 » 
反之 ， 在 这 个 辕 上 取 任 意 点 8,， 从 8@ 作 定 
加 0 的 切线 9B， 连 结 8O、0B， 在 人 AQ0B 


4. 定 长 线段 一 端的 轨迹 


和 人 入 POA 中 , SO=PO, 0D 一 0O4， 
4=90 "一 人.B， 
“"，A6O05ce 和 APO4， 
从 而 得 出 ， 8B=PA4=,, 
即 8B 为 定 长 1 的 线段 . 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 定 圆 0 的 同心 吏 ， 它 
的 半径 为 OF. 

1717。 从 定 圆 O 外 的 点 卫 , 向 圆 O 作 两 
条 切线 ， 若 这 两 切线 的 夹 角 的 大 小 一 定 ， 求 
点 卫 的 轨迹. 

解 设 P4,， PB 是 从 号 向 团 0 所作 的 切 
线 , 因为 了 P4、PB 的 夹 角 的 大 小 一 定 ， 所 以 
~4PO 的 大 小 也 一 定 . 又 
因为 40 是 定 长 线段 ， 所 
以 人 04P 的 大 小 一 定 .从 
而 得 出 ，OP 的 长 度 一 定 . 
因此 ,点 卫 在 以 O 为 圆心 ， 
以 定 长 线段 OP 为 半径 的 圆 上 . 

反之 ,容易 证 明 , 这 圆 上 的 任意 点 都 适合 条 


件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 , 是 与 圆 0 同心 的 圆 。 
1718.。 基线 段 PQ 的 长 度 等 于 定 长 且 
它 的 方向 是 定 方向 , 当 一 端 卫 在 定 加 上 移动 
时 ， 则 另 一 端 8 的 轨迹 是 与 这 个 定 贺 相 等 的 
图 


解 ” 设 定 贺 4, 下 为 所 给 的 方向 , PQ 的 
长 度 等 于 定 长 2 
而 且 PQ@ 平 行 于 EK。 . 
因为 PQ 的 一 端 PP 
在 定 圆 4 上 移动 ， 
所 以 , 过 圆心 4 作 和 
4B 平 行 于 玉 , 使 它 的 长 度 等 于 1 则 B 是 定 
点 。 连 结 卫 4、8B, 则 PQ、4B 都 平行 于 
且 它 们 的 长 度 都 等 于 i。 所 以 , P4BQ 是 平 
行 四 边 形 。 


"， BO=AP. 
因此 ,BQ 等 于 定 加 的 半径 , 它 为 定 长 。 从 而 
得 出 ， 点 9 在 以 定点 卫 为 贺 必 ， 以 定 长 线 
段 BQ 为 半径 的 圆 上 ， 即 在 与 圆 4 相等 的 加 
了 上 . 
而 且 长 度 等 于 1 线段 的 8P', 连结 4P', 出 

AB 1 (a AB=P'Y', 

所 以 , 4P'Y'B 是 平行 四 边 形 ，。 
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.4P' 一 BO 
即 4P' 等 于 圆 4 的 半径 。 所 以 , 点 PP 在 贺 
4 上 , 
1 点 纺 的 轨迹 ， 是 与 定 圆 4 相等 的 贺 


a: 若 4B 为 定 弓 形 40B 的 弦 , 连结 
殷 与 弧 上 任意 一 点 PP， 在 4P 的 延长 线 上 取 
PQ 一 PB, 求 点 日 的 轨迹 . 

解 设 和 为 适合 条 件 的 点 ,因为 

PB= PQ, 
所 以 
人 4QB= 亏 LAPB 
1 


me 0 


3 - 'B 
(G 为 定 弓 形 4CB 的 弓形 角 , 是 定 角 ) 。 
因此 ,点 驴 在 以 4B 为 缠 所 含 圆 局 角 


等 于 于 人 4P 的 弓形 弧 上 。 又 当 , 忆 变动 到 


BB 的 位 置 时 ,点 9 与 点 召 重 合 ; 当 卫 变动 到 
4 时 ， 若 过 点 4 所 作 弧 40B 的 切线 和 弧 
4DB 的 交点 为 也 则 点 @ 与 点 也 重合 。 所 
以 ,点 @ 在 弧 D9B 上 . 
- 反之 , 设 @ 为 弧 D8B 上 的 任 一 点 ,4Q' 与 
弧 4CB 的 交点 为 Po 则 

LAP'B=a, 49'B- 豆 cc。 


从 而 得 出 ， 
APO'B= 瑟 LAP'B. 


LP'Q'B= AP'B9' 
P'Q'=P’B. 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 弧 D9B。 

1720. 从 定点 4 向 定 圆 O 作 任 意 割 线 。 
与 这 圆 交 于 B、C， 过 纺 BC 的 中 点 工作 BC 
的 垂 线 TUM, 并 取 IM=14, 求 点 的 罗 
迹 。 

解 (1) 当 4 在 圆 内 
时 : 

因为 ZM 过 BC 的 中 
点 且 垂 直 于 BO, 所 以 
过 圆心 0. 

而 TA~—7MM, 

所 以 LIMA= /IAM-45°。 
又 2' 在 线段 01 上 时 , ZOM'4~135*， 所 


372 


以 ,点 性 在 以 04 为 弦 , 所 合 辆 周 角 等 于 45° 
或 135" 的 弓形 弧 上 。 但 是 , 当 O7 关于 04， 
处 于 和 前 者 相反 的 一 侧 时 , 则 对 于 04 而 言 ， 
俊 就 在 与 上 面 弓 形 对 称 的 弓形 弧 上 .因此 ， 
点 用 在 以 04 为 弦 , 由 含 圆周 角 等 于 45° 的 
两 个 马 形 组 成 的 贺 上 . 

反之 , 容易 证 明 , 这 图 
上 的 点 适合 条 件 . 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 
以 04 为 弦 ， 所 含 圆 周 
角 等 于 45° 的 弓形 的 两 
个 整 圆 。 

《2) 当 4 在 圆 外 时 : 

与 (1) 同 理 , 点 办 的 轨迹 是 以 OA4 为 弦 , 所 
含 圆周 角 等 于 45° 的 两 个 弓形 的 品 。 但 这 两 
个 圆 中 各 有 一 部 分 不 是 轨迹 。 即 从 4 作 两 切 
线 4T、AT', 则 包含 在 人 TOT' 内 的 部 分 不 
是 轨迹 . 

1721. 从 定 贺 上 任意 点 C, 向 这 圆 的 定 
直径 4DF 作 垂 线 CD, 在 OO 上 取 OP=CD， 
求 点 书 的 轨迹 。 

解 ” 设 定 圆 0， 先 考察 C 取 在 4 的 上 而 
半 个 圆 上 的 情况 。 E 

对 于 4B, 在 点 C 同 侧 2 
作 尘 径 0 也 垂直 于 4. 
在 人 人 OEP 和 ACOD 
中 ，0B =00，OP 一 ， 

CD, LB8OP== 人 OC0D( 因 为 都 是 LCOD 的 
余 角 )， 


AOBPseAcOD. - 
.» LEPO=~/ODO=90°. 
因为 OE 是 定 线段 ， 所 以 点 卫 的 轨迹 ， 是 以 
OZ 为 直径 的 圆 , 

其 次 , 若 点 0 取 在 另 半 个 圆 上 , 则 点 卫 的 
轨迹 是 关于 4B 与 圆 02 对 称 的 团 。 

1722。 从 定 圆 上 的 动 点 P, 向 定 直径 
AOB 作 重 线 PC, 在 半径 OP 上 取 09 等 于 
00, 求 点 日 的 轨迹 . 

解 设 定 贺 0, 设 点 卫 在 垂直 于 4B 的 直 
径 及 7 的 右边 . 在 人 BOQ 和 和信 POC 中， 


0Q=00, 0B=0P, 
人 POB 公共 角 。 

人 BoAzoc。 
从 而 得 出 ， 


Le Re 


第 = 编 轨 迹 . 


L009B= /O00P=90°. 
因此 ,点 9 在 以 08 为 直径 的 圆 上 。 

反之 , 以 0B 为 直径 作 圆 , 设 乡 为 这 加 上 
的 任意 点 , 过 点 @ 作 圆 0 的 半径 OQP,， 从 己 
向 0B 作 垂 线 PC,， 则 容易 证 明 

Acg522AocP， 
从 而 得 出 ， OQ=0C. 
所 以 , 点 @ 适合 条 件 。 因此 点 @ 的 轨迹 是 以 
0B 为 直径 的 圆 。 

同 理 可 得 , 当 达 在 
直径 加 7 的 左 侧 时 ， 
点 @ 的 轨迹 是 以 O04 
为 直径 的 贺 . 

综 上 所 述 可 知 ， 所 
求 的 轨迹 是 以 ; 04、 
OB 分 别 为 直径 的 两 个 相等 的 圆 。 

1723。 在 半径 为 7 的 定 贺 O 内 ,有 40 一 
BC 一 7, 且 LC 一 a 的 等 腰 三 角形 4BC, 当 顶 
点 CO 在 圆 上 顶点 4 在 定 直径 工 世 上 移动 时 ， 
求 顶点 BB 的 轨迹 . 

解 设 吾 为 适合 条 件 的 一 个 项 点， 因为 

AC— BO=00=7, 
所 以 4、O0、B 在 以 C 为 圆心 ，7 为 半径 的 两 
上 。 人 A40B 是 这 贺 的 贺 周 角 ,， 人 ACB 是 它 
的 圆心 角 。 所 以 & 
LA0B+ $=180°. 


LBOK~3 


《一 定 )。 
即 0B 和 ZK 的 交角 是 定 角 . 

车 C 在 LK 的 上 方 , 则 当 点 4 移动 到 总 
的 位 置 上 时 , 点 B 就 随 着 移动 到 点 卫 的 位 置 
上 ; 当 点 4 移动 到 到 的 位 置 上 时 , 点 B 随 着 
就 移动 到 了 了 的 位 置 上 .所 以 , 线段 XY 是 点 
B 的 轨迹 . 

与 上 面相 反 , 若 O 在 ZE 的 下 方 , 则 所 求 的 
轨迹 , 是 关于 OK 与 了 对称 的 线段 XYY". 
但 是 ,假定 4BC 的 方向 一 定 . 

1724. 4 是 定点 , 卫 是 定 直线 了 上 的 
任意 一 点 , 在 点 卫 作 P9 垂直 于 P4, 使 PQ 
一 PL4, 求 点 @ 的 轨迹 。 

解 设 @@ 是 适合 条 件 的 点 ,从 点 4 向 定 直 
线 了 作 垂 线 4B。 又 在 ZY 上 环 , 从 点 如 向 


5. 两 线段 的 和 与 差 为 一 定 的 点 的 轨迹 


两 旁 截取 B80 一 4B 和 BC' 一 4B。 连 结 
A0. 


xX AP=PQ, 
.和 LAQP=45°, 

由 此 可知，4、 
C、&、 卫 在 间 一 区 
上 


而 LAPQ=90°. 
“» LACQ=90°. 

又 C 是 定点 ,所 以 CQ 是 定 直线 。 因 此 , 适合 
条 件 的 点 @ 在 定 直线 C9 上. 

反之 ,在 直线 CQ 上 任 取 一 点 @, 作 直 线 
QP, 使 4QP~45*， 设 直线 QP 与 XY 的 
交点 为 P。 因 为 <40P 一 45" 一 人 4QP, 所 
以 四 边 形 4CQP 内 接 于 贺 。 

~». ALAPAQ= /POQ=45°. 
从 而 得 出 , A4PQ 是 满足 条 件 的 等 号 直角 
三 角形 。 因 此 , CQ 是 所 求 的 轨迹 (参考 问题 
1862) . 

又 , 就 上 面 的 PQ, 反 向 取 PQ'， 则 同 理 可 
得 点 Q' 的 轨迹 是 定 直线 0.8'。 所 以 ,所 求 的 
轨迹 是 两 直线 CQ 和 CQ/. 

1725。 若 4B 是 定 罗 0 的 定 直径 ， 在 点 
4 作 切 线 4N， 过 点 卫 作 任意 弦 BQ, 在 BQ 
的 延长 线 上 取 点 P, 使 过 书 向 直线 4N 所 
作 垂 线 PN 等 于 PQ, 求 点 己 的 轨迹 。 

解 设 忆 为 适合 条 件 的 点 , 则 

AP4NS2A 人 AP49， 
"， LAPN=/APB. 
又 _PN14B， 
ZAPN= /PAB. 
LAPB= /PAB. 
.. PB=A4AB. 
所 以 点 卫 的 轨迹 是 F 
以 B 为 圆心 ， 以 B4 为 半径 的 加. 


但 是 ， 在 这 园 上 ， 芳 作 垂直 于 4B 的 直径 ， 


BF, 则 点 三 所 属 的 范围 是 半圆 五 453 如 果 
点 一 取 在 9B 的 延长 线 上 ， 则 所 求 的 轨迹 是 
整个 网. 

1726。 设 4B 是 定 圆 O 的 定 弦 ， 在 加 上 
取 点 0, 延长 人 4B0 的 中 线 AP, 使 PQ= 
4AP, 求 点 驴 的 轨迹 。 
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解 …CP=PB, 4P=PO. … 4BQC 是 
平行 四 边 形 . Ee a 
“CQLAB ~ 
， (一定 )、 
因此 ， 本 问题 可 
以 归结 为 问题 
1718， 即 
ABZ2OD. ， 
所 以 。 所 求 的 轨迹 是 以 也 为 圆心 ,以 圆 O 的 
半径 为 半径 的 圆 . 
1727.。 两 个 定 圆 相交 ， 过 一 个 交点 4， 
作 直 线 B4C 与 两 加 分 别 交 于 BB 和 0, 在 这 
直线 上 取 点 了 ,使 4P 一 4B+A40, 求 点 P 
的 轨迹 。 
解 ” 设 两 个 给 定 圆 的 圆心 分 别 为 OO' 以 
40、00' 为 两 邻 ES 
边 作 平 行 四 边 
形 400@, 连结 
9P, 且 从 0、O'、 
Q 向 直线 B40 
作 垂 线 OD、O'B 9 了, 则 00'449。 
“， DE=AH. 


而 DE= 闻 Bo. 


pe 1 
AH 一 到 BO 一 可 4P。 
AH=HP. 

A 人 AAHGEQAPHYG. 
.“, QP—Q@A=00', 

可 是 ,因为 口 400'@ 一 定 , 所 以 点 @ 是 定 
点 。 因此 ， 点 三 在 以 9 为 心 ; 以 O0’ 为 半 
径 的 加 上 。 由 此 可 知 ,所 求 的 轨迹 是 辆 。 


从 而 得 出 ， 


与 。 两 线段 的 和 与 差 为 一 定 的 
点 的 轨迹 ; 
1728.。 若 点 PP 到 两 条 定 平行 直线 4B、 
OD 的 距离 的 和 或 差 为 定 长 2 求 点 卫 的 轨 
迹 . 
解 (1) 当 和 为 ?时 
设 O 为 加 的 中 点 , 则 
2PO~PE-- PP?, 


: -1 
。“. PO EE 
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因此 ， 人 PQ、P'8' 分 别 为 与 4B、 2 距离 
都 等 于 部 的 平行 线 , 则 点 


P 站 站 ch PQ 上 
路 )。 

(2) 当 差 为 时 : 

从 已 作 4B、C7 的 公 
生 线 BE、RF, 设 O 为 人 
五 五 的 中 点 , 则 

2RO=RF~RE=i. 


7 
. RO~=. 
因此 , 车 BS、B'S' 分 别 为 
与 4B、 CD 的 距离 都 等 于 去 的 平行 线 ， 


则 点 五 在 直线 ES、BR'S' 上 。( 反 过 来 也 成 
立 , 证 明 从 赂 ) 。 

1729.。 两 直线 卫 X'、YY' 相交 于 点 0， 
从 动 点 己 向 这 两 直线 作 垂 线 ， 设 两 垂 线 分 别 
为 PIT、PM, 若 了 Z 十 PM 一 入 ( 定 长 ), 求 点 卫 
的 轨迹 。 

解 设 卫 为 人 ZOZ' 内 造 合 条 件 的 一 
点 ,过 卫 作 直线 BO, 使 BC 与 了 ZX'、YY' 相 
交 成 等 角 , 设 和 OX’、OYF’ XxX Y 
的 交点 分 别 为 C、.B.、 从 从 
B 作 BE 垂直 于 OX', 从 
P 作 PL、PM 分 别 垂 
直 于 0Y'、0X'。 因 为 
人 OBC 是 等 腰 三 角形 , 所 
以 Be~s 

PL+PM=—BE. Y' x 

又 PL+PM 二 m( 定 长 )， 

“， BE=m. 
而 和 BOC 是 定 角 ,所 以 B、C 是 定点 . 因此 ， 
适合 条 件 的 点 在 定 线段 BC 上 。 

同 理 可 得 , 若 在 OX、OYF 上 分 别 取 

04=OD=OP， 
则 当 点 了 在 人 XOY、 人 XOY、 人 XOY' 内 
时 ， 适 合 条 件 的 点 分 别 在 CD、D4、4B 上 . 
从 而 得 出 ， 所 求 的 轨迹 是 组 成 矩形 的 四 条 线 
段 4B、BO、CD、D4。 

1730. 在 上 题 中 , 若 PL、PM 的 差 为 定 
长 a 求 点 王 的 轨迹 。 


Ei 


D 
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解 ”向 和 XOX'、YOY' 作 垂 线 ， 它 们 的 和 
为 a 的 点 的 轨迹 ， 如 上 题 是 四 条 加 
BC、CD、D4, 则 由 这 四 
条 线段 延长 形成 的 八条 半 
直线 就 是 所 求 的 轨迹 . 

设 忆 为 4B 的 延长 线 
Bh 上 的 任 一 点 ， 从 呈 向 
XXZX'、YY' 作 垂 线 PQ、 
PR, 从 BB 向 了 XX' 作 垂 线 R 
BB', 从 BB 作 芝 XK' 的 平行 3 
线 与 PQ 的 交点 为 S, 则 
BP 是 人 RBS 的 平分 线 , 且 BR 一 PS。 因 为 
BSQB' 是 矩形 , SQ 一 BB'=a, 所 以 

PQ9—PR=PQ—PS=8Q=4;, 

同 理 可 得 ， 其 余 七 条 半 直 线 上 的 点 都 适合 
条 件 。 

其 次 ， 可 以 证 明 ， 不 在 这 八条 半 直 线 上 的 
点 ,向 卫 邓 '、 了 YY' 作 垂 线 ， 它 们 的 差 就 不 为 
4a。 因此 ,所 求 的 轨迹 , 是 延长 4B、BC、CD、 
DA4 所 形成 的 八条 半 直 线 。 

1731. 三 直线 相交 于 一 点 ,两 两 之 间 的 
夹 角 为 60*， 从 点 卫 到 三 条 直线 的 距离 的 和 
为 定 值 , 求 点 王 的 轨迹 。 

解 设 三 直线 相交 于 点 O， 两 两 之 间 的 夹 
角 为 60*， 从 点 己 向 这 三 直线 所 作 的 垂 线 分 
别 为 PQ、PBE、 
PS, 县 
POT+PR+PS 


如 图 ， 作 正三 角 2 
形 04B, 从 O 作 
OK 垂直 于 4B， 
则 
PQ+PR~OH. 
“, PO+PR+PS=2.0H., 


因为 。 ”0~ 吝 %( 定 长 )， 


所 以 , 五 是 定点 。 因 此 ，4B 是 定 线段 。 
同 理 ,在 02Z2、OX' OF'、02' 上 ,分 别 取 
0C、OD、0B、OF 使 它们 等 于 04, 则 不 论 
点 PP 在 BC、CD、DE、EBF 或 8H4 上 ,都 可 
以 得 到 相同 的 结论 ， 
反之 ;在 这 些 线 段 (例如 4B) 上 , 取 任 意 点 
P， 从 P' 向 OZ、0OP 分 别 作 刁 线 信 多、 


6. 垂 足 的 轨迹 


P'R', 因为 A04B 是 正三 角形 ,所 以 
PG'+PR' 一 0 也 -二 克 ， 


从 P' 向 22' 作 垂 线 P'S', 则 
P'Q'+P'R'+P'S'~2.0H =m, 
所 以 ;点 PP 适合 条 件 ， 

因此 ， 所 求 的 轨迹 ， 是 构成 正六 边 形 
ABCDEF 的 六 条 线段 。 

1732。 从 等 荡 三 角形 4BC 内 一 点 卫 ， 
向 两 腰 4B、A4C 作 垂 线 PD、PE, 汪 PD+ 
已 刀 等 于 从 三 向 底 边 BO 所 作 的 垂 线 PF， 
求 点 王 的 轨迹 。 

解 设 己 为 适合 条 件 的 点 , 过 己 作 BC 的 
平行 线 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 了 、 了 。 又 
从 了 向 4B、BC 分 别 作 A 
垂 线 了 G、 了 EH, 则 

了 万 一 PP 一 PD 二 PR， 

因为 人 4XY 是 等 腰 三 

角形 ,所 以 

PD+ PE~YG. 
从 而 得 出 ， YH=YG. 
由 下 可知, 点 了 是 人 B 的 平分 线 与 AC 的 交 
点 。 所 以 , 了 是 定点 。 同 样 , 及 也 是 定点 
因此 , 点 卫 在 定 线段 XY 了 上 . 

反之 ， 容易 证 明 , XY 了 上 的 点 都 适合 条 件 ， 
”因此 ,所 求 的 轨迹 是 线段 XY 了 ， 

1733。 设 人 4B0 为 定 正 三 角形 , 妃 为 动 
点 ,连结 P4、PB、 PO0, 若 P4 一 PB 二 PC, 求 
点 的 轨迹 。 

解 .在 BP 的 延长 线 上 取 PD=PC， 则 

BD=—PA. 
因为 BC=40， 
LOCBD= 04P， 
所 以 - 
AcCBEDseAC4P 
“. CD=0CP. . 
由 此 可 得 ，APCD 是 正 
三 角形 。 


", ZBPCOm120°。 | 
所 以 ,点 卫 在 人 4BC 的 外 接 贺 的 如上. 
反之 , 易 知 B0 上 的 点 都 适合 条 件 . 


的 弧 BC。 


1734. ABCD 是 定 和 矩形， 求 使 P44PC 


因此 ,所 求 的 轨迹 是 人 4BC 的 外 接 加 上 
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一 PB 十 PD 的 点 了 的 轨迹 . 

解 ” 设 为 矩形 的 对 角 线 的 交点 ， 则 对 角 
线 BD、AC 在 点 0 互 A 
相 平 分 。 由 假设 知 

PA-+PC~PB+PD. 

所 以 . 

PA+PO?+2PA.PC 

=PB+PD2PB.PD. B C 

而 PA4?4+PO2=2(PO?+AO?), 

PB?2+PP=2(PO? BO?) =2(PO?+ AO?). 
*. PA.PC=PB.PD. 

又 PAT+POC=PB+PD, 

所 以 , PA4=PB 或 PA4=PD， 

如 果 了 4=PB， 则 点 也 在 过 0 的 人 40B 
的 平分 线 上 , 即 在 过 O 且 平 行 于 4 了 DD 的 直线 
又 上 。 

如 果 P4= 忆 D, 则 点 已 在 人 40D 的 平分 
线 上 , 即 在 过 O 〇 且 平 行 于 4B 的 直线 了 上。 . 
反之 , 设 己 为 民 ( 或 了 上 的 任意 点 ， 则 工 
(或 了 ) 上 的 点 与 4、B (或 4、D) 的 距离 相 
等 , 从 而 得 出 与 CO、D (或 B、0) 的 距离 也 相 

等 。 
“. PA+PO=PB+PD, 
因此 ,点 卫 的 轨迹 是 两 直线 卫 、 了 了 。 


G6G。 垂 足 的 轨迹 
1735。 已 知 和信 4BC 底 边 BC 的 大 小 和 


| 位 置 一 定 , 4B 与 4C 的 和 是 定 值 , 车 从 B、 


C 向 与 人 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 作 垂 线 ， 求 
垂 足 的 轨迹 . 

解 设 4B3+40= 和 ur ( 定 值 ), 在 B4 
长 线 上 取 4D=40. 
车 0D 与 人 4 相 邻 的 
外 角 平 分 线 的 交点 为 
9, 则 C8 上 48, 而 且 
@ 是 CD 的 中 点 。 因 
此 ,车 于 为 BC 的 中 
点 , 则 


MQ~3 (4B+AD)= 六 mm. 
同 理 可 得 , 从 点 B 向 与 “4 相 邻 的 外 角 平 
分 线 作 垂 线 ， 落 垂 足 为 王 ， 则 
MP= 吝 m, 
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圆心, 半径 的 长 去 多 的 加 


1736. 已 知 三 角形 的 底 边 的 位 置 和 大 小 
一 定 ， 其 他 两 边 的 差 也 一 定 ， 若 从 底 边 两 端 向 
顶 角 的 平分 线 作 垂 线 , 求 垂 足 的 轨迹 。 

解 设 了 为 人 4BC 底 边 4B 的 中 点 , 从 
底 边 两 端 4、B 分 
别 向 项 角 C 的 平分 
线 作 垂 线 4X、BT， 
AX、BY 与 对 边 
《或 延长 线 ) 的 交点 
分 别 为 D、D’, 则 

AX=XD, 


BY=YD'. 
.. MX—MY~(AC~BC) (一 定 ). 


因此 ,点 且 、 点 了 的 轨迹 , 是 与 定点 政 的 距 
离 为 定 长 (两 边 的 差 的 一 半 ) 的 点 的 轨迹 ， 即 
以 好 为 圆心 , 半径 的 长 等 于 两 边 的 差 的 一 半 
的 圆 . . 

1737。 以 定点 0 为 顶点 、 大 小 为 一 定 的 
PoOq9, 它 的 两 边 OP、08 分 别 与 两 定 直 线 
瑟瑟 、YY' 交 于 点 P、8， 从 0O 出 Pe 作 垂 
线 , 求 垂 足 HL 的 轨迹 。 

解 设 4 为 了 X、ZZ' 的 交点 ， 

PO9 一 c。 
人 了 从 0 向 4Z、 
AY 分 别 作 垂 线 
OB、00， 则 0、 
B、P、M 共 贺 . 
O、M、9、C 也 


ZLZMBA= /POMU, 
LMCA= /MOQ. 
.» AMBAT+ /MCA=a, 
在 四 边 形 B4CM 中 ， 
LA+- AMBA+ /MCA= /BMO, 
.. LAi+a=/LBMC. 
又 ， 当 忆 、@ 都 在 4B、A4C 的 延长 线 上 
时 , 辣 理 可 知 
LBMC=a— /4. 


第 三 编 罗 迹 ia 人 CT 和 
由 此 可 知 , 垂 足 了 、@ 的 轨迹 ， 是 以 四 为 | 弧 , 则 点 四 在 这 两 个 弓形 弧 上 而 且 可 以 知 


道 ,在 这 两 个 弧 上 的 点 都 满足 条 件 . 

其 次 , 若 定 角 节 4 了 与 定 角 POQ 互 为 补 

角 , 则 
LBMC=180°, 
所 以 ，B、M、C 成 为 直线 。 

因此 ,点 2 的 轨迹 是 直线 BC. 

1738.， 若 三 角形 的 底 边 和 顶 角 一 定 ， 从 
底 边 的 一 端 向 与 顶 角 4 相 邻 的 外 角 的 平分 
线 作 和 三 线 , 求 垂 足 的 轨迹 。 

解 在 人 4BC 中 , 底 边 BO 一定 ， 顶 角 4 
的 大 小 一 定 ， 则 顶点 4 的 轨迹 是 以 BC 为 弦 
的 圆 弧 。 又 与 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 过 
弧 B4C 的 中 点 MK (根据 问题 534)， 所 以 ， 
MM 是 定点 。 Pp 

从 点 如 向 与 人 4 相 邻 A 
的 外 角 的 平分 线 作 垂 线 ， 

设 垂 足 为 王 。 因 为 
LBPM 一 90。， B 
所 以 , 点 也 在 以 BX 为 直径 的 贺 上 . 

反之 , 设 忆 是 这 团 上 的 任意 点 ，PM 与 贺 
弧 BB4C 的 交点 为 4。 因 为 戏 是 统 BUC 的 
中 点 ,所 以 , 容易 证 明 4M 是 人 4BC 的 与 顶 
角 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 . 又 BP] 4P, 所 
以 点 卫 适 合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 圆 BPM 

1739。， 两 直线 卫 、 了 在 0 相交 成 直角 ， 
以 定点 0 为 顶点 的 直角 两 边 C4、CB 作 旋 
转 , 它 与 边 OZ、OY 的 交点 分 别 为 4、B, 从 
点 C 向 48 作 垂 线 , 求 垂 足 及 的 轨迹 。 

解 因为 ZXOY=90° 一 /40B， 所 以 
A、 O、 也 、 0C 共 圆 . XxX 

从 CG 向 OX、0Y、 D C 
4B 作 垂 线 ， 重 足 分 别 。 纺 
为 也、 瑟 、 互 . 因为 C 是 
A4OB5 的 外 接 贺 上 的 
点 ， 所 以 根据 西 摩 松 定 ”也 
理 可 知 ， D、 已、 加 在 一 
直线 上 。 又 因为 D、 台 是 定点 ,所 以 点 瑟 的 
轨迹 是 直线 D， 

注 参考 问题 1737。 

1740。 一 直线 与 正方 形 4BOD 的 两 边 


SY 


因此 ,以 BC 为 弦 , 在 B0 两 侧 , 分 别 作 所 含 | 4B、A4D 分 别 交 于 了 P、8， 并 使 4P 十 49= 


加 局 角 等 于 a+ 人 4 和 a 一 人 4 两 个 弓形 


24B, 从 C 向 这 直线 作 垂 线 , 求 垂 足 耻 的 


6. 垂 足 的 轨迹 
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解 …… AP+AQ=24B= 4B+A4D, 
.. BP—Dg, 
又 CB=CD， 
LABC= /0D®, 
… AcBFeACDQ. 
.BOP 
一 人 DOqg， 
*. LPOQ= -BoD=90。. 

所 以 , 点 0 在 八 4PQ 的 外 接 贺 上， 因此 ， 
从 0 向 PQ 作 垂 线 ， 它 的 垂 足 ML 在 “ 西 摩 松 
线 ”BD 上 。 

反之 ， 设 2 为 线段 BD 上 的 点 ， 过 2 向 
CM 作 垂 线 ,， 设 这 垂 线 与 4B、4D 的 交点 分 
别 为 P、@， 可 以 证 明 

AP+ 49=24B, 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 线段 BD， 

1741。 在 半 团 中 ， 从 圆心 0 向 等 于 半径 
的 纺 作 垂 线 , 求 垂 足 妈 的 轨迹 。 

解 ”设防 CD 等 于 半圆 4CDB 的 半径 , 从 
0 向 CD 作 垂 线 OMHM， 则 0M 是 正三 角形 
CC 的 高 。 所 以 _D 


由 此 可 得 ,点 了 在 以 A 

(为 圆心 以 OM 一 3 04 为 半径 的 加 
上 。 但 必须 注音 ,在 这 加 上, 所 求 的 办 这 只 限 
于 使 <40P= 人 BOQ=30° 的 人 POQ 内 部 
的 扇形 缴 . 

1742. 直线 上 有 三 点 4、B、0, 过 4、B 
作 任 意 贺 0, 从 点 C 向 圆 0 作 两 切线 CD、 
OP， 求 了 DE 与 OC 的 交点 也 的 轨迹 ， 

解 ” 因 为 

LODO=90°, 

LDPO=90°, 
所 以 
CP.00=07 

一 (也 .CO4 
(一 定 ) . 
设 DBE 与 直 YY 


线 4BC 的 交点 为 G, 则 CP.CO~0G.0F.. 
但 因为 了 是 4B 的 中 点 ,所 以 OF 是 确定 的 。 


因此 , CG 也 是 确定 的 。 从 而 得 出 , 点 G 是 定 
点 。 因 此 , 点 卫 在 以 定 线 段 GC 为 直径 的 贺 


上 。 

反 过 来 也 成 立 , 证 明 从 略 。 

1743， 在 正方 形 4BOD 的 边 OCB、CD 
上 ， 分 别 取 点 加、 了 , 使 CB 一 CF， 从 召 向 
A 了 作 垂 线 , 设 垂 足 为 G. 当 如 在 边 B0C 上 
移动 时 , 则 点 G 在 什么 路 线 上 移动 ? 

解 因为 BB 一 DF， 
所 以 - 

LDAF = /BABE. 
为 4BEG 是 内 接 于 
圆 的 四 边 形 , 所 以 
LBAB= /BGE. B 
“» LDAF = /BGE. 
BA. 

因此 ， 以 B 为 圆心 ， 以 BA 为 半径 作 圆 ， 这 
现在 正方 形 内 的 弧 , 就 是 点 G 移动 的 路 线 ， 

1744， 设 48 是 定 圆 0 的 定 直 径 ， 从 
4 号 的 延长 线 上 的 动 点 @， 向 这 圆 作 切线 
QZ, 若 从 O 向 <O8F 的 平分 线 作 垂 线 ， 求 
会 足 呈 的 轨迹 . 

解 延长 OP 与 QF 的 交点 为 , 则 OP 


—PF. ' 2 
pa 


从 五 作 切 线 了 EB， 
则 

LEFO= /OPQ 

= 人 FOQ. 
“FEIAB. 

由 此 可 知 ， 且 为 弧 4B 的 中 点 ， 是 定点 . 
从 而 得 出 , 已 在 30 的 中 垂 线 上 。 

再 看 书 的 界限 . 当 纺 在 4 或 刀 的 位 置 上 
时 ， 由 点 向 定 贺 所 作 切 线 就 在 4、B 处 的 
切线 , 即 4 履 、BL 的 位 置 上 。 这 时 , 车 OU、 
OL 与 08 的 垂直 平分 线 的 交点 分 别 为 C、 
D, 则 三 在 CD 上 . 而 且 因 为 CD 上 的 点 都 
适合 条 件 ， 所 以 所 求 的 轨迹 是 线段 CD。 但 
必须 注意 , 从 点 8 向 定 圆 所 作 切 线 ,在 4 的 
两 侧 各 有 一 条 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 在 4B 两 侧 互 为 对 称 
的 两 条 线段 。 

1745。 在 人 4HFC 中 , 顶 顶 角 和 4 的 大 小 和 
位 置 一 定 ， 它 的 周 长 也 一 定 , 洲 从 顶点 五 向 
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外 角 BOB 的 平分 线 作 垂 线 BM， 求 点 四 的 
轨迹 ， 

解 设 D 为 切 于 BO 和 4B、 LC 的 延长 
线 的 旁 切 圆 的 圆心 ， 又 
一 B4C 是 定 角 。 因 为 从 
点 也 到 切 点 吾 的 距离 等 
于 和 人 480 的 局 长 的 一 半 ， 
是 一 定 的 , 所 以 也 是 定点 . 


又 了 BDO=9%0。 -二 ZL4 


(一 定 ). 
因为 ZBMD~90* 一 人 4AFD， 所 以 四 边 
形 BFDM 内 接 于 癌 . 


“~ LAPM= LBDM=90°—2 LA4. 


而 A4F 有 BB 是 等 腰 三 角形 。 所 以 
/AFE=90° - 守 ZL4. 


于 是 LAFM= /AFE. 

因此 ,点 用 在 定 线 段 了 上 . 而且 轨迹 
的 界限 , 是 旁 切 圆 在 4B、AC 的 延长 线 上 的 
切 点 卫 、 卫 。 

1746. 设 定 贺 0 的 半径 为 >， 从 定 圆 0 
内 的 定点 4， 作 相互 垂直 的 两 直线 4B、40， 
它们 与 定 赔 的 交点 分 别 为 B、C, 若 从 4 向 
BC 作 垂 线 , 求 垂 足 书 的 轨迹 。 

解 因为 ~B4Om90*，4P1BO， 所 以 
AP?= BP.OP. B 

而 BP.CP=72-OP 
( 圆 等 定理 )。 

"。 4P2 十 OP2 一 72。 

亦 即 从 点 卫 到 两 定点 
4、O 的 距离 平方 和 是 


一 定 的 .所 以 , 点 了 的 轨 
迹 ,是 以 40 的 中 点 ML 为 图 心 半径 的 长 为 
字 一 42 的 加 


1747. 两 定 直 线 MON、M'ON' 在 点 0 
垂直 相交 。 过 MN 上 的 定点 4, 作 动 直线 
Q4 与 MN' 交 于 Q, 在 MXN 上 取 点 B， 使 
例 - 乞 着 人 忆 向 49 作 和 本 线 ， 求 委 足 P 


的 轨迹 。 


解 设 己 为 适合 条 件 的 点 。 过 4 垂直 于 ， 


由 此 可 得 ， 
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一 -一 一 一 -一 一 一 一 -一 一 一 一 


MN 的 直线 与 RP 的 交点 为 B, 则 


人 人 A009wANBAR. 
AR_ 4B 
‘00 ‘024° 
由 此 可 得 ， 


N 


O04 n° 

而 04 是 定 长 的 线 
段 ， 所 以 点 召 是 定点 。 2 三 90°, 所 
以 ,点 卫 的 轨迹 是 以 4B 为 直径 的 贺 O' 

当 @ 取 在 关于 MX 的 另 一 侧 ,或 4R 取 在 
关于 4 的 相反 方向 ， 则 点 已 的 轨迹 是 关于 
MN 与 圆 0' 对 称 的 贺 0O"。 

1748. 设 线段 4B 的 两 条 牌 线 为 4C、 


BD, 作 任 意 直线 与 40、BD 相交 , 交点 分 别 


为 如 、F, 在 4B 上 取 一 点 PP， 使 AP.PB 
等 于 4B.BF, 车 从 号 向 BF 作 惟 线 PM， 
求 点 好 的 轨迹 . 
解 ”由 假定 4B.BF~-PA.PB, 
AE PB 
“ EA BF 
LA=/LB. 
. ABAP 
WAPBNF, 


C 


ABP 
—=/BPFR. 
". AEP+/BFP=~90°., 
因为 四 边 形 加 4PM、 四 边 形 BPM 都 是 
内 接 于 圆 的 四 边 形 , 所 以 
AEP=/AMP, 
LBFP=/BMP. 
oo. ABMP+ /AMP=90°, 
即 LAMB~90°. 


所 以 , 点 用 的 轨迹 是 以 4B 为 直径 的 贺 。 


了 了。 圆心 的 轨迹 

1749， 车 贺 与 相交 的 两 直 线 4B、 CD 想 
切 , 求 贺 心 的 轨迹 。 

解 .因为 切 于 4B、A D 
CD 的 贺 的 圆心 , 到 4B 
和 CD 的 距离 相等 ， 又 _E 一 SR 
因为 到 4B 和 CD 的 上 距 c 
离 相等 的 点 ， 都 为 切 于 H 


7. 圆心 的 轨迹 


4B、CD 的 圆 的 圆心 因此, 所 求 的 轨迹 , 是 
与 到 4B、0D 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 相同 ， 
由 此 可 得 , 所 求 的 轨迹 是 平分 4B 和 OD 
的 交角 的 两 条 直线 BF、GH. 
1750。 设 定 圆 O 上 一 定点 0， 一 个 圆 在 
点 0 处 与 定 圆 0 相交 成 直角 , 求 这 个 圆 的 加 


线 04, 则 在 点 C 与 定 贺 
O 相交 成 直角 的 圆 的 圆心 

圆 ,在 C 处 与 图 O 交 成 直角 . 由 此 可 得 ,所 求 
的 轨迹 是 切线 40，。 


心 的 轨迹 . 

解 ” 设 定 贺 的 圆心 为 0, C 为 加 0 上 的 定 
在 直线 04 上 ， 

又 以 GA 上 任意 一 点 4 

1751. 
交 于 4、4'， 若 人 OAP=a, 求 圆心 卫 的 轨 


点 ， 在 点 0 作 定 贺 的 切 
人 
为 圆心 ， 以 4C 为 半径 的 
迹 
两 圆 的 交点 之 一 为 4 
则 
LO4P=a( 一 定 )， < ) 
又 在 AO4P 中 ， 因 A 
为 40、4P 一 定 , 它们 


的 夹 角 也 一 定 ， 所 以 OP 也 是 一 定 。 设 
OP 的 长 度 为 mx, 则 卫 在 以 0 为 圆心 , mr 为 
半径 的 四 上 。 
反之 , 容易 证 明 , 这 圆 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 CO 为 圆心 ， 半 径 的 
长 等 于 mm 的 贺 ， 


1752. 设 定 半径 的 圆 二 等 分 定 网 O; 求 


定 半 径 加 的 网 心 的 轨迹 . 
解 设 0 为 定 圆 的 圆心 ,P 为 适合 条 件 的 
点 ， 即 圆 卫 二 等 分 定 团 0 
于 4、B, P4、PB 是 定 
半径 。 连 结 OP, 则 
PO1AB. A 
» PO?=—PA?— AO?, 
由 此 可 得 ，PO 为 定 长 。  A 


设 它 的 长 度 为 m, 则 卫 在 以 O 为 圆心 , 以 定 


长 m 为 半径 的 团 上 . 
反之 , 设 8 为 这 加 上 的 任意 点 ,，4'B' 为 


O 的 直 和 铭 且 垂直 于 GO、 连结 94 则 8O?=， 


已 知 定 半径 的 圆 忆 与 定 圆 0 相 
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QA2— AO2. 
*, PA?— A0:=QA2— A'O2, . 
.oo PA=@A4', 
即 @ 为 具有 定 半径 的 圆 的 圆心 , 且 加 8 二 等 
分 定 圆 于 4'、B'。 因 此 ,所 求 的 轨迹 是 以 0 
为 圆心 , 半径 的 长 等 于 的 贺 ， 但 是 , 当 定 
半径 小 于 定 圆 0 的 半径 时 ， 则 轨迹 不 存在 。 

1753。 已 知 定点 4 和 定 圆 0， 若 过 定点 
4 的 加 了 与 定 贺 0 相交 成 直角 ， 求 圆心 
的 轨迹 . 

解 若 卫 为 适合 条 件 的 点 ,图 0 与 圆 卫 在 
点 T 相交 成 直角 . 设 04 与 圆 卫 的 交点 为 卫 . 
因为 07 切 于 加 P, 所 以 ， 

O04A.0B=072, 
而 O04 和 OT 都 是 定 长 的 
线段 ， 所 以 OB 也 是 定 长 
线段 ， 即 B 为 定点 。 因 
此 ,点 卫 的 轨迹 与 过 两 


Y 


2 | 定点 4、B 的 圆 的 圆心 的 轨迹 是 一 致 的 。 从 
解 ” 设 定 加 0, 适合 条 件 的 贺 的 圆心 为 了 P， 


而 得 出 ， 所 求 的 轨迹 是 4B 的 垂直 平分 线 . 

1754. 若 定 半径 的 加 与 定 贺 O 相交 成 
定 角 , 求 定 半径 的 加 的 圆心 的 轨迹 . 

解 设 4 为 适合 条 件 的 圆 的 圆心 ， 贺 0、 
圆 .4 在 点 C 相交 成 定 
角 , 设 在 点 C 两 圆 的 切 
线 分 别 为 BOP、 GOH,， 

则 之 CF 为 定 角 。 
而 
LACO= /OO0F+ /ACH— /HCOF 
一 180° 一 人 HOF( 一 定 )。 
因此 ,所 要 求 的 轨迹 可 归结 为 问题 1751。 

1755， 从 一 点 作出 的 两 条 射线 ， 分 别 与 
两 网 相交 成 定 角 , 求 两 加 的 圆心 的 轨迹 。 

解 设 SX、8Z 为 从 一 点 作出 的 两 条 身 
线 , 适合 条 件 的 两 加 的 圆心 分 别 为 O、O'。 又 
O、 贺 0' 与 SZ 的 交点 分 别 为 4、B， 连 
结 04、0'B, 因为 04、0'B 分 别 与 SX 作 
成 定 角 , 所 以 04/0'B。 因 此 ， 若 SX 与 
00' 的 交点 为 


= O04A:0'B. 
由 此 可 得 ， 点 
2 是 贺 O 和 加 0' 的 位 似 中 心 ，&SZ 经 过 加 
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O 和 圆 0' 的 位 似 中 心 。 

同 理 可 得 ， 若 了 Y 与 00' 的 交点 为 入 ， 则 
VN 也 为 贺 O 和 通 0' 的 位 似 中 心 。 因此 ， 不 
论 S 或 8Y, 都 过 加 0O 和 贺 0' 的 位 似 中 
心 。 所 以 点 5 是 两 夯 O、O' 的 位 似 中 心 . 设 
O 为 适合 条 件 的 圆 的 圆心 在 SO 上 ， 则 另 一 
个 适合 条 件 的 圆 的 圆心 也 在 SO 上 . 

反之 , 可 以 证 明 , SO 上 的 点 是 适合 条 件 的 
加 的 贺 心 。. 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 SO. 

1756。 设 贺 0 和 圆 0' 为 两 定 贺 ， 作 
书 把 两 定 四 二 等 分 , 求 圆心 己 的 轨迹 . 


解 设 园 卫 与 现 O、 贺 0 的 交点 分 别 为 | 


A、B 与 CO、D, 4AB、 
CD 分 别 是 贺 0、 
O' 的 直径 。 
。OP14B， 
OP _ 10OD. 
设 7、7” 分 别 是 
O、 加 0’ 的 半径 ， 
。。 PA?=PO+7?, 
PCO2 一 PO2-H72。 
而 PA=PO. 
所 以 了 O2 十 人 2 一 PO2 二 72 
于 是 PPO2~PO2 一 72~I2( 一 定 ) 。 


因此 ,所 求 的 轨迹 是 垂直 于 00' 的 直线 (问题 
1 


834) 


1757。 4 和 五 为 两 定点 ，7 和 名 为 两 定 


长 线段 ， 若 从 点 4、 互 向 圆 0 所 作 切 线 42Z、 
BT', 分 别 等 于 i m, 求 园 心 0 的 轨迹 。 
解 因为 04? 一 22 十 0O72， 
OB2 一 002 十 O772， 
所 以 042~0B 一 P72 (一 定 )。 
因此 ,车 在 4B3 上 取 点 x 
二 , 使 
AP2~BP?=R ~ mM?, 
则 点 0 在 过 卫 而 垂直 于 
4B 的 直线 ZY 上 . 又 因 A 
为 04>1?1, 0B>m, 所 以 ， 
车 在 XY 了 上 取 点 C 和 CO? 
使 AC=AC'=, 则 点 0O ‘YY 
不 在 线段 CO' 上 . 容易 证 明 , 在 直线 了 了 上 
除去 线段 00', 剩 下 的 两 条 射线 CZ 和 CC 
上 的 点 都 适合 条 件 。 因此 , 所 求 的 轨迹 是 两 


条 射线 CX 和 0 了 . 
1758. 从 两 定点 4 和 B, 分 别 向 一 个 加 ® 
作 两 条 切线 ， 使 两 切线 之 闻 的 夹 角 分 别 等 于 
a、B, 求 这 贺 心 的 轨迹 
解 设 0 为 适合 条 件 的 加 的 圆心 , 47 和 
BT' 为 切线 , 则 
1 
LO0AT=3 0 
; 
LOBT 一 村 B. 


过 和 4 和 B 作 直 线 AP、 yo 
BP, 与 4B 之 间 的 夹 角 过 入 
分 别 等 于 针 、 生 ,4P 和 BP 交 于 PP. 从 P 
向 4B 作 垂 线 PQ, 则 

人 40TwANAAPQ., 


又 A 人 BOT'wABPOQ, 
BP_PQ 
BO 02° 
AP BP 
于 是 40 B30’ 
A0 AP 
即 -了 一 (一定 )。 
因此 ， 浇 按 比 4P;BP 把 线段 4B 内 分 和 外 
分 , 则 以 连结 这 两 个 分 点 的 线段 为 直径 的 加 
(阿波 罗 尼 斯 园 ), 就 是 点 O 的 轨迹 . 
1759.。 设 人 XO 二 60°*， 和 且 它 的 位 置 也 
确定 ， 在 人 和 XOY 的 平面 上 ， 有 半 笃 为 a 的 
加 ,这 圆 与 射线 OX 和 0 了 (包含 点 0) 都 至 少 


| 有 一 个 交点 ， 则 这 圆 的 圆心 在 什么 样 的 范围 
'」 内 。 试用 图 表示 出 这 个 范围 , 且 求 出 它 的 面 
积 。 


解 在 图 中 , 设 40 与 OX 的 距离 、BC 与 
OF 的 距离 都 为 
a， 若 圆 0 的 半 
径 也 为 则 只 
要 说 明 用 斜 线 折 
表示 的 部 分 是 所 
求 的 范围 就 行 4 


过 点 0 作 直线 。 “< 
垂直 于 OX, 相对 于 0 和 而 言 ,在 所 作 的 重 线 


与 OY 同 旁 的 部 分 上 取 04=a。 又 过 点 O 作 


7. 画 心 的 轨迹 


直线 垂直 于 O07, 相对 于 OY 而 言 ， 在 所 作 
的 垂 线 与 OZ 同 旁 的 部 分 上 取 0B=a。 过 
4 作 平 行 于 OX 的 直线 ,过 B 作 平 行 于 OY 
的 直线 , 设 这 两 直线 的 交点 为 C. 因此 , 以 O 
为 圆心 ， % 为 半径 的 圆 的 优 红 4B， 以 及 
AC、BC 一 起 所 图 成 的 平面 部 分 ， 就 是 所 求 
圆心 的 存在 范围 。 于 是 , 所 求 的 面积 是 : 

和信 04C 的 面积 十 人 OBC 的 面积 十 扇形 04B 

(以 优 弧 4B 作 弧 ) 的 面积 


之 法 2 ©° 1 2 oo 2 2 
3° tg 60 十 豆 4 tg 60 十 本 CQ: 
一 /3 + 字 no (V3+3 ®)o. 


1760. 三 角形 4BC 的 底 边 BC 的 长 度 


和 位 置 一 定 ， 顶 角 4 也 一 定 ， 求 这 三 角形 的 、 


九 点 圆 的 铅 心 的 轨迹 。 

解 在 人 450 中 , 底 边 BO 人 
一 定 ， 顶 角 BAC=am。 设 
0 为 人 4BC 的 外 心 ,了 为 

重心 下 为 九 点 圆 的 圆 
(问题 679) . 

市 王 是 底 边 BC 的 大 小 
和 位 置 一 定 、 顶 角 等 于 定 

. 角 a 的 和 信 4BC 的 垂 心 ,所 
以 点 一 的 轨迹 , 是 以 BC 为 弦 , 所 含 圆周 角 等 
于 180° 一 a 的 弓形 弧 Se 1810) .又 
O 是 定点 ， 所 以 点 丸 的 轨迹 ， 是 连结 定点 0 
和 BOR es 

由 此 可 知 ,连结 贺 及 BCK 的 圆心 9 与 0， 
以 09 的 中 点 了 为 圆心 ， 以 园 五 BCK 的 半 
径 的 一 半 为 半径 的 圆 ， 与 Of、 OK 的 交点 分 
别 为 五 、 瑟 , 则 点 广 的 轨迹 是 了 NB。 

1761. ”从 已 知 贺 上 任意 点 了 P， 分 别 作 与 
已 知 两 直线 平行 的 弦 P4 和 PB, 求人 PAB 
内 切 况 的 圆心 的 轨迹 。 

“ 解 设 人 AP4B 的 内 心 为 TZ，47、BZ 的 延 


长 线 与 加 的 交点 分 嘲 为 C、D, 则 C、 了 分别 . 


是 0、224 的 中 点 . 因为 在 点 0 的 切线 平 
行 于 PB, 目 方向 一 定 ,所 以 C 是 定点 。 
同 理 可 得 , DD 也 是 定点 。 


LCLTB 一 90" 十 训 LAPB, 


所 以 LOID 一 定 . 
由 此 可 得 , 点 了 的 轨迹 是 以 OD 为 驴 , 所 仿 
四 局 角 等 于 (90* 十 于 /4PB) 的 弓形 弧 。 
若 过 C、 忆 的 直径 
分 别 是 CO\、DD" 当 
P 在 OD 上 , 则 罗 
迹 是 以 0'D 为 驴 ， 
所 含 四 周 角 等 于 
(90°+2 人 4PB) 有 的 _ 


弓形 弧 . 又 车 卫 在 0 万 或 在 CT 上, 则 轨迹 
分 别 是 以 C 或 以 CD' 为 弦 , 所 含 圆周 角 等 


于 (90*+ 寺 0) 的 弓形 弧 。 但 是 , a 是 已 知 丙 


定 直 线 的 夹 角 的 补 角 . 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 以 上 四 个 弧 。 

1762. 已 知人 《B40C 的 位 置 一 定 ， 在 边 
4P、40 上 分 别 取 点 B、C, 使 4B 与 4C 的 
和 (或 差 ) 等 于 定 长 , 连结 BC。 求人 4BC 外 
接 加 的 圆心 的 轨迹 。 

解 (1) 设 人 4BC 两 边 的 和 等 于 定 长 , 即 
AB+AC=2. 
从 人 4B0 的 外 接 
贺 的 弧 BC 的 中 
点 D， 向 4B、 
AC 作 垂 线 D、 

DF, 则 

AB=AF=? 

(问题 586). 
从 而 得 出 也 是 定点 , 所 以 , 人 4BC 的 外 心 0 
在 4D 的 中 垂 线 卫 上 。 

再 研究 C 或 刀 趋 近 于 4 的 极限 情况 , 可 知 
车 延长 DB、DF 与 卫 相 交 , 则 交点 瓦 、 互 ' 是 
点 O 的 轨迹 的 界限 点 。 

反之 ,容易 证 明 互 鼠 ' 上 的 点 都 适合 条 件 。 
因此 ,所 求 的 轨迹 是 线段 五 H'. 

(2) 设 4B~40=2, 过 DD 作 加 O 的 直 
径 DD', 则 D' 是 张 B4C 的 中 点 . 又 从 D' 向 
AB 作 垂 线 D'B', 则 4BE'=1. 又 DA 是 与 
2B4C 相 邻 的 外 角 的 平分 线 ， 所 以 D' 是 定 
点 。 因 此 , 人 480 的 外 心 0 在 4D' 的 中 垂 
线 乙 上. 

反之 ,容易 证 明 , 这 直线 上 的 点 适合 条 件 。 
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因此 ,所 求 的 轨迹 是 直线 工 ". 

1763。 在 定 角 B4C 的 两 边 上 ， 分 别 取 
B.C 使 4B 十 4C=27, 求人 4BCO 的 边 BC 
中 点 的 轨迹 。 

解 与 上 题 相同 , 么 4 的 平分 线 与 人 A4BO 
外 接 贺 的 交点 为 D， 从 DD 
向 4B、4C 作 垂 线 分 别 为 
DEB、DF, 则 

4 万 一 4 万 一 )， 
所 以 ， 妃 、 有 、 卫 都 是 定 
点 。 

设 BC 的 中 点 为 好 连结 到 妨 则 DML 
BO。 所 以 ,点 召 、 以 、 也 在 一 直线 上 (西府 松 
定理 )。 亦 即 点 必 在 线段 BF 上。- 

反之 , 容易 证 明 ， 在 如 了 上 的 点 适合 条 件 . 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 线段 BF 。 

1764.， 在 已 知 直 线 4B 上 有 了 四边形 
ABOD,，BO、CD、DA 的 长 度 一 定 ， 且 


AB+0CD==BC-+-D4， 如 果 顶 点 0、DD 是 动 . 


点 ， 那 么 这 四 边 形 内 切 罗 的 圆心 的 轨迹 是 怎 
样 的 ? 


解 ” 设 内 切 圆 的 圆心 为 0, 连结 04、0B、. 


OO、0D， 则 
LA0B~180° 3( LABC+ LBAD) 


一 去 (ZBCD+ LA4DO) 


一 “BCO+ /ADO. 

因此 ， 若 在 边 4B D 
上 可 点 互 , 使 

LAO0X= /LADO, 

则 

LBOX=/BCO. 4 


BB 


。 A 人 4OXcA4DO。 
从 而 得 出 ， . 
| AO: AXY=— AD:40. 
*. 40? 二 4D.4X。 
又 ABOXwABCO, 
'， BO? 一 BO.BX. 


“» AD.BO+BO.AO? 
=AD.BO.BX+BC.AD.AX 
一 AD.BO.AB( 一 定 ). 
因此 ,点 O 的 轨迹 是 一 个 圆 (问题 1841) 。 
.4765， 设 人 4BC 的 底 边 45B 的 大 小 和 和 
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位 置 一 定 , 顶 角 C 一 w (一 定 ), 求 过 三 个 旁 心 


圆 的 圆心 的 轨迹 . 

解 设 人 4BC 的 外 接 圆 0 的 直径 D 妈 3 重 
直 于 4B, CD、.CB 、 
分 别 为 40B 的 
平分 线 与 它 相 邻 的 
外 角 的 平分 线 。 设 
O、 OO、 OA 为 
A4BC 的 旁 心 ,40; 
与 GO" 的 交点 为 
FR， 从 加 作 CD 的 
平行 线 与 了 O- 的 延 
长 线 相交 于 点 G， 则 在 AOBG 与 AODF 


Ea 


OB=~OD, /GOBE= /FOD, 
LGEO= /FDO, 
*, AGBO2QAFDO. 
从 而 得 出 ， BG 一 DF，. 
而 DF 一 DB( 问 题 459). 
'. EG=DB. 

又 由 假定 可 知 ， 外 接 贺 O 是 定岗 ，DB 定 
长 , 所 以 BG 也 是 定 长 。 因 为 如 明定 点 ， 因 
此 ,点 G 的 轨迹 是 以 如 为 网 心 ， 以 ZG 为 半 
径 的 圆 (对 于 AO'O"0" 来 说 , G 是 外 心 , O 
是 九 点 贺 的 圆心 , 甩 是 垂 心 , G 的 轨迹 就 是 


:| 所 求 的 轨迹 )。 


号 ， 两 圆 的 交点 (或 切 点 ) 的 轨 


1766. 若 切 于 定 直线 上 的 定点 妈 的 贺 ， 
和 切 于 同一 直线 上 的 定点 的 贺 相 切 , 求 这 
两 个 圆 的 切 点 卫 的 轨迹 . 

解 ”在 切 点 三 作 公 切 线 PC, PC 与 4B 的 
交点 为 C 则 C 是 
4B 的 中 点 . 又 


OP 一 于 4B( 定 长 )， 
因此 , 适合 条 件 的 点 ， 
在 以 4B 的 中 点 C 
为 圆心 , 以 五 4B 为 半径 的 加 上 。 


反之 , 设 书 为 这 回 上 的 任意 点 , 作 过 点 4、 
点 卫 且 和 C4、C2' 相 切 的 园 ， 又 作 过 点 卫 、 


8， 两 加 的 交点 (或 切 点 ) 的 轨迹 


点 P' 且 和 0B、CP' 相 切 的 下， 则 CP' 为 两 
圆 的 公 切 线 。 由 此 可 得 ,两 圆 相 切 ， 点 P' 是 
适合 条 件 的 点 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 以 4B 的 中 点 为 圆心 


以 去 4B 为 半径 的 加 


1767 .。 在 定 角 XOZ 内， 车 切 于 边 0X 
上 的 定点 女 的 器,- 和 切 于 边 OZ 上 的 定点 B 
的 圆 外 切 , 求 切 点 三 的 轨迹 。 

解 连结 P4、PB。 在 点 己 作 两 圆 的 公 
切线 PT, 则 

. /TPA=/OAP, /TPB= /OBP. 
LAPB= /0AP+ /OBP, 


由 此 可 得 ， LAPB=—180°—3 LXOF. 


但 因为 人 XOY 是 定 角 , 所 以 人 4PB 也 是 定 
角 , 又 因 4、B 是 定点 ,所 以 切 点 卫 在 以 4B 


为 弦 ， 所 含 圆周 角 等 于 (180° - 序 ZXOY) 


的 弓形 弧 上 . 

反之 ， 在 弧 4P 上 取 任意 点 P， 作 过 点 
P、 点 4 县 在 4 切 于 y 
OX 的 圈 ， 又 作 过 点 。 
P、 点 卫 且 在 互 切 于 
OZ 的 圆 ， 再 在 点 卫 
作 切 于 加 4P 的 直 。 
线 PT, 则 A 
LTPA= /O04P. @ 

而 人 APB=/04P+ 人 /LOBP. © 

由 @ 一 @, 得 

LTPB= /OBP. 
由 此 可 知 , PT 切 圆 BP 于 点 B。 所 以 ，P7 
是 圆 4P、 圆 BP 的 公 切 线 ， 亦 即 贺 4P 和 
加 BP 在 也 点 相 切 . 

因此 , 弧 4P 是 所 求 的 轨 这 . 

1768. 过 已 知人 4BC 的 边 BC 上 的 点 
D, 作 任意 的 横 截 线 恕 DF， 与 边 40 交 于 点 
刀 ， 与 边 4B 的 延长 线 交 于 点 了 作 人 OCDE 
和 和信 BDF 的 外 接 圆 , 求 这 两 个 圆 的 另 一 个 
交点 1 的 轨迹 。 

解 因为 B、、M、 DD 共 阅 ,所 以 


LFBMU= /FDM. © 
又 因为 D、 及 、C、 吕 共 贺 ,所 以 
LFDM-/ECMUM, ©@ 
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由 @、 @, 得 
LFBM= /ACM. 
由 此 可 知 ，B、4、C、 放 
共 圆 , 点 妾 在 和信 4BC 外 
接 圆 的 弧 B40 的 共 暂 弧 p 
上 


反之 ， 在 这 张 上 了 到 任 意 
点 好 "， 作 过 ML'、C 的 任意 圆 与 4C、BC 的 
交点 分 别 为 BD’', 延长 BZ'D' 和 4 的 延 
长 线 的 交点 为 了 ', 与 上 面 同 理 , 可 以 证 明 B、 
D'、M'F' 是 同一 加 上 的 点 。 

因此 , 弧 BMC 是 所 求 的 轨迹 。 

1769， 设 P、@ 是 定 三 角形 4BC 的 边 
4B、40 上 的 定点 ， 在 BC 上 取 任 意 点 己 ， 
作 人 ABPRB、ACqgR 的 外 接 圆 , 求 两 圆 的 交点 
O 的 轨迹 。 

解 * POR+/B=180°, 

LQOR+ LO0=180°, 
., LPOR+ /QOR+/LB+/C=360°. 
.. LPOQ= LB+LO 入 
一 180。- /4. 
即 “ 

LPOQG+ /A=—180°." 
由 此 可 知 ,点 0 在 人 4P@ 
的 外 接 贺 的 弧 卫 4Q 的 共 斩 弧 上 。 

反之 , 容易 证 明 在 PO 上 的 点 适合 条 件 . 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 POQ. 

1770。 两 定 圆 0O、O' 相交 ， 过 交点 4 作 
动 割 线 94B、S47， 求 吏 8S4E 和 圆 @4T 的 
另 一 个 交点 五 的 轨迹 。 

解 设 贺 S4R、 贺 947 的 圆心 分 别 为 
0O”"、0O", 因 为 48 是 加 0O 和 部 0 的 公共 纺 ， 
所 以 00"1 .48. 


又 因 47 是 圆 0 
和 国 0" 的 公共 弦 ， A 
所 以 pn 
ook 
O00 1 OO 
同 理 可 得 ， De 
OO 1 O"O’, 


所 以 ，OO"OOw 是 平行 四 边 形 。 册 此 可 
知 , 0"0” 过 00' 的 中 点 B, 又 因为 4P 是 
两 加 O"、 OO 的 公共 弦 ， 所 以 OO 趣 直 平 
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分 4P. 从 而 得 出 ，3BP 一 B4( 一 定 ) 。 

因此 ， 点 三 在 以 妃 为 圆心 ，B4 为 半径 的 
加 上. 

反之 , 容易 证 明 , 这 圆 上 的 点 适合 条 件 。 

为 半径 的 圆 。 

1771. 以 已 知 圆 上 的 点 为 圆心 ， 以 定 长 
线段 为 半径 作 踊 ， 按 已 知 方向 所 作 的 圆 作 切 
线 , 求 切 点 的 轨迹 。 

解 ” 设 巨 知 圆 0, 以 这 加 上 的 点 @ 为 加 
心 ; 半 径 的 长 为 定 长 7 的 贺 是 贺 @, MAN 平 
行 于 已 知 方向 的 直线 了 且 和 图 @ 相 切 , 设 
切 点 为 则 i 

QPLMN., 
.. QPLXY. 

取 04 平 行 而 且 等 
于 QP, 即 QPL404, 
则 

AP 一 O08( 一 定 )，。 Xr 
又 O41XY, 所 以 4 是 定点 。 因 此 , 书 在 以 
4 为 圆心 , 08 为 半径 的 圆 上 。 

反之 , 容易 证 明 , 这 贺 上 的 点 适合 条 件 。 

因此 ,点 卫 的 轨迹 是 圆 4。 

又 因为 平行 于 了 的 切线 有 两 条 ， 所 以 另 
一 条 切线 的 切 点 的 轨迹 , 是 关于 O 与 圆 4 对 
称 的 圆 4'。 

综 上 所 述 可 知 ， 所 求 的 轨迹 是 岗 4 和 融 
4'. 

1772. 两 个 半径 都 是 7 的 动 圆 4、B 互 
相 外 切 于 点 CO, 又 了 了 X'、 了 YY' 是 两 条 互相 季 
直 相 交 的 直线 ， 当 这 两 圆 移动 时 , 圆 4 总 是 
与 直线 了 Y' 相 切 , 而 圆 妃 则 总 是 与 直线 互 民 / 
相 切 , 求 这 两 圆 的 切 点 C 的 轨迹 。 

解 ” 设 两 直线 也 X'、 了 YY' 垂 直 相 交 于 点 
O， 过 两 圆心 4、B Y 
分 别 作 平行 于 了 Y'、 

了 ZX' 的 直线 , 设 交 
点 是 Ol 设 1 在 
LX0F 内 , AO14B x: \ 
是 直角 三 角形 , 两 四 /| 站 | 、 
4、 的 切 点 C 是 No 个 0 
AB 的 中 点 。 所 以 Y 

O10 一 +。 因 此 ,点 0C 在 以 OQ1 为 圆心 , ?为 半 
径 的 网 上 ， 


反之 , 设 C 为 这 圆 上 的 任意 点 。 以 C 为 圆 
心 ，COi 为 半径 的 圆 与 BO1 的 交点 为 B。 延 
长 BC, 与 014 的 交点 为 4。 若 以 4、B5 为 
圆心 , 7? 为 半径 作 两 个 园 ， 则 一 个 与 卫 叉 ' 相 
切 ， 另 一 个 与 了 Y' 相 切 ， 而 且 这 两 圆 相互 外 
切 。 因 此 , 圆 O 是 所 求 的 轨迹 。 

又 因为 两 动 阅 4、 巨 还 可 以 在 ZXO7/ 
人 X'0P 了 、 人 X'OY' 的 内 部 , 所 以 根据 同 理 可 
以 得 到 类 似 的 结论 。 

因此 ， 记 求 的 轨迹 是 四 个 圆 Ot、O?、Os、 
O4。 

1773. 已 知 两 个 相等 的 铜币 ， 切 于 长 方 
形 箱 的 边 上 而 且 又 互相 外 切 ， 如 果 两 个 铜币 
按 这 样 移动 , 求 这 两 个 铜币 切 点 的 轴 迹 。 

解 ” 设 长 方形 的 边缘 为 4BCD, 铜币 的 半 
径 为 7。 如 果 一 个 铜币 
切 于 A4B, 另 一 个 切 于 
BO, 那么 由 上 题 可 以 知 
道 , 若 两 直线 NO、GO 与 
A4B、BC 的 距离 都 等 于 
7?， 县 NO、GO 交 于 点 
0. 在 以 0 为 圆心 ， 以 ? 为 半径 的 加 上 ， 取 


弧 BP 等 于 主 回 , 则 名 就 是 所 求 的 轨迹 . 


又 当 两 个 铜币 都 与 一 边 BC 相 切 时 ， 显然 可 
知 , 切 点 的 轨迹 是 线段 ZG。 因此 ,所 求 的 轨 
迹 ， 是 四 条 线段 了 8G、 五 K、LU、NB 和 四 个 
弧 : Ey、6 久 、 色 NN. 

1774. 过 定 圆 内 的 定点 4， 作 任意 的 纺 
BC, 过 4、B 和 过 4、C 分 别 作 两 个 圆 , 且 这 
两 圆 各 在 B、C 和 定 圆 相 切 , 或 这 两 个 圆 的 另 
一 个 交点 三 的 轨迹 。 

解 ” 设 0 为 定 加 的 圆心 ， 在 B、C 内 切 于 
定 加 0 的 济 的 圆心 分 别 为 MK。N, 则 必 、 从 、 
0 与 0、 N、 0 分 别 在 同一 直线 上 ， 又 MN 垂 
直 平分 4P。 

因为 A4BM、ACBO BA 人 
都 是 等 腰 三 角形 , 且 底 角 《< 全 则 
5 是 公共 角 , 所 以 3 

LAMB= /COB. 
由 此 可 得 , M44 OC. 

同 理 可 得 ， NAY OB. 

因此 , 四 边 形 4MOXN 是 平行 四 边 形 , MN 过 


| 40 的 中 点 工 县 垂直 平分 4P， 所 以 ， 


以 十 


本 三 | 


要 斗 


9. 三 角形 (或 四 边 形 ) 的 顶点 的 轨迹 


MN f OP. ZAPO=90°, 
因此 ,点 卫 在 以 40 为 直径 的 加 上 . 

反之 , 设 卫 为 这 圆 上 的 任意 点 ,过 PP、4 作 
圆 M, 且 在 点 如 与 定 圆 9O 相 切 ,过 政 作 OP 
的 平行 线 , 则 这 条 直线 过 4P 的 中 点 , 同时 也 
过 40 的 中 点 工 。 取 ZN=MT, 若 B4 ON 
的 交点 为 C， 则 四 边 形 OMAN 是 平行 四 边 
形 . 因 为 人 4MB 是 等 膜 三 角形 ,所 以 人 BOC 
也 是 等 腰 三 角形 。 由 此 可 得 ， 

O00=0B. 
因此 , C 是 定 贺 O 上 的 点 , 且 A4N=NC, 又 
因 点 卫 是 点 和 4 关于 MX 的 对 称 点 ,所 以 
AN=NOC=NP. 
从 而 得 出 ， 以 六 为 图 心 ， 过 A4、 了 P.O 的 圆 N 
在 点 C 与 定 贺 0 相 切 , 即 点 P 卫 适合 条 件 . 

因此 , 所 求 的 轨迹 , 是 以 40 为 直径 的 圆 . 

1775。 有 以 定点 0 为 圆心 , 任意 ?为 半 
径 的 贺 0, 又 有 以 两 定点 4、B 分 别 为 圆心 
的 两 加 ， 若 这 两 圆 分 别 与 四 O 相交 成 直角 ， 
求 这 两 圆 的 交点 的 轨迹 。 

解 从 4、 瑟 分 别 向 贺 0 作 切线 4C、BD， 
以 4、 5 为 副 心 ,分 别 以 AC、BD 为 半径 作 
网 , 贺 4、 呵 万 分别 与 圆 C 相交 成 直角 。 设 
妈 、W 为 所 作 的 两 个 
殴 的 交点 , 则 

AM?— .402 

一 4O2 一 92， 
BM?2= BD? 

=BO?—?72, 

4M2wBM2s 402w BO2( 一 定 )， 

同 理 可 得 ， 

4N2~BN2 一 .402 BO2( 一 定 )，， 
因此 , 若 在 4B 上 取 点 书 使 
PA2~PB— AO~ BO2， 
于 是 卫 是 定点 ,过 定点 卫 而 垂直 于 4B 的 直 
线 , 是 圆 4 与 加 BB 的 交点 队 、W 的 轨迹 ( 癌 
题 1834) 、 若 设 点 0' 是 点 0 关于 4B 的 对 


称 点 ， 则 线段 CO 的 两 端点 0、0O' 是 轨迹 的 


界限 。 

1776. 一 直线 平行 于 和 人 ABC 的 边 4B， 
这 直线 与 C4、CB 分 别 交 于 卫 、Y 了 ， 求 
人 C4Y、ACBX 的 外 接 圆 的 另 一 个 交点 忆 
的 轨迹 。 
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解 设 忆 为 圆 C47 与 圆 COBZ 的 另 一 个 
交点 ,连结 PA4、PB、PX、PY, 则 
LPYB= /PAX, 
LPBY = /PXA. 
.. APAXwAPYSB. 
又 由 A4B// 了 YY， 得 
AX 40 
了 (一 定 )， 
因此 ， 从 点 卫 向 4X、BY 分 别 作 高 PD、 
PE, 则 


PD_4C 


一 芭 0 一定)。 


由 此 可 得 , 点 卫 的 轨迹 ， 可 以 转化 为 到 两 
边 40、BC 的 距离 的 比 是 一 定 的 点 的 轨迹 ， 
因此 ,所 求 的 轨迹 是 射线 C2， 

1777. 已 知 两 个 圆 互相 外 切 于 已 ， 这 两 

哇 又 分 别 与 两 个 已 知 定 圆 外 切 ， 求 两 圆 的 切 
点 一 的 轨迹 。 
外 切 的 两 加 且 又 分 别 外 切 于 两 个 定 园 4、B 
的 两 个 圆心 为 互 、 了。 车 加 与 两 本 4、B 
的 切 点 分 别 为 吾 、F, 则 召 过 两 贺 4、B 的 
外 位 似 中 心 5( 问 题 11831)。 


同 理 可 得 ， 若 圆 了 切 于 两 贺 4、B 的 点 分 - 
别 为 G、 鼠 , 则 G 及 也 过 8， 而且 
SE.SF=S8SG:.SH=SA.SB 
(一 定 ) (问题 1409) . 


因为 S 在 两 贺 之 、Y 的 祖 轴 上 ， 所 以 在 两 四 


苹 、 了 的 切 点 卫 的 切线 过 5， 

“， BP? 一 SB.SF( 一 定 )， 
从 而 得 出 ,SP 是 定 长 。 因 此 , 点 三 的 辆 迹 ， 
是 以 有 为 圆心 的 一 个 项 的 弧 。 


9. 三 角形 (或 四 边 形 ) 的 顶点 


的 轨迹 


1778。 人 A 人 42B0 的 底 边 BC 的 大 小 和 位 
置 一 定 ， 顶 角 4 是 定 值 w， 求 顶点 耳 的 轨 


. 
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解 ”因为 4 恒 为 定 值 4, 所 以 4 在 以 定 
线段 BC 为 弦 ， 所 含 圆 周 
角 等 于 a 的 弓形 缠 上 上 . 这 A 
样 的 弧 关于 BC 和 相对 称 
的 有 两 个 。 

反之 , 设 4 为 这 弧 上 的 8 C 
任意 点 , 则 

LBA'C= /BAC=a. 

所 以 点 4 适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 , 是 圆 D 
弧 B4C 和 关于 BC 与 它 对 称 的 弧 BDC.， 

1779。 求 同 底 、 面 积 一 定 的 三 角形 项 点 
”的 轨迹 . 

解 设 和 信 4B0 的 底 边 4B 一定 ,面积 一 定 . 
从 CG 作 CDD 垂 直 于 4B, 因为 底 边 4B 和 面 
积 一 定 ， 所 以 它 的 高 、 

CD 也 一 定 ， 设 高 为 TAN 
则 C 在 与 4 的 距离 为 
4 的 平行 线 LM 上. ~ 

反之 , 设 0 为 ZU 上 

的 任意 点 ， 连 结 Q'4、 


0'B， 因 为 AC"4B 与 AC4B 等 积 ,所 以 它 


的 面积 一 定 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 ， 是 平行 于 4 如 的 直线 
ILM. 车 0 取 在 4B 的 另 一 侧 ， 且 与 上 面 位 
四 对 称 , 则 点 0 的 轨迹 ， 是 关于 4B 与 LM 
对 称 的 直线 ， | 

1780. 平行 四 边 形 4BDC 的 周 长 一 定 ， 


且 顶 点 4 的 位 置 固定 , 当 两 邻 边 4B、4C 的 ， 


方向 一 定时 , 求 点 也 的 轨迹 。 


解 设 口 4BDC 的 周 长 一 定 (2), 顶点 4 


的 位 置 固定 ，4B、4C 的 方向 一 定 , 且 
AB+AC=). 下 
若 在 4B\、4C 的 延长 线 
上 , 分 别 取 点 了 到, 囊 使 。 D 
ABE=AF= 1), 
则 加 、 是 定点 。 又 
和 俯 BDE、 作 CDF 都 是 A B “上 
等 腊 三 角形 而 且 对 应 角 相 等 。 所 以 
ZCDF+/BDE 
=180°— /A=180°— /BDO, 
因此 ， 连 结 到 、 环 的 直线 便 过 点 也 即 也 在 
BF 上 。 
反之 ,容易 证 明 , BP 上 的 点 适合 条 件 。; 
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因此 , 所 求 的 轨迹 是 线段 BF. 

1781, 人 4BC 底 边 4B 的 大 小 和 位 置 
一 定 ， 在 BC 上 取 一 点 卫 , 使 线段 4P 等 于 
定 长 且 BP:PC~=m:n, 求 顶点 0 的 轨迹 。 


解 ” 因 为 4 是 定点 ， C 
4P 是 定 长 5 所 以 点 ， AAA Ne 
乙 的 轨迹 , 是 以 4 为 加 

心 , 以 ?为 半径 的 阅 . 在 

B4 的 延长 线 上 取 点 O，0 入 3 


使 互 4:40=m:n, 则 O 是 定点 . 而 
BP:PCO=m:n. .. BP:PCO=BA:AO, 
CC _ BC mtn 
”” LE BP mm * 


00 一 了 J 和 .1( 一 定 )。 

因此 , 0 在 以 0 为 圆心 ， 半 径 的 长 等 于 
卫士 ”7 的 圆 上 。 
反之 ， 容 易 证 明 ， 这 个 圆 上 的 点 都 适合 条 


因此 , 所 求 的 轨迹 , 是 以 O 为 圆心 ,半径 的 
长 等 于 了 二. 的 加 。 

注 参照 问题 1631.. 

1782。 在 已 知 正 方形 4BCD 的 边 BC 
上 , 取 任 意 点 已 ,车 三 个 三 角形 PA4D、P4B、 
PCOD 的 重心 分 别 是 工 MK、N, 则 人 LMUN 
是 怎样 的 三 角形 ? 又 当 点 卫 在 边 BC 上 移动 
时 , 工 、_M、N 画 出 怎样 的 线段 ? 求 AIMN 


-的 存在 范围 的 面积 .这 ， Ep _p 


里 ,假设 正方 形 4BCD 
的 边 长 为 a。 

解 设 AD、4B.CD 下 
的 中 点 分 别 为 B、F、G, 
由 三 角形 的 重心 性 质 ， 日 
得 P C 
PU_PL_PN_2 Ac —D 
FF PE PG 3° SN 

而 且 Q CK 
LAMLN= /FEG=90°, XX 多 

2 2 
人 L 


一 IN。 : 
由 此 可 得 ， 八 CMN 是 等 腰 直 角 三 角形 。: 


9. 三 角形 (或 四 边 形 ) 的 顶点 的 轨迹 


设 点 @ 与 点 及 点 8 与 点 7 分 别 三 等 分 
4B、DO, 40 与 98、40 与 BT 的 交点 分 别 
为 @、7T，BD 与 898、BD 与 BT 的 交点 分 
别 为 SB、 歹 ， 则 当 点 一 从 点 吾 的 位 置 移 动 到 
点 0 的 位 置 土 时 ,点 工 从 点 8 的 位 置 移动 到 


点 局 的 位 置 上 ,点 隆 、 点 轨 分 别 从 点 召 的 位 


置 移动 到 点 忆 的 位 置 上 , 从 点 开 的 位 置 移 
动 到 点 的 位 置 上 . 

由 此 可 知 ，ALMUN 的 存在 范围 是 梯 
形 WETS'. 

梯形 Q'RTS' 的 面积 一 诗 (o 十 名 )X 各 

‘ -了 oa2。 

1783， 在 正三 角形 PMN 的 边 MN 上 
取 任意 点 4, 作 以 4P 为 高 、 顶 点 为 4 的 正 
三 角形 4BO, 求 万 和 0 的 轨迹 . 

解 因为 A4BO、APMN 都 是 正三 角 
形 ,所 以 
LA4BO= /PNA~60°, 

由 此 可 知 ，P、4、N、B 

共 加 . 

又 4PLBC， 

… LAPB=90°. 

所 以 ,4B 是 这 四 的 直径 . 
连结 NB, 则 NB_LMN,。 

同 理 可 得 ， 


MO IL MN. 

因此 C、B 分 别 在 过 用 和 要 而 重 直 于 MN 
.的 直线 上 .车 4 限定 在 线段 MW 上 移动 , 设 
过 了 而 垂直 于 PN 的 直线 ， 过 卫 而 垂直 于 
PM 的 直线 分 别 与 NB、MC 相交 , 设 交点 为 
妃 与 了 、G 与 惠 , 则 这 些 点 是 轨迹 的 界限 . 

反之 ， 容 易 证 明 线段 ZG、 FH 上 的 点 适 
合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 线段 ZG、PH。 

1784。 三 角形 的 底 边 的 长 度 和 位 置 一 
定 ， 其 他 两 边 上 的 正方 形 
， 面 积 的 和 一 定 ， 求 这 三 角 
形 项 点 的 轨迹 . 

解 设 A4BC 的 廊 边 
4B 的 长 度 和 位 置 一 定 ,又 和 A 

402 上 BO2 一 12( 一 定 ). 
若 了 为 .4 了 3 的 中 点 ,连结 20, 则 
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LO? 二 BOY==2 (AM? -+OM’) 
. 《中 线 定理 )， 
‘2(AM?+CMY) 一 12。 
:Ca 一 -全 一 4M2( 一 定 )。 
所 以 ,CUM 是 定 长 线段 。 因此 , 点 C 的 轨迹 ， 
是 以 16 为 贺 心 ,半径 的 长 度 为 VY 区 一 41 


的 贺 (参考 问题 87 全 . 
1785。 梯形 4BCD 的 诬 边 4B 的 长 度 

和 位 置 一 定 ， 4D、CD 为 定 长 ， 且 顶点 了 在 

以 4 人 求 顶点 0 的 轨迹 . 

解 ”因为 DC 是 定 长 的 线段 ,所 以 ， 若 在 线 
段 4B 上 取 4 刀 一 DO， 
则 召 是 定点 ,，A4ECD 
为 平行 四 边 形 . 

ee C=AD. 
因此 , 点 C 的 轨迹 ， 
是 以 妃 为 圆心 , 以 等 于 4D 的 线段 为 半径 的 
园 。 

1786， 固定 和 矩形 4BPCO 的 顶点 4 与 
4 相 邻 的 两 顶点 B、C 分 别 在 两 个 已 知 的 同 
心 贺 上 , 求 第 四 顶点 三 的 轨迹 . 

解 已 知 两 个 同心 圆 ， 设 也 .> 分 别 为 外 
圆 、 肉 加 的 半径 。 两 对 
角 线 的 交点 为 D， 连 结 
OD、04、OB、OP、OC， 
因为 D 是 P4、BC 的 
中 点 ;所 以 


OP?+04?=~207D+2PD?, 
0B2? 十 00? 一 20D2 十 20D?。 
而 PD=CD. 
.0P2 二 04? 一 DB2 十 002 一 2 十 72， 


即 OP 一 B24+72 一 O42 (一 定 )。 
所 以 OP 是 定 长 的 线段 。 由 此 可 得 , 点 书 在 
以 CQ 为 图 心 , 以 定 长 线段 为 半径 的 图 上 。 

反之 ,容易 证 明 ,这 圆 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 ,所 求 的 轨迹 , 是 以 O 为 圆心 的 圆 。 
1787。 从 已 知 圆 0( 半 径 轨 外 一 点 4 


向 贺 作 线段 4P， 以 4P 为 一 边 作 正 方 


形 A4PQBE, 求 点 如 和 的 轨迹 。 
解 、 以 40 为 一 边 作 正 方形 40B0。 在 
人 40P 和 人 4CR 中 ， 


A0=40, AP=A8, 
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ZP4A0- /RAC, MB= MD， 因 此 ， 
"人 4PCS2A4RC. 过 BD 的 中 点 作 Cr 一 > 一 元 
EC 一 PO-r. BD 的 中 垂 线 ， 则 < > 
因此 , 点 且 在 以 定点 R G、 4、 都 在 BD ; 
C 为 圆心 ， 以 ?为 半 的 中 垂 线 上 。 
径 的 圆 上 . COB2 一 CB2 一 万 了 
又 在 A4OP 和 "= AB2— AB?. x 
入 4B9 中 ， | 从 而 得 出 ，0B? 一 4820B?~ 4B2, 
AP: AQ— A0:4B~1:V3, 但 因为 0B、4B 的 长 度 是 定 长 , 所 以 CE?— 
LPAO= /094B. | 4 克也 是 一 定 的 , 设 为 m?， 则 
所 以 ， 人 A40Pw 人 4BY. (OE+ AE). (CHE— AE)=m’, 
". PO:BQ=1:V3, 即 CM.0A=—m?. 


BO=v3PO=v3r. 

因此 , 点 纺 在 以 定点 吾 为 圆心 ， 3 r 为 
半径 的 贺 上 。( 反 过 来 ,证 明 从 上 略 》 

如 果 正 方形 4PQB 与 前 者 关于 40 对 
称 , 这 时 这 正方 形 在 40 的 另 一 侧 , 那么 所 求 
的 轨迹 是 与 前 者 两 个 圆 关 于 40 对 称 的 圆 . 

1788. 已 知 直 角 三 角形 4BO 的 形状 和 
大 小 , 余 边 40 的 两 端 4、C 分 别 在 垂直 相交 
于 0 的 两 条 直线 OX、OY 上 移动 , 求 直角 顶 
点 马 的 轨迹 。 

解 因为 ~4OC= 4BC= 90?， 所 以 4、 
0O、C、B 共 加 x 

*, LAO0B= /ACB. 
但 因为 和 俯 4BO 的 形 
状 一 定 ， 所 以 人 0 的 
大 小 也 一 定 。 

若 直 线 0O2 与 OX 
的 夹 角 403 等 于 定 
角 C, 则 点 如 在 直线 人- 
OZ3 上 . 作 直 线 平行 “ 
于 OX 且 与 OX 的 距离 等 于 4B， 设 这 商 条 
平行 线 与 直线 02 的 交点 为 2、2', 这 两 点 
就 是 轨迹 的 界限 。 

容易 证 明 , 线段 22' 上 的 点 适合 条 件 ， 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 线段 GG'。 当 B 取 在 
40 的 另 一 全 时 ， 则 所 求 的 轨迹 是 关于 0 区 
与 2G' 对 称 的 线段 。 

1789， 菱形 4BMD 的 各 边 的 长 是 定 
长 , 顶点 4 模 在 定 加 上 运动 , 另外 两 顶点 B、 
刀 与 这 定 略 上 的 定点 C 的 距离 相等 ， 都 等 于 
定 长 , 求 第 四 顶点 的 轨迹 ， 

解 由 假设 可 知 , CB=0D，A4B=A4D= 


oo 


但 因为 C 是 贺 0 上 的 定点 , 4 在 贺 O 上 , 车 
取 点 型 ,使 CM .0O4=M2， 则 点 允 的 轨迹 
是 垂直 于 过 C 的 直径 的 直线 (问题 1876). 

注 了 了 叫做 以 C 为 中 心 的 网 O 的 反 象 . 

1790. 人 A4ZBC 的 底 边 4B 的 方向 一 定 ， 
它 的 内 切 阅 在 4B 上 的 切 点 的 位 置 与 圆 的 半 
求 这 三 角形 的 顶点 C 的 轨迹 。 

解 设 入 4BC 为 适合 条 件 的 三 角形 中 的 
一 个 , 0、0' 分 别 是 它 
的 内 心 和 旁 心 ， 内 切 
圆 、 旁 切 圆 与 4B 的 
切 点 分 别 是 已 、@;, 延 
长 PO 与 内 切 圆 的 交 
点 为 肪 ， 因 为 C 是 加 
0 和 贺 0' 的 位 似 中 
心 ， 所 以 C、 县、@ 在 
一 直线 上 。 因此 ， 瑟 
是 定点 。 因 为 P9= 4C~ BC( 间 题 47), 所 
以 纺 也 为 定点 。 

因此 ,点 C 的 轨迹 是 过 两 定点 @、 瑟 的 一 
条 射线 EC。 

1791。 入 4BC 的 形状 一 定 , 重心 互 的 位 
置 一 定 ， 当 顶点 4 在 已 知 直线 LM 上 移动 
时 , 求 另外 两 个 顶点 B、C 的 轨迹 。 

解 设 A4PBO 
为 适合 条 件 的 任意 
三 角形 . 若 作 


A 


并 使 
A 人 ABOWwAA'B'O', 
则 4 BO' 是 


10. 三 角形 的 外 心 、 内 心 \ 旁 心 、 重 心 \ 重 心 的 轨迹 


定点 . 
因为 互 是 这 两 个 三 角形 的 重心 ,所 以 
AHABwAHA'B', 
“ AH:A'HmBH:B'H, 
而 LAHA'w= /BHB'. 
.» AAHA'wABHB'. 
从 而 得 出 ， 
LHB'B~/ZHA'A~90°, 


但 因为 B 玉 是 定 长 线段 , 所 以 在 过 B' 而 
垂直 于 豆 B' 的 直线 上 . 

反之 ,容易 证 明 , 这 直线 上 的 点 适合 条 件 . 

因此 , B 的 轨迹 是 过 点 B' 而 垂直 于 五 B' 的 
直线 . 

闻 理 可 得 , C 的 轨迹 是 过 C 而 垂直 于 有 OC' 
的 直线 。 

1792、 在 人 A4BC 中 ， 重 心 和 外 心 的 位 
置 一 定 , 从 顶点 4 向 对 边 BC 作 垂 线 4D， 
且 重 心 又 为 4D 的 中 点 , 求 顶点 4 的 轨迹 . 

解 设 人 4BC 的 醉心 外 心 分 别 为 五.0， 
过 .4 作 平 行 于 BC 的 
直线 4Z，4 研 与 0O 互 的 
延长 线 的 交点 为 LBC 
' 与 HO 的 延长 线 的 交点 
为 一 , 则 

AA4HIS@ADAHL'. 

若 从 O 到 BC 的 距离 为 OB, 则 

LH 一 20 及 (问题 500). 
从 而 得 出 ，. 
HD=20B, OB/ HD. 
“。 HL=HDL=20H. 
“因此 ， 工 是 定点 。 又 LLAH 一 90"， 所 以 ， 
点 4 的 轨迹 是 以 五 工 为 直径 的 圆 。 


19. 三 铺 形 的 外 心 、 内 心 、 旁 
心 . 重 心 、 垂 心 的 轨迹 

1793. 人 4BC 的 底 边 BC 的 位 置 和 长 
度 一 定 , 顶 角 也 一 定 , 求 A4BC 的 内 心 0 的 
轨迹 。 

- 解 延长 40 与 人 A4BC 的 外 接 圆 的 交点 
为 了 则 
DO=BD( 问 题 459) 。 

又 因为 BC 和 人 4 一 定 , 所 以 这 三 角形 
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是 定 长 的 线段 。 因此 , O 在 以 也 为 轿 心 , 以 
DB 为 半径 的 圆 弧 BOC 
De 
反之 , 在 弧 BOC 上 
取 任 意 一 点 0O’, 作 以 
B0 为 弦 所 含 圆周 角 等 
于 定 角 4 的 弓形 弧 , 延 5 
长 DO ' 与 这 弓形 弧 的 交点 为 4'. 因为 BD 一 
DO 一 DO, 所 以 0' 正 是 人 4'BC 的 内 心 . 
因此 ,点 0 的 轨迹 ,是 以 DD 为 画 心 , 以 BD 
为 半径 的 敬 弧 BO。 | 
1794. 已 知 A4B0C 的 顶 角 4 的 位 置 和 


大 小 , .4 的 夹 边 的 和 .AB 十 4C 为 一 定 , 求 


这 三 角形 的 外 心 的 轨迹 。 
解 设 Z4 的 
平分 线 与 外 接 圆 


AB~AP~3(AB+ 40) (一 定 )。 
因此 , 互 、 了 是 定点 。 从 而 得 出 , 点 忆 的 位 置 


.确定 ,又 4D 是 定 线 段 。 所 以 外 心 在 4D 的 


垂直 平分 线 LM 上 。 若 过 4 作 垂直 于 4Y、 
4 的 直线 , 这 两 直线 与 LMC 的 交点 分 别 为 
了 P、@, 则 了 P、@ 是 轨迹 的 界限 . 

反之 ， 容 易 证 明 ， 线 段 PQ 上 的 点 适合 条 
件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 线段 PQ， 

-1795， 在 上 题 中 ,， 若 以 4B 一 AC 兰 换 
4B 二 40 则 人 4BC 外 心 的 轨迹 又 是 怎样 
呢 ? 

解 在 A4BC 中 , 与 
4 相 邻 的 外 角 的 平 
分 线 ， 与 外 接 贺 的 交点 设 
为 到。 从 也 向 4B、4C 
作 垂 线 ， 若 垂 足 分 别 为 
BF"， 则 

AB'—AF'~ 寺 (AB—AO) (一 定 )。 


所 以 怠 、 歹 是 定点 。 从 而 得 出 , 点 D' 的 位 


置 确定 。 因此 ， 作 4D' 的 垂直 平分 线 , 又 过 


外 接 贺 的 位 置 和 大 小 一 定 , 且 DD 是 定点 , DB | 4 作 4C 的 垂 线 ， 这 垂 线 与 41 的 垂直 平分 


Ed 
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线 相交 于 点 及 , 则 人 入 4BC 的 外 心 在 射线 
， 到 四 (点 区 除外) 上 。 

反之 ， 可 以 证 明 玉 站 上 的 点 (点 及 除外 ) 

适合 条 件 。 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 射线 及 四 (点 区 除 
外 )。 

1796. 设 定 长 的 线段 PQ 的 两 端 ， 在 定 
角 0C4B 的 两 边 上 移动 , 求 人 4P8@ 外 心 0 的 

解 因为 人 4P8 的 边 P8 的 长 度 和 人 4 
的 大 小 是 一 定 的， 所 以 它 的 外 接 贺 的 大 小 是 
一 定 的 。 -- 

设 O 为 A 人 A4PQ 的 外 
心 ， 则 半径 40 为 定 长 线 
段 。 因为 4 是 定点 。 所 
以 0 在 以 4 为 贺 心 , 以 定 
长 线段 40 为 半径 的 圆 
上 .又 若 过 4 作 垂 直 于 
4B、40C 的 直线 , 它们 与 圆 4 的 交点 分 别 为 
3、N, 则 ML、 是 界限 点 . 

反之 , 容易 证 明 双人 六 《两 端 除外 ) 上 的 点 适 
合 条 件 。 a 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 收入 (两 端 除外 )。 

1797.。 定点 44、B 分 别 在 定 贺 0 竟 内 
部 和 外 部 , 过 点 万 作 割 线 BCD, 过 点 4 作 
纺 C4B、D4F, 求人 4BF 外 心 0 的 轨迹 

解 连结 B4， 
延长 B4 与 过 4、 
了 、 恕 的 贺 的 交点 
为 By 则 
LABF— /ABP'h. 

又 因为 

‘ZLOBF= /ODF, 
所 以 LBBP'F~ /BDF, 

由 此 可 知 ， B、 D、 B'、 五 在 同一 贺 上 . 

“ AB.AB'~AF.AD. 
而 4 是 定 加 内 的 定点 ， 所 以 A48.4D 是 定 
值 。 从 而 得 出 ,4B-4B' 是 定 值 . 于 是 如 是 
定点 . 因此 , 若 4B' 的 中 垂 线 为 6 则 点 O 在 
1 上, (但 是 ,车 ?与 如 0 的 交点 为 GH, 4G 
的 中 垂 线 、4 互 的 中 垂 线 与 ?的 交点 分 别 为 
M 和 WW, 则 0' 不 在 MN 上 ) 
反之 , 从 直线 ! 上 除去 线段 并 N 外 的 点 都 
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适合 条 件 . 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 两 条 半 直 线 。 | 

1798. 在 已 知人 4BC 的 边 4B、A40 上， 
分 别 取 点 M、 点 N, 使 BM 一 CN， 求 
人 A4MN 外 心 0' 的 轨迹 。 

解 设 D 为 作 4BC 的 外 接 圆 和 人 4MN 
的 外 接 贺 的 另 一 个 交点 , 则 

LDBA~=~ /DCA, ~DM4=DN4。 

LDMUB=~ /DNOG, 

ADBMWMS2A 人 DON。 
… DB= DC, DM=DN. 
因此 ， 点 了 是 定 弧 B4C 
的 中 点 。 

又 估 为 圆 4MN 过 两 定 
点 D、4, 所 以 它 的 圆心 
0' 在 D4 的 中 算 线 XY 
上 。 而 人 4BO 的 外 心 0, 也 在 和 XZ 上 .又 
过 4 作 40 的 垂 线 ,与 了 的 交点 为 0”， 则 
两 点 0、0” 是 轨迹 的 界限 . 

反之 , 容易 证 明 00” 上 的 点 适合 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 线段 00". 

1799， 若 从 4B0 的 底 边 BC 的 位 置 和 
长 度 一 定 ， 顶 角 4 的 大 小 一 定 ， 求 相对 于 
L4 的 旁 心 0' 的 轨迹 。 

解 设 0' 为 相对 于 人 人 4 国 党 心 ， 了 为 外 
接 芳 上 弧 BC 的 中 点 ， 
则 

DB= DO'~ DO~ DI 
(I 是 人 和信 4BC 的 内 心 )。 
此 ,点 O' 在 以 DD 为 
圆心 ,以 DB 为 半径 的 
贺 弧 上 . 

为 了 讨论 轨迹 的 界 
限 ， 我 们 研究 顶点 4 在 弧 B84C 上 移动 时 的 
情况 。 当 4 无限 地 趋 近 于 B 时 ， 八 4B0 的 
旁 心 0' 随 着 就 无 限 地 趋 近 于 B' 又 当 4 无 
ee 时 , 0' 随 着 就 无 限 地 趋 近 于 

。 因 此 , 点 0' 在 弧 BOC 上 。 

人 设 0" 为 这 弧 上 的 任意 点 ,连结 0"D， 
作 以 BC 为 弦 , 所 含 圆周 角 等 于 人 4 的 弓形 
弧 ， 延 长 0”D 与 这 弓形 绝 的 交点 为 4。 因 
为 


条 件 。 


DB= DO 一 DO= DT， 
所 以, 0" 是 人 人 430 的 旁 心 。 


10. 三 角形 的 外 心 ,内 心 . 旁 心 . 重 心 .重心 的 轨迹 


因此 ,所 求 的 轨迹 是 弧 BOO 
1800。 设 入 4BC 的 底 边 BC 的 长 度 、 位 
置 和 人 B 的 大 小 为 一 定 ， 求 人 4BC 重心 的 
轨迹 。 
”人 解 设 开 为 4B 的 中 点 ， G 为 人 4B0 的 
重心 , 则 a 上 ,县 
: CG=3 ou. 


因此 ， 过 48 作 4B 的 人 人 


A 区 


平行 线 ， 它 与 BC 的 交 让 CC 
点 为 也 , 则 

CD—3 CB. x 
因为 BC 为 一 定 ,所 以 也 是 定点 。 又 


人 GDO= 人 B( 一 定 ). 

由 此 可 得 , G 在 过 定点 妃 而 平行 于 BA4 的 直 
线 DX 上 . 

反之 , 在 这 直线 上 取 任 意 点 GG', 过 B 作 平 
行 于 DG' 的 直线 , 与 CG' 的 延长 线 的 交点 为 
MM', 延长 BM' 到 4 使 M4 一 BMD 则 CM 
是 入 4'BC 的 中 线 。 

。 OG':0M'=0D:0B==2:3. 

所 以 G 为 人 4'BC 的 重心 , 点 G' 适合 条 件 . 

因此 , 射线 DX 是 所 求 的 轨迹 。 又 过 品 作 
射线 DX', 使 CODX ' 一 B， 则 当 顶 点 4 
关于 BC 与 前 者 对 称 即 在 BC 的 另 一 侧 时 ， 
轨迹 就 是 关于 BC 与 DX 对称 的 射线 DX'。 

1801。 设 人 4BC 的 底 边 BC 的 位 置 和 
长 度 一 定 , 顶 角 4 的 大 小 一 定 ， 求 AABC 的 
重心 的 轨迹 . 

解 设 G 为 八 4BC 的 重心 , 作 中 线 4 戏 ， 
则 | A 
MUG=3 AM. 


从 G 向 4B、4C 作 
平行 线 ， 与 BC 的 交 
.点 分 别 为 必 、 五 , 则 


MD 地 MB, MB 一 寺 MO, 


所 以 , D、 恕 是 定点 。 
又 LDGB= LA4, 


所 以 , 点 G 在 以 也 BE 为 弦 ， 所 含 贺 周 角 等 于 


4 的 弓形 弧 上 。 
反之 , 在 这 弧 上 取 任 意 点 G'， 延长 MG' 到 
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4 使 G'4' 一 2MHG'， 则 6 是 人 4 BO 的 重 
心 , 且 和 4= 人 LA(% LG=LG)。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 红 DGB.。 

其 次 , 芳 顶 点 4 关于 BC 与 前 者 对 称 取 在 
BC 的 另 一 侧 ， 则 轨迹 是 关于 BC 与 统 'DGE 
对 称 的 弧 。 

1802。 设 人 4B0 的 底 边 BC 的 位 置 和 
长 度 一 定 , 项 角 4 的 大 小 也 一 定 ,，G 为 重心 
延长 4G， 与 人 BGC 的 外 接 圆 的 交点 为 卫 ， 
求 点 耳 的 轨迹 。 

解 设 和 信 4BC 的 中 线 4M 与 它 的 外 接 贺 
的 交点 为 D， 则 因 四 边 形 
4BDO 是 内 接 于 加 的 四 边 
形 ,所 以 

AM.MD=BM?. ©@ 

又 因为 四 边 形 BGOP 也 

是 内 接 于 圆 的 四 边 形 , 所 以 
MG.MP~ BM?. 四 
MA-.MD= MG.MP. 


从 而 得 出 =AG 一 1 


又 用 是 定点 , DD 是 定 贺 上 的 动 点 ，MP 二 = 
3MD, 所 以 , 根据 问题 1631 可 以 知道 , 所 求 
的 轨迹 是 一 个 圆 . 

1803。 在 已 知 圆 0 的 直径 4B 上 有 一 
点 书 ， 以 4AP、BP 分 别 为 直径 作 圆 ， 再 作 这 
两 圆 的 外 公 切 线 CD，CD 与 圆 0 的 交点 为 
C、D, 求 ACPD 的 外 心 的 轨迹 。 

解 设 以 4P、BP 分 别 为 直径 的 圆 的 
心 为 0、0"，0D 与 
出 O'、0" 的 切 点 分 4 
1 FG， 在 点 P ”6 
的 两 赔 的 内 公 切 线 与 NN 
7G 的 交点 为 则 ”人 NOR 

FI=IP=I1G, 
由 此 可 得 ， FE 

LFPG=90°, 

在 PI 的 延长 线 上 取 点 五 , 使 IB=PI， 
则 四 边 形 思 PPG 为 和 矩形。 所 以 ,点 加 在 加 
0 上 . 

又 作 直 径 BOB' 与 CD 的 交点 为 且 , 在 
和 人 7HB 积 和 人 入 4FP 中， : 

LPEH=/AFPAP (:. OB~=04), 
LBFH=/LZAFC= ZFPA, 


PN 
Wy) 
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ZFHE= /AFP=90°, 

从 而 得 出 ， 
EHICD. 。。 EC0~ED. 
又 ECO~BH.EE'~2EH.EO, 
因为 四 边 形 TPOH 内 接 于 圆 ,所 以 ， 
EH. EO= ET.EP~=28I?, 


"。 EC=4EL2. 

亦 即 BOC2= 有 RP, 
HO= EP, 
同 理 可 得 ， BD=EP. 


由 此 可 知 , 召 是 人 CPD 的 外 心 。 因 此 ,点 召 
的 轨迹 是 定 圆 0. 

1804、 设 4、B 分 别 是 以 0'、0" 为 欧 心 
的 定 园 上 的 定点 , 卫 是 动 点 ，0' 卫 和 0"P 的 
夹 角 为 一 定 , 且 0'P 与 团 0' OP 与 0" 的 
交点 分 别 为 O、D, 又 40 和 BD 的 交点 为 
@; 求人 A49B 的 内 心 和 人 ACo 的 外 心 的 轨 
迹 。 

解 设 A40'BO" 的 延长 线 的 交点 为 5, 则 
人 5 一定 .而 

LS= /AYO+LOACT+LO"BD, 四 
XX LPCQ= ZL0’'40, 
LPDQ= LO0"BD, 
所 以 
LQ= LP+ALO0'A0+ LO0"BD,. © 


由 四 一 人 @， 得 
LS8— LO= LAY- LP. 


= 去 (人 Pd+ LS) (一 定 )。 
因此 , 人 4QB 内 心 的 轨迹 是 以 4 为 弦 ， 所 

含 园 周 角 等 于 | 90"+ 子 (人 8 十 公 P) | 的 号 形 
弧 (问题 79). 


其 次 , 因为 人 8 一 定 ,所 以 人 4@B 的 外 心 
DD 是 定点 。 设 00^、00" 的 中 点 分 别 为 玉 、 


第 三 编 轨迹 


G，Q@C、8D 的 中 点 分 别 为 WwW 、N, 连结 4 下 
BG、MF、NG, 在 点 了 焉 和 点 人 ， 分 别 作 
C9 和 D8 的 牌 线 队 且 各 NE, 这 两 垂 线 的 
交点 为 召 , 4F 和 有 的 交点 为 D, BG 和 
NB 的 交点 为 D", 则 吾 是 人 C8D 的 外 心 . 
从 O^ 了 0 分别 向 48 作 垂 线 ,， 设 垂 足 分 别 
是 UV、 克 , 则 辽 是 40C 的 中 点 ， 于 是 49 
的 中 点 。 又 因为 499 的 中 点 是 到, 00' 的 中 
点 是 殖 则 好 是 4M 的 中 点 。 所以， 
FA~FM. 

在 直角 三 角形 4MD' 中 , 4AF~MF=FD， 
所 以 D' 是 定点 。 同 理 可 得 ，D” 也 是 定点 . 
又 人 百 是 定 角 人 Q 的 补 角 ， 所 以 L 召 是 定 
角 


因此 ,点 加 的 轨迹 , 是 以 D'D' 为 弦 , 所 含 
圆周 角 等 于 人 @ 的 补 角 的 马 形 弧 。 
QQ 


1805.。 在 定 圆 0 内 , 从 动 半 径 CC 的 端 
点 CO, 向 已 知 的 定 直径 4B 作 垂 线 CDP, 组 成 
ACCDP, 求 这 三 角形 的 内 心 的 轨迹 。 

解 ” 已 知 动 半径 0C 的 一 个 位 置 ， 从 C 向 
04 作 垂 线 ， 它 的 垂 足 为 
D， 设 工 为 AOCD 的 内 
心 。 连结 74 IO、7C, 则 


LOTC= DT+ 玛 ZL0 


+ ZLC=135。. 


而 人 A0I@ACOI. 
*, LO1A= /OIC=135°, 

因此 ， 内 心 了 的 轨迹 ， 是 以 40 为 纺 ， 所 含 
圆周 角 等 于 135* 的 弓形 统 。 显 然 , 当 半 径 0C 
取 一 切 位 置 时 ， 则 点 了 的 轨迹 ， 显 然 是 关于 
4B 对 称 的 四 个 弧 A410、 48O、0GBB OFB. 

1806. 人 4B0 在 已 知 的 锐角 XOF 内 ， 
从 三 个 顶点 4、B、C 到 OX 的 距离 的 和 , 等 
于 这 三 点 到 OZ 的 距离 的 和 , 求 三 角形 4BC 


10, 三 角形 的 外 心 、 内 心 、 旁 心 、 重 心 、 垂 心 的 轨迹 


重心 的 轨迹 。 

解 设 G 为 A4HBO 的 重心 , 从 4、B、C、 
G 分 别 向 OX、O7Y 作 垂 线 ， 垂 足 分 别 为 4、 
Br 0 G' 与 4、 
B" C"、 [eu 则 

AA'+BB'-OCO’ 

一 36GG， 

.44 十 BBCO” 

一 3GG7。 
而 假定 - 44 十 BB' 二 CO 
AA4"+B "4 《的 
本 后 GG' 一 GG 
因此 ,适合 条 件 的 三 角形 的 重心 G， 在 
人 XO 了 的 平分 线 02 上 。 

反之 ,在 02 上 取 任 意 点 G 著作 以 G 为 
重心 的 三 角形 4BC, 则 与 上 面 同 理 可 以 知 
道 G 适 合 条 件 。 

因此 。 所 求 的 轨迹 ， 是 人 XOY 的 平分 线 
02。 

1807， 设 4B 是 定 线 段 ， 人 XA 了 的 位 
置 和 大 小 一 定 ， 当 以 4B 为 弦 的 圆 与 4X、 
AY 的 交点 分 别 为 C、 DD 时 , 求 A4C 的 重 
心 的 轨迹 。 

解 过 4B 作 任意 圆 与 4X、4 了 分 别 交 
于 C 和 D。 设 用 为 0D 
的 中 点 ,连结 4 以 。 

又 设 G 为 人 ACD 的 
重心 ， 连 结 OB、 DB 
MB。 从 点 G 作 MB 的 
平行 线 与 4B 的 交点 为 
互 ， 又 从 点 G 作 2C 的 
平行 线 与 40 的 交点 为 及 ,连结 及 ， 则 
HK BO. 

so AGHEKWAMBO, 
但 是 ,在 人 DBC 中 ， 
LDBC= /XAY, 
LBCOD=180° ~ /BAY, 


所 以 DBC 的 形状 一 定 。 又 下 是 CD 的 


中 点 ， 所 以 信 愉 BC 的 形状 也 为 一 定 。 由 此 
可 知 ， 作 GHK 的 形状 也 一 定 。 又 ， 

BH: AH =1:2, 
即 点 瑟 是 定点 。 点 在 定 直线 上 移动 。 因 
此 ,第 三 顶点 G 的 轨迹 是 一 直线 (问题 
1862) ， 
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，1808， 过 定 角 和 XO7 内 的 定点 4 和 项 
点 O 的 融 ， 与 角 的 两 边 OX、OF 分 别 交 于 
卫 、@9,， 求 三 角形 OPQ 的 重心 和 重心 的 轨迹 。 

解 (1) 设 过 4 0 的 圆 与 OX、0O7 的 交 
点 , 分别 为 了、 @。 人 OPQ 的 重心 G 在 中 线 
0OD 上 , 且 : 

OG = 0OD。 
在 人 4Pqg 中 ， 
AP94== /POA, /QPA= /804, 
而 LZPOAh4、 人 QO4 都 是 定 角 . 所 以 ~PQ4、 
人 8PA4 也 都 是 定 角 . 
因此 ，A4P9 的 形 
状 一 定 。 

由 此 可 得 ，A 人 4PD 
的 形状 也 一 定 。 因 为 
顶点 4 是 定点 , 顶点 
忆 在 0 和 上 移动 ， 所 
以 项 点 也 的 轨迹 是 一 直线 (问题 1862)。 又 


0G=3 OD, 


所 以 点 G 的 轨迹 是 与 点 DD 的 轨迹 平行 的 一 
条 直线 。 

(2) 连结 人 OPQ 的 垂 心 孔 和 4 的 直线 ， 
被 点 4 的 西 摩 松 线 ITF 所 平分 (问题 672) . 
可 是 , 若 从 4 向 OX、OY 作 垂 线 , 它 的 垂 足 
分 别 为 吾 怀 ( 定 点 )， 则 点 也 的 西 摩 松 线 正 
是 过 也 了 。 因 此 ,点 号 的 轨迹 是 平行 于 
BIE 的 一 条 直线 。 

1809.。 从 定 直线 a 上 的 任意 点 4， 向 定 
直线 和 C 作 垂 线 ， 设 垂 足 分 别 为 MM、 DN, 又 
设 马 为 已 知 的 定点 , 求 人 PMN 的 重心 的 轨 
迹 。 
解 设 0 为 两 直线 c 的 交点 , 从 O 向 直 
线 a 作 垂 线 , 垂 足 为 B, 则 
0O、 BB 都 是 定点 。 若 以 04 
(4 不 是 定点 ) 为 直径 作 
贺 ， 则 这 圆 过 N、B、4、. 
MO. 设 MN 的 中 点 为 
I， 和 在 上 题 中 求 P8 的 
中 点 也 的 轨迹 一 祥 , 可 以 
知道 工 的 轨迹 是 一 条 直 
线 。 因为 人 PMN 的 重心 G, 是 按 3 江 内 分 
PL 的 点 ; 所 以 点 G 的 轨迹 是 一 条 直线 ， 
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1810. 在 以 定 线段 BC 为 弦 的 已 知己 形 
弧 上 , 取 任意 点 4, 作 人 4B80, 设 人 4BC 的 
重心 为 互 , 求 及 的 轨迹 。 

解 设 0 为 人 A4BC 的 外 心 ,从 0 向 BC 
作 垂 线 OU, 则 。 

20M 一 4 和 (问题 900) 。 
延长 OM， 取 MO' 一 OM， 
则 00'=AH, 县 
O00' 1 AH. 

”，0O' 玉 m04( 一 定 )。 
但 因 BC 是 定 线段 , O 是 定点 , 04 是 定 长 ， 
所 以 0' 是 定点 , 0O' 互 是 定 长 。 所 以 , 点 互 在 
以 O' 为 圆心 , 以 等 于 O4 为 半径 的 圆 上 。 又 
因为 4 在 纪 34C 上 移动 ， 所 以 。 当 点 4 趋 
近 于 点 召 时 ， 点 及 随 着 就 趋 近 于 点 如， 这 
里 0'B'40B; 当 点 4 趋 近 于 点 C 时 ， 点 瑟 
随 着 就 趋 近 点 0', 这 里 0OC' 4OC。 因 此 , 点 
五 在 弧 BBHCC’ 上。 

反之 , 设 互 ' 为 这 弧 上 的 任意 点 ， 作 
口 00'H'4', 因为 04'=0'H', 而 0'8' 等 于 
0 的 半径 ,所 以 4 在 圆 O 上 , 且 

A'H'~00'=20M., 
由 此 可 知 , 点 瑟 ' 恰 是 人 4'80 的 重心 ,所 以 ， 
点 及 ' 适 合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 弧 B'BCO", 

1811. 从 定点 4 向 定 圆 0O 作 任意 的 割 线 
450, 过 点 BB 和 点 C 作 圆 O 的 切线 , 两 切线 
的 交点 为 D, 求 人 DBO 的 垂 心 的 轨迹 ， 

解 设 忆 为 人 BDC 的 垂 心 ,因为 0B、 CP 
都 垂直 于 BD, 所 以 OB /CP。 同 理 可 得 

BP/) OC. 
又 0B=00, 
所 以 四 边 形 OBPC 是 
凌 形 。 设 OP、20 的 交 
点 为 妃 ， 则 

OE=EP, K 

/OBA= LOEB=90°, 
所 以 , B4 是 OP 的 中 垂 线 ，AO 二 4P。 又 
4、O 都 是 定点 ,所 以 LO 是 定 长 的 线段 。 因 
些 , 己 在 以 4 为 圆心 、4O 为 半径 的 圆 上 . 
由 此 可 得 ， 点 卫 的 轨迹 ， 是 以 4 为 圆心 ， 以 
40 为 半径 的 圆 。 

但 是 ,如 果 定 点 4 在 圆 外 时 ， 从 4 向 圆 O 
作 两 切线 ， 连 结 O 和 切 点 的 直线 的 延长 线 与 


阅 4( 半 径 为 40) 的 交点 ， 很 显然 是 轨迹 的 


’ 


界限 。 . 

1812。 车 人 4B0 的 两 个 顶点 互 、C 的 位 
置 一 定 ， 连 结 另 一 顶点 4 和 垂 心 互 的 线段 
4 互 是 定 长 时 ， 试 分 别 求 出 点 委 点 豆 及 
4 互 中 点 的 轨迹 。 

解 设 0 为 人 4BC 的 外 心 ， B、C 的 位 置 
一 定 ，A 环 是 定 长 。 因为 | 
0 到 BC 的 距离 

0B~ 子 AH, 
所 以 ，A4BC 的 外 心 O 
的 位 置 确定 。 因此 , 适合 
题 意 的 三 角形 , 都 内 接 于 同一 个 吕 . 从 而 得 出 
万 的 轨迹 是 一 个 圆 .- 

若 延 长 4 及 与 人 4BC 的 外 接 圆 交 于 互 ， 
则 


. 人 人 BHCQABH'G., 

因此 , 这 两 个 三 角形 的 外 接 圆 也 相等 。 设 点 
CO 是 点 0 关于 BC 的 对 称 点 ， 则 以 O' 为 圆 
心 与 圆 O 全 同 的 圆 是 点 互 的 轨迹 ( 若 交 换 4 
和 五 的 位置 来 考 虚 也 行 ， 邑 设 4 的 轨迹 是 
圆 0', 则 坞 的 轨迹 是 加 O) 。 

又 , 车 用 为 4 五 的 中 点 。 从 0O 向 边 BC 作 
垂 线 Oz, 因为 四 边 形 4OZM 是 平行 四 边 
形 , 所 以 下 如 一 4O。 

因此 ,点 双 的 轨迹 是 以 点 有 为 圆心 , 与 贺 
0 全 同 的 一 个 圆 。 

1813. 过 两 定点 4 五 的 圆 ， 与 过 4 作 
的 两 条 定 直 线 分 别 交 于 内 、 六 时 ,求人 A4MNN 
的 垂 心 的 轨迹 。 

解 设 A4MN 的 重心 为 互 ， 连 结 全， 
延长 MH 与 加 交 于 Hj 
则 点 五 ' 是 点 瑟 关 于 AN Y 
的 对 称 点 (根据 问题 498). 

又 4 有 放 、 五 ^\ B 共 辐 , 电 
以 
LABH'~ /AML X H" 

一 人 MAN 十 90° (一 定 )， 所 
即 人 ABH' 是 定 角 。 由 此 可 知 , 点 及 ' 在 过 
BB 的 直线 上 。 所 以 ， 点 匡 的 轨迹 ， 是 关于 
AN 与 BH' 对 称 的 直线 。 | 

1814， 设 定点 4 B 分 别 在 定 角 07 
的 两 边 OX、0Y 上 ,在 OZ、O 了 上 取 相 等 长 
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度 的 线段 4P、BQ, 求 三 角形 OF8 的 垂 心 
五 的 轨迹 。 但 是 , P、 8 相对 于 4、B, 与 0 
都 在 同 侧 或 相反 一 侧 。 

解 设 入 04B 的 两 条 边 上 的 垂 线 44 和 
BB， 的 交点 为 0， 
和 人 OPQ 的 两 条 边 ; 
上 的 垂 线 PP' 和 . 
998' 的 交点 为 了 HH.。 到 
因为 4P~BQ, 所 0 个 
以 4P 投 向 OY 上 A 8 Q 
的 正 射影 , 与 BQ 投向 OX 上 的 正 射影 相等 。 
即 


A'P'=BQ. 
由 此 可 得 ,线段 C 互 投向 OX、OZ 上 的 正身 
影 相 等 。 所 以 C 耳 平行 于 人 X0Y 的 平分 
线 。 又 因为 C 是 定点 , 所 以 ， 所 求 的 轨迹 是 
过 0 而 平行 于 和 OY 的 平分 线 的 直线 .但 
是 ,从 O 作 OX 或 OF 的 垂 线 ， 藻 这 垂 线 与 
CE 的 交点 为 0， 则 0 是 轨迹 的 界限 。 因 
此 ,所 求 的 轨迹 是 射线 O' 互 。. 

1815. 设 人 4BC 内 接 于 定 贺 0, 且 外 切 
于 另 一 个 定 贺 I, 求 人 4BC 的 重心、 重心 及 
旁 心 的 轨迹 。 


Pp 
解 设 思 为 人 4BC 的 九 点 加 的 圆心 。 则 
人 4B0 的 内 切 圆 了 与 九 点 贺 W 相 内 切 ( 问 
题 687)。 又 设 及 7 分 别 为 人 4BC 的 外 接 
回 、 内 切 园 的 半径 ， 因 为 A4BC 的 九 点 加 
的 半径 等 于 它 的 外 接 圆 的 半径 的 一 半 ， 所 以 


IN 一 地 -7( 一 定 )。 


(于 屯 -) 为 半径 的 加 
设 互 为 垂 心 ，G 为 重心 ， 则 O、 互 、G、N 
在 同一 直线 上 ， 本 
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且 OfH =2ON (参考 问题 679) 。 因 为 
0G- 了 ON, 


所 以 点 鼠 及 点 G 的 轨迹 ， 也 分 别 是 一 个 圆 。 

其 次 ， 设 书 久 已 是 人 4BC 的 三 个 旁 心 ， 
则 贺 0 变 为 人 PQB 的 九 点 加 ，I 便 是 
个 P8B 的 垂 心 。 因 此 , 若 设 0' 为 人 PQE 的 
外 心 , 则 0 是 70 的 中 点 。 即 在 70 的 延 
长 线 上 取 00' 一 70, 0' 就 是 人 PQE 的 外 接 
圆 的 圆心 。 又 因 人 PQB 的 外 接 贺 的 半径 为 
2R, 所 以 旁 心 P、@、 瑟 的 轨迹 , 是 以 0 为 圆 . 
心 , 以 3 有 3 为 半径 的 圆 。 
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1816， 设 4 也 C 为 已 知 三 角形 的 顶 
点 ， 求 使 AP4B 的 面积 一 人 P4C 的 面积 的 
点 一 的 轨迹 。 

解 我 们 分 别 研究 卫 在 人 BAC 或 它 的 对 
顶 角 的 外 部 和 相反 的 两 
种 情况 。 

当 卫 在 人 LB40 或 它 
的 对 顶 角 的 外 部 时 : 
“全 4B 的 面积 

一 人 P40 的 面积 ， x 
*, AP/ BC. 
因此 , 一 在 过 4 而 平行 
于 BC 的 直线 上 。 当 了 
在 二 B4C 或 它 的 对 项 人 
角 的 内 部 时 ， 因 为 8 MC 
AP4 的 面积 一 人 P40 的 面积 ， 
则 显然 4P 或 它 的 延长 线 过 BC 的 中 点 。 


tw 


友之 ， 可 以 证 明 ， 过 4 而 平行 于 BC 的 直 


线 , 或 过 4 与 BC 中 点 用 的 直线 上 的 点 , 都 
适合 条 件 。 : 
因此 ,所 求 的 轨迹 ,是 过 4 而 平行 于 BC 的 
直线 ,及 过 4 与 BC 的 中 点 履 的 直线 。 
1817.。 在 已 知 平行 四 边 形 4BO 了 内 取 
一 点 卫 , 过 呈 作 平行 于 4B、BC 的 直线 GZ、 


.| 了 了. 当 口 PEBH 的 面积 一 口 PZJG 的 面积 


时 , 求 点 卫 的 轨 这 。 

解 . 设 过 忆 作 平行 于 4B 的 直线 ,与 4D、 
BC 的 交点 分 别 为 G、 互 , 又 过 一 作 平 行 于 
BC 的 直线 ,与 4B、0D 的 交点 分 别 为 及 


.| 玉 、 因 为 四边形 4BPG 和 四 边 形 CFPH 都 
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是 平行 四 边 形 , 所 以 A 
SsaABP—BpapGAs 
SaHPO=SapoP. E 人 
口 PEBH 的 面积 B ec 
一 口 PFDG 的 面积 , 


因此 ,四 边 形 4BOP 与 4DCP 等 积 .所 以 ， 
点 卫 在 对 角 线 /4C 上。 

友之 ,由 问题 787， 知 道 4C 上 的 点 都 适合 
条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 对 角 线 4C。 

1818. 当 线 段 4B 和 CD 的 位 置 和 长 度 
一 定时 , 求 使 AP4 万 与 APCD 等 积 的 点 也 
的 轨迹 . 

解 设 0 为 B4 和 DC 的 延长 线 的 交点 . 
从 一 向 4B、CD 分 别 作 垂 线 PO、PE， 
则 
Spa 一 豆 4B ‘Po, 


Sapcp 一 二 CD.PE. 


.. AB.PQ 
一 CD.PR. A 
. Po _ cp 


Po 一 一 


这 就 是 说 ， 从 呈 到 4B 和 0CD 的 距离 的 比 等 
于 定 信 的 比 CD;4B。 所 以 点 卫 的 轨迹 ,是 过 
O 的 两 条 直线 (问题 1855). 

1819。 在 定 角 用 0 了 的 一 边 OX 上 , 有 
两 定点 入 也 , 在 另 一 边 OY 上 ,有 两 定点 4、 
， 以 这 个 角 内 的 一 点 卫 为 项 点 ， 作 两 个 三 
角形 4B、PCD, 求 使 这 两 个 三 角形 的 面 
积 的 和 为 定 值 的 点 书 的 轨迹 。 x 

解 设 在 OF、OZX 
上 分 别 取 OS、OBE, 使 

OS=— AB, 
OBR=0OD, 
则 AP4B 和 人 APOS 
的 底 边 4B3、0S 根 y 
等 , 且 顶 点 PP 是 公共 “Ss A 再 
点 ,所 以 它们 等 积 。 即 Spas 一 SPos。 


同 理 可 得 ， Sapcp= BapoR, 4 
。… 四边形 PEOS 的 面积 一 SPp4B 十 SPcp 
一 定 值 。 
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所 以 Seons 为 定 值 。 从 而 得 出 , SaPas 也 是 
定 值 。 因此 , 点 卫 在 平行 于 BS 的 线段 BF 了 
下 2 
反之 ， 容 易 
证 上 明 ， 线 段 
好 及 上 的 点 适 
合 条 件 。 

因此 ， 所 求 
的 轨迹 是 线段 
EF,. 

注 车 点 卫 不 限定 在 人 X07 的 范围 内， 
则 轨迹 是 如 图 的 平行 四 边 形 BFB'F'.。 

1820.。 0 有 X、0O 了 是 定 直线 , 4 BB 是 OX 
上 的 定点 ，C、D 是 OZ 上 的 定点 .在 
人 OF 的 外 部 取 一 点 卫 ， 使 两 三 角形 P4B 
和 PCD 的 面积 的 差 为 定 值 好 ， 求 点 书 的 轨 
迹 。 

解 在 0OX、O7 上 分 别 取 点 五 、 了 ,使 
OB—AB、 
OF=0D, 

则 
SAp4Bp 一 SApzoz， 
SApcp 一 SApop。 
“， Sepaa 一 Sepcp 

一 SaApoz 一 SAPoz 

一 /2。 

而 Sapog 一 SAzoz 

一 SAopgz 十 SAPBF。 
又 OB、 OF 是 定 长 
的 线段 , 人 BOF 是 
定 角 . 所 以 AOEF YX 
的 面积 是 定 值 。 . 

SapPgrF 一 太一 Seogp 一 定 值 。 
从 而 得 出 ,点 三 的 轨迹 ,是 平行 于 马 8 的 直 
线 K 工 的 延长 部 分 。 

注 车 点 卫 不 限定 在 人 XOY 的 外 部 则 
所 求 的 轨迹 是 平行 四 边 形 KLMN 的 各 条 边 
的 延长 部 分 。 

1821.。 设 点 PP 为 两 个 三 角形 PA4B、 
PCD 的 公共 顶点 , 这 两 个 三 角形 的 底 边 4 
和 CD 的 长 度 、 位置 一 定 , 它们 的 面积 的 差 为 
定 值 雄 , 求 公共 顶点 己 的 轨迹 。 

解 ” 设 DO、B4 的 延长 线 的 交点 为 0。 因 
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为 DO、B4 的 位 置 一 定 ， 所 以 人 DOB 为 定 
角 。 由 此 可 见 , 这 个 问题 与 上 题 中 的 注 完全 
一 样 。 从 而 得 出 ， 所 求 的 轨迹 如 上 题 图 中 的 
口 KLMN 的 各 条 边 的 延长 部 分 。 


1822。 在 已 知 人 4BC 内 取 一 点 书 使 
SA4ps 一 Sa4Pc 一 SAapc， 求 点 卫 的 轨迹 。 

解 由 

Sa4pa 一 Se4Pc 一 SepPcy 
得 A 
Sa4PB 一 Sa4Pce 十 SABPc。 
由 此 可 得 ， M 
Sa4pB 一 去 Se4Bc。 


所 以 ,车 用 .分别 B cC 
为 边 C4、BC 的 中 点 ， 则 己 在 线段 MN 


上 | 
反之 , 设 P 为 妈 入 上 的 任意 点 , 则 
pn 
A4PS 可 A4BC。 


”SAhp'B 一 Sap'o 十 Seppro。 
Seap'B 一 SAapc 一 SAaP'o。 
由 此 可 知 , 点 P' 适合 条 件 。 因此 , 点 卫 的 轨 
迹 ， 是 连结 4C、BC 的 中 点 双 、 六 的 线段 

MN. | 
1823.。 在 已 知 人 4B0C 内 取 一 点 P， 使 
SA4pa 一 Seapo 一 定 值 m2， 求 点 卫 的 轨迹 。 


解 设 MX 为 40 A 
的 中 点 , 从 4、M、O 
向 BP 作 垂 线 ， 垂 足 M 
分 别 为 4 C, 则 Se 


Sakpa 一 王 BP.44， BE 
SagPo 一 去 BP.00', 


os SaarB—SaBro= BP (A4A'—C0’) 


“BP.MM' 
“yy | 一 2Seapx。 
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1 
BABPM = 可 I12。 


因为 BPM 的 面积 是 定 值 ， 所 以 ， 点 书 在 
平行 于 BM 的 线段 BF 上， 
反之 ,在 BE 上 取 任 意 点 P', 则 
Saap’B— Sapp'o=28aBp'M = Mm, 
由 此 可 知 , 点 P' 适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 线段 B。 

1824. 过 已 知 口 4BCD 内 一 点 P， 作 
各 边 的 平行 线 ， 当 两 个 平行 四 边 形 PEBH 
与 了 FDG 的 面积 的 差 是 定 值 时 ， 求 点 书 的 
轨迹 。 

解 ” 因为 4BCD 是 平行 四 边 形 , 所 以 

口 PEBH 的 面积 ~ 口 PFDG 的 面积 
一 2 人 AP4C 的 面积 (问题 796) 。 


设 
口 PEZBH 的 面积 一 口 PFDG 的 面积 
一 %2 (m2 是 定 值 )， 
则 
AP40 的 面积 
一 子 m2, | 


因此 ,， 当 三 在 40 两 6 
仙 时 ,过 尸 作 平行 于 
40 的 线段 LM、ZL'M'"， 则 呈 在 线段 LM、 


| za 上. 


反之 ， 在 这 两 条 线段 上 取 任意 点 P， 过 
P' 作 4B、BO 的 平行 线 ， 与 4B、 BC、 CD、 
D4 的 交点 分 别 为 B\ 卫 "、 FG， 则 

口 PE'BH' 的 面积 ~ 口 P'7'DG' 的 面积 

2 人 AP'4C 的 面积 . We 
而 人 P'4C 的 面积 = 人 P40 的 面积 一 于 zi 


.。 口 PE'BH' 的 面积 ~~ 口 PF'DG' 的 面积 
712。 
由 此 可 知 , ZUMU、ZLM' 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 ， 所 求 的 轨迹 是 LM、 区". 
”1825. 在 定 三 角形 4BC 内 取 点 了 , 使 
和 PA4B、 信 PBC、 人 POA， 它 们 的 面积 成 等 


差 数 列 , 求 点 已 的 轨 人 
迹 。 
解 车 人 P4B、 
APEBO APC4， 它 M N 
们 的 面积 成 等 差 数 
列 , 则 B HC 
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2SApPao 一 SAp4B 十 SaPc4。 
ReApP4p 十 SAapc4 十 SApPcs 一 SAdBc。 


而 
二 二 二 六 
0 8 CABC。 
因此 ， 若 作 直 线 平行 BO 且 与 BC 的 距离 等 
于 计 4， 则 这 直线 在 人 4BC 内 的 部 分 


MN 就 是 点 了 的 轨迹 . 

1826。 设 三 个 三 角形 4BC、ADB、AMN 
的 公共 顶点 是 4, 它们 
的 底 边 的 长 度 和 位 置 
都 一 定 ， 又 它们 的 面 
积 的 和 也 是 定 值 ， 求 
公共 顶点 4 的 轨迹 。 0 下 BC 

解 设 0 为 CB 与 BD 的 交点 。 在 0B、 
OD 上 分 别 取 OF、06G, 使 OFf=BC,，0G== 
DE， 则 

Baspot Saaps™ 四 边 形 480G 的 面积 

人 Acop 十 Saacz。 

Saspo Tt SaAapg TSAAMN 

=Sagor + Saag7 + SAAaMy. 
而 人 GOF 的 两 边 OF、0G 及 其 夹 角 都 是 定 
值 ,所 以 人 GOF 的 面积 也 是 定 值 。 从 而 得 出 
(Sa4kez 十 Seaxyw) 也 是 定 值 . 因此， 由 问题 
1819 可 知 , 所 求 的 轨迹 是 四 条 线段 、 

注 本 题 可 以 推广 到 四 个 以 上 的 三 角形 的 
情况 . 

1827。 设 人 4B0 的 两 边 4B、40 的 中 
点 分 别 为 D、 恕 , 求 使 SApBc 一 SePpzg 点 PP 
的 轨迹 。 

解 从 一向 DBE、5C 
分 别 作 垂 线 PM、 PN. 


"SaApso 一 SAPDp， 
工 

~ BCO.P 

可 N 


Ed M 
G 


. 
Se 


. 
LE 


1 Dp. PHM. 


“3 
又 因为 BOL2DE, 
所 以 PM:PN~=—2:1, 
因此 , 作 DB、 BC 的 公 垂 线 履 NN, 把 MN 内 
分 和 外 分 成 PU:PN 一 P'M:P'N 一 2:1， 得 
内 分 点 卫 和 外 分 点 了 号 ， 又 过 卫 、P' 作 平行 
于 BO、 DE 的 直线 ,这 两 条 直线 就 是 所 求 的 
轨迹 。 


,一 -0 mw， 
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一 一 一 一 一 一 一 一 
上 


迹 


1828， 八 4BP、 人 CDP 的 底 边 4B、 
CD 的 长 度 为 一 定 ，m、% 为 两 个 整数 ， 当 
SAa4spP 一 和 .SAopP 为 定 值 时 , 求 点 己 的 轨 


则 pSaapp—%*Sachp— SaporR— Sapos 

( 定 值 )。 
因此 ,根据 问题 1821 可 以 知道 , 如 图 中 的 八 
条 射线 BX、BY、FU、FX'’GU'、 GT'、 HT、 
HY' 是 所 求 的 轨迹 . 

1829. 人 和 八 4BP、 八 CDP 的 底 边 4B、 
CD 的 位 置 和 长 度 为 
一 定 ， mM 是 两 个 整 
数 ， 当 mSasapP 十 
%*Sacpp 为 定 值 时 ， 
求 点 卫 的 轨迹 。 
解 设 0 为 B4、 
DC 的 延长 线 的 交点 , 在 04、0C 上 ， 六 而 到 
OR=m AB, OS=nCD, 则 
IlSAkBP 守 0.SacpP 一 SePos 十 Sepos( 定 值 ) 。 
因此 ， 根 据 问题 1819 可 以 知道 , 点 书 的 轨 
迹 ， 是 图 形 中 的 平行 四 边 形 恕 HG 及 的 四 条 
18306. 从 已 知人 和信 4BC 内 一 点 0O， 向 各 
边 作 垂 线 ， 求 此 三 垂 线 之 和 为 一 定 的 点 O 的 


点 ,由 口 向 各 边 
作 的 垂 线 分 别 为 
2 Pi、 22 设 4C 
是 人 4B0 的 最 
小 边 。 在 B4、 ~ 
BC 上 上， 分别 取 4^ 0', 使 

BA'=BO'~04=,, 


则 
7 十 Di 二 2D2) 
一 24SaAoac' 十 Saoca 十 Seodrp)。 


12. 到 两 定点 (或 三 定点 ) 距离 的 平方 和 或 平方 差 为 一 定 的 点 的 轨迹 


大 而 , 人 0BC'、 和 人 0C4、 人 04'B 的 和 是 一 
定 的 。 由 于 底 边 BO C4、4'B 的 位 置 、 大 
小 一 定 ， 所 以 ， 册 问题 1826 知道 ， 图 中 的 
和信 O08B 的 面积 为 一 定 。 因此 ， 点 0 的 轨迹 ， 
是 平行 于 BB 的 线段 5 了. 

1831. 从 已 知 三 角形 内 一 点 : 卫 ， 向 各 边 
作 垂 线 , 连结 垂 足 作 成 三 角形 , 求 使 这 个 三 角 
形 的 面积 为 一 定 的 点 一 的 轨迹 。 

解 已 知 三 角形 ， 
4B0， 设 卫 为 适合 
条 件 的 一 点 , 由 三 向 
三 角形 的 三 边 作 垂 
线 , 垂 足 为 D、 BF. 
连结 4P、BP、CP。 

又 AP、BP、 CP 的 中 点 分 别 为 G、 互 、.， 则 
了、J 分 别 是 加 AFPE、BDPF、 CBPD 
的 圆心 。 老 连结 FG, 则 
4LG=GP。 
| » Sa4rP 一 2SAczP。 
同 理 可 得 ， 
Sae4ppP 一 2SAezP。 
。。 四 边 形 4 有 BPF 的 面积 
一 2 四 边 形 GBPF 的 面积 。 
同 理 可 得 ， 
四 边 形 BDPF 的 面积 、 
一 2 四 边 形 五 DPF 的 面积 ， 
四 边 形 CBPD 的 面积 
于 2 四 边 形 J8PD 的 面积 。 
因此 ,DJBGBH 的 面积 是 人 A4BC 的 面积 的 
一 半 。 因 为 DEF 的 面积 是 定 值 ,所 以 
SaAagcz 二 Sepgp 十 SAprs( 定 值 ) 。 
又 G 是 A48 马 的 外 心 , 所 以 . 
i 训 GE.GF sin 24 


AP\? 


同 理 可 得 ，. 


Saprsp 一 


sin 25 .BP?, 


se 一 2 


则 
Saggr TF Sargpt Sap7g 
一 M .4P2 十 02P2 二 DCOCP2( 一 定 ) 。 
因此 ， 点 书 的 轨迹 是 一 个 加 ( 粮 据 问题 
1843) . 
注 根据 同样 的 方法 ， 可 以 把 边 数 进行 任 
意 推广 。 


12. 到 两 定点 (或 三 定点 ) 距离 
的 平方 和 或 平方 差 为 一 定 的 点 的 


轨迹 
1832。 已 知 两 点 4、B, 以 4、 B 到 另 一 
点 己 的 距离 为 边 作 正 方形 ， 若 这 两 个 正方 形 
的 面积 的 和 等 于 以 距离 P 
4 为 边 作 正 方形 的 面 
积 , 求 点 己 的 轨迹 。 
解 设 4、 5 为 两 个 A . 
已 知 点 ， 忆 为 适合 条 件 的 点 ,连结 P4、 PB、 


AB, 则 
PA?T+PB— AB?, 
. LAPB=90°. 
因此 ,点 卫 在 以 4 为 直径 的 圆 上 上 。 
其 次 , 容易 证 明 , 在 这 加 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 ， 点 卫 的 轨迹 是 以 48B 为 直径 的 回 ， 
1833， 车 点 4 到 两 定点 B、C 的 距离 的 
平方 和 为 定 值 , 求 点 和 4 的 轨迹 。 
解 设 B0 的 中 点 为 下, 则 
4ZB2 二 402 一 32(4M2 二 BaMN2 (中 线 定理 ) 。 


,2 AM?~— .42 4C py. 
: 而 (4B2+4C2)、Bl2 都 
| 
| 


为 定 值 , 车 设 ph 


AB2+ AC?=—2m?, 
BC=a, 
AM—3~ Dm a 


即 
所 以 
又 秦 是 BC 的 中 点 ,所 以 点 4 在 以 了 为 圆心 
半径 的 长 等 于 可 3655 一 人 的 加 上 . 

反之 , 设 4 为 这 较 上 的 任意 点 则 
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一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


A'M?— AM?. 
*, A'B?+ A'02 2(A'M2 + BM?) 
=—2(4AM?+ BM?) 
= AB?+ AG?—m?,. 
因此 ,这 圆 上 的 点 适合 所 给 的 条 件 。 
从 而 得 出 ， 人 BC 的 中 点 验 


为 圆心 ,半径 的 长 等 于 局 圭 V 3m 一 @7 的 网 . 


1834. 设 点 4 到 卫 定 点 BB、O 的 距离 的 
平方 差 《4B*~A40?) 等 A 
于 定 值 oz2， 求 点 4 的 
轨迹 。 
解 设 委 为 适合 条 件 
的 点 ， 即 B M JI C 
4B2~.402 一 Mi2. 


， 又 设 B0=a, 从 4 到 BO 上 的 垂 线 , 中 线 分 别 


为 4H、A4MU, 则 
AB2~A0? 一 2BC .MH (问题 894)， 
即 ‘m=2a.MH. 


2 
,MH =. 
20 


因此 , 有 及 是 定 长 线段 , 瑟 是 定点 (点 五 在 
MM 的 两 侧 ), 即 点 互 到 BC 的 中 点 好 的 距离 


为 -名 ， 过 点 互 作 垂直 于 BO 的 直线 , 则 点 


4 在 这 条 直线 上 。 

反之 ,在 这 直线 上 取 任 意 点 4 在 人 4 BC 
中 ， 

A'Bi~ A'C2=2BC.MH. 
A'BI~ A'C = AP~ AC =m, 
由 此 可 得 ，4' 是 适合 条 件 的 点 。 

因此 ,过 五 而 垂直 于 BC 的 直线 ， 是 所 求 
的 轨迹 (这 样 的 直线 有 两 条 )、 

1835。 从 点 三 向 人 求 使 
切线 相等 的 点 一 的 轨 
迹 。 

解 设 4、B 为 已 
知 两 圆 的 圆心 ，P 
为 适合 条 件 的 任意 
点 ， 从 点 卫 分 别 向 两 
贺 作 的 切线 为 PD、P， 则 

PD=— PR. 

连结 4B、 AD、 BE、P4、PB, 则 人 PAD、 

APB 都 是 直角 三 角形 。 


点 为 0, 则 


轨 迹 
"， PA4— AD=PD,, 
PB’~— BE?~— PE?,. 
而 PD?=—= PE?. 
". PA2—AD=PB— BE’. 
。 PA PB AD?~ BE? 


(这 里 , 设 圆 4 为 较 大 的 贺 ) 。 
上 式 的 右边 是 两 圆 半 径 的 平方 差 , 是 定 值 , 设 
这 定 值 为 62， 即 
PA2— PB oa, 

因此 , 根据 上 题 可 知 ， 从 号 向 4B 作 垂 线 ， 
所 得 的 垂 足 C 是 定点 , 而 点 卫 的 轨迹 ， 是 过 
点 C 而 垂直 于 4B 的 直线 芝 了 ( 因 两 贺 的 大 
小 已 确定 ,所 以 轨迹 为 一 直线 )， 

注 这 条 直线 有 了 称 为 两 辑 的 根 轴 ， 当 两 

相交 时 , 则 根 轴 是 过 两 圆 交点 的 直线 ; 当 两 
圆 相 切 时 , 根 轴 是 过 切 点 的 公 切 线 . 

1836.， 已 知 定 圆 0 和 定点 4， 的 了 向 
圆 0 作 切 线 PT， 求 使 
PT 等 于 P4 的 点 一 的 
轨迹 。 

解 设 书 为 适合 条 
件 的 点 ,连结 PO, 则 


PO2? 一 PI2 十 O72 
=PT?+72, 
” PA=PT,. .. PO’~PA?+r’, 
即 了 OO2 一 P42 一 和 2。 


因此 , 所 求 的 点 卫 的 轨迹 , 是 垂直 于 O4 的 直 
线 与 了 (问题 1834) . 

注 “根据 上 题 可 知 ， 若 把 本 题 中 的 一 个 贺 
的 半径 看 作 是 0, 则 可 以 得 出 相同 的 结论 . 

1837. 震 贺 2 与 两 定 圆 相交 成 直角 ， 求 
王 的 圆心 的 轨迹 。 

解 设 4、 马 为 两 
定 圆 的 圆心 ， 己 为 适 
合 条 件 的 圆 的 圆心 
若 圆 了 与 圆 4 的 交 


ACP=90°. 
又 贺 了 与 加 瑟 的 交点 为 D, 则 
LBDP=90°. 
". PA~PB? 
=(PC?+AC)~ (PD BD?) 
~=AC~BD’, 
郑 P4?~PB2 是 定 值 ， 因 此 , 点 书 的 轨迹 


解 设 卫 为 适合 条 
件 的 任意 点 ,DD 为 
BC 的 中 点 , 在 4D 的 
延长 线 上 ， 取 点 如 使 
DE= 


则 


PA+PE? 
”一 2PD2 十 34D2，@ 
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是 两 贺 4、 吾 的 根 轴 (问题 1835) 。 
” 1838. 若 卫 为 正三 角形 4BC 的 平面 上 
一 点 ， 求 使 PB? 十 POCO? 一 P42 的 点 书 的 轨 
迹 。 


A. 


4D, 


PB?+ PO?2=PA?, 
PB+ PO=2PD?+2BD?, 


由 @、 @、@, 得 


又 


PE?=2(4D2— BD?)., 
AD~= /3BD, 


2 PE 4BD?. 
“。 PE 一 AB( 定 长 )， 


个 


@e© 


且 媚 是 定点 。 因 此 ， 呈 在 以 有 吾 为 漳 心 ， 以 
4B 为 半径 的 圆 上 . 
上 之 , 设 书 为 这 圆 上 的 任意 点 , 则 
P'A2+P'B?—2P'D?+24D?, 
已 B2 二 PC2 一 2P'De 十 2BD2。 
P'A2+P'B2— (P'B2-+.P'O2) 


轨迹 是 以 召 为 功 心 , 以 4B 为 半径 的 圆 . 


是 定 值 ， 求 点 卫 的 轨迹 . 
解 设 卫 为 适合 条 件 的 
点 , 40、BD 的 交点 为 0， 


则 


. 
eo. 


=2(4D2— BD?). 


P'A2— (P'B2+ P'O?) 


=24D—2BD?— 


AB2 (*.-P'E~AB) 


一 (24B?3 一 2BD2) —2BD?— AB? 


=—24Bi— AB?— AB?—0. 


由 此 可 知 ,点 P' 适合 条 件 。 因此 , 所 求 的 


1839. 


AO=BO=0C0~DO. 


已 知 定 矩 形 4BCD, 点 
形 各 项 点 的 距离 的 平方 和 


PA+ PO?=2PO?+2A02, 


PB?-+- PD?~—2PO?-+2BO? 


» PA2+PB+PO+PD? 


一 4PO2 十 240? 十 2BO2 
一 4PO02 十 4402， 


. 


而 假定 P42?+PB2+PO?+PD 是 定 值 。 又 
40 是 定 长 ,所 以 OP 是 定 长 的 线段 。 因此 ， 
人 O 为 圆心 ， 以 OP 为 半径 的 


人 已 知 定 三 角形 480， 人 PB2+ 
PCO2=2PA? 的 点 一 的 
轨迹 。 

解 设 收 为 BC 的 
中 点 , 则 PM 是 人 PBC XX 
的 中 线 ， = 

2PM2 十 23BM2 一 已 B2 十 PO2 一 2P42。 

"了 42 一 PI 一 BM?2( 一 定 ). 
又 因为 4、 攻 是 定点 ， 所 以 ， 点 卫 的 轨迹 是 
垂直 于 41 的 直线 了 了 (问题 1834). 

1841。 连结 点 忆 与 两 定点 4、B, 使 
m% 了 42 十 %nPB? 是 定 值 
太 ， 求 点 一 的 轨迹 。 

解 设 点 C 是 线段 
4B 的 内 分 点 , 且 

AC_% A 
BC 7 
但 根据 问题 890 可 得 ， 
m .4P2 十 1 BP? 
=—m AOC?-+-n BO (m+n) PO2. 
,B=m 402 十 20.BOC2 二 (m+n) PO?, 
Po2 一 WP— (m AC -+n BOC?) 
m+ 
上 式 的 右边 是 定 值 , 设 这 个 值 为 有 。 所 以 
PC 一 lL( 一 定 )。 
因 兹 ， 点 了 在 以 0 为 圆心 ,?Z 为 半径 的 加 上 . 

反之 , 容易 证 明 , 这 圆 上 的 点 适合 条 件 . 

从 而 得 出 ,所 求 的 轨迹 是 以 C 为 圆心 、? 为 
半径 的 圆 。 

1842， 连结 点 卫 与 两 定点 4、B, 使 
WP 已 42 一 %PB? 是 定 值 
12 求 点 一 的 轨迹 。 

解 设 点 C 是 线段 
4B 的 外 分 点 , 且 A BC 

A0_% 
BO mm" 
出 问题 890 可 知 ， 
m PA2—n PB = 
=m 4C2 一 %.BO2 十 (人 一 入) .PO?, 
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pp (m An BC) 
PP 一 人 9 人 一 BC ( 定 值 )， 


设 这 个 定 值 为 2 则 

POCO 一 7。 
因此 , 点 王 的 轨迹 ， 是 以 C 为 圆心 ，? 为 半径 
的 圆 。 

1843. 4、 BO 为 已 知 的 三 
动 点 ， 求 使 AP2% BP2T+pCP? 是 定 值 
态 的 点 书 的 轨迹 . 

解 设 在 45 上 取 
点 也 , 使 

mm AD=n DB, 
则 思 是 定点 . 由 问题 ， 
890, 得 
m AP2+-%n 2 AD?2+n Dp 
+ (mtn). DP2, 
又 ,在 DC 上 取 点 如, 使 
(m+%) .DE=p. EC, 
则 加 也 是 定点 。 
同 理 可 得 ， 
(也 十 2) -万 P2 十 DCP2 
~— (m+%)* DE?+pEC? 
+ m+n%t+p) :EP?. 
“mAP?+n BP?-+pOP? 
=mAD+nBD+ (m+n) .DE? 
Tp 五 C2 十 (人 2 十 7 十 2) "BP? 
二 驳 ， 
而 mr AD?+n BD (m+n)DE2 pEC? 部 
是 定 值 ,所 以 ，(m 十 % 十 p) 召 P? 也 是 定 值 ， 从 
而 得 出 BP 是 定 值 。 因此 ,点 己 的 轨迹 是 以 
马 为 圆心 的 一 个 回 。 

1844. 设 4 BC NST 
在 这 三 点 的 平面 上 取 一 
点 PP 使 P42 二 PPB? 十 
”P02 为 定 值 如 时 ， 求 点 
书 的 轨迹 。 

解 设 G 为 人 4BO 
的 重心 。 根 据 问 题 884， 得 

5 
A24GB 4+GOT 3PG2, 
2 Gd GB2 十 GC2 二 3PG2 一 ?。 
从 而 得 出 
PG 于 (P— 


GA?—GC0—GB), 


个 定点 ,也 为 | 


轨 迹 


因为 上 式 右 边 的 值 是 定 值 , 所 以 PG? 记 是 定 
值 。 从 而 得 出 PG 也 是 定 值 。 因此 , 点 卫 在 
以 G 为 圆心 , 以 定 长 PG 为 半径 的 加 上。 

反之 , 设 P' 为 这 贺 上 的 任意 点 , 则 

GP=GP'. 
P'A?+P'B?+ P'C2 
GA GB?+G02+3GP'? 
GATGB+GOT+IGP = 2. 
所 以 点 P' 适合 条 件 。 

从 而 得 出 ， 点 三 的 轨迹 是 以 G 为 圆心 , 定 
长 线段 PG 为 半径 的 圆 。 

1845， 已 知 定 四 边 形 点 了 到 
这 四 边 形 各 顶点 的 距 
离 的 平方 和 是 定 值 4 
1 求 点 了 的 轨迹 。 
解 设 4C、BD 


的 中 点 分 别 为 了 、 了 ，XY 的 中 点 为 O, 则 0 
是 定点 。 设 书 为 适合 条 件 的 任意 点 , 则 
AP?+ BP?+CP+ DP SW. 
4P2 十 OP2 一 2PZ2 十 24Z2， 
BP+ DP =2PY?-+ 2BY?, 
2PX2 二 32PTZ3? 一 4(PO2 十 OZ2) 。 
2{23(PO? 十 OZX2) + (AX24 BY?)} = 
而 在 上 式 中 , OX 、AX2、BY? 肥 都 是 定 
值 。 所 以 , PO 的 长 度 一 定 。 因此 ， 点 书 的 
轨迹 是 以 定点 O 为 圆心 ， 定 长 线段 PO 为 半 
径 的 圆 . 

注 这 个 问题 ， 能 够 推广 到 一 般 多 边 形 的 
情况 。 设 % 边 形 的 重心 为 O, 则 点 三 的 轨迹 
是 以 O 为 圆心 ， 半 径 的 长 等 于 
/TO 

和 % 


ea 
之 


的 加 (问题 887)。 

1846. 4A、 B、 人、 eg 为 分 布 在 一 个 平面 
十 的 % 个 点 , 以 点 卫 到 这 些 点 的 距离 为 边 作 
正方 形 ， 若 这 些 正 方形 的 面积 的 和 等 于 定 值 
她, 求 点 卫 的 轨迹 . 

解 设 0 为 4 B、 人 2 的 平衡 中 心 ， P 
为 适合 条 件 的 点 , 则 可 以 证 明 

AO?-+ BO2 十 CO2 十 … 十 外 OP2 一 7 
(研究 两 点 、 三 点 > 四 点 、 二 逐步 进行 推广 )。 
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即 | AB’+0D=—4(BM2+DN?), 
lr 9 而 ‘BM2=0B?~—OM?, 
OP?—=[W— (402+BO?+002+……)]. ON 
由 此 可 得 , OP 是 定 长 线段 。 所 以 ， 点 天 的 | 设 圆 O 的 半径 为 +, 则 
轨迹 是 以 O 为 圆心 , 半径 的 长 等 于 
Vie (AO?+ BO2? 十 CO2 十 …)] =4[(72—OM?) 十 (72 一 ON2)] 
多 一 和 272 一 OP2) 。 
点 卫 I 正 多 过 形 的 各 顶点 的 ee 
1847。 以 型 3872 一 712 
距离 为 边 作 正方 形 ， 车 即 DI 


平衡 中 心 ， 由 问题 887， ee: 设 4 是 定 园 O 内 的 定点 以 4 


dani a rt 由 此 可 得 , OP 是 定 长 。 所 以 ,点 卫 的 轨迹 是 
是 定 值 ， 求 点 卫 的 雪 迹 . 
解 因为 0 是 正 多 边 人 半径 的 长 等 于 去 B73— m7 
形 顶 点 4 有 C\ DD.… 的 

ep 


PA2+PB+ PCO2+ PD+..- 且 对 角 线 BD 的 两 端 在 
=O0424+0B:+ O024+OD?+.. “+ OP2. O 上 , 求 顶点 C 的 轨迹 . 
所 以 , 若 设 解 设 A40、BD 的 交 


DA th RO Pd 
O04=0B=00~0D=...=7, 
则 有 一 212 十 2 OP2。 
又 信义 了 是 定 值 , 所 以 OP 是 定 长 的 线段 . 
从 而 得 出 ,点 卫 的 轨迹 ,是 以 O 为 圆心 的 一 
个 四。 
1848. 已 知 半径 为 + 的 定 回 0 与 定点 


4, 从 一 点 卫 向 殉 O 
作 切 线 PT, 求 使 
PT?2+ PA?2= mn? (~ P 
的 点 卫 的 轨迹 . ~/ 
解 设 27 为 定 吏 


点 为 妃 。 因 为 四 边 形 
4BCD 是 矩形 ， 所 以 召 
是 BD、04 的 中 点 。 
“» OA?-+rOC—2(0F+0B), (| 
OB+OD=2(0F+BE). 四 
而 CB=BE。 所 以 由 @、 回 得 . 
04? 十 002 一 OF52 十 07D2e， 四 
设 0B=0D=7, 04 一 a， 所 以 由 图 ,得 
+OC 22. 
. OC=~vVBI GE 
因此 ,点 C 在 以 0 gy 半径 的 长 
等 于 V2 一 @ 的 圆 上 . 


O 的 切线 , 则 a 反之 ,容易 证 明 , 这 加 上 的 点 适合 条 件 。 
Po 一 PO? 一 72. 因此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 0 为 团 心 ， 半 径 的 
.了 了 22 十 忆 42 一 PO2 一 92 汪 忆 42。 长 等 于 V27? 一 0 的 贺 。 
而 了 TI2 十 一 42 一 722。 


1851. 设 4 是 半径 为 "的 定 圆 内 的 定 
点 ， 过 4 作 相 互 垂直 的 两 
直线 4M、4NX 分 别 与 贺 
交 于 用、 办 , 求 弦 MN 的 
中 点 了 的 轨迹 。 

解 ” 作 和 矩形 2M4N9, 由 
上 题 可 知 ， 顶 点 8 的 轨 
迹 , 是 以 0 为 圆心 ，O9 为 
半径 的 贺 ， 而 号 是 @4 的 中 点 。 车 点 BB 是 
04 的 中 点 , 则 


*。 PPO2? 十 P42 一 Mi2 十 ?20 一定) 。 
由 此 可 知 ， 点 三 的 轨迹 是 以 O4 的 中 点 为 图 
心 的 一 个 圆 (问题 1833) . 
. 1849。 设 4B、OD 为 
定 圆 0 内 相交 成 直角 的 
两 弦 ， 当 4B2 十 CD2 一 mm2 
时 ， 求 两 弦 4B 和 CD 交 
点 卫 的 轨迹 。 

解 设 允 六 分 别 为 4 有 CD 的 中 点 ， 则 


一 一 一 一 一 一 一 一 


A 
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所 以 , 点 卫 的 轨迹 是 以 卫 为 圆心 , 于 09 为 


半径 的 圆 。 

别 解 设 书 是 2N 的 
中 点 。 因 为 MAN 是 直 
角 三 角形 ,所 以 

PA=PM., 
且 OPLMN. 
*. PA?+PO~PM?+PO2~—MO?=7? 

(> 是 圆 O 的 半径 ) . 
又 4 是 定点 ,所 以 ,P 是 到 两 定点 0O、4 的 距 
离 平 方 和 为 一 定 的 点 。 因此 , 点 号 的 轨迹 ， 
是 以 04 的 中 点 B 为 团 心 , BP 为 半径 的 
《问题 1842) 。 . 

1852.。 设 点 卫 到 定点 C 的 距离 的 平方 ， 
等 于 点 卫 到 另外 两 定点 4、B 的 距离 平方 的 


和 , 求 点 书 的 轨迹 。 
解 设 四 为 4B 
的 中 点 ， 则 了 2 是 定 Pp 
点 。 
“AP?+BP? 
4B | gM P?. 


CFP -2M PAE, 


即 20P2— 4M P= AB?. 
因此 , 若 按 1;2 的 比 外 分 MC, 则 以 这 外 分 
点 为 辕 心 的 一 个 贺 是 所 求 的 轨迹 (问题 
1842). 

1853. 从 定 三 角形 4BC 内 一 点 也 , 向 


三 角形 的 三 边 作 垂 A 

线 ， 以 连结 垂 足 的 线 
段 为 边 作 正 方形 ， 车 : 

这 些 正方 形 的 面积 的 

和 是 定 值 , 求 点 卫 的 

轨迹 。 6 0 


解 从 点 也 向 人 4BC 的 各 边 作 委 线 , 设 重 
足 分 别 为 D、 及 巴 , 则 四 边 形 4BPF 内 接 
于 以 4P 为 直径 的 贺 。 作 这 个 贺 的 直径 


万 G， 因 为 在 人 FGB 中 ， 
LPEG=90°, /EGF=/A, . 
所 以 人 FGB 的 形状 一 定 。 由 此 可 得 ，EF: 
了 FG 是 定 值 。 因 此 ,加 :AP 是 定 值 . 从 而 得 
出 , 如 fF2;A4P? 也 是 定 值 。 设 
EF?: AP?=m:1, 

则 EF?~mAP?. 

同 理 可 得 , 设 nw 为 定 值 , 则 

FD~nBP?, DE?~pCP, 

而 加 P24+ 了 D2 汪 DB? 是 定 值 。 所 以 m4P? 十 
%BPI+p0P? .是 定 值 。 办 此 ， 根 据 问 题 
1843, 点 乙 的 轨迹 是 一 个 圆 。 


13. 到 两 定点 (或 两 定 直线 ) 的 


距离 的 比 为 一 定 的 点 的 轨迹 


1854. 一 点 到 两 条 平行 直线 4B、CD 
的 距离 的 比 等 于 定 ，，Q o， 


比 m:n， 求 这 个 点 三 

解 从 4B 上 取 一 E-B F 
点 M， 作 4B 的 和 人 

线 ， 与 CD 的 交点 为 “CT N 


N。 把 MN 按 定 比 和 :9 内 分 和 外 分 ,得 内 
分 点 卫 和 外 分 点 @, 即 
PM:PN—-QM:ON=min, 
设 书 为 适合 条 件 的 任意 一 点 , 过 P' 作 4B、 
CD 的 公 垂 线 , 垂 足 分 别 为 MX 则 
P'M':P'N’'=mi:n., 
因此 ， 当 P' 在 AB、CD 之 疗 时 ， 则 四 边 形 
PP'M'W 是 矩形 。 而 当 P' 是 在 4B、CD 外 
部 的 点 , 设 在 点 以 的 位 置 上 时 , 则 四 边 形 
49M'M 也 是 矩形 。 因 此 , 过 点 三 或 点 @ 作 
平行 于 4B 的 直线 也 8 或 也 FF， 则 书 或 
%' 在 BEF BF' 上 , 
反之 , 容易 证 明 , 在 这 两 条 直线 上 的 任意 一 
点 ,到 4B、 CD 的 距离 的 比 一 定 是 ;x。 
因此 ,所 求 的 轨迹 是 两 条 直线 BF B'F', 
1855。 设 两 直线 Ox、0Oy 相交 于 0, 一 
点 到 Oz、0y 的 距离 的 比 等 于 定 比 2w:%， 
求 这 个 点 的 轨迹 。 
解 ” 作 与 Oz 的 距离 等 于 色 且 平行 于 0Oz 
的 直线 , 作 与 0y 的 距离 等 于 % 且 平行 于 Oy 


的 直线 , 设 它们 的 交点 是 4、B、C、D。 这 时 ， 


i138. 到 两 定点 (或 两 定 直 线 ) 的 距离 的 比 为 一 定 的 点 的 轨迹 


4 0、0 与 及 0、 了 分 别 在 一 直线 上 ， 这 两 


直线 就 是 所 求 的 轨 ey 
迹 。 其 理由 是 : “ 

”由 直线 04 上 的 
任意 一 点 PP， 各 Ein, 


Os、0y 分 别 作 秋 “ZO N Kim 
线 PR、PS, 又 从 忆 D 
点 4 向 Oz、 0y 分 别 作 垂 线 4M、4N, 则 
人 PORWw A AONM, 
OP _ PE 
” -04 4 
又 AOPSw AOAN, 
OP PS 
O4 AN” 
PR_PS 
”” A¥ 4N” 
°, PRIPS=4MI4N。 
AM=m, ANs=n, 
“, PR:PS=mi'n, 
由 此 可 知 ,直线 O4 上 的 点 适合 条 件 。 同 理 
可 得 , 直线 0B 上 的 点 也 适合 条 件 。 
其 次 , 设 P 是 不 在 直线 O4、OB 上 的 点 ， 
从 PP 向 Oz、0y 作 垂 线 PE^ PS', 则 容易 
证 明 P'RE':P'S'zAM:AN., 
因此 ,所 求 的 轨迹 是 直线 O04 和 0B. 
1856， 一 点 到 两 定点 和 4 BB 的 距离 的 
比 等 于 定 比 m:n， 求 这 个 点 的 轨迹 (但 rw 天 
2)。[ 阿 波 罗 尼 斯 四] ， 
解 ” 设 忆 为 适合 条 
件 的 点 , 则 AL 
PA:PB=m:n.。 
若 人 4PB 的 平分 线 
与 4B 的 交点 为 0; 则 
PA:PB=AC:CB, 
“AC:CB=m:n. 
所 以 , C 是 定点 。 同 理 可 得 ， 人 4PB 的 邻 补 
角 的 平分 线 ， 与 4B 的 延长 线 交 点 为 D， 则 
了 也 是 定点 。 又 人 OPD 二 90°, 所 以 已 在 以 
CD 为 直径 的 园 上 。 
反之 , 设 为 这 个 园 上 的 任意 点 , 作 
LCQB'= /C94,，. 
由 LCQD=90°, 
得 到 C8@、QD 分 别 为 和 <A48B' 及 其 邻 补 角 的 
平分 线 。 
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。 40 _ 4D 
“* OB8™ BD 
. LO _0oB 
"* “AD BD 
40 CB 
而 “AD “BD* 
i0B _ OB’ 


ee BD BD . 
因为 按 已 知 定 比 内 分 CD 的 点 , 仅仅 只 有 一 


个 ,所 以 点 B' 与 点 BB 相 重 合 。 因 此 , 8C 平 
分 人 48B. 


因此 , 点 卫 的 轨迹 ,是 以 CD 为 直径 的 四。 

注 当 %=w 时 ， 所 求 的 轨迹 是 过 AB 的 
中 点 而 垂直 于 4B 的 直线 。 

1857.。 在 平面 上 , 一 动 点 到 两 定点 4、B 
的 距离 的 比 等 于 定 比 x:%(r 生 0 ,试用 图 来 
说 明 ， 当知?% 的 值 起 变化 时 ， 这 动 点 的 轨迹 
是 怎样 变化 的 。 其 次 ,从 48 的 中 垂 线 上 的 
点 , 向 上 述 所 求 的 任何 一 个 圆 作 切 线 , 试 证 明 
所 作 的 切线 的 长 度 是 一 定 的 。 


解 “ 当 元 一 1 时 , 则 轨迹 为 4B 的 中 二线 . 

当 闻 >1 时 ,以 4 的 中 重 线 为 界 ， 在 点 
的 这 一 侧 , 随 着 守 的 增 大 而 作出 如 图 那样 
的 逐渐 缩小 的 四 群 

当 0< 交 < 工时 , 以 4B 的 中 垂 线 为 界 , 在 
4 的 这 一 侧 , 随 着 分 的 减少 而 作出 如 图 那 


样 的 逐渐 缩小 的 贺 群 ， 

设 召 为 线段 4B 的 中 垂 线 上 的 定点 ， 作 直 
径 为 CD 的 贺 0, 从 马 向 贺 O 作 切 线 、 切 点 
为 了 。 现 在 就 色 >% 的 捕 况 进行 证 明 ( 同 理 


可 证 明和 < 和 时 的 情况 )。 


设 4B=a, 由 
. AC:CB=m:n, AD:BD=m:n, 
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4 mG _ mM 
得 Mh mn 
.。 CD=—A4D- 40—.2200. 
mM 一 和 
ow 00 一 一 ?4 
II 一 人 
设 4B 的 中 点 为 6; 则 
MO= AC+OC— AM 


Ma ma _a 
入 十 了 mn 2 
(222 十 %2)G 


30372 
“, ET?=~EO~OT=—EMTMO— OC 
由 此 可 得 , 7 的 长 度 是 一 定 的 。 
” ”1858. 三 角形 的 底 边 的 长 度 是 定 值 ， 与 
P 
顶 角 相 邻 的 外 角 的 平分 y AN 
交点 是 定点 ， 求 这 样 的 Is p 
SAV A A 
解 设 4B 为 三 角形 
相 邻 的 外 角 的 平分 线 ， 与 底 边 的 延长 线 的 交 
点 为 D, 它 是 定点 。 若 点 0 把 4B 内 分 成 
AC:CB=AD:BD, 
LCPD=90°, 
因此 ,点 卫 的 轨迹 , 是 以 CD 为 直径 的 园 ( 问 
题 1856). 
某 人 去 原野 时 ， 若 恒 能 
以 根 等 的 仰角 了 望 这 两 介 
座 湛 顶 ， 问 此 人 按 怎样 ， 
. 解 设 4B、 CD 为 两 
座 塔 , 卫 为 此 人 的 某 一 个 位 置 。 连结 P44、 
PB、PO、PD。 根 据 题 设 条 件 , 得 
ZABP=90°=/CDP. 
“. 人 4PFPcAODP。 
从 而 得 出 ，4B:CD=BP:DP。 


BM?+ BM?+ MB EB?. 

线 ， 与 底 边 的 延长 线 的 
的 底 边 , 它 的 长 度 是 定 值 , 又 与 顶 角 人 4PB 
则 OP 为 和 <4PB 的 平分 线 ， 从 而 得 出 ， 

1859.。 在 一 个 平坦 的 原野 上 , 有 两 座 塔 ， 
的 路 线 而 行 。 

LAPB= /0PD, 

而 4B、CD 的 长 度 是 定 长 ， 所 以 4B:0D 是 


定 比 。 从 而 得 出 , BP: DP 也 是 定 比 。 因为 . 


| 求 这 两 回 的 另 一 个 交 


轨 迹 


也是 使 BP:DP 为 定 比 的 点 , 所 以 ,此 人 所 走 
的 路 线 , 与 问题 1856 相同 , 是 一 个 加 (阿波 罗 
尼斯 贺 )。 : 

1860. Q@ 为 定 线 段 4B5 上 的 动 点 , 以 44、 
BQ 为 弦 分 别 作 贺 0、 NE 
加 0', 使 它们 的 直径 
的 比 等 于 定 比 :7z 


点 也 的 轨迹 。 
解 车 作 圆 O、 圆 0 的 直径 分 别 是 2 刀 、 


:PF, 则 在 人 4PE、 人 BPF 中 


LPEA=/PQA, /PFB= /PQA, : 
. LPEA~/PFSB. 
又 LPAB= /PBF=—90°, 
. APAEwAPBF. 
., PA:PB=~PE:PP, 
但 是 , 根据 假定 , 得 
PE:PF=m:n. 
.. PA:PB=—min, 
所 以 了 4;PB 是 定 比 。 从 而 得 出 4、B 是 定 
点 。 因此， 车 以 定 比 mr:% 内 分 和 外 分 线段 
4B， 以 连结 这 两 个 分 点 的 线段 为 直径 作 圆 ， 
则 适合 条 件 的 点 己 在 这 个 区 上 . 
反之 ， 在 这 网 上 任意 取 一 点 己 ， 作 过 三 、 
4 的 任意 圆 ， 这 网 与 48 的 交点 为 @， 作 直 
径 P'B'. 在 PB 上 , 作 和 人 P'BF' 与 人 P'AB' 
相似 , 设 了 4 与 已 了 为 对 应 边 。 这 时 ， 


LP'B'AS/P'F'B,. 
又 LPQ'A= LE', 
所 以 ZLZPQA4=LF'. 


由 此 可 知 ， 人 入 P'BF' 的 外 接 圆 过 点 @'。 
但 因为 ,， 信 P'4B8'w 人 P'BF', 所 以 
LPBF'~ /PANR'—90°. 
上 且 PB':P'F'~PA:PB=m:n. | 
因此 , 若 以 定 比 w:% 内 分 和 外 分 线段 4B， 
以 连结 这 两 个 分 点 的 线段 为 直径 作 欧 ， 则 这 
网 就 是 所 求 的 轨迹 。 | 
1861;。 从 一 点 卫 向 已 知 两 圆 分 别 作 两 条 
切线 ， 当 两 条 
切线 的 夹 角 相 
等 时 ， 求 点 己 
的 轨迹 。 
解 设 P 为 
适合 条 件 的 


14. 相似 三 角形 的 第 三 顶点 的 轨迹 


点 。 从 点 卫 向 两 贺 0、0’ 分 别 作 切 线 P 召 与 
PF、PG 与 PH, 则 
LBEPF= /GPH, 
, LOPE=/O'PH. 
又 LOBP~90°~/O'HP, 
AOPEwAO'PH. 
*。 OP:0'P=08:0' 及 . 
因此 ， 所 求 的 轨迹 。 是 到 0、0' 的 距离 的 比 


等 于 定 比 0 罗 :0' 瑟 的 点 卫 的 轨迹 , 而 不 可 能 . 


是 其 他 。 所 以 , 若 以 定 比 0 瑟 :O' 石 内 分 和 外 
分 00', 以 连结 这 两 个 分 点 的 线段 CD 为 直 
径 作 圆 , 则 点 妃 是 在 这 个 园 上 (问题 1856) 。 
反之 ， 设 三 是 这 圆 上 的 任意 点 , 则 
OP:0'P~0R:0'H. 
. AOEPwAO'HP. 
LOPE=/O'PH. 
LEPF= /GPH. 
由 此 可 知 点 卫 适合 条 件 。 
因此 , 若 以 两 已 知 圆 半径 的 比 ， 内 分 和 外 分 
CO', 以 连结 这 两 个 分 点 C、 DD 的 线段 CD 为 
直径 的 圆 ,就 是 点 书 的 轨迹 。 
注 ” 当 已 知 的 两 网 相等 时 , 则 点 一 的 轨 
迹 是 过 OO: 的 中 点 而 垂直 于 O00’ 的 直线 。 


”14. 相似 三 角形 的 第 三 顶点 的 
- 轨迹 

1862， 设 入 4BC 和 定 三 角形 相似 ,又 
A4BC 的 顶点 4 固定 顶点 B 在 定 直 线 
ZZ 了 上 移动 , 求 顶点 C 的 轨迹 。 

解 设 人 4BC 适合 条 件 。 从 顶点 4 向 定 
直线 XY 了 作 垂 线 4D， 若 以 4D 为 一 边 ， 作 
A4D 与 人 4BO 相似 , 则 

AB: AD= AC: ABE. 
“. AB:AC=A4D:4E. 

而 LBA0=/DAB. A 
.. LBAD= /CAR. 
由 此 可 得 ， 

人 ABDwAACOE, 
“» LAEC 

一 4DB=90*". ba 
但 因为 4 是 定 长 线段 人 ABC 是 直角 ,所 
以 ,点 C 在 过 如 而 垂直 于 4 允 的 直线 22' 上. 
反之 , 容易 证 明 ，22' 上 的 点 适合 条 件 。 


从 而 得 出 
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因此 ,所 或 的 轨迹 是 和 2 和 关于 4D 与 
G2Q 对 称 的 直线 。 : 

注 作 和 4DE' 关于 4D 与 A4DZ 对 
称 , 则 垂直 于 4 马 ' 的 直线 也 是 所 求 的 轨迹 。 


1863。 以 已 知 点 4 为 一 个 顶点 , 以 定 直 
线 及 了 上 的 任意 一 点 B :DpD 
为 第 二 顶点 ， 作 正方 形 c 
4BFOD， 求 顶点 C 及 也 
的 轨迹 。 


解 因为 A4BO、 区 EY 
和 人 4BD 部 是 等 腰 直 角 三 角形 , 所 以 它 的 形 
状 一 定 。 又 因为 一 个 顶点 4 是 定点 ,顶点 B 
在 定 直线 有 了 上 ,所 以 , 根据 上 题 可 知 ,第 三 
顶点 CG、DD 的 轨迹 分 别 是 两 条 直线 。 

1864。 已 知 两 条 定 平行 直线 也、 了 及 定 
点 卫 , 过 己 作 直线 P4 忆 3, 与 互 、 了 分别 交 于 
4、 DB, 以 4B 为 一 边 作 正三 角形 45C, 求 顶 
点 0 的 轨迹 。 P 

解 因为 PP 是 定点 ， 

有、 了 是 定 平行 线 , 所 以 ， 

在 直线 PAB 上 , PB:4B A CG 
恒 为 一 定 。 

而 AB=— BO., Y—$ 

所 以 , PB: BO~=PB: 4B( 一 定 )、 

又 人 4BC=60°, 所 以 人 PBC 的 形状 一定。 
在 定 直线 上 移动 时 , 求 APBC 的 第 三 顶点 C 
的 畏 迹 。 所 以 , 所 求 的 点 0 的 轨迹 是 两 条 
直线 (问题 1862) . 

1865. 设 八 ABC I 角形 相 
似 , 顶 点 委 的 位 置 一 定 ， 
顶点 B 在 定 加 OO 上 , 求 
顶点 C 的 轨迹 . 

解 因为 和 4BC 和 
定 三 角形 相似 ， 所 以 它 
的 三 边 长 的 比 一 定 , 设 

AB:BO:CA=l:m:n 
(Lm % 表 示 定 长 线段 )。 

在 04 上 , 作 人 和 人 40D 与 人 4BC 相似 , 则 : 
40:4D= 4B: 40, 


即 AC: 4B= .AD: 40O. 
x LO04B= LDAO, 
所 以 LC04D= BAO. 


» A 人 AA4C0DwAABO, 
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“, DC:0B-AD:AO. @ | C 的 轨迹 ， 

在 上 式 中 ,因为 0B 是 定 圆 O 的 半径 , 是 定 长 解 过 4 向 有 了 作 垂 线 4B'. 作 
的 线段 ,而 且 4D:;AO 是 定 比 ,所 以 DC 也 是 LB'A0'~= LBAC, 
定 长 线段 。 因此， 点 0 在 以 马 为 贺 心 ，DO | 且 使 AB'.AC’'=AB. AO, 
为 半径 的 园 上 .， 则 AB: AB'~AO': AC, 

反之 ， 在 这 圆 上 任意 取 一 点 C， 在 4C 上 | 又 LBABP'= ZCAO,", 
作 .A0'4B' 与 AD4@ 相似 (但 假定 “. A4BB'wAAC'O. 
AC'4B'\、AD40 关于 AC0'、AD 是 在 相同 “» LACCO'= /LAB'B=90°. 


的 一 侧 )。 连结 0B', 则 
人 A40'DwAA4B'O. 
. D0O':0B'~AD:A0., 
比较 @、 @, 得 
DC:0B=DO':0B'. 
.“ DO'~DO, . BO=B'O, 
由 此 可 知 ， 点 好 在 圆 O 上 . 从 而 得 出 ， 点 
0' 是 适合 条 件 的 点 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 以 刀 为 圆心 ， 
半径 的 固 . 

注 与 定 三 角形 相似 的 人 40D， 可 以 把 
它 作 在 40 的 两 侧 中 的 任何 一 侧 , 因此 , 本题 
的 轨迹 , 是 关于 40 相互 对 称 的 两 个 贺 . 

1866， 设 八 4BC 的 底 边 4B 的 长 度 和 
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位 置 一 定 , 顶 角 C 是 定 角 。 若 在 边 B0 上 向 
三 角形 的 外 侧 作 正 方形 ， C 总 二 
求 这 正方 形 的 一 个 项 点 
的 轨迹 。 

解 设 入 4BO 是 三 E 


角形 的 一 个 位 置 ,以 BC A 
为 一 边 作 正方 形 BCDE. 又 以 4B 为 -- 边 , 
对 于 4B 与 A4BC 同 侧 , 作 正方 形 4BFG. 
过 结 刀 7, 则 
人 4PFO2A 人 7 BT。 

因此 ,点 殖 的 轨迹 , 是 以 BF 为 弦 , 所 含 国 周 
， 角 等 于 人 40B 的 一 个 加 弧 。 

同 理 可 得 , 点 D 的 轨迹 ,是 以 BG 为 纺 , 所 
含 圆周 角 也 等 于 人 40B 的 一 个 圆 红 。 

注 (参照 问题 1787) 。 

1867. 已 知 定点 4 及 定 直 线 且 了 ,过 
点 4 作 两 条 直线 A 
4B 40 使 人 DB4O 
等 于 定 角 ，AB 与 
XY 的 交点 为 B. 
当 矩 形 的 面积 XB 8 
4B.40C 等 于 已 知 的 正方 形 的 面积 时 ， 求 点 


因此 , 点 CG 的 轨迹 , 是 以 4C 为 直径 的 圆 , 车 
把 40C 作 在 关于 4B 与 前 者 相反 的 一 侧 ， 则 
轨迹 是 关于 4B'， 与 以 4C 为 直径 的 圆 对 称 
的 贺 。 

1868， 设 人 4B0 的 顶 角 4 一 wa， 两 边 的 
积 4B.A0 等 于 wm?, 顶点 4 是 定 圆 O0 上 的 
定点 , 顶点 在 这 贺 上 移动 ， 求 顶点 0 的 轨 


LDAE=a, 
AD.AB*=m’, 
而 且 要 把 关于 4D 的 人 4DE, 和 关于 4B 
的 人 4BC 作 在 同一 侧 , 则 如 是 定点 
** AD.AB=-AB.AO, 
oe AD:AB=AO: AE, 
LDAB= /0AE, 
。 A 人 NADBwA 人 NACE, 
s。 LABC= /ABD=90°,. 
因此 ,点 C 在 过 马上 且 垂直 于 A 的 直线 XY 
下 
反之 , 容易 证 明 , ZY 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 直线 XY, 着 对 于 4B 
| 而 言 , 把 A4BC 作 在 另 一 侧 , 则 轨迹 是 关于 
4D, 与 直线 XY 对 称 的 直线 。 

1869。 设 4 是 已 知 圆 上 的 定点 , BB 是 同 
一 辆 上 的 动 点 。 当 人 LPB 及 比 P43:PB 
为 一 定时 , 求 点 也 的 轨迹 . 

解 作 定 圆 的 直径 400, 使 4C 对 应 于 
4B, 作 人 490 与 人 4PB 相似 ,而 且 要 把 关 

| 于 4C 的 人 490, 和 关于 4B 的 A4PB 作 


解 以 直径 4D 为 一 边 作 八 4DE, 使 
本 


14， 相 似 三 角形 的 第 三 顶点 的 轨迹 


在 同一 侧 , 则 
AAQ0CWwAAPB. 
«»。 AQ:A4P=40:;AB. 人 
又 ‘LPAQ= /LBAC. ® 
连结 P@、 BC， 
由 人 @、@, 得 
人 4PeA 人 4PB0， 
*, ZAPQ= /ABO 
. 一 90"。 
因此 ， 点 卫 在 以 94 
为 直径 的 圆 妈 上 。 
反之 ,在 欧 双 上 取 
任意 点 已 ,连结 4P， 
车 使 4P 对 应 于 AQ, 作 A4PB 与 和 人 489C 
相似 , 而 且 要 把 关于 4 的 人 4PB， 和 关于 
4 的 人 人 4965 作 在 同一 侧 , 则 
A4PBA44C。 
又 AP4B 一 -940， 
。 PA:QA=AB:AC.. 
而 AP48 一 SB4C。. 
由 @、 甸 ; 得 
人 PAQGPABAOC. 
4POQ 一 4PBC。 
而 @4 是 圆 妈 的 直径 ,所 以 
APQ=90°., 
.. LABC=90°, 
”所 以 ,点 吾 在 加 0 上 ,由 此 可 知 , 点 卫 适 合 条 
件 
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因此 ， 所 求 的 轨迹 是 加 以 . 若 把 A4BP 


作 在 与 前 者 相反 的 一 侧 ， 则 所 求 的 轨迹 是 关 ， 


于 4C 与 贺 双 对 称 的 锅 。 

1870。 设 定 三 角形 DEF 外 接 于 定 三 角 
形 4BC, 且 与 另 一 个 
定 三 角形 相似 ， 又 在 
ADBEB 内 取 点 瑟 ， 
当 LPDF、 人 PFD 
分 别 等 于 定 角 时 ， 求 
点 书 的 轨迹 。 站 F 

解 因为 和 DEF 
与 一 个 定 三 角形 相似 ， 所 以 LD、 人 FT 的 
”大 小 都 一 定 。 又 因为 4C、BCO 都 是 定 长 线 
段 , 所 以 不 管 怎样 移动 ADEZ, 点 也 总 是 在 
以 4C 为 纺 ， 所 含 圆 周 角 等 于 LD 的 弓形 弧 
上 ;而 点 了 总 是 在 以 BO 为 弦 , 所 含 贺 周 角 等 
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于 LF 的 弓形 统 上 . 设 PD.P8 与 贺 ADC、 
贺 BFC 的 交点 分 别 为 GQ 瑟 , 因为 <PDF、 
人 了 PFD 分 别 等 于 定 角 ， 所 以 G、 瑟 是 定 
点 。 又 LGPH 的 大 小 也 一 定 ， 所 以 点 卫 的 
轨迹 ， 是 以 GH 为 弦 ， 所 含 贺 周 角 等 于 定 角 
GPH 的 弓形 弧 。 

1871. 过 相交 的 两 定 加 0O、0' 的 交点 . 
4 在 两 圆 间 作 动 割 线 C4D, 以 OA4D 为 底 
边 ， 在 C4D 上 作 人 PCD 与 定 三 角形 9RS 
相似 , 求 顶点 书 人 


解 设 PC、PD 与 两 定 圆 的 交点 分 别 为 

BE、F, 则 

一 了 = 人 8( 定 角 )。 
又 
LECA=180° — /POA=180°— 

( 定 角 )，。 

所 以 , FH、 瑟 都 是 定点 . 
又 人 P= 人 8( 定 角 )， 
所 以 , 所 求 的 轨迹 , 是 以 如 为 弦 , 所 含 圆周 
角 等 于 人 Q@ 的 弧 BPF, 

注 过 点 妃 作 动 割 线 时 ， 若 只 考虑 CO、D 
在 点 了 4 的 两 侧 的 情况 , 则 点 的 轨迹 是 上 述 
的 弧 如 PF; 车 C、DD 取 在 4 的 同一 侧 ， 则 
点 卫 的 轨迹 是 弛 五 PE 的 网。 其 次 ， 当 
人 PCD 关于 CD， 作 在 相反 的 一 侧 时 ， 容 易 
证 明 ,所 求 的 轨迹 仍 是 一 个 贺 . 

1872. 设 等 腰 三 角形 MNP (MN=MP 
一 0) SS BR MM 在 半径 为 
4 的 定 贺 0 上 
移动 ， 底 边 的 一 
端 术 ,在 过 圆心 
O 的 定 直 线 AB 
上 移动 ， 求 顶点 
卫 的 轨迹 

解 因为 OM=a=MNMP， 所 以 0、 
N、 呈 在 以 及 为 贺 心 ， 以 OM 为 半径 的 加 
和 


LYRS 
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“。 BOP 一 计 LNMP( 一 定 )， 
又 0 是 定点 ， 若 过 点 O 作 直线 了、 
使 ZY、ZX'Y' 与 4B 的 夹 角 都 等 于 定 角 
至 和 NMP, 则 直线 ZY、X'Y' 是 所 求 的 轨 
迹 。 因 为 人 MNP 的 形状 和 大 小 一 定 , 所 以 
点 卫 与 图 O 的 距离 不 能 大 于 4a。 因此 , 轨迹 
的 界限 必须 是 : 
OX=0Y=0RX'm=0Y'=24. 


又 当 六 移动 到 点 O 的 位 置 上 ， 并 使 它 轿 定 , 


用 在 加 OO 上 旋转 到 1" 的 位 置 上 时 ， 则 底 边 
六 也 就 在 OP 的 位 置 上 。 又 因为 OP 是 定 
长 , 所 以 点 忆 ' 的 轨迹 ， 是 以 O 为 圆心 ， 以 


OP' 为 半径 的 贺 ， 
1873。 四 边 形 4B0D 的 两 个 顶点 4、C 

的 三 个 角 的 大 小 一 

定 ， 且 以 边 形 C 


4B0D 的 两 组 对 边 
的 积分 别 为 矩形 的 面 
积 的 比 等 于 定 值 力 D 
求 另外 两 个 项 点 旦 及 吃 的 轨迹 . 

解 设 B4 对 应 于 BD, 作 人 B4 刀 与 
从 BDC 相似 , 并 且 关 于 4B 这 两 个 三 角形 和 
下边 形 在 同一 侧 , 则 

BA BE 
BD BW 
又 LABD= /BEBO, 
*. NA4BDw ABBO, 
. AD BD 
0™ B60 © 
又 AABEwADBO, 
. AB _4B ® 
"' D0 DB* 
由 四 x@, 得 
AB .AD _ A4B .BD 
DO HO IT 
AB._AB.0D .7 
“* OE AD'B0 
因为 4.C 是 定点 ， 所 以 点 如 的 轨迹 是 一 个 
阅 (问题 1856)。 又 因为 八 4BB 的 三 个 角 的 
大 小 一 定 , 所 以 它 的 形状 一 定 。 因为 顶点 和 4 


是 定点 , 另 一 项 点 如 在 定 贺 上 移动 ， 所 以 点 | 


rm ee en ao a 
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B 的 轨迹 是 一 个 加 。 因 此 ， 点 也 的 轨迹 也 是 
一 个 加 (问题 1865) 。 


. 1S。 以 分 成 的 线段 为 边 矩 形 的 


面积 一 定时 分 点 的 轨 迹 


1874. 4 为 定 直线 有 了 了 上 的 点 ,连结 定 
点 卫 和 点 4 的 线段 ， 设 点 8 内 分 或 外 分 线 
段 4. 当 24 和 2 的 积 为 卸 形 的 面积 是 
定 值 m2 时 , 求 点 8@ 的 轨迹 . 

解 ”从 号 向 了 了 作 垂 线 PB， 在 PB 上 取 
点 0, 使 PB.PO—m% 则 pp， 

PB.PC=PA.PQ. 
由 此 可 知 , B、 C、Q@、 4 
共 加 。 

“, /Cg9P= COB4 c 
一 90。. XB 

因此 ,点 4 在 以 PC 为 直径 的 鸯 上 . 

反之 ， 在 这 个 加 上 ， 任 取 一 点 纺 ， 延长 
PQ' 与 XY 的 交点 为 4。 因为 

LP@'C=90°= /0BA4’, 
所 以 BB4'8'C 是 内 接 于 圆 的 四 边 形 . 
.. PA'.PQ'~=PB.PCO=—m. 

由 此 可 得 , 点 8 是 适合 条 件 的 点 . 

因此 ,所 求 的 轨迹 , 是 以 PC 为 直径 的 四。 

注 把 点 8 的 轨迹 叫做 以 了 为 反 演 中 心 ， 
以 mw 为 反 演 短 的 了 了 的 反 象 , 

1875。 从 定点 4 向 定 直 线 了 XY 作 垂 线 
AD,，B 为 X 了 上 二 的 A 
任意 点 ， 在 4B 上 取 
点 0, 使 

AB.AC=AI?, 
求 点 0 的 轨迹 . Y 

解 设 A4B.A0= 
4D, 则 国 BCD 在 点 卫 与 4D 相 切 。 

"， LADC= /DBC. 
又 在 人 4CD、 八 4DB 中 ,因为 <DA4B 是 公 
共 角 ,所 以 
ZACD= /ADB=90°, 
因此 适合 条 件 的 点 0, 在 以 4D 为 直径 的 定 
况 ( 称 这 贺 为 贺 性 ) 上。 

反之 ,在 贺 用 上 和 任 取 一 点 0', 如 果 40' 与 

及 了 相交 于 点 B', 则 
LAC'D= /ADB'=—90°, 


AY 


15， 以 分 成 的 线段 为 边 矩 形 的 面积 一 定时 分 点 的 轨迹 
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又 在 和 人 40'DP、 人 入 A4DB' 中 ， 4D4B' 是 公共 
角 ， - 
4DO' 一 A .4B'D。 
因此 , 圆 B'0'D 与 4D 在 点 品 相 切 。 
从 而 得 出 ， 4B'.AC'=A4D?.~ 
所 以 ,加 M 上 的 任意 点 适合 所 给 的 条 件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 图 好 。 

1876。 过 圆 上 的 定点 4 作 任意 弦 AB, 
在 4B 或 它 的 延长 线 上 取 
一 点 C， 当 4B.A0C=m? 
时 , 求 点 C 的 轨迹 。 

解 设 - 

AB. AC=m? vy 
(m 表示 定 长 线段 ) 。 作 直 区 E Cc 
, 径 4D, 在 4D 或 其 延长 线 上 取 点 吾 , 使 
AD.AE=m?. 
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由 此 可 得 ， 

AB.AC~AD.ABE. 
所 以 D、B、C、 召 共 图 . 

又 因为 4D 是 直径 ,所 以 
LABD=90°. 
由 此 可 得 ， 
LDEC~= /ABD=90°. 

因此 , 点 C 在 过 恕 而 垂直 于 4 的 直线 XY 
上 


反之 ,在 XY 上 取 任 意 点 0'，40' 与 圆 的 
交点 为 B', 则 
LA4B'D—90°= /DEO'. 

由 此 可 知 , D、 加、C'、 B' 共 国 ， 
.» AB'-A0'~AD.A4ABE. 

AD. AB=mi. 

.~ . AB'. AC'=m? 
所 以 , 及 了 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 ,所 求 的 轨迹 是 直线 XY. 

1877. 在 已 知己 形 的 弦 4B 的 一 端 .4 
作 任意 圆 忆 与 4B 相 切 , 设 回 ZZ 与 弓形 绝 的 
交点 为 0, 连结 B 与 0 的 直线 和 加 了 的 交 
点 为 P, 求 了 的 轨迹 . 设 Y 
弓形 小 于 半圆. 

解 容易 知道 
DO.BP=452( 一 定 ) 。 把 
弓形 40B 作成 一 个 整 
圆 ， 设 这 圆 的 直径 为 BD. 
若 从 己 向 DBD 作 和 雪线 


而 


和 


PB， 则 
PBILDC, PB1DB, 
由 此 可 知 ， P、C、B、D 共 圆 。 
。 BD.BZ 一 BP.BO=- 4B2. 
因此 , 召 是 定点 。 

所 以 ,点 王 在 过 定点 马 而 垂直 于 BD 的 直 
线 上 。 又 这 直线 经 过 点 4, 所 以 点 卫 在 半 直 
线 4 了 上 . 

反之 , 设 书 为 4Z 上 的 任意 点 ， 
已 知 弧 的 交点 为 C, 如 果 过 三 点 P、C、 
作 圆 , 则 这 网 在 点 4 切 于 4B。 其 理由 是 : 

。 BDLP'E, 
又 BD 是 直径 ， 
,LDO'B=90°。 
休 此 ,PC' 五 .DD 共 泣 . 
*. BO'-BP'=BD.BE. 

由 Q@, 得 ” BO0'.BP'=48B2, 
由 此 可 知 ， 过 已 、C\、4 的 圆 , 在 点 4 切 于 
AB. 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 射线 AY， 

1878， 设 0 为 定点 ， 4 为 定 圆 C 上 的 
点 ， 取 一 点 卫 ， 使 线 
段 O4 与 线段 OP 的 
夹 角 等 于 定 角 Q， 而 
月 使 OP.-04= 太 , 求 6 
点 卫 的 轨迹 。 

解 车 在 O04 上 取 
点 Po 使 04.0P'= 双 ， 则 点 P' 的 轨迹 ， 根 
据 问题 1687 可 以 知道 , 它 是 一 个 枫 ， 设 这 圆 
的 殴 心 为 也, 半径 为 DP'. 若 以 O 为 中 心 ,把 
从 OP'D 旋转 一 个 定 角 ac 到 AOPD 的 位 
置 ， 则 点 D' 的 位 置 一 定 。 因为 DPP=P'D 
《一 定 )， 所 以 ， 点 三 的 轨迹 是 以 D' 为 圆心 ， 
以 D'P( 与 DP' 等 长 ) 为 半径 的 圆 。 

注 关于 00 与 求 得 的 轨迹 对 称 的 图 形 ， 
也 是 所 求 的 轨迹 。 

1879. 设 45 为 已 知 圆 0O 的 任意 弦 ， 点 
己 把 4 内 分 为 两 部 分 4P 和 PPB， 使 以 


4P.PB 为 矩形 的 面积 是 2 


定 值 ?2 时 ， 求 分 点 卫 的 


轨迹 。 
解 过 点 卫 作 加 0 的 入 在 
直径 DB, 则 Db / 


AP.PB~—PE.PD, 9 
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设 OEz=0D=7, 4B、40C 作 的 垂 线 , 则 
又 AP.PB=m. ‘~ /AB=/0, 
则 由 @, 得 “, LBPD=/FPD. 
4P.PB= (OF+OP). (OD—OP). 又 PD PRE. PF, 
MI2 一 (7 十 OP) .7 一 @P) 即 * PE:PD=PD: PR, 
一 和 2 一 OP2， ,, AEPDwADPF. 
"~ OP2=—7?2~— m2, “, APDE=~/PFD. 个 


因此 ,点 己 在 以 0 为 圆心 半径 的 长 等 于 
V7 一 m2 的 圆 上， | 

有 反之, 因为 这 加 上 的 点 适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 以 O 为 网 心 、 半 径 的 长 
等 于 M7 一 m2 的 圆 . 

1880. 已 知 人 4BC, 在 4B、AC 上 分 
别 取 点 DD、 ,使 BD. BAT+OE .C4= BO?, 
车 BB、CD 的 交点 为 P， 求 点 呈 的 轨 
迹 ， 


解 设 贺 4BE 与 BC 的 另 一 个 交点 为 

和 则 

CE:CA~0F. BO. 
CE.CAT+ BD-BA 


= BO2~OF. BC, | 
即 BD.BA=BC.BF. 
由 此 可 知 , 4、D、T、C 共 加 , 

*, LADO= /AFC=180°— /AFB 

. 180°— /ABB, 

所 以 , 4、 D、P、 妃 共 圆 . 

', ZBPC= /DPE~180°— /4. 
又 B、C 是 定点 ,所 以 点 卫 的 轨迹 是 以 BC 为 
避 ， 所 含 贺 周 角 等 于 180° 一 人 4 的 弓形 弧 
BPO。 但 是 , 若 DD 吾 只 限定 在 4B、A4C 上 
时 ， 则 所 求 的 轨迹 是 在 BPC 形 内 的 部 分 弧 
也 了 了; 若 DD 召 还 可 以 取 在 4B、AC 的 延长 
线 上 , 则 所 求 的 轨迹 是 BPC 的 整个 圆 。 

1881. 已 知 等 腰 三 角形 4BC， 从 点 王 认 
腰 .4B、4C 作 垂 线 ， 设 垂 
足 分 别 是 名 .8, 当 以 PB、 
PF 为 矩形 的 面积 ， 等 于 
从 了 向 底 边 BC 所 作 的 委 
线 PD 上 的 正方 形 面积 
时 , 求 点 卫 的 轨迹 ， 
解 设 PD、 PR、 PF 

分 别 为 从 PP 向 三 边 BC、 


ee 


而 四 边 形 加 PDB、 四边 形 了 PDC 痢 内 接 于 
贺 , 所 以 

ZPDE= /PBE, 

LPFD= /POD. } 
由 @、@,， 得 

LPBE= /POD, 

因此 ，BB 切 过 B、P、C 的 油 于 点 B。 同 理 
可 得 , CF 切 过 B、P、C 的 贺 于 点 C0. 

由 此 可 知 ， 过 B、C 作 贺 ， 月 使 这 个 闸 切 
4B、40 分 别 于 B、0, 则 点 卫 在 这 个 俩 上 . 

反之 ， 在 这 加 上 取 任 意 点 P', 若 从 己 向 
A4B、BO、C4 分 别 作 垂 线 P'B' P'D' P'P', 

。 /AE'BP'~/PD'E, 
LP'OD'= /PF'D’, 
LE'BP'= /PCD’, 
2 PDB 一 了 PITTD。 
AP'D'RBepAP'Dr。 
从 而 得 出 ， 
P'B': P'D'= Pp'D’': PT， 
P'D?=P'E'.P'F'. 
因此 , 所 求 的 轨迹 , 是 过 点 B、C, 且 切 4B、 
40 分 别 于 点 B、O 的 圆 。 

1882. 过 圆 弧 4B 的 中 点 
MD, 它 与 弦 4B 的 交点 
为 C。 在 驴 2D 上 取 点 A 
妞 ， 使 MO. MDE?， 
求 点 召 的 轨迹 。 

解 ” 因 为 点 下 是 弧 A4B 
的 中 点 ,所 以 


© 


即 


UM， 作 弦 
M 


We ~ 
MB — MA. 
" LMAB- /ADY. 
因 开 ,网 4CD 切 4M 于 点 和 4. 
. MC.MD=MA?, 
设 召 为 适合 条 件 的 点 ， 
MGC. MD= ME. 
“. MBE-M4, 


则 


[15， 以 分 成 的 线段 为 边 矩 形 的 面积 一 定时 分 点 的 轨迹 


因此 ， 以 NM 为 圆心 ， 以 MA 为 半径 作 贺 ， 则 点 
已 在 原 已 知 圆 内 的 弧 4BB 上 . 
反之 , 容易 证 明 , 这 个 弧 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 弧 48B. 
1883， 在 平面 上 ， 落 以 定 圆 的 任意 弦 为 
直径 作 圆 时 ， 求 所 作 的 
圆 经 过 的 点 的 存在 范围 。 
解 ” 设 定 圆 的 圆心 为 
O, 半径 为 ,任意 的 弦 
为 48. 从 OO 向 4 好 作 
的 垂 线 ， 设 生 足 为 以 . 
车 以 4B 为 直径 作 贺 
到， 在 这 贺 上 取 任 意 点 C， 则 
OCSOM+MC-OM+MAESV 37。 


其 理由 是 : 


用 一 
SN/ 


。 0OM2 二 542 一 7 
(OM+MA)?+ (OM— MA)?=27?, 
即 (OM+MA)?=272— (OM— MA)?. 
因此 , 当 OMW=M4 时 ,0OMNTM4 取 得 最 大 值 
M3237. 所 以 ， M 上 的 点 ， 是 在 圆心 为 9, 
半径 等 于 M237 的 加 内 或 加 上 . 
友之 , 当 点 卫 是 在 这 个 范围 内 时 , 因为 在 加 


上 可 以 适当 地 取 两 点 CG、D, 使 LCPD 为 直角 ， 
所 以 可 以 认为 ,P 是 以 圆 0 的 适当 的 弦 作 直径 
加 上 的 点 。 因 此 ,所 求 的 范围 是 这 个 部 分 。 
1884. 已 知 吉 角 三 角形 4BC, 过 斜 边 
4B 上 的 任意 点 卫 作 4B 的 垂 线 ,与 BC、40 
或 其 延长 线 分 别 交 于 点 F 
至、 了, 若 在 这 垂 线 上 取 点 /PE 
. 下， 使 DP2=DB.DB, 求 < 
下 
解 人 和信 A4DF、 人 BDB Ke 
中 ， 
LADF= /EDB=90°, 
LF=90°— /A=/B. 
。 人 ADFwANEDS, 
。 AD_DB 
DE.DF = AD.DB. 
由 假 定 ,得 ”DP 一 DE.DF. 
,DP= AD.DB. 
因此 , 点 也 在 以 4B 为 直径 的 贺 上 。 
反之 ,可 以 证 明 , 这 圆 上 的 点 适合 


条 件 。 
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因此 ,所 求 的 轨迹 是 以 45 为 直径 的 圆 . 

1885， 设 4 为 定 贺 0 的 定 方向 弦 ， 在 
EQ 的 延长 线 上 取 点 了 ,使 
2BQ .PR 一 mm2， 求 点 卫 的 
轨迹 。 

解 从 号 向 定 欧 0 作 


切线 P, 则 | 
PE= PQ. PR=m?, i ;, 
ee PE=—m., CP 
出 此 可 知 ， 了 如 是 定 长 线段 。 所 以 , 点 了 的 


轨迹 是 以 O 为 圆心 , 目 过 古 的 加 

但 是 , 在 定岗 0 中 , 作 直 径 4B 季 直 于 QR， 
在 直径 两 端 和 4 B, 分 别 作 垂 直 于 4B 的 两 
条 直线 ， 则 这 两 条 直线 间 的 两 段 弧 是 所 求 的 
轨迹 。 

1886， 圆 内 找 四 边 形 4BCD, 从 一 点 
向 它 的 两 组 对 边 作 垂 线 ， 
以 两 组 对 边 的 重 线 的 积分 芭 
别 为 矩形 的 面积 ， 若 这 两 。AX 
个 矩形 面积 相等 时 ， 求 点 以 
己 的 轨迹 ， 4 一 

解 从 点 了 向 各 边 作 
重 线 , 设 委 足 分 别 为 工 _ 隐 、 开 、N， 则 四 边 
形 PLBM、 四边形 PNDK 都 内 接 于 加 

a ZLPMU+ AB =180°, 
LNPK+ /ADK=180°, 
又 四 边 形 4BCD 也 内 搂 于 圆 ,所 以 
LABM= /ADK. 
ee 了 PP 一 了 人 PK 
而 PL.PER=PM.PN., 
PL_PN 
PM PK" 
°. 人 LPMwANPR. 
从 而 得 出 ， LLMUP= WEP。 


-又 LLMP= /ABP, 


LNRKRP=/ADDP, 
.» AABP=/ADP. 
因此 , 点 己 在 过 人 4、 且 刀 的 加 上 。 所 以 , 所 
求 的 轨迹 , 是 四 边 形 4BCD 的 外 接 贺 ， 
1887， 设 4_ C 分 别 
为 平行 线 4B、CD 上 的 定 
点 ， 作 这 两 平行 线 的 公 和 
线 BD, 在 BD 上 取 点 
4 好, 使 
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MB.MD~=AB.0D, 
求 点 Mr 的 轨迹 。 
解 若 在 DB 上 取 DM'=BM， 则 

BM.MD= DM'. MD. 

从 点 4 向 CD 作 垂 线 4B, 则 
AB= ED. 
.. DM'.MDE-0D.ED. 

所 以 , C、 如、M'、 MY 在 同一 个 加 上 。 但 因为 
过 巡 、ML' 的 圆 的 圆心 是 在 MM' 的 中 前 线 上 ， 
又 这 个 圆 过 C、 五 , 所 以 它 的 图 心 也 在 CB 的 
中 委 线 上 。 因此 ， 加 CBIM'M 变 成 了 以 AC 
为 直径 的 圆 。 由 此 可 得 ,点 1 的 轨迹 , 是 以 
40 为 直径 的 一 个 圆 。 

1888、 过 定点 0; 作 有 定 方向 的 直线 
0O4, 定 半径 的 动 加 GC 切 
于 04， 从 0 向 圆 C 作 
切线 OP, 并 延长 到 @G， 六 
使 OP. PQ 等 于 定 半径 
的 平方 , 求 点 @8 的 轨迹 . 

解 过 C 作 CO 的 委 0 
线 ,与 OP、O4 的 交点 分 别 为 8、Q'; 则 

O08Q=90°., 

* CP.100, 

OP. PQ=COP., 
所 以 点 名 是 适合 条 件 的 点 。 
又 00 是 人 PO9g' 的 平分 线 ， 所 以 
Q0=90. 

由 此 可 得 ， 从 @ 到 O4 的 距离 是 半径 的 两 
倍 。 所 以 点 8 的 轨迹 ， 是 到 04 的 距离 为 定 
半径 的 两 倍 县 平行 于 O4 的 直线 。 若 把 圆 C 
作 在 04 的 相反 一 侧 ， 则 轨迹 是 关于 04 与 
上 面 对 称 的 直线 、 : 

1889、 下 知人 4PBO 内 一 点 了 ,过 PP 作 
BO、0CA4、A4 如 的 平行 线 分 A 
别 为 BRPR'、 SPS' TPT,, 八 . 
生 使 PR.PR'+PS.PS’ 
十 PT.PT' 为 定 值 ， 求 点 
忆 的 轨迹 。 


QA 


外 心 。 A4PR' 的 外 接 贺 ie 
与 ?7' 的 延长 线 的 交点 为 履 ，A4P 的 延长 线 
与 人 4BC 的 外 接 圆 的 交点 为 工 , 连结 BL,， 
BL 与 直线 用 7'PT 的 交点 为 对 , 则 

从 4T'Mco 和 人 TPBS'( 两 角 相等 )。 


。 PS' _ TM 
"PD AZ7" 
击 247 一 PS。 
PS.PS' 一 PT 
又 APMR'wATBN, 
PRB' _ TN 
PH ‘7B° 
而 TB=PR. 
PR.PR'=PM.TN. 
. PR.PR'+PS.PS’ 
~PM.TN+PT.T'M. 
PR.PR'+PS.FS'+PT.PT’ 
~—PM.TN+PT.T'M+PT. PT 
=PM.TN+PT.PM=PM-.PN. 
但 因为 4、 用 工 、W 在 同一 个 加 上 ,所 以 
PM.PN=P4-PL= (半径 )2-0P? 
《问题 1246) . 
从 而 得 出 
PR.PR'-+- PS.PS'+ PT.PT' 
一 (半径 )? 一 OP2。 
由 此 可 知 ，OP 为 定 长 线段 。 所 以 点 一 的 轨 
迹 , 是 以 人 4B0 的 外 心 为 圆心 的 一 个 圆 。 


16. 调和 点 列 的 轨迹 

1890. 设 两 直线 4 有 、47 交 于 点 4, 过 
定点 书 的 任意 直线 与 
4X、4 了 分 别 交 于 有 到 
5, 若 已 是 已 关于 2 
的 调和 共 录 点 ， 求 点 
P' 的 轨迹 。 

解 设 BP:PS= A 
BRP':SP'， 过 己 作 4P 的 平行 线 ， 与 4X、 
A 了 的 交点 分 别 为 M、WN, 则 

MP: AP'~—RP:RP'’, 

PN: AP'~PS:SP’, 
而 BP: PS=RP':SP'. 

“, MP:AP'~PN:4P', 

. MP=PN.. 
因为 定点 卫 是 有 LN 的 中 点 ,所 以 MPN 为 定 
长 的 线段 。 由 此 可 知 , 点 P' 的 轨迹 ， 是 过 4 
所 作 定 线段 MPN 的 平行 线 . 

1891. 两 定 直线 久 、 了 相交 了 于 点 了 ,， 0 
为 直线 祥和 直线 了 的 夹 角 外 部 的 定点 ,过 O 
作 一 直线 与 了 、 下 分别 交 于 4、0, 在 00 上 


16， 调和 点 列 的 轨迹 


取 点 卫 , 使 
ee 
| | O05 024 00 
求 点 卫 的 轨迹 。 

解 在 4C 上 取 点 ， 
使 0, 4 五 、C 为 调和 F 
点 列 , 则 点 怠 的 轨迹 是 
过 定 直线 并 、 的 交点 
五 的 直线 (问题 1890) . 

其 次 , 设 呈 为 0 的 
中 点 ， 过 呈 作 PP 及 平行 于 及 五, 则 PH 是 所 
求 的 轨迹 。 其 理由 是 ， 

因为 和 ee A 

2 
DE T+ 市 (问题 1478) 。 
而 ”2.0P=O. 


Hy ,Xx 


or O04 OG 
因此 , 点 己 适 合 条 件 。 从 而 得 出 , 所 求 的 轨 
迹 是 直线 PH， 
1892。 两 定 直线 祁 、 了 相交 于 点 ,0 
为 直线 之 和 直线 子 的 夹 角 内 部 的 定点 ,过 0O 
作 一 直线 与 六 、 了 分别 、 
交 于 4、0, 在 这 直线 上 


取 点 忆 , 使 
1 1 IE 
OF 04 00， 
求 点 卫 的 轨迹 。 


解 若 在 40 上 取 点 名 , 使 及 4 O、C 
作成 调和 点 列 ，、 则 点 如 的 轨迹 是 过 直线 习 
和 直线 了 的 交点 五 的 直线 (问题 1890) . 

其 次 , 设 卫 为 O 思 的 中 点 , 过 忆 作 也 瑟 平 
行 于 如, 则 PH 是 所 求 的 轨迹 . 其 理由 是 : 

* O04:00=EA:EOC, 
“, O4:00=(B0-04): (B80+00), 
"O04.(E0+0O0)=00. (80~04), 
O04.80+04.00=00.80~04.00, 
.2:04.00=O.(00—04), 
2 _00-04 1 1 


——— 一 一 一 一 一 一 


OF 0400 04 O06 
(问题 1477) 。 


2 并 
OF OP’ 
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1 1 1. 
所 以 TF 04 00° 
1893.。 设 0 是 定点 ,0 是 已 知 圆 的 圆心 。 


过 0O 作 任意 割 线 089 与 圆 交 于 S、%， 
车 点 一 是 点 0 关于 A 

信 4 的 调和 共 斩 点 ， 

求 己 的 轨迹 . 但 假设 0 

0 在 中 C 的 外 部 . 

解 从 0 向 回 0 作 B 
两 条 切线 QA4、 0B， 连 结 切 点 4、B, 弦 4B 
与 89 的 交点 为 P, 则 由 问题 1495, 得 

OQ:0S=PQ:PS, ; 中 
即 4B 上 的 点 适合 条 件 。 
反之 , 若 在 88 上 取 点 P', 使 
OQ:0S=PQ:P'S. 
让 上 式 与 @, 得 
P'Q: P'S PQ:PS. 
由 此 可 知 , 点 P' 与 点 书 重 合 , 即 适合 
点 都 在 4B 上. 

因此 , 点 卫 的 轨迹 是 线段 4B. 

1894。 设 避 为 定 融 0 内 的 定点 ,过 C 作 
任意 弦 PQ, 在 8P 的 
延长 线 上 取 点 轧 , 使 
点 书 是 点 C 关 于 了 
@ 的 调和 共 应 点 ， 求 
点 五 的 轨迹 . 

解 过 C 作 圆 0 的 
直径 4B， 在 B4 的 
延长 线 上 取 点 也 使 D4、O、 马 成 调和 点 
列 . 连结 DP、D9@, 则 P、@ 是 阿波 罗 尼 斯 
贺 上 的 点 . 


条 件 的 


PD: PCO~—DA: A0. 
又 、 DA:AC=: DY:0Q, 
*. PD: POC—QD:Q0., 

由 此 可 知 ,，DC 平分 <PD8. 

而 二 P、C、@ 成 调和 点 列 ， 且 DO 是 
人 QDP 的 平分 线 ， 所 以 DR 平分 与 人 8DP 
相 邻 的 外 角 。 从 而 得 出 DRLDC。 因 此 点 
马 在 过 定点 也 而 秋 直 于 DO 的 直线 上 。 

反之 , 可 以 证 明 这 直线 上 的 点 适合 条 件 。 

从 而 得 出 ， 所 求 的 轨迹 是 过 也 而 垂直 于 
DA 的 直线 。 


1896 过 定 国外 的 定点 P， 作 市 线 


416 第 = 编 轨 这 


P4B， 求 满足 了 一 号 T+ 也 的 点 9 的 
轨迹 。 

解 设 关 于 园 O 
的 点 也 的 极 值 线 为 9 
CD, 0D 与 4B 的 了 
交点 为 0, 则 PP.4、 
C、 了 3 成 调和 点 列 。 

1 


ye 2 
“" ‘Fo PA 
1 2 


. 
一 一 一 -一 
ss 


Fe Po* 
从 而 得 出 ，。 PQ 一 闻 PC， 


所 以 ,所 求 的 轨迹 , 是 过 点 @ 而 平行 于 CD 的 
真 线 上 的 一 部 分 。 亦 即 这 直线 夹 在 从 点 卫 向 
0 所 作 的 两 条 切线 间 的 部 分 , 才 是 所 求 
的 轨迹 ， 

1896. 过 定 圆 O 内 的 定点 书 ; 作 制 线 


1 


十 五 了。 


Co—— 


解 ” 设 关于 贺 0 的 立 
点 卫 的 极 值 线 为 了 了，XY 与 B4 的 交点 为 
0， 则 PC 被 点 4 及 点 B 分 为 调和 比 ， 即 


C、 和 44、 卫 、B 成 调和 点 列 。 
Em ee 
“* FF0 PA4 PPB" 
， 1 _ 2 
人 Fg 20° 


从 而 得 出 ， 所 求 的 轨迹 是 过 点 @ 而 平行 于 
XY 了 的 直线 。 

1897。 设 4 为 人 XKOF 的 平分 线 上 的 定 
点 ， 过 点 4 作 直 线 
B40O， 它 与 角 的 两 边 
分 别 交 于 B、C, 过 
B.C 向 角 平 分 线 作 
垂 线 BD、0，G 为 
04 的 中 点 ,以 GB 为 
直径 作 圆 ， 求 这 圆 与 
垂 线 BD 的 交点 及 的 轨迹 。 

3 中。 LGME~90°, 

MDLGE, 


“. GM=GD.GE. 

其 次 ， 过 点 0O 作 OF 垂直 于 0F, 延长 
CAB 与 直线 OF 交 于 点 了 ， 则 直线 AF 被 
B、C 分 为 调和 比 。 因 此 , 04 被 DD\ 吾 分 为 
调和 比 。 又 G 是 40 的 中 点 ,所 以 

G42? 一 GD.G 且 。 
: GM=GA. 
由 此 可 知 ， 点 1 的 轨迹 是 以 O04 为 直径 的 
圆 . 

1898. 设 4 为 定 圆 0 上 的 定点 ,过 4 作 
阅 0 的 切线 及 4XX', 肆 为 站 入 上 的 任意 点 ， 
过 8B 作画 0 的 直径 PQ, 在 P8 上 取 点 B', 使 
B、 PP、B' 为 调和 点 列 ， A Bx 


ye x 
et 人 
C 


切线 BC， 设 40、PQ 的 Re 
交点 为 B， 则 B、P、B"、 


8 成 调和 点 烈 (问题 143 和 多。 又 因为 40_LP%， 


所 以 人 4B'O~90*。 由 此 可 知 ,点 B' 的 轨迹 
是 以 40 为 直径 的 贺 。 

1899。 过 定 圆 O 上 的 点 卫 作 切线 , 4、B 
为 这 切线 上 的 两 定点 , Z、 了 是 关于 4、B 的 
调和 点 列 ， 从 及 、Y 向 区 0 作 切 线 ， 求 这 两 
切线 的 交点 2 的 轨迹 ， 

p E 


解 ” 因 为 四 0 的 定 切线 PQ 上 的 点 公 并 、 
BB 了 是 调和 点 列 , 若 连结 04、OX、OB、 OY,， 
则 04、 0X、0B、 0Y 成 调和 线束 。 从 4、 
有 、B、 了 向 加 0O 作 切线 ， 设 切线 分 别 为 
AM、 有 T、BN、YT'。 连结 PM、 PT、PN、 
PT', 设 PM 与 04 的 交点 为 加 , PT 与 OX 
的 交点 为 G, PN 与 08B 的 交点 为 了 , PZ’ 与 
0Y 的 交点 为 鼠 ， 因 为 LOBP、 人 OGPF、 
公 0FP、 人 OHP 都 为 直角 ,所 以 及 G、 丈 、 瓦 
在 以 O2 为 直径 的 圆 上 。 于 是 

LEPG= /EOG, 
即 LUPT= /AOX, ' 
局 理 可 得 , 


但 十 


De 


NL 


17?7. 杂 题 
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LTPN~= /XOB, ANPT'= /BOY. 
因此 , PM、PT、PN、 pM 
PT' 成 调和 线束 . M 

其 次 ,在 右 图 中 , 连 A 

结 ZZ'， 设 了 2' 与 过 N 
点 ML 的 切线 相交 于 2 
点 M',， TT' 与 MN T | 
的 交点 为 和 V， 则 性 有 MYT、MN'^ MT' 成 


调和 线束 (其 理由 是 : LM'MT= 人 AMPT,， 
ATMN' = /TPN, AN'MT' = /NPT,, 
而 PU、PT、PN、PT' 是 调和 线束 )。 从 而 
得 出 , ML'、T、W'^T' 成 为 调和 点 列 .所 以 , 由 
问题 1495 可 知 , 点 玫 ' 的 极 值 线 过 点 NW'。 但 
因为 从 M' 向 圆 0 作 切线 ， 设 切 点 为 1， 
Mt' 的 极 值 线 过 MK， 所 以 M' 的 极 值 线 是 
MN。 因 为 2 的 极 信 钱 TT' 过 MM', 所 以 
31' 的 极 值 线 MX 过 2Z( 问 题 1497)， 因 此， 
2 的 轨迹 是 直线 MN (但 仅仅 是 圆 外 的 部 分 ， 
若 平 行 于 PQ 的 切线 与 MX 的 交点 为 W 
则 NW” 是 轨迹 的 界限 ,轨迹 不 包括 点 入)。 


17。 杂 题 

1900. 从 一 点 张望 平行 四 边 形 的 相 邻 两 
边 , 若 所 张 的 角 互 为 补 角 , 求 这 点 的 轨迹 。 

解 设 4BCD 为 平行 A 了 
四 边 形 , 4B、BC 为 相 邻 
两 边 。， 若 卫 是 轨迹 上 的 


点 , 由 假定 ,得 
LAPB+ /ZBPC~=180°.B e 
因此 , 4、P、C 共 线 。 从 而 得 出 ， 点 卫 在 对 
角 线 4C 上 . 


其 次 , 车 卫 为 这 对 角 线 上 的 一 点 ,很 明显 . 
ZAPB+/BPO=180°. 
因此 ， 若 以 4B、BC 为 相 邻 的 两 边 ， 则 所 求 
的 轨迹 是 对 角 线 4C。 同 理 可 得 ， 若 以 4D、 
DC 为 相 邻 的 两 边 ， 则 所 求 的 轨迹 也 是 对 角 
线 A40C。 若 以 4B、4D( 或 BC、DC) 为 相 邻 
的 两 边 , 则 所 求 的 轨迹 是 对 角 线 BD， 

1901. 已 知 线段 4B, 直线 了 了 平行 于 
4B, CD 是 在 也 了 上 的 定 长 线段 , 4C、BD 
的 交点 为 0， 当 CD 在 XY 上 变动 位 置 时 ， 
求 点 0 的 轨迹 、. 

解 设 4C、BD 的 交点 为 0, 在 XY 上 取 


C'D'=CD. 连结 4C^ BD') 设 AC' BD' 的 


交点 为 0'， 则 

. 40:00=4B:0D, 
又 

AO’':0’O" 

一 4B;C'D'。 
“ AO:C0 

=AO':C'O',. 
从 而 得 出 ， 


”40:00=40':0'0'. 
所 以 ， O00'1 CD) AB. 

反之 ,容易 证 明 O0' 上 的 点 适合 条 件 . 
pt 所 求 的 轨迹 是 平行 于 45 的 直线 

1902.。 已 知 人 4BC 所 在 平面 上 的 点 P， 
从 号 向 4B、 4C ed 
三线 的 长 分 别 为 7、 筷 ， 
求 满足 !> 双 的 点 书 的 
存在 范围 . 

解 设 人 4 与 它 要 
邻 的 外 角 的 平分 线 分 别 
为 4 、AY, 书 为 4 
或 4 了 上 的 任意 点 。 从 
了 向 4B、4C 作 垂 线 ， 
设 垂 线 长 分 别 为 1 角 ， 则 很 明显 ， 一双。 

因此 ， 适 合 ?> 和 m 的 条 件 的 点 的 范围 是 在 
一 人 4OA ~ 了 40C 及 其 对 顶 角 的 内 部 ， 

1903。 设 瑟 为 直角 4OB 的 边 OB 上 的 
定点 ,过 B 作 任意 直线 BP, 与 另 一 边 04 交 


于 点 肋 卫 是 一 个 动 点 ， 若 从 卫 向 04 作 垂 


线 PF, 连结 PO, 使 Pp 

PO:PF—-OR:EF, 1 
求 点 症 的 轨迹 。 

解 ” 设 点 马 在 线段 BP | 
上 。 因 为 号 

PO:PF~OE:EF, 0 F Ea- 
所 以 PB 平分 ZOPF. 但 

OB/ PP， 
"。 LOBE~_/EPF. B 
“, LOBE~/OPE 

由 此 可 得 ，OP 是 定 长 线段 。 

如 果 恕 在 线段 BP 的 延长 线 上 , 则 PB 是 
和 公 POF 在 顶点 卫 的 外 角 的 平分 线 。 所 以 

0B=OP. 
因此 ， 点 书 的 轨迹 是 以 O 为 图 心 ， 以 OB 
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为 半径 的 贺 。 

1904. 在 正方 形 4BCD 内 : (从 一点 
张望 边 4D 和 边 BC， 且 所 张 的 角 相等 ， 试 
用 图 形 表示 这 种 点 的 轨迹 。 (2) 若 从 这 点 张 
望 4B 和 BC 呢 ? 

解 (1) 望 见 4D 和 BC 的 张 角 相等 的 
点 ， 它 的 存在 范围 由 下 面 三 个 部 分 集合 所 组 
成 


第 三 纺 


( i) 4B 及 DC 的 中 性 线 。 
(站 ) 对 角 线 4C、BD 向 正方 形 外 面 延长 
的 部 分 。 
《过 ) 作 正 方形 的 外 接 圆 , 这 贺 的 劣 弧 4B 
及 劣 弧 0D。 
0 AD=BO, 

设 卫 为 A 当 或 5D 上 的 任意 点 , 则 

APD= /BPC. 

(2) 望 见 4B 和 BC 的 张 角 相等 的 点 ， 它 
的 存在 范围 由 下 面 两 个 部 分 集合 所 组 成 。 
(i) 对 角 线 BD 及 其 延长 线 。 

(站 ) 作 正 方形 的 外 接 圆 ， 这 圆 的 半圆 弧 
4DO。 其 理由 是 : 

AB=0D 》 
若 卫 为 弧 4DC 上 的 任意 点 , 则 
| APB= /BPC. 
以 上 无 论 哪个 部 分 , 反 过 来 都 成 立 。 

[ 答 ] 在 下 图 中 ， 用 粗 线 所 示 的 部 分 是 所 
求 的 轨迹 。 


1905.。 在 平面 上 ,有 和 扼 形 及. 把 与 五 全 
等 且 有 一 边 重 合 
的 矩形 己 绕 着 
玉 ， 一 个 接 一 个 
地 旋转 ， 再 回 到 
原来 的 位 置 ， 试 
画 出 王 内 的 点 


勾 运 动 的 轨道 。 其 次 ,要 使 这 条 轨道 的 全 长 . 


轨迹 
为 最 小 , 则 点 和 4 取 在 卫 内 何 处 为 宜 。 


解 设 和 矩形 五 为 了 HG 互 ,矩形 三 的 最 初 位 
置 为 HBXY, 4 关于 了 的 对 称 点 为 BB,，B 关 
于 @G 的 对 称 点 为 C, C 关 于 互 的 对 称 点 为 
D, 则 点 委 点 也 关于 召 对 称 。 点 4 运动 的 
轨道 ,是 以 4B、BO、CD、D4 为 直径 的 四 个 


半圆 . 
轨道 的 长 度 一 mn(AF- BG+CH+ DE). 
* BAG~AX, CH=AY, DE=AE, 
“`。 轨道 的 长 度 
—m(AF+AX+AY+AE), 


而 AP+AYEFY, AX+ABSEX, 
所 以 ,要 使 轨道 的 长 度 取 得 最 小 值 , 只 需 上 面 
两 式 中 取 等 号 。 亦 即 是 ， 只 当 点 委 为 了 了 、 
BX 的 交点 ( 即 矩形 三 的 中 心 ) 时 ， 轨 道 的 长 
度 才 取得 最 小 值 . 

1906、 已 知 定 贺 4B5C， 圆 OPD 是 以 定 
圆 的 半径 为 直径 的 圆 ， 
著 小 圆 OPD 不 停 地 在 
旋转 ， 但 它 总 是 内 切 于 
定 圆 480, 则 小 网上 的 
定点 卫 的 轨迹 是 怎样 
的 ? 

解 首先, 当 小 圆 上 的 定点 工 切 于 大 圆 上 
的 点 4 时 ， 小 圆 的 位 置 为 PDO。 再 按 第 
方向 旋转 ,在 某 一 时 刻 , 小 圆 的 位 置 为 0DC， 
圆心 为 刀 过 4 作 大 图 的 直径 40B, 40B 
与 小 贺 交 于 点 PP。 因为 这 时 小 贺 仍 是 以 大 
俩 的 半径 为 直径 的 圆 ,所 以 ,在 这 两 种 情况 下 
的 小 圆 ， 它 们 的 交点 之 一 的 点 CO， 即 是 大 贺 
的 圆心 . 

其 次 ,连结 OB， 并 延长 OPB， 则 显然 OZ 
过 切 点 0. 在 人 08P' 中 ， 

LCBEP’~ /OP'B- LP'OBR. 

OB=EP'. | 
“» LOP'B+LPOB=2/EOP'. 
LCEP'~2/400., 


而 


从 而 得 出 ， 人 =PO. 

因此 ， 小 圆 从 第 一 个 位 置 变动 到 第 二 个 位 
置 时 , 亦 即 切 点 从 4 变 到 C 时 , 了 点 变 到 PP'. 
换言之 , 点 卫生 在 直径 4B 上 移动 ,所 以 , 直 
径 4B 是 所 求 的 轨迹 . 

1907.。 设 四 点 和 B、C\、D 在 一 直线 
上 , 从 点 号 望 见 两 线段 4B、CD 所 张 的 角 相 


等 时 ， 求 点 己 的 轨 . p 
CA 人 

解 设 书 为 适 
合 条 件 的 点 。 作 人 了 。? 

人 AP4D 的 外 接 图 ,从 己 作 这 贺 的 切线 与 4D 
的 延长 线 的 交点 为 0, 则 
ZOPD= /4. © 
但 由 假定 , 得 : 

ZAPB= /CPD. ® 
由 @、 名 , 得 

LOPD+ /DPO- /A+LAPB,. 
而 LL4+ 人 人 4PB= 人 LPBO. 
LOPC= /PBO. @ 
由 此 可 知 ,， OP 切 和 八 PBC 的 外 接 贺 于 点 了 P. 
从 而 得 出 ， 人 入 PBC 的 外 接 圆 在 点 书 内 切 于 
和信 PA4D 的 外 接 贺 .。 
*. PO~04.0D=0B.00, 
, 04 00 04-00_ 40 
” O08 0D O08B-0OD BD’ 

04 __40 
即 -= 人 (一 包 )。 
由 此 可 知 , O 是 定点 。 因 为 0P?=0D.04， 
所 以 OP 为 定 长 的 线段 。 因 此 , 点 卫 在 以 0 
为 圆心 , 以 OP 为 半径 的 加 上 .。 

有 反之, 以 0 为 圆心 , 以 OP 为 半径 的 圆 上 的 
点 适合 条 件 。 

， 因 此， 所 求 的 轨迹 是 以 定点 O 为 圆心 ， 以 
定 长 线段 OP 为 半径 的 网。 

1908. 在 人 4BGO 中 ，4B=A4C， 求 使 
人 4PB= LAPC 的 点 书 的 轨迹 。 但 设 点 三 
在 人 4BC 的 平面 内 。 

解 设 三 为 适合 条 件 的 点 。 在 人 4PB、 
A4Po 中 ,因为 4B= 40, 4P 公用 ， 

LAPB= /APO, 
所 以 ， 这 两 个 三 角形 变 成 所 谓 两 意 三 角形 的 
情形 ， 这 就 是 人 4BP 与 4CP 或 者 相等 ， 
或 者 相 补 。 若 人 4BP 与 4CP 相等 时 , 则 


题 419 


人 4PPS2A 人 4P0O. 
“ BP-0CP. . x 
因此 , 点 卫 在 BC 
的 中 垂 线 上 . h 

其 次 , 若 人 4BP 
与 人 40P 相 补 时 ， 
则 四 边 形 4BPO 
成 为 内 接 于 回 的 四 
边 形 。 所 以 , 点 卫 在 人 4BC 的 外 接 加 的 弧 
BO 上 , 设 在 点 P' 的 位 置 上 , 或 在 BO 的 双方 
延长 线 上 , 设 在 点 P" 的 位 置 . 这 也 都 适合 条 
件 .因此 ,适合 条 件 的 点 ， 或 在 BO 的 中 垂 线 
上 ,或 在 BC 的 双方 延长 线 上 ,或 在 弧 BO 上。 

反之 ， 若 在 有 了 上 取 任意 点 已 。 因 为 
A4PB、A4PC 三 边 分 别 相等 ,所 以 

人 4Pp22A 人 4PCO， 
从 和 而 得 出 ”人 4PB= 人 人 4PC. 
其 次 ,在 弧 BC 上 取 任意 点 P', 
AB=AC, : 
所 以 ZAPB= /AP'O. 
又 在 BO 的 双方 延长 线 上 取 任意 点 P". 则 
LAP"B= /AP'C. 

综 上 所 述 可 知 , 点 卫 的 轨迹 ,是 底 边 BC 的 
中 垂 线 、 底 边 BC 的 双方 延长 线 部 分 及 弧 
BO. . 

1909. 设 P 为 人 4BC 内 一 动 点 ，BP 
与 40、CP 与 4B 的 交点 A  . 

从 只 li1 尖 > i, 
分 别 为 D、 瑟 ， 求 满足 Ry 


因为 


‘AD ,AE 
T+- 
的 点 卫 的 轨迹 . ee 
解 设 4P 的 延长 线 与 BC 的 交点 为 轧 ， 
BD 是 过 人 4CF 的 截 线 ， 
4D PF BC 1 
DD' 2BF-! ( 梅 涅 劳 斯 定理 )。 
AD .PF _ BF 
70D A -B06 a 
> AB PF 0F 
同 理 可 得 ， 五 也 2 一 © 


把 @、@ 的 两 边 分 别 相 加 ,得 


人 


AE\CD “BE BG 
4D , AE 
而 DBs 
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所 以 PF=4P. 

因此 , 点 书 的 轨迹 是 连结 4B、40 的 中 点 
的 线段 XY， 

1910. 设 委 BB 分 别 为 ZXOF 的 两 边 
.了 ,使 4 有 :BY 一 m:%， 
在 了 上 取 点 书 , 使 

PX:PY=—?p:g, 
求 点 卫 的 轨迹 。 
解 作 
PEIBY, EF/) AX, 


则 和 -3 和 -3 了 


由 此 可 知 , 了 是 定点 。 
又 BF_FB_ ad 
AX AB p+gq’ 
.. F=—4 .4X. 
a » 
同 理 可 得 ， 
EP=—? .BY 
p+g @ 
由 @、 ©®, 得 
EF gg.AX 
EP 2 BY" 
AX mm 
mn BY Tn 
所 以 
EF 9 .my 
Bp nl 定 )。 四 
因为 妃 P/OZ, EF /OFX, 所 以 
人 了 人 PEF 一 定 。 ”四 


由 @、 @ 可 知 , 人 PF 的 形状 是 一 定 的 ， 
从 而 得 出 人 BFP 的 大 小 一 定 。 
而 有 B81OX， 所 以 ，BF 的 方向 一 定 。 所 
以 ,FP 的 方向 也 是 确定 的 . | 
因此 ,点 卫 在 过 定点 也 且 有 定 方向 的 直线 
上 , 这 直线 就 是 所 求 的 轨迹 。 . 
1911。 设 卫 为 正三 角形 内 一 点 , 从 呈 向 
各 边 作 垂 线 ， 垂 足 分 别 入 
为 心 五 FEF, 车 以 也 
加、 也 为 项 点 所 作 的 三 也 E 
角形 是 锐角 三 角形 ， 则 
卫 在 怎样 的 范围 内 ?又 
怎样 作出 这 个 范围 ? BD C 


注 在 本 题 中 ,为 了 要 使 ADBZ 是 锐角 | 


第 三 编 轨 这 


三 角形 , 就 必须 证 出 人 BPC、 人 CPA4、 人 4PB 
都 小 于 150° 才 是 。 亦 即 采 用 如 下 的 证 法 . 
解 设 入 4B0 为 正三 角形 ,了 为 适合 条 件 
的 点 ， 由 卫 向 各 边 BO C4、4B 作 垂 线 , 垂 
足 分 别 为 D 及 也, 则 . 
LBPO= /PBA+ /BACT+ ALACP 


=/BAC+/PDF+/PDE 
= /BAC+/AEDF 
=60°+/ABDE., 
而 ZBDF<90°% 04 A 0, 
所 以 \ ; 
LBPC<150°. 7 
因此 ， 作 以 BC 为- ENE 
弦 ， 所 含 圆周 角 等 i 
于 150* 的 弓形 弧 ， SR 
则 点 卫 在 这 弓形 6, 
弧 的 外 部 , 且 与 点 4 位 于 BC 的 同 侧 。 
同 理 可 得 ， 人 CPA4<150°， 
: LAPB<150°, 


因此 , 作 以 C4 为 怠 , 所 含 圆周 角 等 于 150。 的 
马 形 弧 , 则 点 三 在 这 刀 形 绝 的 外 部 ， 且 与 点 
号 位 于 C4 的 同 侧 ; 又 作 以 4B 为 弦 , 所 含 贺 
周 角 等 于 150° 的 弓形 弧 ， 则 点 了 在 这 弓形 
弧 的 外 部 , 且 与 点 0 位 于 A4B 的 同 侧 。 但 因 
这 三 个 弓形 弧 在 八 4BC 的 三 个 顶点 两 两 相 
切 ,所 以 用 这 三 个 弓形 弧 所 围 成 的 部 分 ,就 是 
所 求 的 范围 。 可 以 象 下 面 那 样 作出 所 求 的 范 
围 。 
以 BC、C4、4P 分 别 为 一 边 ， 在 原 三 角形 
的 外 侧 作 正三 角形 ， 设 这 三 角形 的 第 三 个 项 
点 分 别 为 O1、 O02、 Os, 以 O1、 Os、 0s 分别 为 
圆心 , 以 等 于 BC 的 长 的 线段 为 半径 作 圆 , 这 
些 圆 在 原 三 角形 的 内 部 的 三 个 绝 所 围 的 部 
分 , 就 是 所 求 的 范围 。 

1912。 设 OU OL 及 NN 为 三 条 定 直 线 ， 
@ 为 OL 上 的 任意 点 ， 从 旬 向 OM 作 垂 线 
QB， 过 及 作 平行 于 
六 的 直线 RP, 求 使 


的 点 卫 的 轨迹 。 : 
解 因为 人 O09R 


17. 杂 题 


字 是 一 一 定 , 设 为 2。 而 
QR _m 
| RE n°’: 
。 :OR _ OR .QE 
“加 ?一 定 ). 


又 LORP 是 定 角 ,所 以 , 人 OPER 的 形状 一 定 。 
由 此 可 知 ， 人 ROP 的 大 小 为 一 定 。 因此 , 作 
直线 OZ 与 OM 的 夹 角 等 于 这 个 定 角 ， 则 点 
一 在 直线 OZ 上 ， 
反之 ,在 OX 上 取 一 点 P' ,过 P' 作 PE 平 
行 于 N, 作 慷 QY' 垂直 于 OM, 则 
RP'_ OR _ QB 
RP OR QE ’ 
'R! 
即 入 - 攻 -2 
所 以 ,点 P' 适合 所 给 的 条 件 . 
因此 ,点 三 的 轨迹 是 直线 OX。 . 
当 把 EP 作 在 关于 OM 与 上 面相 反 的 一 
便 时 , 则 所 求 的 轨迹 是 直线 OX'. 
1913。 从 一 点 也 向 两 定 加 和 4 B 作 切 
I 比 等 于 定 比 ， ne 的 


” 设 P 为 


全 十 入 胃 Ca 
点 ，PW 是 和 
团 么 BB 的 根 
轴 所 作 的 重 
线 . 过 卫 作 贺 么 的 共 轴 贺 ， 设 团 心 为 
C (问题 970)， 则 
PITZ2 一 204.PN，PT72 一 20DP.PN。 


。 04:CB= PT72:PT2 (- 定 )， 

因此 , 若 以 定 比 PT?: PT? 外 分 线段 4B， 
则 以 外 分 点 C 为 圆心 的 一 个 圆 是 所 求 的 轨 
迹 。 

1914. 设 四 边 形 4BOC 的 形状 一 定 ， 当 
人 4BC 不 断 地 移动 位 置 ， 
且 它 的 三 边 BO、 C4、 4B 
分 别 过 定点 也 五 了 时， 
求 点 0 的 轨迹 . 

解 因为 DP 是 定 长 , : 
LDBF 的 大 小 一 定 ， 所 和 
以 加 DBF 一 定 . 双 因 5 
《LDBO 的 大 小 也 一 定 ， 设 圆 DBF 与 BO 的 
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交点 为 G6, 则 弧 GD 的 长 一 定 。 由 此 可 知 , G 
是 定点 。 同 理 可 得 , 瑟 也 是 定点 。 因 为 
AGO 互 的 大 小 一 定 , 所 以 点 0 的 轨迹 , 是 以 
GHH 为 弦 , 合 LGOH 的 圆 弧 . 

1915。 设 三 角形 BCM 为 等 腰 三 角形 ， 
两 底 角 B.C 的 大 小 一 定 ， 

且 又 在 定 图 0 上 移动 , 边 “一 TS 
BM 过 定点 4, 求 点 收 的 CTN 
轨迹 . 

解 以 0 为 圆心 .04 
为 半径 作 圆 ， 设 这 圆 与 直 
线 MC 的 交点 为 也 至。 由 4 到 /BO 及 
LA4BD 一 定 ， 可 知 点 刀 是 定点 。 又 因为 
ZCMUB 的 大 小 一 定 ， 所 以 点 好 的 轨迹 ， 是 以 
4D 为 弦 , 所 含 圆 周 角 等 于 LCMB 的 两 个 弓 
形 弧 . 

1916. 设 两 直线 4B、4C 相交 , 点 卫 到 
AB 的 距离 的 w 倍 ， 
它 到 4C 的 距离 的 % 
倍 的 和 (m、% 是 正 整 
数 ) 等 于 定 长 ， 求 点 
忆 的 轨迹 ， 

解 设 m、 wn 为 正 人 A mY ?5 
整数 。 作 BD、 0 有 分 别 垂直 于 4C、4B, 车 
BD、0 的 长 都 等 于 定 长 六 则 4B、4C 相 
等 且 等 于 定 长 ， 又 在 4B、4C 上 分 别 取 49、 
4R, 使 


8= 过 4B， 


A4R 一 二 AC. 


连结 @R, 则 在 直线 @B 上 的 任 章 点 乙 适 
条 件 。 其 理由 是 : 
车 从 书 疝 4B、4C 分 别 作 垂 线 PK、PL， 
从 如 向 48 作 垂 线 RG， 则 
CE:RG= AC:AR, 


即 1: RG=A4C:1 4G. 
nm 
eo: mMm*RG= 站 


同 理 可 得 ， 
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由 四 二 四, 得- 

m: PKR+nPL _PQA+PR_ QR _1 

- i | OE ORE 


因此 , 8R 上 的 点 适合 条 件 。 二 
其 次 , 可 以 知道 , 在 这 直线 外 的 点 不 适合 条 


因此 , 点 一 的 轨迹 是 直线 8R。 

1917。 设 A4B0C 的 三 边 过 一 直线 上 的 
三 点 也 .了 、2, 两 顶点 号 
4、B 分 别 在 已 知 直 线 
OA、0B 上 ， 求 点 CG 的 . 
解 从 了 作 04 的 平 - 
行 线 , 从 六 作 C0 的 平 
行 线 ,它们 分 别 与 BO . : 
相交 于 @、P, 则 402 是 人 BXY 的 截 线 。 
243- 

OB AY XI ~ 
”《 梅 涅 劳 斯 定理 )。 
.ZX2_X0.B4 
" ZY. 08-AY 
PO BO _PO 
“T0800 05° 

因为 到 多 是 定 值 , 所 以 PO:09 也 是 定 值 . 
又 OQ、 是 定点 ， 所 以 , 了 也 是 定点 。 因此 ， 
全 PP 是 定 直 线 ， 

从 而 得 出 ， 点 C 的 轨迹 是 平行 于 XP 的 直 
线 00， 

“1918. 多 边 形 的 各 边 ( 或 延长 线 )， 总 是 


分 别 过 已 知 直线 A 

上 的 定点 ， 除 内 。 入 

一 个 顶点 外 ， 其 要 A: AsA, as 、 
他 顶点 总 是 分 别 Se 人 

在 一 定 直 线 上 . 移 Ps P Ps Ps PP 


动 ， 求 这 个 被 除外 的 顶点 的 轨迹， 

解 ” 由 上 题 可 知 , :车 多 边 形 是 三 角形 ， 则 
所 求 轨迹 已 经 被 证 明 . . 

其 次 , 若 对 于 (mn 一 1) 条 边 的 多 边 形 , 它 的 轨 
迹 是 直线 , 则 我 们 可 以 证 明 , 对 于 % 条 边 的 多 
边 形 , 它 的 轨迹 也 是 直线 。 设 具有 % 条 边 的 
多 边 形 为 4142…4,, 车 除外 的 一 个 顶点 
为 41, 它 的 各 边 分 别 经 过 一 直线 上 的 % 个 定 
点 PrP、…。, 设 443 与 A445 的 交点 为 1 


轨 迹 


| 若 作 出 人 A43447， 因 它 的 三 边 分 别 经 过 一 直 


线 上 的 三 定点 Ps、Ps、Ps， 两 顶点 4s、44 
分 别 在 定 直线 上 移动 ， 所 以 顶点 了 的 轨 这 为 
一 直线 . 

这 样 一 来 ， 问 题 便 归结 为 边 数 为 (一 了 的 
多 边 形 414s14546…An, 且 各 边 分 别 经 过 一 
直线 上 的 (n 一 1) 个 定点 , 除去 41 外 ,其 他 
(n 一 2) 个 顶点 分 别 在 定 直 线 上 移动 时 ， 而 求 
点 41 的 轨迹 . 象 这 样 进行 下 去 , 若 顶 点 逐次 
减少 一 个 , 最 后 , 问题 便 归结 为 三 角形 的 三 边 
经 过 定 直线 上 的 三 点 ， 且 两 顶点 分 别 在 两 定 
直线 上 移动 时 , 而 求 剩 下 的 一 个 顶点 的 轨迹 . 
因此 ， 我 们 可 以 知道 ， 所 求 的 轨迹 是 一 条 直 
线 。 

注 现 以 五 边 形 4BGHEK 为 例 ， 设 BG、 
KH 的 交点 为 工 。 研 究 


四 边 形 4BLK 时 ,车 、 A 
ABLK. 是 平行 四 边 形 ， x B 
则 由 此 不 能 得 到 三 角形 .“\__ 人 
的 情况 。 这 时 , 我 们 就 N HSG M 
研究 这 种 情况 , 设 4B、 - 


HG 的 交点 为 下， 4 及 、G 玉 的 交点 为 六 ， 则 
点 用 的 轨迹 是 直线 , 点 X 的 轨迹 也 是 直线 ， 
再 研究 人 4MUMN， 就 知道 女 的 轨迹 是 直线 
了 . 2 
1919， 若 从 正三 角形 4BC 内 的 点 己 向 
三 边 4B、AC、BC 分 别 : 
作 垂 线 ， 垂 足 为 D、 互 、 
五 ， 则 满足 PD 二 PE> 
PF 的 点 卫 在 什么 范围 
内 变动 ? 

解 ”从 正三 角形 内 的 


点 向 三 边 作 垂 线 、 垂 线 


的 和 等 于 正三 角形 的 高 。 设 正三 角形 4BC 
的 高 为 h PD=s, PRYy, PF=z, 则 
| 2Z 十 4 十 2 一 万。 
vtYy>2, 
“22<h, 
了 
因此 ,车 4B、4C 的 中 点 分 别 为 用 W, 则 
点 卫 对 于 MN 而 言 , 与 4 在 相反 一 侧 就 行 . 
由 此 可 得 ， 所 求 的 范围 是 梯形 MNCB 的 内 
部 。 0 
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第 一 章 求 


1。 在 已 知 线段 上 求 适合 条 件 的 
点 

1920， 将 已 知 线段 4B 按照 两 条 线段 的 
长 1 mrQ>>m) 的 比 内 分 成 两 段 。 再 按 同 样 的 
比例 外 分 。- 

解 过 点 4 作 射 
线 ，. 在 此 射线 上 截取 
ABE=!l，EB 了 =m; 连 
结 RB， 过 妃 作 直线 
平行 于 VB, 与 4B 相 
交 于 C， 则 点 C 就 是 把 4 内 分 为 23 双 的 
点 。 理 由 如 下 : 

‘» BF/OCE, 

oo AC:OB= AB:BEF=1l:m. 
因此 点 C 把 4B 内 分 为 
tm, 

外 分 时 ， 取 AE=!), 2 
从 吾 训 和 4 取 BG 一 m， 
连结 GB; 再 作 直 线 EC A L 
1 GB, BO 与 4B 的 延长 线 相交 于 0. 

1 BO, 所 以 
40:0B 一 4 刀 : BEG 一 2。 
因此 点 C 把 4B 外 分 为 lr。. 

1921。 用 点 C 和 人 D 把 已 知 线段 4B 分 
成 三 部 分 ,使 40:0CD=m:n, 0D:DB=2p:g。 
其 中 和 、%、 p、 4 表示 已 知 线段 的 长 。 

解 [ 作 图 ] 在 过 点 4 的 任意 射线 4 九 
上 , 取 4M 一 2 MN =n; K 

再 从 用 作 任 意 射线 MK， 9Q H 
在 四 KK 上 取 P、@ 两 点 P 

使 Peap，PQ 一 q; 连结 

PN, 从 人 @ 作 8G 平 行 PN， 

与 4 互相 交 于 G; 再 从 万 D 3 
和 四 作 和 ND 和 和 UC 平行 9B, 与 4B 分 别 相 


J 


点 的 位 轩 


交 于 D、0C。 则 CG、 DD 就 是 所 求 作 的 点 。 
[证 明 ] A0:CD~AM:MN =m:n， 
OD:DB=MN:NG=MP: PO=p: ge 

因此 40、 CD、DB 符合 条 件 。 

1922。 在 一 条 直线 上 有 三 个 定点 ， 顺序 
为 4、 也 C. 在 40 的 延长 线 上 求 一 点 0, 使 
0B 为 04、00 的 
比例 中 项 。 EEC 

解 设 所 求 点 为 0, 则 0B? 一 04.00。 延 
长 B0 到 也 , 使 BO0=O0D,， 4、B、0, 了 DD 就 构 
成 调和 点 列 (问题 1480)。 . 

因此 , 先 求 把 4C 外 分 为 4B:BO 的 点 力 
再 求 BD 的 中 点 0， 则 0 即 为 所 求 的 点 ( 问 
题 1920) 。 ， 

1923. 4、G、 Db、 B 为 一 条 直线 上 的 有 
序 点 ， 在 这 条 直线 上 求 一 点 了， Clone PB= 
CP:PD, : 

解 [ 作 图 ] 把 线段 CD 在 己 点 内 分 ,使 

AC:DB=CP:PD, 

则 卫 即 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] 根据 作 图 
ne 40:DB=OCP:PD， 

“ A0:CP=DB:PD, 
(4C+0P):0P= (DB+PD):PD, 
即 AP:0P=BP:PD, 
“, AP:BP~0P:PD, 
1924。 在 线段 4B 上 求 一 点 也 ,而 且 使 


A Fs 


| 4P.BP=in?， 其 中 加 为 已 知 线段 的 长 。 


解 以 4B 为 直径 作 半 回 , 过 4 作 4B 的 
垂 线 40。 取 40=M，,C_ 一 一 ~ < 


过 0 作 4B 的 平行 线 与 "> ~ 
半 加 相交 于 D、D'。 理 

由 忆 城 Zr) 向 4B 作 .AT 
垂 线 , 设 垂 足 为 P, 则 ADB= ZAZADB 


二 人 BE)。 所 以 
AP.PB~DP?=m?, 
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因此 为 适合 条 件 的 点 . LABX=45°., 
1925. 在 线段 4B 的 延长 线 上 求 点 C，| 以 4 为 圆心 , 双 为 半径 作 圆 弧 与 BX 相交 于 
使 04.0B=m?。 其 中 为 已 知 线段 的 长 。 D (一 般 有 两 个 交点 ). x 
解 [ 作 图 ] 先 以 4 为 直径 作 园 0， 从 | 再 由 也 作 4 的 垂 线 
4 作 4B 的 垂 线 DP， 则 垂 足 卫 就 是 所 多 
AP, 使 4P 一 mh, 连 求 的 点 。 
结 PO. 再 在 4B 的 [证 明 ] 因为 和 B= A 


延长 线 上 求 点 C， 
使 OOC=OP， 则 C 
即 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] 如 果 从 
0 向 圆 0 作 切 线 0T, 则 AO4P A 人 07TC, 所 
以 CZ 一 P4 一 人 .又 因 CT 为 切线 ,所 以 C4: 
0 一 073 一 M2， 因 此 C 为 适合 条 件 的 点 。 
1926. 从 定 圆 0 的 直径 人 
的 一 点 王 ， 向 阅 O 作 
两 条 切线 ， 设 切 点 为 
C、D, 求 当 EC 二 PD 4 
一 P4 了 时 点 尸 的 位 
于 . 6 
解 ” 设 适合 条 件 的 点 卫 已 作出 , 则 
PC=PD, PA=~2PO, 
* Po:~PA.PB, 


(学 ) =PA.PB. 


即 P4=4PB， 因此 PB=3 AB, 


由 此 可 求 出 点 忆 的 位 置 ， 
1927。 在 线段 4B 的 延长 线 上 求 点 0， 
使 4B.4C==m?. 其 中 人 为 定 长 , 有 目 m>4B. 
解 过 点 B 作 4B 的 垂 线 BD， 以 4 为 
圆心 , 以 m 为 半径 作 . D 
欧 ， 设 该 圆 与 BD 的 
交点 为 卫 ， 过 也 作 2 
AD 的 改线 DC， 设 
DC 与 4B 的 延长 线 ¢ 
的 交点 为 C， 则 C 为 所 求 的 点 。 这 是 因为 : 
和 4D0C 为 直角 三 角形 ，DB 是 该 三 角形 
斜 边 上 的 高 ， 所 以 
4 万 .40=47D2 一 M2. 
41928,， 在 线段 4B 或 其 延长 线 上 求 一 
点 PP, 使 4P2+BP? 一 m2。 其 中 mw 为 定 线 
段 的 长 。 
解 [ 作 图 ] 从 召 作 射 线 BX, 使 


BG 


45°, DP 1 AB, 所 以 PB=PD. 
AP2+ BP?~= AP?+ PD=AD?=7m?, 
因此 , 尸 为 适合 条 件 的 点 。 
1929. 在 线段 4 或 者 它 的 延长 线 上 求 
一 点 卫 , 使 4P? 一 BP2 一 12。 其 中 仿 为 已 知 


线段 长 。 | C 
解 [ 作 图 ] 过 B 

作 4B 的 垂 线 BC, 使 mn 

BC 一 mw。 设 40 的 垂 

直 平 分 线 与 4B 相交 人 上 


于 点 卫 , 则 卫 就 是 所 求 的 点 . 
[证 明 ] ”由 作 图 ， 呈 为 4C 的 垂直 平分 线 
上 的 点 ， 所 以 PA=PO， 又 由 人 B= 人 8B, 


| PO*— PB?= BO?, 


AP2— PB?~ PO? ~ PB?= BO2= m2, 
由 此 , 己 为 适合 条 件 的 点 . 
1930O. 用 点 0 把 已 知 线段 4 分 为 两 部 
分 ,使 4B2 十 402 一 2BC2。. 
解 ”[ 作 图 ] 以 4B 为 边 作 正三 角形 
ABE. 在 4B 的 延长 E 


线 上 取 点 D, 使 | 、 站 
A 8 


AB=BD. 
再 在 4D 上 到 DC = 
DE， 则 C 即 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] BA=BD= BE, 
“, .LABD=/R. 
*, DE’~AD?2— AE?~ (2AB)?— AB? 
一 34PB2. 
因而 p=DO=~vV3.4B.- 中 
因为 4D 的 中 点 ,所 以 
DOC~AB+BO, AC=AB— Bo。 
", DO2+ AC2=24B?+2BO?, 
@@, DO?=34B2. 所 以 
34B?+ AC?=24B?-+2B0?, 
即 [4B?-+ A02=2BO?, 
1931，。 在 线段 4B. 的 延长 线 上 求 一 点 
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C, 使 240:BCA02+AB?, 


解 [分 析 ] 4B?=(4C 一 BO)? 
一 403 二 BC2 一 240C .BO, 
四 24C. BO =—A02+ BO?— A4AB2, (OO) 


报 据 题 意 ， 24C. BC=40? 十 4B?, 
由 人 @ 知 ， AC?+ BO — AB?=— .AOC?+ AB?, 即 
必须 使 B02? 一 24B?, 因 D - 
此 可 如 下 作 图 。 ~ . 

[ 作 图 ] 过 4 作 4B 有 
的 垂 线 4D, 使 4B 一 A C 


4D。 在 4 的 延长 线 上 求 点 C， 使 BOC=- 
BD, 由 C 就 是 所 求 的 点 。 

1932。 在 线段 4B 上 求 点 了 P, 使 4B 内 
分 为 4P:PB=m?:mn2?。 其 中 mw 和 % 表 示 已 
知 线段 的 长 。 

解 ”[ 作 图 ] 作 垂 直 相 交 的 两 条 直线 CD 
和 CB, 且 CD=m，0E 一 nw。 在 DE 或 其 延 
长 线 上 取 线 段 DL C 
AB, 过 工作 CD 的 平 Dp 2 NE 1 
行 线 与 OB 或 其 延长 Ws 
线 相交 于 B, 从 吾 作 人 PB 
B41 DE 与 CD 或 其 延长 线 相交 于 4. 再 由 
C 作 4B 的 垂 线 CP, 则 了 卫 即 为 所 求 的 点 . 

[证 明 ] 根据 作 图 ,人 DCB 一 人 ER, 设 CP 
与 DB 相交 于 也, 则 

DF:FE=0D?:082=—m?:n?, 
又 知 DE /4B, 所 以 
AP:PB~DF:FE=m:n, - 
因此 己 为 适合 条 件 的 点 。 

1933， 在 线段 4B 上 求 一 点 C, 使 402; 
CB2 一 m:n。 其 中 mw, 多 为 已 知 线段 的 长 。 

解 ”[ 作 图 ] 在 一 直 


G 
线 上 师 次 取 D、 如、 了 三 
点 ,使 DB=m, BF 一 %， 
以 DF 为 直径 作 半 贺 , 从 当 


"五 作 DF 的 垂 线 ， 与 半 
圆 相交 于 G. 再 在 4BF A 5 B 
找 一 点 0, 把 4B 内 分 为 40:0B=DG : GF， 
则 C 即 为 所 求 的 点 。 

[证 明 ] ”根据 作 图 ， LDGP= LR, GEL 
DF, 
o» DGI:GF2I= DE: EF=m'in, 

DG:GF= 40:0B， 
“» DG:GF?~ AC;CB’, 


因为 
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*, .40C2: CB2om: 多 。 
1934. 用 点 卫 把 线段 4B 内 分 或 外 分 ， 
使 AP 为 4B 与 BP 的 比例 中 项 . 
注 这 叫做 黄金 分 割 或 分 为 中 外 比 。 


解 [ 作 图 ] 从 
4B 的 一 端 互 作 


4 万 的 垂 线 BO, 使 

BO= 4B, 以 BO 为 
直径 作 圆 ， 设 圆心 了 A PB 
为 0。 连 结 40， 设 40 及 其 延长 线 与 圆 O 
相交 于 点 也 和 DD, 在 线段 4B 和 B4 的 延长 ” 
线 上 分 别 取 4P= 4D, 4P'= .47D'， 则 一 和 
P' 分 别 为 把 AB 内 分 和 外 分 成 中 外 比 的 点 。 

[证 明 ] “. 4 为 贺 的 切线 ， 

*. AB:=AD.AD., OD 
又 4D=AP，, 所 以 
AD' =—AD+DD'= AP+DD 
~AP+AB. 
4B?= AP.(AP+AB) 
.=AP?+4AP.4B, 
“» AP?= AB.(AB- AP) 
=4B.PB. 四 
但 AD'~ AP', 
AD= A4D'— DD'=AP'— AB, 
再 由 @@，4B?= (4P' ~ 4B) .4P', 
AP”~ 4B. BP', 

1935. 用 点 6 和 也 把 已 知 线段 4B 调 
和 分 割 ， 使 CD 的 长 人 一 一 
等 于 已 知 长 。 人 

解 设 4B 的 中 点 为 0, 4、C、B、 DD 成 为 
调和 点 列 ,所 以 

O00.0D=0B? 
(问题 1480)， 这 里 CD，0B 的 长 都 是 已 知 
的 。 根据 问题 1925，OC、O 的 长 可 以 确 
定 。 


由 人 @ 知 ， 


因此 


。 到 已 知 点 《或 已 知 直线 ) 的 
本 


” 1936,， 在 直线 了 了 上 或 者 加 0 上 , 求 到 
两 个 已 知 点 4、 B 距离 相等 的 点 。 

解 ” 作 直线 CD 垂直 平分 48, 设 它 与 琶 工 
的 交点 为 D， 则 DD 即 为 所 求 的 点 ， 其 理由 
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是 : 0D 是 到 4、B 等 距离 的 点 的 轨 这 ， 所 以 
AD=BD. 在 贺 上 也 同 
样 如 此 ， .， - 

[讨论 ] 如 果 4B 不 A 
垂直 于 和 XY， 则 此 题 只 
有 一 解 .在 圆 的 场合 , 当 
4B 的 垂直 平分 线 与 贺 相 交 时 ， 则 符合 条 件 
的 点 有 两 个 ; 当 相 切 时 , 则 符合 条 件 的 点 只 有 
一 个 ;. 当 无 公共 点 时 , 此 题 无 解 。 

” 1937， 在 已 知 直线 ; 上 ， 求 作 与 已 知 直 
线 六 和 区 等 距离 的 如. ， 

点 。 Hs 

: 解 . 设 色 与 色相 
交 , 则 与 m、% 等 距离 
的 点 的 轨迹 ， 是 %、% 
交角 的 平分 线 2 和 
2 ， 改 所 求 的 点 为 ? 
与 1 的 交点 也 ,9 与 
?7 的 交点 已 。- 

设 双 fo 与 和、 多 
等 距离 的 点 的 轨迹 ， 
是 和 m、% 距 离 相等 . 
的 一 条 平行 线 2 故 所 求 点 为 2 和 7 的 交点 
P, 

如 果 D 了 7,p” 本 ? 不 平行 , 则 所 求 点 只 有 多 
与 子 的 交点 已 ; 如 果 2 与 ?重合 ， 则 此 题 有 
无 数 个 解 ; 如 果 m1/ nl, 而 7 与、 % 距离 
不 相等 , 则 此 题 无 解 ; 如果? 与 mr、 等 距离 ， 
则 有 无 数 个 解 .. - | 


”1938. 求 到 已 知 点 4、B 等 距离 , 且 到 已 . 
XxX 3 


知 角 和 OF 两 边 等 距离 的 

解 设 4B 的 垂直 平分 
线 与 ZXOT 的 平分 线 及 
它 的 外 角 平分 线 的 交点 分 
别 为 了 和 P, 则 呈 和 PP 
就 是 所 求 的 点 . 因为 卫 是 
AB 的 垂直 平分 线 上 的 
点 , 所 以 卫 4 一 PB; 又 因为 P 是 人 X07 的 
. 平分 线 上 的 点 ， 所 以 卫 到 OZ、0 际 距离 相 
等 。 即 卫 到 已 知 点 4、 已 距 离 相等 , 到 OX、 
OY 距离 也 相等 , 因此 卫 是 适合 条 件 的 点 . 同 
样 P' 也 是 适合 条 件 的 点 ， 

如 果 LXOY 的 平分 线 与 4B 的 垂直 平 分 


| 点 DD 作 OZ 的 垂 线 
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线 平行 ， 那 末 就 没有 交点 了, 这 时 本 题 无 解 ; 
如 果 这 两 条 直线 重合 , 则 有 无 数 多 个 解 。 

1939。 已 知 直线 4B 与 CD 相交 ， 求 到 
LAB 的 距离 为 到 OD 距离 为 的 点 ， 

解 [ 作 图 ] 在 .4B 两 侧 作 与 4B 的 距离 
为 7 的 两 条 平行 线 PQ 和 ES, 在 CD 四 唱 
作 与 CD 的 距离 为 加 
的 两 条 平行 线 EP、 
SQ. 这 两 组 平行 线 的 
交点 P、@、R、5 就 是 
所 求 的 点 。 

[证 明 ] PQ 和 有 有 5S 
是 与 4B 的 距离 为 7 的 点 的 轨迹 ，BP 和 SQ 
是 与 CD 的 距离 为 m 的 点 的 轨迹 ， 人 
直线 的 交点 了 、Q@、 RR、8 为 适合 条 件 的 点 。 

1940。 在 已 知 直 线 也 了 上 求 点 也， a 
与 了 上 了 上 的 已 知 点 4 和 

另 一 条 直线 和 'Y 的 距离 xA 
相等 。 

解 从 和 4 作 Z 了 的 对 . 
线 4B, 与 了 了 ' 相 交 于 B，X- 首 一 一 Y 
4B 与 ' 涪 ' 所 成 角 的 平分 线 与 了 相交 于 
P, 则 三 即 为 所 求 的 点 。 其 理由 是 : 由 己 作 
环卫 的 垂 线 PPO， 在 直角 三 角形 P4B 与 
POB 中 ， 由 于 一 条 斜 边 和 一 个 锐角 相等 ， 所 
以 两 个 三 角形 全 等 。.… P4 一 PO， 

注 如 果 了 有 了 LX' 了 了 '， 设 它们 的 交点 为 
0C, 则 线段 C4 的 中 点 已 是 适合 条 件 的 点 。 

1941。 在 直线 O 了 上 求 点 PP,， 使 忆 到 直 
线 OX 的 距离 和 到 点 4 的 距离 的 比 为 MX 

解 从 0 上 的 任意 1 /YX 


DO, 在 DO 上 取 一 点 
五 使 
DO: DE'=m:n. 
再 以 耳 为 贺 心 、 DE' 为 半径 作 辑 ， 设 过 0 和 
殷 的 直线 与 加 相交 于 召 . 了 .过 点 4 作 A4P 平 
行 于 召 D 和 4P' 平 行 于 了 D， 分别 与 OY 了 相 
交 于 三 和 了 。 则 成 和 书 即 为 所 求 的 总 其 
理由 是 : 
如 果 由 卫 作 OZ 的 释 线 PB, 则 
PB:DC~OP:OD=PA:DE,.- 
因为 DB=DE', 所 以 PB: DOC=PA:DE'. 
因此 ”PB:PA=DO:;DE'=m:n, 
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1942. 在 直线 XY 了 外 有 两 点 4、B， 在 
ZY 上 求 一 点 也 , 使 4P 一 BO。 其 中 日 是 过 
也 所 作 4P 或 其 延长 线 的 垂 线 的 垂 足 。 

解 [分 析 ] 设 此 图 
已 作出 , 由 和 4 作 耻 了 的 
重 线 4 及 . 作 入 BCQ 使 . 
BO XY, CQ AH, 则 
在 A4HP 和 人 人 BOQ 、 
ee 


”AP-BQ,. /AHP=./BCQ= -已 
并 且 LHA4P= 人 人 CBQ 
(…” BOLAH, BOLAP). 
i 和 人 4 五 P22A 人 BCq9， 

因而 BC 一 AH ( 定 长 )， 上 且 4 也. 
因此 可 作 图 如 下 。 

. ”[ 作 图 ] 由 和 4 作 XX 了 的 全线 4 及 ,由 BB 作 

BO// 广 了 ,使 BO=4 万 。 以 4B 为 直径 作 
车 ， 由 CGC 作 7Y 的 垂 线 与 圆 相交 于 @ (有 两 
个 交点 )y 并 延长 49 与 XY 相交 于 PP 则 点 
忆 即 为 所 求 的 点 . 

-1943; .在 三 角形 4BC 的 边 4C 上 求 一 
点 卫 ,“ 使 了 到 4B、BC 的 距离 的 比 为 1: 
%。 

解 [ 作 图 ] 与 
AB 和 BC 距离 的 
比 为 %w:zw 的 点 的 . 
轨迹 与 4C 相交 于 
P， 则 号 即 为 所 求 
的 点 (根据 问题 1855) 。 

注 由 问题 1855 知 ， 上 述 轨迹 为 两 条 直 
线 ,但 在 LZ4BC 的 外 角 内 的 轨迹 与 4C 的 延 
长 线 相交 ,所 以 没有 必要 。 

1944， 在 八 4BC 内 求 一 点 ， 使 它 到 三 
角形 三 边 4B、BC、04 的 距离 的 比 为 127: 
各。 en 

解 - [ 作 图 ] 根据 
问题 1855， 设 到 .4B 
和 BC 距离 的 比 为 了 TA SE 
贡 的 点 的 轨迹 为 BB ， 8 . ~ 
到 BC 和 C4 距离 的 比 为 mn: et 
C0';，BB' 和 CO’' 相交 于 P， 则 了 即 为 所 求 
的 点 。 

从 卫 作 三 角形 三 边 的 重 线 P9，PR， . PS， 
则 . . PQ:PB:PS=1min, 
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; 1945。 已 知 两 点 4 和 B 和 一 直线 XY. 
在 及 了 YY 上 求 一 点 P, 使 P4:PB 一 3:23。. 

解 ”[ 作 图 ] 作 与 4 和 B 的 距离 的 比 是 
3:3 的 点 的 轨迹 Ni 3 相 
交 于 忆 , 册 卫 即 为 1 
所 求 的 点 。 

[讨论 ] 此 圆 一 
般 与 也 了 有 两 个 交 
点 PPi， 所 以 有 “ 
两 解 ; 如 果 此 加 与 .了 了 相 切 , 则 有 一 解 ; 如果 
此 说 与 屋 卫 不 相交 , 则 无 解 。 

1946.， 已 知 两 定点 4、B 在 直线 XY 的 
同 侧 , 在 XY 上 & A _B 
求 两 点 政和 N，. . 

使 WN 的 长 等 
于 已 知 线段 并 :人 M 


使 AM:BN= .1 


MMX 为 蕊 知 0 
比 ). i 

解 过 么 作 ….- 有 
AOCN XY, 取 AO * MT N—Y 
一 2 利用 上 题 的 作 图 ， 在 和 Y 上 求 点 N, 使 
CN:BN=~=m:n; 过 4 作 A4M/1OCN, 与 XY. 
相交 于 及 。 这 时 MN= AC 二 1, AM 一 CN， 

.0 AM:BN=NO:NB=m':n, 

[讨论 ] 如 果 4C 沿 相 反方 向 作 图 ， 则 结 
果 如 下 图 。 无论 上 图 或 下 图 , 如 果 阿 波 罗 尼 
斯 浪 与 了 有 两 个 交点 , 则 有 两 解 。 如 果 相 
切 则 有 一 解 。 如 果 XY 与 网 无 公共 点 , 则 此 
题 无 解 。 . 

1947。 有 三 个 已 知 点 4、B、 C 和 三 条 线 
段 久 mn。 求 一 点 也 ,使 P4:PB:PO=l: 加 : 
%。 

解 ”[ 作 图 ] 连结 4B, 在 4 及 其 延长 
线 上 分 别 求 出 把 48 内 
分 为 102 的 点 和 外 分 
为 mr 的 点 ， 并 以 这 两 
点 为 直径 作 贺 (阿波 罗 
尼斯 圆 ), 则 此 贺 就 是 与 
4、 互 的 距离 为 3: 到 的 信 
点 的 轨迹 (问题 1856) 。 
连结 40， 在 4AC 及 其 延长 线 上 分 别 求 出 掀 
AC 内 分 成 从 %w 的 点 和 把 4 外 分 成 ?8 的 


: 韦 点 ,以 这 两 点 为 直径 作 贺 (阿波 罗 尼 斯 闻 ); 设 、 
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这 两 条 轨迹 相交 于 P( 若 相交 则 有 两 个 交点 ， 
若 相 切 则 有 一 个 交点 ) 则 卫 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] PA:PB=l:m, 
PA:PO==i:n, 
". PA:PB:PC=l:m:n., 


3. 求 构成 定 角 (或 者 等 角 ) 的 
点 


1948. 已 知 4、 两 点 在 直线 了 的 两 


侧 , 在 并 了 上 求 一 点 也 B 
使 4P 和 BP 与 XY 构 D 
成 等 角 . 

解 [ 作 图 ] 从 4( 或 x Y 


B) 作 了 7 的 垂 线 4C 并 

延长 到 也 ,使 4O 一 CD. 

设 BD 的 延长 线 与 互 相交 于 也 ， 册 卫 为 适 
合 条 件 的 点 . 设 4B 与 XY 相交 于 P', 则 PP 
也 是 适合 条 件 的 点 . 

[证 明 ] * A4CP2A 人 DOP， 

» LBPC= /DPCO= /APO, 
因而 了 为 所 求 的 点 ， 
又 l LZXP'A= LEP'Y, 
所 以 P' 亦 为 所 求 的 点 。 

[讨论 如 果 BD/ XY 时 ， 则 无 解 ， 因 
此 本 题 的 解 只 有 二 个 . 

1949. 在 直线 4B 的 同 侧 有 两 点 P、9. 
在 4 互 上 求 一 点 0， 使 EC、gC 与 4 互 所 成 
的 角 相等 。 

解 求 出 点 卫 关 于 4B 的 对 称 点 P', 连 结 
P'@， 与 4B 相交 于 CO， 则 CQ 即 为 所 求 的 点 。 
理由 是 ; 设 PP' 与 4B 相交 于 五， 则 

PE-P'E, /PRBO=e LP'EO, 

2C 为 公共 边 , 所 以 ， 

APECBAP'EC., 
因而 

LPOBE= 一 POP 
因为 

LP'OR= LQ0B, 
所 以 APOB= /Q0B. 

同样 ，QP 的 延长 线 与 4B 相交 的 点 0' 也 
是 所 求 的 点 。 . 

1950. 已 知 两 点 4、B 在 直线 XY 了 的 同 
例 , 在 ZY 上 求 一 点 也, 使 


】 侧 ， 在 了 了 上 求 一 点 


第 四 编 作 图 题 


2/APX~= /BPY., 

解 由 4 作 有 了 的 垂 线 4D， 以 4 为 加 
心 ,4D 为 半径 作 贺 4. 作 点 B 关于 了 的 对 
称 点 B', 由 B' 作 网 4 
的 切线 BE,， 与 XY 了 
相交 于 书 , 则 己 即 为 
所 求 的 点 。 理 由 是 : ”Xx 

厂 、 隐 ' 是 关于 XY 
的 对 称 点 。 所 以 . 

LBPY= /B'PY. | 

又 LB'PY= /DPEB= AD, 
根据 @、@， 并 
LBPY=—2/APX.,. ri 

注 着 如 右 图 , 则 Me | 
卫 也 是 所 求 的 点 . 即 证 i 
LBPX ~ /BPX., ot 
所 以 Bb 


ee 


LBPY=/B'PY, 
LB'PYT = /BPX=2/APX,. 
因此 2/APX= /BPY. 

1951。 已 知 点 4 和 圆 0 在 直线 了 的 
同 侧 ， 在 了 了 上 求 一 
点 陡 , 使 过 收 所 作 克 
O 的 切线 和 到 4 分 别 
与 了 组 成 等 角 。 

解 作 4 点 关于 
XY 了 的 对 称 点 4， 过 
A' 作 咖 0 的 切线 4'B， 设 8 与 X 了 相交 
于 人, 则 四 即 为 所 求 的 点 ， 理 由 是 : 

LBUY= /A'MX, 
因 殷 与 和 4 关于 了 对称 , 所 以 人 人 AMX= 
ZAMX, 因此 LAMX= LBMUY. 
若 过 4' 作 圆 0 的 另 一 条 切线 ， 则 得 另 一 


这 


解 、 
1952. 已 知 贺 O 和 0' 在 直线 XY 了 Ey 同 


四 ,使 过 认 所 作 吏 C 
和 圆 0' 的 切线 与 XY 
所 成 的 角 相 等 。 

解 [ 作 图 ] 由 O/ 
作 人 7 的 垂 线 Q'G, 
在 0G 的 延长 线 上 取 
一 点 C, 使 GC 一 0OG。 


| 以 0 为 圆心 作 与 加 0' 相等 的 四 。 再 作 加 O 
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和 网 C 的 公 切 线 召 ， 与 了 相交 于 点 好 。 
则 女 即 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] 过 作 圆 0 的 切线 MD, 则 ， 
AMOG2AMCG,， AMDO'LAMFC. 


所 以 LZDMY= -~YMz， 
且 AT 了 MD 一 人 MT 
ADMY= /EMX. 
[讨论 ] 因为 加 0 和 圆 C 的 公 切 线 一 般 有 


四 条 。 因此 所 求 的 点 一 般 有 四 个 。 著作 
网 O 和 圆 0' 的 公 切 线 (四 条 ) 与 了 相交 于 
M, 则 好 也 是 适合 条 件 的 点 (四 个 )。 因 此 适 
合 条 件 的 点 有 八 个 。 

1953。 在 人 XOY 的 边 OX 上 有 一 点 
4 在 边 O0 了 上 求 两 点 B、C, 使 BC=? 且 
LBAC= /RR, 


解 [ 作 图 ] 
圆 , 与 OY 相交 于 DP。 在 OY 上 呈 的 两 侧 分 
别 取 BC 两 点 ,使 aX 
DB=-DO- 也 2 由 则 
Bo 即 为 所 求 的 村 
点 。 

在 A4BC 中 ，4D= DB= DO， 
所 以 /了 B40= LZR. 


报 据 作 图 ，4 4D= 喜 2 .BO=1. 
[讨论 ] 4 到 07 的 于吉 1 


则 以 4 为 圆心 、 六 2 为 半径 的 圆 与 0 相 
交 , 此 题 无 解 。 

1954. 在 一 条 直线 上 顺 次 有 A4、B、O、D 
四 点 。 在 直线 外 求 一 点 卫 , 使 

LAPB= BPO= /OPD,. 

和解 假定 此 题 已 解 出 ， 已 为 所 求 的 点 ， 
.4PB3=BPO。 根 据 阿 波 罗 尼 斯 定理 , 作 
点 号 关于 40 的 调和 共 斩 点 B， 人 
23B' 为 直径 的 圆 上 。 过 

同样 ， 人 BPO= “OPD， 作 点 C 关 示 BD 
的 调和 共 思 点 0', 则 书 在 以 CC' 为 直径 的 贺 
上 . 因此 , 可 作 图 如 下 : 

作 B 点 关于 4C 的 调和 共 罗 点 B', C 点 关 
于 BD 的 调和 共 轿 点 C'。 以 BB' 和 00' 为 
直径 分 别 作 贺 。 则 两 网 的 交点 卫 即 为 所 求 


[证 明 ] 


以 4 为 圆心 . 却 ? 为 半径 作 
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A 
的 点 (一般 有 两 个 交点 ) 。 

1955. 已 知 两 条 平行 线 了 了 和 卫 'Y' 和 
一 点 了 ， 分 别 在 ZY 和 之 /上 求 点 召 、 耶 ， 
使 PBR=PF, 有 LBPF=/R. 

解 ”[ 作 图 ] 过 P 卫 作 尺 了、 XY 陪 ' 的 公 重 
线 , 与 XY，XY! 分 XE 
别 相交 于 M、XN， 在 
之 'Y' 上 的 两 侧 求 
了 、F' 两 点 ,使 

NFPMUENF, EF-Y 
过 呈 作 PF、PF' 的 垂 线 PB、PE'， 分别 与 
XY 了 相交 于 五,B'。 则 召 . 了 了 和 B'、F' 即 为 所 
求 的 点 。 | 

[证 明 ] 在 和 PNF 和 人 和 BMP 中 ， 

LPNF— /R= /BMUP. 
根据 作 图 ， LEPFe /BR, 
LMEPe= NET 
又 MP=NE, ABMPe APNP 
PP 万 。 
同 理 ， PF'~PE'. 

注 可 利用 问题 1862 的 轨迹 作 图 。 

1956。 在 直线 了 X 了 上 有 一 定点 4, 在 
有 了 两 侧 有 两 定点 互 和 C。 在 有 卫 上 求 一 
点 书 使 


兴 


LZPBA= /POA., 

解 [分 析 ] 设 忆 点 已 求 得 、 作 BB 点 关 

于 直线 X 了 的 对 称 点 B', 则 

LPB'A= /PBA, 
所 以 人 POCO4=PB'4， 从 而 有、C、B、 4 
在 同一 圆 上 。 这 个 圆 过 已 知 点 4、B3'、C, 因 
而 是 已 知 圆 。 因 此 ， 
可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 瑟 点 关 
于 直线 有 了 的 对 称 
点 B' 过 A、 BC XXX 
三 点 作 圆 , 与 了 相 
交 于 已。 则 书 即 为 
所 求 的 点 。 ed 
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略 。 

[讨论 ] ”为 了 确定 点 一 的 位 置 ， 必 须 过 
4、B'C 三 点 作 贺 。 如 果 B' 与 C 重合 ， 则 
及 了 上 所 有 的 点 都 符合 条 件 ， 因 此 本 题 的 解 
不 定 . 如 果 4、B'、C 在 一 条 直线 上 ,就 不 可 


能 过 4、2B、C 三 点 作 圆 , 所 以 无 解 。 过 4、- 
BC 三 点 的 圆 , 一 般 与 了 相交 于 4 和 另 


一 点 ,所 以 一 般 有 一 解 。 如 果 过 4、B^C 的 
圆 在 点 4 与 和 相 切 , 则 此 题 无 解 。 

1957.。 在 直线 了 了 的 两 侧 有 两 个 定点 
和 4 和 B, 过 A4、B 作 A 
和 了 的 垂 线 ， 垂 足 分 
别 为 到、 互 。 在 线段 
BR 有 的 延长 线 上 求 点 . 
也, 使 

LAPF= /HBP. 

解 [ 作 图 ] 以 4B 为 直径 作 园 ， 与 XY 
相交 于 P、 已 。 则 PP、P' 即 为 所 求 的 点 。 

[证 明 ] A 为 较 的 直径 ， 

.LAPB= /RB. 

因而 人 APF+LHPB= /RB, 


又 LBHP~= ZB, 
所 以 ” LHBP+AHPB= 人 /RBR. 
于 是 LAPF= /HBP. 

同 理 ， LAP'F~ /HBP', 


1958. -在 已 知 直 线 上 有 三 点 4、B、0， 
在 另 一 直线 上 求 一 点 P, 使 
. /APB= /BPO. 


解 【[ 作 图 ] 设 已 知 直 线 m% 上 有 三 点 4、| 


`B、0， 另 一 直线 为 ， 先 在 双 上 求 点 也 使 
CD:4B=CD:4D。 再 以 BD 为 直径 作 圆 弧 


与 7 相交 于 也， 则 py 

了 即 为 所 求 的 点 ， 二 
[证 明 ] ”根据 作 

图 ， 加 BBD 是 阿 D A- 有 


波 罗 尼 斯 轨迹 ， 所 以 PB 是 人 4PC 的 平分 
线 , 即 和 4PB= 人 LBPO。 所 以 己 为 所 求 的 
[讨论 ] 如 果 以 3D 为 直径 的 圆 与 1 相 
交 , 则 有 两 解 .如 果 圆 与 7 相 切 , 则 只 有 一 解 
如 果 贺 与 ; 无 公共 点 , 则 本 题 无 解 。 
1959。 已 知 两 点 4、 刀 ， 直 线 X 了 过 点 
B, 在 了 了 上 求 与 BB 等 距离 的 两 点 卫 、8, 使 
人 PA8@ 一 a。(G 为 已 知 角 ) 


| 4 D、 召 作 加 ,与 
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解 延长 4 有 至 0， 使 BO=4B。 以 4G 
为 缠 , 作 含 有 (2 一 0) 的 弓形 弧 , 与 BX 相交 
于 了 P。 在 BY. 上 求 点 @， 有 
使 BQ 一 BP， 则 PP、@ 即 
为 所 求 的 点 ,理由 是 

AB=BO, BP= BQ, 

.… 四边形 4PCG 为 平行 
四 边 形 . 

ZLZPAYT+ /APOC=2/R. 
但 ”人 P=-2/R-a, .“, /A4A=a. 

1960。 在 四 边 形 4BCD 的 一 边 BC 上 
求 一 点 P, 使 ZPAB= 人 PDC. 

解 [ 作 图 ] 作 sg 
4 点 关于 BC 的 对 
称 点 4', 设 4B 与 
CD (或 延长 线 ) 的 
交点 为 加。 过 三 点 


BC 相交 于 了 P. 则 PP 
为 所 求 的 点 。 
[征明 1] 根据 作 图 ， 马 、 刀 、P、4 共 圆 ， 
“， LCDP= /PA'E, Q® 
因 和 4 和 4' 关 于 BC 对 称 ， 
.» LPA'B= /PAB. 四 
根据 @, @， ~P4B= 一 PPO 
1961. 已 知 直线 也 了 与 三 角形 4BC 相 
交 , 在 也 卫 上 求 一 点 A 
也 使 . X—P 
LABP= /AOP., Y 
解 设 忆 为 符合 | 
条 件 的 点 (图 1, 则 
LABP= /ACP. (1) 
所 以 4、C、B、 忆 四 点 共 贺 。 因 此 过 4、B、 
C0 作 贺 , 与 XY 了 交 于 卫 , 则 尸 即 为 所 求 的 点 。 
如 图 (2) , 设 己 在 三 ee 


角形 4BC 内， 

LABP= /LAO0P. | 六 
设 点 BB 关于 XY 了 的 XT 
对 称 点 为 B，X 了 与 D 
AB 相交 于 WM, BM B C 


与 4C 相交 于 D, 则 


(2) 
LPB'M= /PBA= /POA., 

所 以 BP、D、O 四 点 共 贺 . 因 B'、 D、C 为 

已 知 点 ,所 以 过 B'、D、C 三 点 的 贺 与 ZY 的 
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交点 卫 即 为 所 求 的 点 . 

1962。，. 已 知 两 条 直线 tr 和 两 个 点 4、 
B。 在 ?上 求 一 点 P, 使 P4、F 分 别 与 名 
相交 于 C、D, 且 人 PCD= PDO, 

解 [分析 ] 假定 本 题 已 解 出 ， 呈 为 符合 
条 件 的 点 ，Z 人 PCD 二 LPDO。 过 4 作 m 的 
平行 线 ， 与 PB 
和 ? 分 别 相交 于 
所 、 光 。 过 召 作 
% 的 平行 线 BF， 
与 7 相交 于 了. 
作 4 点 关于 ? 的 
对 称 点 44， 了 4 召 
与 BF 相交 于 G. 
图 中 ,人 4= 人 人 4', 人 LPRKA= 人 KB, 

且 . LO0~LD, /A LPKA. . 
“人 KBT~ 人 4', 因而 4、 G、B、P 四 点 共 
贺 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 4、B 分 别 作 r 的 平行 线 , 与 7 
相交 于 加、 了 ， 作 和 关于 ? 的 对 称 点 4， 连 
结 4BB, 与 BF 相交 于 G。 过 4^\G、B 三 点 
作 圆 ,与 7 相交 于 号 。 则 了 即 为 所 求 的 点 。 

1963。 在 直角 0B 的 一 边 上 有 两 定点 
4、B， 在 另 一 边 上 求 、 
一 点 全, 使 
/AXB—2/ABX. 

解 ” 假 定 本 题 已 解 
出 ,及 为 所 求 能 点 . 设 
AB 的 中 点 为 P, 过 卫 
作 48B 的 垂 线 与 BX 相交 于 了 , 则 A4Y=BY, 
“人 AYX 一 2/ABX, 从 而 

LAXY— /AYX. 

由 此 AX=—4Y. 

设 ZY 的 中 点 为 C， 则 40_ 上 XY， 所 以 C 
在 以 4B 为 直径 的 贺 上 . 过 C 作 4B 的 垂 线 
0OD， 则 也 为 OP 的 中 点 。 故 得 作 图 方法 如 
下 : 人 

作 以 4B 为 直径 的 区 ( 贺 心 为 P), 与 OP 
的 垂直 平分 线 相交 于 C， 延 长 BC 与 O 圣 相 
交 于 及, 则 芝 即 为 所 求 的 点 ， 

1964. 求 一 点 了， 使 它 对 已 知 线段 4B 
的 张 角 APB 等 于 角 Q， 且 过 卫 点 向 已 知 欧 
”所 引 两 条 切线 的 夹 角 等 于 角 B. 

解 ” 设 一 点 已 过 己 向 网 9 所 作 的 两 条 切 
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线 所 成 的 角 等 于 B， :A 
如 图 ， . (oo 
ADPRO- 了 8， 
paN 
LODP= /RB, c > 


又 因 0D 是 已 知 的 , 所 以 人 DOP 的 形状 、 大 
小 是 一 定 的 , OP 的 长 也 一 定 。 所 以 点 三 的 
轨迹 是 以 0 为 圆心 , 线段 OP 为 半径 的 圆 .其 


次 使 对 线段 4B 的 张 角 等 于 已 知 角 w 的 点 的 


轨迹 ， 是 以 4B 为 蓄 的 贺 弧 。 因此 这 两 条 轨 
迹 的 交点 三 即 为 所 求 的 点 。 

1965. 在 已 知 直线 福 了 (或 已 知 圆 ) 上 求 
点 三， 使 另 两 个 已 知 圆 分 别 与 以 卫 为 顶点 的 
两 个 等 角 的 两 边 相 切 。 

解 ” 设 另 两 个 已 知 贺 OO 与 0' 的 半径 分 别 
为 7、7' 使 圆 O、 
0' 与 两 个 相等 角 
的 两 边 相 切 的 点 
的 轨迹 ， 是 与 贺 
心 O、0O’ 的 距离 
的 比 为 7:7' 的 阿 
波 罗 尼 斯 圆 (问题 1863) 。 因此 ,这 条 轨迹 与 
了 了 (或 已 知 疼 ) 的 交点 即 为 所 求 。 ，- | 

1966， 有 一 张 长 方形 弹子 球台 4BCD， 
由 4B 边 上 的 任意 点 卫 开 始 打 球 , 使 球 磁 到 
BC 边 ， 然 后 碰 到 CD、D4 边 , 又 回 到 书 点 。 
那么 最 初 从 书 点 打球 时 , 应 报 据 怎样 的 方向 
发 球 ? 试用 作 图 求 之 。 

设 球 除了 改变 方向 外 , 总 是 直线 前 进 ,并且 


| 当 球 在 改变 方向 时 的 前 后 球 的 路 线 与 过 该 点 


所 作 该 边 的 垂 线 构成 等 角 。 

解 [分析] 设 球 从 4B 边 的 一点 出 发 ， 
先后 碰 到 BO CD D4 边 上 的 @ RS 点 , 又 
回 到 三 点 。 则 98 的 位 置 应 从 点 卫 关 于 BC 
的 对 称 点 了 P' 出 发 ; ES 应 从 P' 关 于 CD 的 对 
称 点 已 " 出 发 ;SP 应 从 P” 关 于 D4 的 对 称 
点 PP" 出发。 因此, 作 图 如 下 。 

[ 作 图 1 设 点 卫 关 于 BC 的 对 称 点 为 P9 
P' 关于 CD 的 对 称 点 为 P"，P”. 关 于 D4 的 
对 称 点 为 P"。 连 结 PP"', 与 D4 相交 于 S85， 
SP" 与 CD 相交 于 ER，RP' 与 BC 相交 于 4。 
则 应 该 报 据 P98 的 方向 发 球 。 

[证 明 ] “. P、P' 关 于 BC 对 称 ， 

“, LPQOB=/P'QB, 
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| 
Bi C 
0 
LPQB= /CQR. 


因此 沿 PQ 方向 打出 的 球 ， 在 点 @ 向 8EB 
方向 运动 . 同样 , 球 在 点 可 点 5 分别 向 ES、 
SP 方向 运动 , 最 后 回 到 点 卫 。 


[讨论 ] “经常 有 解 . 
1967.。 求 点 P， 使 三 个 已 知 贺 分 别 与 过 
点 卫 的 三 个 等 角 的 两 边 相 切 . 
解 “ 设 三 个 已 知 图 为 4、B、C， 并 设 它们 
着 加 4、 贺电 分 别 与 两 
个 等 角 的 两 边 相 切 ， 则 
此 两 等 角 的 公共 顶点 
的 轨迹 是 以 把 4B 内 分 
为 rzy' 的 两 点 连 线 为 直径 的 贺 (参照 问题 
1861) 。 同样, 若 团 B、 团 C 分 别 与 两 个 等 角 
两 边 相 切 ， 则 此 两 等 角 的 公共 顶点 的 轨迹 也 
是 一 个 圆 。 因此 , 若 这 三 个 加 分 别 与 三 个 等 
两 条 轨迹 相交 的 两 个 点 。 
祭 。 线段 的 和 、 差 为 定 值 
1968。 在 已 知 弧 40B 上 取 一 点 五 ,使 
(1) AB+EB=!, (2) AE~EB=). 
40B 的 中 点 C 为 四 心 、 
CL 为 半径 作 圆 弧 ; 以 4 为 
圆心 、? 为 半径 作 三 弧 ,， 这 
两 条 弧 相 交 于 刀 4D 与 类 


的 半径 分 别 为 了 yo。 © 

为 7:7 和 把 4B 外 分 ; 

角 两 边 相 切 ， 则 此 三 个 等 角 的 公共 顶点 是 这 
解 (1) [ 作 图 ] 以 弧 

弧 4CB 相交 于 怠 , 则 怠 即 为 所 求 的 点 。 


B 


[证 明 ] *.…C 是 四 4DB 的 略 心 。 
.AL4OB=2A4DB， 
且 LACB=— /ARB. 
“. LAEB-2/4DB. 
但 ” LA4DB+ /DBB=/AEB. 


ee 4DB= DBE, ED EB, 


er 


图 题 


从 而 ABT+EB=A4E+ED-=ADrl. 

(2) [ 作 图 ] 以 弧 40B 的 共 思 弧 中 点 了 
为 圆心 、 4 为 半径 作 贺 弧 , 与 以 4 为 圆心 、 
?为 半径 的 圆 弧 相交 
于 D， 延 长 4D 与 弧 
40B 相交 于 可 则 也 > 
为 所 求 的 点 。 , 

[证 明 ] “也 为 态 
心 ， 所 以 
2/BAD~ /BFD. 
bra LBAD— /BAB 2 

“» LADEFEm/BFE 昌 DF BP. 

» ANDEFCLABEF. 
, BE~ED, AB— BEmAD=i. 

1969。 在 八 4BC 的 底 边 BC 上 求 一 点 
D, 过 卫 作 40 和 4 的 平行 线 , 分 别 与 4 万 、 
40 相交 于 如、 了 ,使 刀 妇 十 站 一 1 (为 已 知 
线段 长 )。 

解 在 4B、4AO 或 
它们 的 延长 线 上 分 别 
取 4B’=A0'=:1, B'Q' 
与 BC 相交 于 D。 则 
必 为 所 求 的 点 。 理 由 
是 : 


AB'O' 为 等 朋 三 角形 , BD /1 4C。 
B'E=BD. 
又 因 ABDF 为 平行 四 边 形 ， 
AE~DF. .. DET+DF =AB’'cs?. 
1970。 在 三 角形 4BC 的 边 BC 上 求 一 
点 卫 , 过 卫 作 40、4B 的 平行 线 , 与 4B、A40C 
相交 于 召 、 了, 使 PB~PF 一 m (m 为 已 知 线 
段 长 )。 
解 在 34 的 延长 线 上 取 一 点 1， 在 40 
上 取 一 点 丸 ， 使 4 以 一 A4N 一 mp。 延长 MN 
与 A 则 三 即 为 所 求 的 点 。 理 


. 
es 


和 ' 
$9 


*. Ph- AB. 四 
注 如 果 在 C4 的 延长 线 上 取 点 全 ,在 4B 
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上 取 点 戏 , 这 样 作 图 ， 则 PF 一 PE~=m。P 
为 适合 条 件 的 点 。 

1971。 在 已 知 三 角形 4BC 的 底 边 ;BC 上 
求 一 点 乙 , 从 卫 作 4B、40 的 垂 线 PE、PF， 
使 PE-+PFm=m(m 为 已 知 线段 长 ) . 

解 [分 析 ] 设 适 合 条 件 的 点 了 已 求 出 . 
通过 书 作 直线 ZPM， 使 人 
与 4B、A0C 构成 等 角 ， 设 
这 条 直线 与 4B、4C 分 别 
交 于 工 M, 则 A4ZM 为 
等 腰 三 角形 。 

由 工作 40 的 垂 线 LN 
《 报 握 问 题 450) ， 则 

PET+PF=LN=m eR 
因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 
平行 线 , 与 4B 或 者 4B 的 延长 线 相交 于 二 
在 4C 或 者 4C 的 延长 线 上 取 4 及 一 4L, 连 
结 LUM， 与 BC 相交 于 P。 则 P 为 所 求 的 
点 。 

1972.。 在 人 4PBC 的 一 边 BO 上 求 一 点 
PP, 从 哺 作 .4B、A40C 的 垂 线 PB、PF, 使 PE 
~PF~=m (m 为 已 知 线段 的 长 )。 

解 在 B4 的 延长 线 上 取 点 五 在 4C 上 
取 点 了 ,使 4Z=4M， 且 允 到 4B 的 距离 
MN 一 m。 则 等 腰 三 角形 4MNZ 的 底 边 a 
的 延长 线 上 所 有 点 到 
4B、40 的 距离 的 差 
都 等 于 (问题 151)。. 

由 此 , 设 工矿 与 BO 
相交 于 P,， 由 卫 作 ， 
4B、"40 的 垂 线 PE、 
PF, WPE— 卫 也 一 
mM。 所 以 卫 为 适合 条 件 的 点 。 

1973， 求 一 点 ， 使 它 到 已 知 四 边 形 
4BOD 的 两 条 对 边 4D、BC 距离 的 和 为 
到 另外 两 边 4B, CD 距离 的 比 为 m2: (2 多 
为 已 知 线段 长 )。 M 

解 设 卫 为 适合 条 
件 的 点 ， 则 满足 PE 
十 PF=? 的 点 卫 的 轨 
迹 是 与 4D、BC 构成 
等 角 的 线段 KL ( 问 
题 1729)。 义 满足 


在 与 4C 的 距离 为 % 处 作 AC 的 | 
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PE mn a 
-一 人 的 点 也 的 轨迹 是 通过 B4 和 CD 


的 交点 用 的 直线 允 信 (问题 1855) 。 

[讨论 ] ”因为 第 一 个 轨迹 是 矩形 的 四 条 
边 , 第 二 个 轨迹 是 两 条 直线 , 因此 最 多 有 四 个 
适合 条 件 的 点 。 

1974. 在 三 角形 4BC 的 边 BO 上 求 一 
点 P， 过 己 作 两 条 已 知 直线 也 互 " 和 了 Y" 的 
平行 线 .PQ 和 PR， 与 4B、40C 分 别 相 交 于 
@、 五 使 PQ 十 PR=l1Q 为 局 和 

解 [分 析 ] 假定 
此 题 已 解 出 ， 设 PQv D 
PR 为 所 求 线段 。 延 加 
长 SP 至 G, 使 PG 一 
PR, 过 B 作 BF/ 3 C 
9G9， 且 使 3F 一 0G， 

则 
BF—~0QG= PQO+PR). 
即 BF 的 长 和 方向 一 定 ， 了 为 定点 , 延长 CG 
与 BF 相交 于 如， 则 
PG:BE=0OP:0B, 
PR:BD=~CP:0B (BD/ PR). 

.+ PG:BE~PR:BD. 、 
报 据 作 图 ， PR=PG.。 .“， BD=BE. 
从 而 召 为 定点 , 0B 为 定 直线 , 且 FG /1 4B， 
故 可 确定 点 G 的 位 置 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 点 B 作 BDJYY', 与 4C 相 交 
于 如; 又 过 点 BB 作 BB XX', 使 BE=BD，, 
在 BEB 上 取 点 了 , 使 BF=;。 过 点 了 作 4B 
的 平行 线 , 与 BC 相交 于 G, 又 过 G 作 GQ/ 
互 B, 与 BC 相交 于 卫 , 则 三 为 所 求 的 点 。 

1975。 在 入 4BC 的 BC 边 上 求 一 点 卫 ， 
过 已 作 人 4 的 平分 线 的 平行 线 , 分 别 与 .B4 


的 延长 线 、40 相交 于 百 , 了 , 使 PB 十 PF~ 


2m(m 为 已 知 线段 的 长 )。 

解 作 ~4 的 平分 线 4M， De 
让 作 4MU 的 垂 线 , 分 别 与 
4B、40 或 它们 的 延长 线 
相交 于 工 N， 设 IN 与 
BC 相交 于 卫 。 则 三 为 所 
求 的 点 。 其 理由 是 : 

根据 问题 19， 

， 卫 也 十 PT 一 24M。 、 

0 AMem, PE PP 2m, 8 
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[讨论 ] 报 据 mn 的 长 度 , 着 直线 LUN 与 
边 BC 个 相交 , 则 此 题 无 解 。LMN 与 BC 重 
解 


1976. 有 相交 于 点 4 的 两 条 直线 4B、 
40. 在 4B 上 求 一 点 也, 由 卫 作 40 的 季 线 
PQ, 使 4P-+48Q 一 1 为 已 放 全 的 区 ) 

解 在 4B 上 取 A4D 
一 5 过 DD 作 DB [4B, 
与 人 4 的 平分 线 相交 于 
.过 加 作 EP/ 40, 
与 4B 相交 于 P。 再 由 ; 
己 作 40 的 一 线 PO，A 
则 4P+49 一 2。 其 理由 是 ， 

在 人 4P8 和 和信 PED 中 

LO= /LD= /LR, LPAG= /LDPE., 


., LAPQ= /PED. 
县 LPAE= /RAG 
一 人 PEB4( 报 据 作 图 ) . 
因而 PA=PE, 
“, AAPQRBAPED. 
由 此 。 AQ=PD, 


AP+AQ 一 4P+PD~ 4D=!( 定 长 ) 。 

1977， 在 人 BAC 的 一 边 4B 上 求 一 点 
P, 过 卫 作 4LG 的 垂 线 P89, 使 

(1) A4P+PQ=m(m 为 已 知 线段 长 ); 

(2) 4P 一 PQ 一 m(m 为 已 知 线段 长 )。 

解 人 在 4B 上 取 A4D=m, 过 DD 作 4C 
的 垂 线 DB。 设 人 4DB 的 平分 线 与 4C 相 
交 于 Q@， 再 由 @ 作 40 的 垂 线 ， 与 4B 相交 
于 了 卫 , 则 卫 为 所 求 的 点 ， 其 理由 是 : 

“* PQ /DE, DQ 为 人 D 的 平分 线 ， 
" ZPD~ /YDE /PDY,. 
因而 PQ~=PD, 
AP+PQ=AP+PD 多 
= AD=m, 
因此 己 为 适合 条 件 的 
点 


(2) 在 已 知 角 的 一 
边 4B 上 取 4D=m，A QEC 
出 也 作 4C 的 熏 线 DE, :LEDB 的 平分 线 
与 4C 相交 于 @。 过 @ 作 4C 的 垂 线 8QP 与 
AB 相交 于 卫 . 则 4P 一 PQm. 理由 是 : 
因为 P8H DB DO 是 LBEDB 的 平分 线 。 
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所 以 

LDOP= -了 BD9 

= /ZPDQ,. 
因而 PD=PO， 
即 4P-PQ 
~—AP— 0 

1978. 在 直线 卫 X' 上 有 一 点 4, 在 直线 
了 YY' 上 求 一 点 了 。 过 忆 作 与 直线 了 ZX' 的 夹 
角 为 a 的 直线 PD 与 卫 X' 交 于 D, 使 PD+ 
PA-m 或 PD~PA4=m(m 为 定 长 )。 

解 (1) 假定 已 求 
出 适合 条 件 的 点 忆 ， 
则 ZPD4=w 且 

PD+PA=m. 

将 DP 延长 至 4, 使 Y 
PA'— PA, 过 4 作 隔 
了 的 平行 线 Z20 XD 
由 于 D4 一 m， 人 4'DX'~g， 所 以 22' 的 
位 置 可 确定 。 因 此 , 本 题 只 须 在 了 Y' 上 求 点 
P, 过 卫 作 Y 

与 82' 的 夹 
角 为 a 的 直 
线 P4 使 
PA'mPA. * 
此 题 就 可 归 2 
结 为 问题 2058. 

(2) 假定 已 求 得 适合 条 件 的 点 P，PD~ 
PA 一 m， 在 PD 或 其 延长 线 上 求 点 4'， 使 
了 4' 一 P4, 则 了 4 一 和 。 再 过 4 作 开 和 的 
平行 线 GZ， 则 人 D4'2Z'~a,D4'~m。 所 
以 22' 的 位 置 可 确定 。 因 此 , 只 须 在 PY' 上 
求 点 也, 使 P4= P4' 即 可 。 所 以 与 (1 同样 
内 结 为 问题 2058。 

注 在 4D 的 延长 线 上 取 点 4 使 D4" 
~D4', 再 如 上 图 , 则 还 有 一 解 。 

1979.。 在 直线 了 了 上 有 一 点 4, 站 XY 
外 有 一 点 P。 在 这 条 直线 上 求 一 点 9， 使 
AQ+QPm=1( 为 已 知 长 ), 或 使 48 一 QP 一 mh 
(m 为 已 知 长 )， 

解 ” 和 的 情况 ，[ 作 图 ] 在 ZY 上 取 一 线 
段 A4B=?,， 作 


PB 的 垂直 平 
分 线 ， 与 XY 
相交 于 ,9 Ed 四 
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即 为 所 求 的 点 。 P 
[证 明 ] 因为 8 是 
PB 的 垂直 平分 线 上 x pe / 
的 点 ,所 以 & 
PQ=QB, 
因而 QA+QP=0AT+QB= AB=1, 
差 的 情况 : [ 作 图 ] 在 了 Y 上 取 点 B, 使 


AB 一 mm。 作 PB 的 垂直 平分 线 , 与 X 了 的 交 
点 4 了 即 为 所 求 . 

[证 明 ] 省 略 。 

1980. 在 直线 内 的 两 侧 有 两 点 4、B， 
在 直线 让 入 上 求 一 点 了 ,使 P44+PB 为 定 
长 7. 

解 作 点 4 关于 MXN 的 对 称 点 4 以 B 
为 圆心 、? 长 为 半径 作 圆 B, 过 4、4' 作 与 圆 
B 内 切 的 贺 (问题 2637) ， 设 切 点 为 C, 连结 
BB、0 与 直线 LN 相 
交 于 卫 , 则 三 即 为 所 [六 N 

求 的 点 。 其 理由 是 : PY 

加 44‘C 与 网 B. 内 
切 , 两 圆心 在 直线 BC . 9 
上 ,而 点 4、4' 关于 MUN 对 称 , 则 加 44'C 的 
圆心 在 直线 KWN 上 。 所 以 直线 BC、MN 的 
交点 卫 为 加 44'C 的 圆心 . 

因此 BPTPA=BP+PC=BO=Il. 

讨论] 连结 B4', 使 4、B 与 MN 上 的 
一 点 的 距离 之 和 最 小 。 本 题 成 立 的 必要 条 件 
是 : 1>BA'。 当 i>BA' 时 , 过 4、4' 且 与 圆 
B 相 切 的 贺 有 两 个 , 故 有 两 解 . 当 ?一 B4' 时， 
过 4、4' 点 且 与 圆 互 相 切 的 加 有 一 个 , 故 有 
一 解 。 

注 过 两 定点 4、4' 且 与 已 知 加 B 相 切 的 

` 圆 的 作 图 可 参照 问题 2637. 

1981， 在 定 直线 X 了 的 同 侧 有 两 个 定点 
4、B， 在 久 了 上 求 一 点 P, 使 PA 一 PB=l 
4 为 已 知 线 段 的 
长 ) 。 

解 以 4 为 贺 
心 、? 长 为 半径 作 
园 ， 作 点 8 关于 
XY 的 对 称 点 B'， 

再 作 过 两 点 B、B' 
且 与 贺 4 相 切 的 
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因 贺 卫 过 B、B'， 所 以 圆心 在 BB' 的 垂直 平 
分 线 及 了 上 。 设 圆 卫 与 圆 4 的 切 点 为 C, 则 
PA—PB=PA- PO=AC=1, 

故 王 为 适合 条 件 的 点 。 

[ 作 图 ] 过 定点 B、B' 作 与 以 4 为 贺 心 ， 
7 为 半径 的 贺 相 切 的 圆 (问题 2637)， 因 为 切 
点 C 的 位 置 是 给 定 的 , 所 以 卫 点 的 位 置 也 确 
定 了 。 

1982。 在 正方 形 4BCD 的 边 CD 上 求 
一 点 了 ,使 4P=BO+CP,。 A Dp 

解 在 DC 的 延长 线 上 取 
点 加 ,使 OB 一 0B, 连结 48， 
作 4B 的 垂直 平分 线 与 CD 
相交 于 卫 , 则 

AP~PE~ BO--OP, 

所 以 了 为 所 求 的 点 E 

1983。 在 平行 四 边 形 4BCD 的 一 边 CD 

上 , 求 一 点 卫 , 使 4 有 X= A 

解 在 CD 的 延 二 
长 线 上 取 一 点 及, 
使 DZ = CD。 作 
4 的 垂直 平分 线 
与 CD 相交 于 ， 六 
则 互 即 为 所 求 的 点 。 这 是 因为 

AX=HEX=ED--DX=0D+ DZ 
~—AB-+DZX, . 

注 如 果 4D 宇 4B， 则 满足 4X = 4B+ 

DX 的 点 他 的 作 图 才 有 可能， 如果 4D= 


驴 C 


| 4B, 则 点 对 与 马 重 合 ; 如 果 4D< .45B， 则 


本 题 无 解 (车 允许 在 CD 的 延长 线 上 ， 则 
AX=AB~XXD). 

1984。 在 正六 边 形 4BCDEF 的 一 边 
DB 上 求 一 点 书 , 使 4P 一 PD 人 
边 形 的 边 长 。 

解 [分 析 ] 设 
点 一 已 经 作出 。 在 
PD 的 延长 线 .上 取 
点 @, 使 D9=DE,， 
则 A4P=PQ。 所 以 
9 为 定点 ， 人 AP49 
为 等 腰 三 角形 。 故 
可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 BD 的 延长 线 上 取 点 8, 使 


圆 ， 则 其 圆心 了 即 为 所 求 的 点 。 其 理由 是 : :| D89=D0; 再 作 49 的 垂直 平分 线 MKP， 与 


人 
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DB 相交 于 P, 则 卫 点 即 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] ”由 作 图 知 4P=P8, 所 以 
AP— PD~ PO—PD=DY= D0, 
AP— DP=DO., 
[讨论 ] 本 题 总 有 一 解 。 


与 。 求 已 知 三 角形 人 《或 已 知 多 边 
形 ) 内 的 点 

1985。 在 入 4B0. 的 三 边 4B8、BC、CA4 
上 分 别 有 已 知 线段 ZL'、 及 M'、NN'。 在 三 
角形 内 求 一 点 0, 使 

Saorrz' 一 Saoarar' 一 SAowN'。 

解 分析] 设 LL=l, MM'=m, NN’ 
一 和 4。 由 O 向 4B、BCO、04 作 垂 线 ， 设 垂 线 
长 分 别 为 hi hs、 hs, 则 由 
Baorrz' 一 SAoara' 一 Seowwo 

this= mho= nhs, 


可 知 
即 hi mm ho 多 


一 一 一 工 一 一 一 一 


所 以 0 到 4B、 BO 
的 距离 的 比 为 :83 
OO 到 BC、C4 的 距 
离 的 比 为 %:%mr。 故 
可 作 图 如 下 。 


形 的 各 边 同 侧 分 别 作 与 4B 平行 且 与 4B 的 
距离 为 w 的 直线 (ac); 与 BC 平行 且 与 BC 
距离 为 ?的 直线 (8); 与 BC 平行 且 与 30 距 
离 为 色 的 直线 (Y)， 与 04 平行 且 与 04 距 
离 为 m 的 直线 (3) 。 设 w 与 有 的 交点 为 书 ， 
?与 3 的 交点 为 @9， 则 BP 与 C9 的 交点 O 
. 即 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] 0 是 BP 上 的 点 , 则 hi:ho=2m:1。 
“。 ih1= mho, 
从 而 : Saorw=Saouau’。 
又 0 是 CQ 上 的 点 , 则 
ho:h3=n: Mm 
oe Mho=Nnhsa, »» SAoM' 一 Seoww'e 
因 此 Saozz' 一 SAoarax' 一 SAoww'e 


[讨论 ] 本题 有 一 和 解 . . 
1986. 在 已 知 三 角形 4BC 内 求 一 点 已， 
使 人 AP43B 一 SAPBo 一 SAPo4。 


解 由 Sa4ps 一 Se4po 一 SAaspo 
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知 Sa4aPB= SaAPC, A 
延长 4P 与 BC 
相交 于 D, 则 BD 
二 DO。 同 样 ， 
BP、0CP 的 延长 
线 分 别 交 于 AC、 
4B 的 中 点 ， 故 
一 点 为 A4BOC ，P， 


Neemne me 


的 重心 。 A 
注 如 果 P 在 AZ pe 
三 角形 外 ,过 4、 BX Se 


B、C 分 别 作 与 pd 
对 边 平行 的 直 yd 
线 ， 则 它们 的 三 Ds 
个 交点 Pl、P2、P; 均 为 所 求 的 点 也。 
1987。， 在 人 4B0 内 求 一 点 0, 使 
/0BC=~ -004= /04B. 

解 过 BC 作 与 40 相 切 的 圆 ; 过 C，4 
作 与 4B 相 切 的 圆 ， 则 这 两 个 圆 的 交点 O 即 
为 所 求 的 点 .其 理由 是 : 

4C 是 圆 BOC 的 切 
线 ， 

ACO= /OBO. 
同 理 ， 
LBAO~/ACO0, 上 日 
所 以 ZC0BO= /ACO== /BAO., 

1988. 在 凸 四 边 形 4BCD 内 求 一 点 卫 ， 

使 SAp4a 一 SApcp，Saepao 一 SApp4。 


解 延长 B40D 相 交 于 召 . 在 4、ED 


上 分 别 截 E 
EG=.4B, ， 
EH~=0D. o 类 
设 G 互 的 中 点 
为 内 , 过 从 
的 直线 上 的 任 A 
意 点 为 也, 则 区 D 
-SAP4E 一 Sepcp. A ， 
TA 


从 到 EG、 5。 CS 
如 瓦 的 距离 的 比 与 从 书 到 4B、CD 的 距离 的 
比 相等 。 

“， Sapap:Sapop=Sayap:SAMHg,. 
因为 改 是 GH 的 中 点 , Saxqs 一 Sax Hp。 ， 


*» Sap4B—=SapcD, 
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同 理 ， 延 长 4D、BC 相交 于 了 。 取 了 R= 
4D, FS 一 BC. 连结 RS 的 中 点 六 和 丈 设 
BN 上 的 任意 点 为 一 ， 则 Sap4p 一 Spac。 
因此 BM 和 FN 的 交点 即 为 所 求 的 点 。 

1989。 在 人 4BC 的 边 4B 上 求 一 点 卫 ， 
在 边 4C 上 求 一 点 加, 使 BD= DE=EC.， 

解 设 4B>A0, 在 AB 上 上 取 4F=40,， 
从 CF 上 的 任意 点 G 作 B4 的 平行 线 与 04 
与 BC 相交 于 。 设 以 GH、GK 为 两 边 的 
次 形 的 第 四 顶点 为 二 连结 LO， LC 2 AB 
相交 于 DD。 过 DD 作 
LER 的 平行 线 , 与 4C 
相交 于 召 。 则 D、 电 


即 为 所 求 的 点 。 其 理 
由 是 : . 
" BD)LE, 
DZ 1 LH, 
LE~LH 
BD=—DE. 
又 | DEILH, LH~HG-HO, 
“, DEEC. 
故 BD=DE= EC., 


1990。 在 八 4BC 的 边 BC 或 其 延长 线 
上 求 一 点 也 使 4B2+BD?= A402-+0CD?， 

解 由 4 作 BC A 
的 垂 线 48, 其 生 
足 为 五。 在 BC 上 
取 点 DD, 使 CD= 
BB， 则 DD 为 所 求 ,8 
的 点 。 其 理由 是 : 

* 47 BC， 
“, ABP~AC-BE~OR,. @ 
根据 作 图 CD=BE, 
‘BD=0B. 
代入 四 的 右边 ,得  ， 
AB?~AC?—0D?~ BD?. 
*. AB?+BD?=AC0:-4+0D?, 

1991。 在 人 A4BC 的 底 边 BO 上 求 一 点 
D, 使 4D2=BD.DC. 

解 [ 作 图 ] 延长 4B 至 了 ,使 BF=4B. 
由 万 作 BC 的 平行 线 ， 与 和 人 4BC 的 外 接 
相交 于 加 (或 召 )。 A 与 边 BC 相交 于 也 
(或 D), 则 D( 或 D) 即 为 所 求 的 点 。 


E . DC 
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[证 明 ] 根据 作 图 4B=BF, BD/ FE, 
DD 为 AB 的 中 
点 ， 


DB.DC=AD. DE. 
© 

由 @、@， DB.DO 一 47D2。 

因此 为 所 求 的 点 。 : 

[讨论 ] 直线 FE 与 圆 必须 有 交点 ,- 此 题 
才 有 解 。 一 般 FE 与 A4B0 的 外 接 圆 有 两 
个 交点 。 因此 ， 如 时 EB 
与 此 贺 相 切 ， 则 

只 有 一 解 。FB 
与 加 不 相交， 此 
题 无 解 . B 

注 如 果 在 
BC 的 延长 线 上 
或 点 D， 则 它 就 是 贺 4BC 在 点 4 处 的 切线 
与 BC 的 延长 线 的 交点 。 

1992， 在 人 4BC 的 底 边 0B 的 延长 线 
上 求 一 点 加, 使 40? 一 4B? 一 BC.BE. 

解 ” 假 定 适 合 条 件 的 点 召 已 求 出 , 则 

AO?— AB?— BO.BE. @ 
从 4 作 BC 的 垂 线 4D, 则 .…. 
ACO?— AB?~—=0D?— BD? 
= (CD+BD).(0D— BD) 
BO. (CD~ BD). © 
BC.BE=BC. (CD— BD), 

“, BE=0CD—BD., 

从 而 BE+BD=CD, 

即 BD=DO A 

因此 ,由 A4BO 

的 顶点 4 向 对 

边 作 垂 线 4D， 

再 在 0B 的 延长 BD 
线 上 求 点 已 使 0D=DE, 则 瑟 为 适合 条 件 
的 点 。 

1993.， 在 ~- 个 平面 上 有 两 个 全 等 三 角形 
4BC 和 4B'C', 无 论 把 其 中 峙 一 个 绕 这 个 平 
面 上 的 某 一 点 旋转 时 ,都 可 能 与 另 一 个 重合 。 
因此 在 此 平面 上 求 点 P， 使 和 4B0 在 此 平 
面 上 绕 己 点 旋转 , 与 人 4'B'C' 重合 . 

解 44'、BB' 的 重 直 平分 线 的 交点 一 即 ， 


由 名,@， 
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为 所 求 的 点 。 其 理由 是 : 
因为 呈 为 44、BB' 人 交 
点 ， 


人 P4BP2AP4' 万 。 
因此 ， 以 卫 为 中 心 旋转 和信 P4B, 使 4 到 
P44' 的 位 置 ， 则 PB 就 到 PB' 的 位 置 , 所 以 
BB 与 B' 重合 。 同 样 ， 人 和 人 PBC 人 PB'C',， C0 
与 0' 重合。 因此 , A4BO 与 人 4/B'O' 重合 
1994。 在 八 4BC 内 求 一 点 卫 , 使 
Sapap:Sapac:Sapac=1:2:3. 

,、 解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 点 己 已 求 
出 ， 
Sap4aB:Sapac:Sappo=1:2:3, 
延长 4P 与 BO 相交 
于 D, 则 


APAO 


因此 , DD 为 定点 。 同样 ， 延 长 BP 与 4C 相 


交 于 召 , 则 


= 一 一 -一 -一 一 一 


因此 , 如 为 定点 。 故 可 作 图 如 下 。 ， 
[ 作 图 ] 在 边 BO、04 上 分 别 取 队 妞 两 
点 ,使 
BD 1 AE 2 
DO-3’ FO 
连结 4D、BE， 相 交 于 P， 则 为 所 求 的 
点 。 
[证 明 ] AP4B 与 AP4C 有 一 公 
4P, 


共 边 


.Sep4B BD 
Sep4o DO"- 
BD_1 
LO 2” 

Sapap _ 
Sapac 


根据 作 图 


wp 
LJ 


Sap4s. BD sl |X 
Sap4ac ;? 2 
SAp4B _ 工 2 
且 的 本 间 


' 了 ， 连 
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“» SapaB:Sapao:Sapso=1:2:3, . 
即 三 为 符合 条 件 的 点 。 
[讨论 ] 使 BD:DC=1:;2, 4E: EC=1:3 


| 的 点 D、 恕 , 通常 只 有 一 个 ,又 4D、DE 的 交 


点 也 只 有 一 个 , 所 以 此 题 只 有 一 解 。 

1995. 在 顶 角 为 锐角 的 等 腰 三 角形 4BC 
的 腰 4B 上 求 一 点 忆 ， 由 三 作 底 边 BC 的 垂 
线 忆 及 与 BC 相交 于 及 ,使 

. PX? AX?= 4B?. 

解 [分 析 ] 设 卫 为 符合 条 件 的 点 ， 则 - 
PX?2+ AX?— AB?, -@ 

由 44 作 BC 的 垂 线 4 五, 则 

AB?— AXY— BH?— XH?, } 
办 .4 万 ?一 AX?= PX?, 

, PX?=BH?— XH?, 

BH?~— PX?+ XH?=PH?, 
即 BH=PH., A 
因此 作 图 邵 下 。 » 

[ 作 图 ] 从 4 作 BC 的 
垂 线 A 有， 在 4B 上 取 点 .- 
PP, 使 BHPH, 则 PP 为 
所 求 的 点 。 B 

[证 明 ] 从 分 析 中 可 以 明确 ,证 明 从 略 。 

注 本 题 对 任意 三 角形 也 成 立 。 

1996. 在 任意 四 边 形 4BCD 内 求 一 点 
结 卫 与 四 边 形 各 顶点 4、B、C、DD 所 
成 的 四 个 三 角形 的 面积 相等 , 

解 设 四 边 形 内 的 一 点 为 P， 且 SaApP4p 一 

Sap4D; 则 连结 AP 的 
线段 或 其 延长 线 必 通 。 。. A 
过 5D 的 中 点 履 . 设 
Sappo=Sappo, 则 CP 
BD 的 中 战 到 .所 以 ， 
司 使 Ssp4B 一 Sapip 上 且 Sapao 一 Sappo 的 点 
卫 在 对 角 线 4C 上 。 且 .40 通过 对 角 线 BD 
的 中 点 以， 因此 使 SAPaa 一 Sap4p 一 SApPao 一 
Sappo 的 点 卫 应 在 4C 的 中 点 。 

局 样 , 当 BD 通过 4C 的 由 点 时 ,如 果 卫 为 
BD 的 中 点 , 则 

SapaB—SaPAD=SaPg0=SAppo。 


除 此 以 外 , 不 能 找到 符合 条 件 的 点 。 因 此 ,只 
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有 当 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 时 ， 本 题 才 有 
解 . 

1997。 已 知 人 4BC 和 与 它 相 交 的 直线 

XY. 在 ZY 上 求 一 点 卫 , 使 
‘LPAB= /POB. 

解 [ 作 图 ] 设 BC 与 X 了 的 交点 为 DD， 
点 0 关于 及 了 的 对 称 点 为 2 0'D 与 4B 的 
交点 为 加 过 4、O'、 

恕 三 点 作 圆 ， 与 已 知 
直线 XZ 相交 于 卫 ， 
则 三 为 所 求 的 点 。 
证明] 报 据 作 图 ， 
4、C'、 甩 、 忆 四 点 共 
罗 况 。 


ov, LPAE— 人 /PO'E,. @® 
又 G 和 C 关于 XY 对称， 2 
“. PC=PO',.DO=DO', 
“» LPOD~ LPO'D. ©® 
根据 中 @@， 人 PAB= 人 人 人 PCB. 


6. 求 已 知 圆 或 已 知 贺 弧 上 的 


1998， 将 以 4B 为 弦 的 圆 弧 在 点 C 分 成 
两 段 ,使 ( 骇 40) : ( 纺 BO) 一 m:n (m; % 为 已 
知 比 )。 

解 [分 析 ] 假定 此 题 已 解 出 ，C 2 
的 点 ,“ 设 LC 的 平分 
线 与 4B 相交 于 了 
并 与 红 4CB 的 共 柏 
弧 相 交 于 召 .: 则 恕 是 
弧 4BEB 的 中 点 所 
以 | 


| E 
AD:DB= AC0:0B=m:n, 
从 而 也 为 定点 。 故 可 作 图 如 下 。 

.[ 作 图 ] 将 4B 在 点 了 内 分 为 wr:n, 设 绝 
ACB 的 共 轿 统 的 中 点 为 加, BD 的 延长 线 与 
弧 ACB 相交 于 C， 六 则 C 7 为 所 求 的 点 。， 

证 电 A 一 Bb, 
o LALCZB= /BOR, 
由 此 知 CD 平分 LZ40B. 
。。 COA:CB=AD:BD, 
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*, OA:CB=m:n, 
因此 C 为 所 求 的 点 。 

[讨论 ] -此 题 有 而 且 只 有 一 个 解 ， i 

1999， 已 知 加 上 三 点 4、B、0, 在 贺 内 
求 一 点 己 延长 4P、BP、CP， 分 别 与 贺 属 
"相交 于 也、 如、 了 fF， 使 弧 DE、 弧 BF a 
条 已 知 弧 。 

解 ”假定 点 了 为 符合 系 件 的 点 , 则 ZAPB 
与 在 弧 4B 和 在 弧 DE 上 上 的 圆周 角 之 和 相等 
(问题 325) . _ 但 A、B 
为 已 知 点 ;认为 已 知 
弧 ， 所 以 423 填 2 为 一 
定 , 从 而 和 4PB 的 大 小 
一 定 。 同样， 人 BPC 与 
BC+BF 上 的 圆周 角 相 
等 ， 也 是 一 定 的 。 故 以 
4B、B0 为 骇 各 作 与 做 上 人防 ， 和 二 本 
上 的 圆 局 角 相 等 的 角 为 圆 局 角 的 两 条 弧 时 ， 
它们 的 交点 卫 即 为 所 求 的 点 。 

2000。 已 知 加 上 两 点 4、3B， 在 此 加 上 
求 一 点 卫 , 设 人 A4PB 的 平分 线 与 弦 4B、 贺 
分 别 交 于 C0、D, 使 D0:DP=1:3, 

解 . [分 析 ] 设 圆心 为 0， 直 线 
分 <4PB， 则 也 为 弧 
4DB 的 中 点 ， 如 果 在 
0D 上 取 一 点 好 , 使 

DM: DO~1:3, 
则 MD:MO= DO:OP,， 
MOA1OP。 
OP=OD， 
“ MC~MD, 
因此 , C 是 以 政 为 贺 心 、 用 DD 为 半径 的 圆 与 
纺 4B 相交 的 点 。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 连结 弧 4B 的 中 点 也 和 图 心 0， 
在 半径 OD 上 取 一 点 MK， 使 DU:DO~1:3, 
以 2 为 圆心 ，MUD 为 半径 作 贺 ， 此 圆 与 弦 
4B 相交 于 CO, 直线 DC 与 弧 4DB 的 共 示 弧 . 
相交 于 也， 卫 人 为 厅 环 的 训 (一 般 有 两 个 交 
点 )。 

[证 明 ] '. 0D=0P, MD=ac。 1} 

» LOPD=/ODP~ /MOD, 
~ MC OP, 
DO:DP=DM:DO~1:3, 
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因此 , 号 为 符合 条 件 的 点 。 

2001， 已 知 葬 的 直径 4B 上 有 定点 0， 
在 圆周 上 求 点 P, 使 4P、CP 与 过 点 书 的 切 
线 构成 等 角 。 


解 ”假定 符合 条 件 的 点 了 已 求 出 。 设 通 ' 


过 号 点 的 圆 的 切线 了 PB 与 48B 的 延长 线 相 
交 于 马 。 设 0 为 已 
知 圆心 ， 则 

LAPF= /0PE, 
LOPF= /R 

一 OP 也， 

,» LAPO= /OPO. 
因 PE 是 敬 的 切线 ，PE.LPO， 所 以 PB 平 
分 4PC 的 外 角 。 根据 问题 1058，4、O、 
C、 刀 构成 调和 点 列 ， 但 4、O、C 三 点 为 定 
点 , 所 以 点 O 关于 40 的 调和 共 斩 点 召 也 为 
定点 。 因 此 先 求 出 召 点 ， 作 以 0B 为 直径 的 
圆 , 则 该 圆 与 较 0 的 交点 卫 即 为 所 求 的 点 ， 

.2002， 已 知 圆 O 的 直径 4B，M、N 分 
别 是 O04、0B 上 的 点 ， 在 圆 上 求 一 点 卫 ， 使 
过 P 呈 和 让 的 弦 PQ 和 过 P 与 入 的 弦 PR 相 
等 . 
解 如 果 ZP9= 
PR， 则 此 两 弦 与 
圆心 0 的 距离 相 
等 ， 所 以 2O 平分 
MPN. 因 此 可 与 wy 
上 题 一 样 , 在 MN 的 延长 线 上 求 点 也 使 点 
M、O、WN、 工 成 为 调和 点 列 。 作 以 OI 为 家 
径 的 圆 ， 则 它 与 圆 O 的 交点 了 P。 即 为 所 求 的 
点 


2003， 已 知 贺 O 和 直线 SXZ、SZ, 在 此 
圆 上 求 一 点 P， 由 己 向 已 知 两 个 方向 作 直 
线 ， 分 别 与 .SX、SY 相交 于 @、B， 使 线段 
PQ 和 PBR 之 比 等 于 已 知 
比 。 

解 设 此 题 已 解 出 ,PQ@、 
PR 为 所 求 的 直线 。 PQ、 
PR 的 方向 已 知 ， 所 以 
AQPR 一 定 。 又 因 PQ@: 
PR 也 混 一 - 定 的 ， 所 以 区 
APeR 的 形状 一 定 ，9 及 
的 方向 一 定 。 因此, 以 8 为 柜 似 中 心 ,在 相似 
的 位 置 作 任意 人 PQ'B' 与 人 PQB 相似 。 再 
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过 SS、P' 作 直线 ,与 回 O 相交 于 卫 ( 一 般 有 两 
个 交点 , 因此 有 两 个 解 )。 由 呈 作 PQ'P'B 
的 平行 线 , 分 别 与 5S、SY 相交 于 @、E, 则 
PQ、PE 为 所 求 的 直线 。 

2004， 0C、D: 是 以 4B 为 弦 的 已 知 弓 形 
缴 上 的 两 个 定点 。 在 其 共 斩 弧 上 求 一 点 书 
设 POCO、DPD 与 48 的 交点 分 别 为 召 、2， 使 
EF 一 m(m 为 已 知 线段 长 ) 。 

解 [ 作 图 ] 由 0 作 与 4DB 平 行 的 纺 C9， 
在 C8@ 上 取 点 F'， 使 CF'=m。 作 过 D、8@、 
了 ' 三 点 的 园 ， 与 4B 相交 于 了 了 (一般 有 两 个 
交点 )。 设 DP 的 延长 线 与 圆 相交 于 己 , 则 书 
为 所 求 的 点 。 

[证 明 ] LADYC= /DPO, 且 F、 F'、 也 、 
@ 四 点 共 圆 ， 

*» LO=ALDED,, 

LP= LDEF,, 
因而 FF'/ Po。 
又 CF EP, 

". EF=-CF'—m. 
因此 卫 为 符合 条 件 的 点 ， 

[讨论 ] 过 D、Q、F" 的 圆 一 般 与 4B3 有 
两 个 交点 , 故 所 求 的 点 一 般 有 两 个 。 如 果 此 
圆 与 4B 想 切 , 则 所 求 的 点 只 有 一 个 。 又 如 
果 圆 与 4B 没有 公共 点 , 则 此 题 无 解 ， 

2005。 已 知 圆 的 定 弦 4B 上 有 定点 2， 
C、 了 为 在 4B 同 侧 的 贺 上 的 两 个 定点 。 在 
其 共 罗 弧 上 求 一 点 卫 , 设 直线 PO、PD 与 48B 
相交 于 县、 了 ,使 X=MY.， 

解 ”假定 所 求 点 书 
已 作出 , 延长 CM, 截 
取 MC'=0CMN， 则 CZ 
fo'Y, 

“. APTZCO' /PP. 

因为 C、D 为 已 知 点 ， 
人 CPD 的 大 小 一 定 ， : 
所 以 LPYC' 的 大 小 一 定 ， 它 的 补 角 ZTC 
的 大 小 出 一 定 . 因此 , 以 DO ' 为 弦 , 作 含 ~ 了 
的 补 角 的 弓形 弧 , 与 4B 相交 于 了 了。 报 据 以 
上 分 析 即 可 求 出 点 卫 。 : 

2006, - 已 知 直径 为 4B 的 尘 贺 上 的 两 
个 定点 CQ、 也 , 在 这 个 半 六 的 共 罗 缠 上 求 一 点 
,过 CO、 化 作 直 线 与 4B 相交 于 .和 人， 过 履 、 
双 作 直 线 与 45 相交 了 ， 使 卫 、 了 到 圆心 0 
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的 距离 的 比 等 于 已 知 比 %;%. 

解 [分 析 ] 设 耻 为 所 求 的 点 由 了 作 
0X 的 平行 线 ,与 00 的 
延长 线 相交 寺 0', 则 

ACZXOWAC'YTO, 

“, CO:00'=0X:07 

= 人。 
因为 已 知 00' 的 长 度 ， 
且 人 MYO'= 人 M( 人 M 一 定 ), 所 以 LDYC 
也 一 定 。 又 因为 D、0' 是 已 知 点 ， 所 以 可 确 
定点 工 的 位 置 , 从 而 点 并 也 可 确定 ， 

2007. 在 A4B0 的 外 接 加 上 求 一 点 也， 
使 关于 点 到 的 三 角形 4BC 的 西 摩 松 线 与 已 
知 直 线 MAN 平行 . 

解 :由 8B 作 闪 N 的 
平行 线 , 与 A420 的 
外 接 贺 相交 于 D， 由 
DD 作 边 4C 的 恒 线 
DE， 与 加 相交 于 了， 
关于 呈 的 西 摩 松 线 p 
GF 与 MN 平行 。 其 理由 是 : 


一 一 一 一 一 人 


根据 问题 669, 关于 点 了 的 西 摩 松 线 EGR 


与 BD 平行 。 报 据 作 图 BD 与 办 N 平行 , 所 
以 GF 与 MLN 平行 . 

.2008， 已 知 贺 上 的 一 点 卫 和 弦 4B, 在 
该 园 上 求 一 点 C， 作 : 
弦 了 PC 并 延长 与 B4 
的 延长 线 相 交 于 DD， 
使 0D:CB=a:b(a:b 
为 已 知 比 ) 。 ,D 

解 在 ACDB 和 、 
和信 4DP 中 ,人 B= 人 P, 人 UD 为 公共 角 ， 

s»。 ANCDBwANADP, 


已 知 二 志 二 上 2 


.由 于 4P 的 长 一 定 , 且 4 为 已 知 点 ,所 以 AD 

为 定 长 , 从 而 了 为 定点 。 由 四 求 得 47D, 则 

PD 与 已 知 回 的 交点 C 即 为 所 求 的 点 ， 
2009. 在 已 知 加 上 定 弦 CD 的 同 侧 有 两 
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共 轿 弧 上 求 一 点 了 P,， 设 4P、BP 与 OD 相交 
的 点 分 别 为 加、 了 , 使 MEE. MP 了 二 "m2。 

解 [分 析 ] 假定 .PF 
点 卫 已 求 出 . 设 延 长 
42 与 圆 相交 于 已， 
过 4、 召 .了 三 点 的 图 
与 4 五 相交 于 G, 则 
MA.:MG—ME.MF 

=m.,. 人 
所 以 MG 为 定 长 , G 为 定点 。 

再 由 G 作 CD 的 平行 线 ， 与 互 了 3 相交 于 点 
及, 则 G、B、 玉 都 可 确定 . 县 

LKGF~ /GFE~ /PAH=APBH. 

所 以 在 三 角形 KGB 中 , 且 在 直线 CD 上 求 点 
卫 , 使 LKGF= 二 人 FBK， 则 了 即 为 符合 条 
件 的 点 (参照 问题 1997) 。 

[ 作 图 ] 在 4 了 的 延长 线 上 取 点 G 使 
AM.MG 二 m2?。 作 弦 AG 及 ,过 G 作 CD 的 平 
行 线 ， 与 BH 相交 于 及. 在 CD 上 求 点 也， 
使 ZKGF= 人 FBK， 则 BF 的 延长 线 与 贺 
的 交点 卫 ， 即 为 所 求 的 点 。 ; 

2010。 已 知 团 0' 上 两 个 定点 4、B, 在 
该 加 上 求 一 点 了 了 , 延长 4P、BP 和 另 一 个 已 
知 贺 O 相交 于 开 、N, 使 了 LN 等 于 已 知 长 7。 

解 [分 析 ] 设 
此 题 已 解 出 ， 己 为 
所 来 的 点 ， 则 因为 
MN 为 已 知 长 ， 所 
以 人 MON 的 大 小 
一 定 . 以 0 为 中 心 
旋转 AOM4， 设 
当 OM 转 到 ON 的 
位 置 时 , 4 的 位 置 为 4， 则 

404'= AMON (一 定 )， 


又 04=04', 所 以 44 的 位 置 一 定 ， 


AOM4e 人 ON4,， 

“, LAMO=/A'NO, 
设 4 与 4M 的 交点 为 8S, 则 

SAows 一 Saoxs， 

所 以 人 、O、S、 了 四 点 共 圆 。 从 而 XLS= 
MON (一 定 )， 

AS+ANPS= /BNA'. .-. @ 
因为 4、B 为 已 知 点 ,所 以 了 APB 的 大 小 一 


定点 4、B, CD 上 的 定点 四 ， 在 弧 C4D 的 ,| 害 , ZNPS 也 一 定 。 由 @， 人 BN4' 的 大 小 


dr 
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一 定 。 故 可 作 图 如 下 ， 

[ 作 图 ] ” 求 贺 0O 中 长 度 为 ?的 弦 所 对 的 区 
心 角 , 设 它 为 w。 如 图 , 作 人 404', 使 CO 一 
%04=04', 设 圆 O' 中 弧 4B 上 的 圆周 角 为 
B, 以 4 号 为 纺 , 作 含 十 8 的 弓形 弧 , 与 圆 9 
相交 于 六。 过 入 、B 作 直线 与 敬 0' 相交 于 
卫 , 则 卫 为 所 求 的 点 。 

{证 明 ] 分 析 中 已 指明 , 故 证 明 省 略 。 

注 . 有 时 4'N 和 41 的 交点 8 可 能 在 卫 


方法 不 变 。 

2011。 已 知 4、 妃 分 别 为 两 定 加 CD 和 0 
上 的 定点 ， 分 别 在 区 
两 加 上 各 求 一 点 王 区 SCR) 
和 了 ,使 <X04= NG 
LYO'B, HB XY= ~ 
1 为 已 知 长 ) .. 

解 [分 析 ] 假 
定 XY 了 已 求 出 , 设 
0'0 与 B4 相交 于 . 


2012. 求 作 等 于 已 知 线段 人 .的 比例 
上 截取 BCO=m。 作 
垂 线 ， 与 半圆 相交 于 EN 
“» DB?= AB.BC=?.m, | 
别 解 [ 作 图 ] 作 
A0 一 m. 作 以 4B( 或 40) 为 直径 的 半圆 , 再 


第 二 章 直 
中 项 的 线段 。 
以 4C 为 直径 的 半 
了 则 瑟 了 为 所 求 的 线段 。 
即 DB 为 1 和 色 的 比 Se | 
线段 4B 一 7 在 4B ZN 
由 点 0( 或 B) 作 4C 的 垂 线 与 半 贺 相交 于 D， 


1. 作 符合 已 知 条 件 的 线段 
_ 解 [ 作 图] 作 线段 4B 一 1， 在 其 延长 线 
贺 ， 由 点 避 作 40 的 
[证 明 ] ”4DPo= 人 ER, DBJ140, 
例 中 项 . 
(或 其 延长 线 ) 上 截取 “AL 
”连结 4D, 则 4D 为 所 求 的 线段 
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也 。 作 A4DO 和 ABDO' 的 外 接 圆 , 设 第 二 
个 交点 为 0, 则 0 为 定点 。 又 
L400= /LADO, 
ZBC0'= /BDO’, 
" LACO~ LBOO'. 
L004= /CDA= /C0'B, 
ACOAw ACO'B, 
‘C0:C0'~04:0'B=0X:0 溯 ， 
L004= /00'B. 
ZXOA4= LYO'B, 
’ LCOX=L00'Y, 
由 @@、®, A 人 COXwACO'Y,. 
LXCO0= LYCO0', 
“人 X07 二 人 OCO'( 一 定 )。: 
C0 及 :0 了 一 0 及 :0 了 (一 定 )。 @ 
由 @@、@, 知 ~XOZ 及 CX:OZ 一 定 ,又 
及 了 的 长 已 知 ， 所 以 人 XC0Y 也 一 定 。 从 而 
CZ 和 CY 为 定 长 ，C 为 定点 。 所 以 可 确定 
工 、 工 的 位 置 。 


线 的 作 图 


”~A4DB 一 已 DOLAB,: 
“， AD?=AB.AC=l.m. 
作 两 条 已 知 线段 C、6 的 第 三 比 


© 


又 


[证 明 ] 


2013 
例 项 . 
解 [ 作 图 ] 作 线段 4B=a， 由 4 向 任 
意 方向 作 4C 一 5, 在 
4B 上 截取 4D= 5b, 
连结 BO, 由 D 作 BC ， 
的 平行 线 与 4C 交 于 了 
点 百 , 则 .4 马 为 CQ、D # 
的 第 三 比例 项 。 

[证 明 ] “. BCYfDE,， 

“» AB:A0=AD:ABE,! 

邯 Qa:b=0:AB. 
因此 4 为 a.5b 的 第 三 比例 项 。 

2014， 求 已 知 线段 4a、5、-c 的 第 四 比例 
项 


解 [ 作 图 ] 作 人 XAY, 在 4X 上 各 取 
AB=a, 40=b; 在 4Y 上 取 A4D=c。 连 结 


BD， 责 从 C 作 BD 的 平行 线 与 4Y 相交 于 
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Se 


瑟 ， 则 j 召 即 为 所 求 
线段 


{证 明 ] BD/ CB， 
所 以 
AB:AC= AD: AN, 
即 .… ” ag:b=0c’ABE., 
因此 4 为 所 求 的 第 四 比例 项 。 
”2015， 已 知 两 线段 的 和 为 5, 积 为 m2, 求 
解 [ 作 图 ] 作 4B 
一 2 以 4B 为 直径 作 半 
贺 ， 与 半圆 的 局 侧 、 离 A 《“ 0 8 
4B 的 距离 为 tw 处 作 4B 的 平行 线 , 设 它 与 
半圆 的 交点 中 的 一 个 为 也, 由 刀 作 4 的 三 
线 Do， 和 改线 足 C 把 4 所 分 成 的 两 部 分 
4C、BC 即 为 所 求 的 两 线段 。 
-[ 证 明 ] ACT+BC= .AB=1, 
AO' BO=O0D=m?. 


当 m 夺 于 7 时 , 有 一 个 解 
当 和 > 亏 7 时 ,此 题 无 解 . 


[讨论 ] 


2016. 
求 这 两 条 线段 。 m 有 
解 ” 作 线段 BF 一 1?， 以 

BF 为 直径 作 贺 O， 由 妃 
作 此 圆 的 切线 加 4, 取 如 4 
一 VW。 设 连结 4、0O 的 直 Cc 
线 与 贺 0 的 交点 分 别 为 
B.C, 则 40 和 4B 即 为 所 求 线段 。 理 由 是 : 
据 作 图 40 一 4B= BO BF=i, 
AC.AB= AB:=—m?. 
因此 40、4B 为 所 求 的 两 条 线段 。 
2017, 设 两 个 正方 形 的 面积 分 别 为 了 和 
4, 求 作 比值 为 也:@ 的 两 条 线段 。 
解 [ 作 图 ] 设 正 A 
方形 卫 的 一 边 为 &， 


©, » 
b. 作 三 角形 4BO, 使 A 


正方 形 @ 的 一 边 为 . 
AB=~a,，A40=b, 并 且 人 BAC=:/AR, 由 4 
作 BC 的 阜 线 4D， 垂 足 为 D, 则 BD 和 DO 
为 所 求 的 两 条 线段 。 
[证 明 ] P:8=a?:52 一 482: 402， 
LEB4O= /BR, AD.! BO 


. 了 P. 在 PB' 或 其 延长 线 人 


已 知 两 线段 之 差 为 1， 积 为 m2， 


交 的 两 条 直线 
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"。 报 据 问题 1136， 4B?: 402= BD:; DO.。 
. P:8=BD:DO, 


. 因此 BD 和 DC 为 所 求 的 两 线段 。 


2018. 已 知 两 线段 的 比 为 m;%， 它 们 的 
积 为 加 , 求 这 两 线段 . 

解 ” 作 线段 4'B'0,, 
%。 作 以 41C' 为 直径 的 
半圆 , 由 好 作 4C 的 垂 
线 BP， 与 半 贺 相交 于 


使 4B' 一 mu BC- 


FP 


上 截取 PB=%k, 再 由 BB 作 4'0' 的 平行 线 ,与 
P4'、PC' 或 它们 的 延长 线 分 别 相交 于 4、C， 
则 4B、BC 即 为 所 求 的 两 线段 。 理 由 是 : 
AB: BC~= A’'B': B'O'— m:n, 
LAPO= /BR, PBLAC. 
| .», AB.BO~ PP 
因此 4B. BC 为 符合 条 件 的 两 线段 ， 
2019.， 已 知 两 线段 的 积 以 及 分 别 以 这 两 
线段 为 边 所 作 正 方形 的 盖 , 求 此 两 线段 。 
解 -[ 作 图 ] 设 4B? 为 A D 
两 个 已 知 正 方形 的 差 ， : 
上 矩形 4BCOD 为 两 线段 之 
积 ， 延 长 4 至 瑟 使 
AX.BX=BO, 在 AX 上 Y C 
作 半 圆 ， 与 0B 的 延长 线 x 


相交 了 了 , 则 4 了 、BY 即 为 所 求 的 两 线段 


及 XY? 一 AX.BX, 
. , XY=BO. 
又 AY:AB= XY:BY, 
» AY.BY=AB.XY=AB.BO, 
且 AY?— BY?= AB?, 
因此 4 了 ,BY 为 所 求 的 两 线段 。 

2020. 作 两 条 线段 ， 人 
两 条 已 知 线段 的 
比 的 二 次 方 (三 、 
次 方 ， 四 次 方 ， 


[证 明 ] 


解 ”[ 作 图 ] 
(i)》 二 次 方 的 
比 。 作 垂 直 相 


XOX', POY', 在 OX'、 OF i B 
两 点 , 使 04 一 m%，0B=n。 过 B 作 A4B 的 


: 垂 线 ,与 了 0X’ 相交 于 0G， 则 04、00 即 为 所 
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求 的 两 线段 。 . 

《ii) 三 次 方 的 比 ， 过 点 C 作 BC 的 垂 线 ， 
与 了 ZOF ' 相交 于 D， 则 04、OD 即 为 所 求 的 
两 线段 。 

《过 ) 四 次 方 的 比 。 又 过 忆 作 0D 的 垂 线 ， 
与 XOX' 相交 于 如 则 0O4、O 马 即 为 所 求 的 
两 线段 。 

(iv) 以 同样 方法 , 可 求 出 等 于 两 已 知 线段 
的 五 次 方 的 比 、 六 次 方 的 比 的 两 条 线段 . 


[证 明 ] '. 人 入 4BC 为 直角 三 角形 ， 且 
BO.L4C. 
、 0O4 _ 0B 人 
所 以 55 O00 ™% 
0B_00_0OD_.._m 
网 旦 Gm075-5B pi 
,、04 04 0B_* 
因此 ，() 0g“08' 00 一 坟 
GD) 4 .04.0B .O00 mm 
oD 0B8B 00 OD mw 
(ii) .M4 04.0B.00.0D 
OF™ 08'00°0D' OE 
m4 
nf 
(iv) 以 下 同样 可 证 。 


乙 . 代数 计算 的 作 图 题 
2021.。 已 知 线段 Q\ 的 长 , 求 作 线段 冬 


2。 
2 十 4 一 0 了 一 9 一 C，: 
人 
(其中 名 5). 

解 《1) 作 线 段 4B=a, 以 4B 为 直径 作 
半 四 ， 在 与 4B 的 距 Q 
离 为 b 处 作 4B 的 平 ! 
行 线 ， 与 半圆 相交 于 
@. 由 9 作 4B 的 对 A 一 J 一 一 -一 ”B 
线 ， 设 垂 足 为 了 ， 则 认 


AD.DB= DO=0. 
又 4DI4DB=a， 所 
AD=7x, DB=Y 
符合 题 给 的 条 件 ， 

(2) 作 直 径 为 a 的 
加 ， 由 加 上 任意 一 点 . 
Z 作 此 加 的 切线 4, 使 4T 一 2?， 


过 4 和 加 | 


即 


BD 为 x$ 则 
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心 O 作 直 线 ， 与 圆 的 交点 为 B、 CO， 由 
AB.AC= AT?=—02, 
* AC—AB= BC=a, 
“，。 A0C 一 xz，4B=y 符 合 条 件 。 

2022， 已 知 长 度 为 a 的 线段 ， 试 求 长 度 
为 32a、 V3a、 oy Vna 的 线段 ， 并 叙述 
其 理由 。 

解 ” 作 线段 4B0, 使 4B=a， BC 一 na, 以 
AC 为 直径 作 半 圆 ， 
过 B 作 BD J 4C 
交 半 圆 于 也 则 

LADO= LR, 
所 以 


BD?= 4B.BC. 

也 D2 一 0.6G 一 3002， 

., BDV a. 

因此 ， 设 久 一 2， 3， … 则 可 得 出 线段 

</ 2a， /Bad, eee Mwa, 
2023.。 求 作 表 示 M5、V7、Ma 的 - 


解 (D) 设 z 一 6 , 则 
"， 2 一 2X3， A B C 


妇 2 一 6。 
因此 ， 在 图 中 ， 到 4B=2, BC 一 3， 根据 问题 
2012， 求 出 4B 和 BC 的 比例 中 项 BD, 设 


AB.BC=BD?, 
2X3=02, z=V6, 
(i “= 了, 即 区 =1X7, 因此 , 只 须 求 
i 和 7 的 比例 中 项 . 
(这 ) z=V4, 即 好 =1xa。 设 单位 线段 
为 卫 只 须 求 出 它 与 4 的 比例 中 项 即 可 . 


2024。 以 已 知 线段 为 单位 ， 作 出 长 度 
为 V3a 的 线段 ， c 

解 ” 以 长 度 为 a 的 
线段 BC 为 直角 边 ， 


@ 
作 直 角 三 角形 4B0,， 2 
并 使 ZB=60°, 则 - . 
BO:AC=1:vV 3 _ 
若 设 BC=a, 则 LO= /3a. 人 
再 求 出 BC、4C 的 比例 中 项 并 设 为 z， 则 
好 一 BO.04=a./ BQ. 
=~V3a, w= Vda, 


. 
[Ld 


第 二 章 直线 的 作 图 


2025. 已 知 线段 a, 求 作 线段 YY 24a. 

解 [ 作 图 ] 以 和 4 点 为 直角 顶点 作 等 乃 
直角 三 角形 4BC, 使 4B 一 4C 一 a。 在 斜 边 
BC 的 延长 线 上 取 点 D， 
使 CD=a。 过 0 作 BO 
的 垂 线 ， 与 以 BD 为 直 
径 的 加 相交 于 加 则 CB A 
即 为 所 求 的 线段 . 3 cD 

[证 明 ] *. 08?2=B0C.0D 二 BO.a, 
又 ‘BO?=24B2—20?. 

BC=~V 5a, 
“ OF 一/ 23c.a=、/3a)， 
COE=» 24a. 
2026. (1) 已 知 线段 a、b, 求 作 线段 mn 


使 z=~Vab. 
(2) 已 知 线段 G、2， 求 作 线段 2, 使 


2 一 一 。 


a 


(8) 已 知 线段 a、 5、c, 求 作 线段 z 使 
二 be 


[#4 
解 (1) ?=a.b, 同 问题 2012。 
(2) a:b=b:x， 同 问题 2013， 
(3) a:b=c:z， 同 问 题 2014、. 


2027.。 设 a、5、c 为 已 知 三 线段 , 求 作 线 
段 z, 使 z=a 之。 
解 [分 析 ] a 
两 边 平方 , 则 mo 过。 
2 D 
eo。 Bc* © 


为 作出 符合 的 图 形 , 可 作 直 角 三 角形 
ECF,， 由 直角 顶点 C 向 BT 作 垂 线 CG, 则 


CE? EG 
CF2 Gp" 
因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 在 任意 直 . 
线 上 取 AD=b，DB A 
~6， 作 线段 4DB， > 
以 48B 为 直径 作 半 上 上 G F 


圆 ,由 孔 作 48B 的 垂 线 ， 设 与 圆周 相交 于 C， 
在 0B8 上 截取 CT 一 o 由 卫 作 BB1/ 4B, 设 
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与 C4 相交 于 玖 , 则 CB 即 为 所 求 的 线段 . 

[证 明 ] 设 BF 与 OD 相交 于 G,*.* ACEF 
为 直角 三 角形 , 且 CG LEF， 

o»。 OF:OF?= EG:GF=AD:DB, 
22:02 一 D:C。 
因此 i ce 

2028。， 已 知 线段 a、 ， 
5， 求 作 线 段 M@+ 吕 ， 人 
Va 

解 [ 作 图 ] 作 线 段 
4B=o 过 4 作 45 的 重 
线 4C, 并 取 40==5, 连结 BC, 则 

BO 一 va 十 丈 ， 
又 以 4B 为 直径 作 半 圆 , 取 弦 4D 一 2 则 
BD=MVa—B.、 

[证 明 ] LBA4AC= /BR, 

»» BO2~—AB?+ AO2=—024b, 
因而 BO~Vath. 
又 LD= LB, 

”BDAB?— AD?~02— b, 
所 以 BD- Va -bi. 

2029. 已 知 线段 为 C、D、c， 求 作 线段 
Vototes. 

解 ”[ 作 图 ] 作 直 角 三 
角形 4BO, 使 ZB= /RE, 
4B=a, BO=b, 再 由 C 作 
AC 的 垂 纱 CD, 使 OD=c， 
则 4D 即 为 所 求 线段. 

[证 明 ] ，… 40? 一 a2 十 妨 ， 

“42 一 402 二 CO7D2 一 02 十 成 十 c2， 

4D 一 wo 十 区 十 . 

2030。 求 作 z 一 wa 十 方 二 00 . 

解 在 本 题 中 ,所 求 作 的 线段 %, 是 两 边 分 
别 为 a 和 5 且 夹 角 为 60° 的 人 4BC 的 第 三 


边 AC。 理由 是 : 
由 4 作 .230 的 垂 线 
A, 则 根据 问题 902 
-4402 一 4B32 十 BO2 B 6 Cc 
一 2BC.B 万 一 02 十 22 一 20. BH. 
© 


. B=60°, 
oe AB; BRH=2:1, - 
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。 1 1 
BH=—3 AB=30. 
因此 ,由 人 @ 
402 一 o2+DpP 一 39, 可 C 一 02 十 成 二 2D， 
: LO 一 va2 十 22 一 G0 。 

2031， 求 作 zx 一、/ 史 十 记 十 ob 。 

解 同上 题 ， 0 是 两 边 C 
分 别 为 a.5 且 夹 角 为 120* | 
的 三 角形 的 第 三 边 。 这 是 
因为 : 在 人 A4BC 中 , 由 C 
作 4B 的 垂 线 CZ， 则 A 


一 


a 


AC?—= AB+BC?-+-24B.BH. 中 


LABO=120°, 
“, LCBH=60°, 
1 1 
从 而 BH 二 BO= 诗 D 
册 @， 
40z 一 az 上 iT32a. 玉 D 一 a2 十 达 十 xD， . 
40= VBTD。 ， 
人 
2032. 求 作 z= 一 到 . 
Vai 


”人 解 作 直 角 三 角形 4B0, 使 4B=a, 40 一 


b, LBAC=LR. 由 4 A 


作 BC 的 算 线 49, 则 aa 8 
4 五 为 所 求 线段 。 理由 


是 : B H C 


LBAC= /BR, AHLBO. 

: ” “. AB.A40=B0O.AH, 
且 BC=V@TR. 

8 “» ab=Vatb .AH, 


b 
z=AH=— _., 
Ve+ 


2033。 已 知 五 条 线段 4、b、c、d、e， 求 


作 线段 伟人 


加 的 交点 为 CD， 


解 ”[ 作 图 ] 在 任意 直线 上 依次 取 三 点 
4、B、OG, 使 4=GC，BO 一 c。 过 瑟 作 4B 
的 垂 线 , 与 以 AC 为 直径 的 半圆 相交 于 双 , 在 
好 4 或 者 它 的 延长 线 上 取 点 妞 , 使 到 刀 等 于 
4 和 的 比例 中 项 ， 过 召 作 4C 的 平行 线 与 
MC 或 其 延长 线 相交 于 卫 。 以 了 为 圆心 、e 
为 半径 作 圆 和 以 夏 好 为 直径 的 半圆 ， 相 交 于 
N, 则 2N 即 为 所 求 的 线段 。 

[证 明 ] AB: BOA?: 2WC? 
-ME?2: MEF, 
。 Q:c=ab: MEY,, 
Q.MB2 一 aoc: 
MN NF2= ME?, 
| MN?+e=MP?. 
“. A(MN?+e) =abc, 


如 4 


MN?+ ee. 


因此 。 2N~M 202 一. 

2034. 求 作 方 程 组 2 十 P= 4 二 y= 
4 的 解 的 线段 。 . 

解 [ 作 图 ] 设 4B—m， 以 4B 为 直径 
作 半 图, 又 在 4B 
上 作 含 45° 的 马 
形 弧 .以 4 为 加 
心 、 4 为 半径 作 
园 ， 设 此 图 与 弓 
形 强 的 交点 之 一 
为 D，AD 与 半 


则 AC 和 0B 即 为 所 求 的 线段 z 和 Yy. 
[证 明 ] LDOB= 人 人 R, 人 CDB=45°。 
“CD=0B， 因而 AC4+CB=a, 

且 -402 十 BCO2 一 ?7102 
2035.。 求 作 适合 条 件 z:2 一 仅 : 妈 ，22 十 

饮 一 六 的 两 条 线段 w、%。 其 中 江 加、% 均 为 

已 知 线段 . 


解 [ 作 图 ] 
设 4B=L 作 EN Q 
线段 4B 的 内 5 
点 9,， 使 4P: 


PB= 49:59= 四 :2。 作 与 4、B3 的 距离 之 
比 为 m2:%w 的 点 的 轨迹 , 即 以 PQ 为 直径 作 网 ， 
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设 它 与 以 4B 为 直径 的 半 贺 相交 于 C， 则 


AC=%, CB=Y. 
下 证明] 因为 4B 为 直径 ,所 以 402 十 BO2 
一 4B2， 即 邓 十 分 一 ?2。 又 0 为 与 4、B 的 距 
离 之 比 为 m:n 的 点 。 

" AC:0CB=m:%n, 
即 014 一 人 :也 。 


2036。 已 知 线段 a、5， 求 作 适 合 下 列 方 
程 组 的 线段 ，2y 一 q2, 欢 一 伊 一 态 。 

解 ” 作 和 矩形 4BCD， 使 4 万 =b，4DB .5C 
一 2， 连 结 4B 的 中 点 加 : 
和 点 GC。 在 4B 的 延长 线 
上 取 点 了 ,使 BX=BC. 
再 以 4 及 为 直径 作 半 贺 ， 人 
与 0B 的 延长 线 相 交 了 于 了 了 ， 
则 A 了 wz, B 了 一 y。 理由 
是 : 


根据 作 图 “~4B7T 一 -AR 
oe L72 一 DY2 一 4D2， 
R=. 
ee 了 , 则 LAYX= AR YBLA4X. 
. XY2—-XA.XB. © 
“。 XA=ZXE+AE=~BEC+EB, 


XB~XE- BB-BC— HB. 
根据 @ 

ZY?= (BC+4 HB). (BC— HB) 
= E02— HB BO?, 
~ XY=BC. 

又 AABYwAYBX, 


AY .BY ~AB.BO~o, 
Y=, 
由 QD、@ 可 知 , z、y 为 符合 条 件 的 线段 。 
2037 .已 知 线段 4、5、c， 作 图 求 方程 
2 一 az 十 bc 二 0 的 根 ， 


因而 


- 解 [ 作 图 ] Wi 在 它 的 两 并 向 同 


一 侧 作 垂 线 PS、@ 及 ， 
使 PS=b, QR=c, 以 , 
8BR 为 直径 作 圆 ， 与 IN 一 
PQ 的 交点 之 一 为 了 PT 一 一 
则 PZ、 QT 的 长 度 即 为 此 方程 的 两 个 根 。 

[和 证明] ASPT 一 ATQR 一 90 且 一 STR 
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一 90?。 
ASPTw ATOQOR. 

PS:PT—YT:QB, 
PT.QT=PS.QR- be, 

且 PT+QOT= PO=a, 
因此 , 线段 PT 97 的 长 是 qv 十 bee0 的 
两 个 根 。 

注 求 方程 光一 二 pw+q 一 0 的 根 时 可 取 PQ 
一 0，PS 一 1 QR=q 用 与 本 题 同样 的 作 图 方 
法 求 得 。 

2038。 证 明 ， 周 长 和 面积 都 是 已 知 矩 
形 的 周 长 和 面积 的 2 ( 正 整 数 ) 倍 的 矩形 , 总 
可 以 用 直 尺 和 圆规 作出 。 并 指出 在 什么 情况 
下 所 求 矩 形 可 以 成 为 正方 形 ? 

解 ” 如 果 两 条 线段 的 和 为 a， 它 们 的 积 为 
恕 , 则 这 两 条 线段 就 是 方程 式 好 一 az 十 态 一 0 
的 根 , 而 且 这 两 个 根 可 用 直 尺 和 圆规 作出 。 

车 要 这 方程 的 两 个 根 能 够 作出 ,a. 必须 满 
足 3 笃信。 因为 它 表明 上 面 的 二 次 方程 的 判 
别 式 为 2 一 42? 全 0。 

因此 , 当 已 知 矩 形 的 两 边 是 a、b 时 ， 周 长 
为 %(e 士 功 、 面 积 为 %a3 的 矩形 能 否 作出 ,就 


因而 


-| 看 满足 和 为 %(a+5)、 A %Qb 的 两 个 根 是 


否 为 正 数 . 
列 = 次 方程 : 
Bn(atb)tt oab=0, : 
它 的 判别 式 为 
ma4b)2— dnab=n[n a+b)2— dad] 
=n[(2—1) (a+b)?+ (a—b)]0. 
所 以 此 方程 有 实 根 。 又 因 两 根 之 入 (a-5) 
>0， 两 根 之 积 %ap>>0， 所 以 两 个 根 都 为 正 
数 。 因此 周 长 为 a(a-+5), 面积 为 na5 的 短 
形 总 可 以 作出 ( 见 上 题 ) 。 
如 果 村 求 两 根 相等 , 则 有 
9 (一 了 《CC 十 0)2 二 (一 站)2] 一 0。， 
。…。 多 二 1, a 二 b， 
即 当 已 知 和 矩形 为 正方 形 , 且 %=1 时 ， 所 求 矩 
形成 为 正方 形 。 
' 2039。 已 知 线段 的 长 为 4a、b, 试 求 满足 ， 
下 列 方程 的 线段 的 作 图 法 (a>5). 
(1) +ar—W=0, (2) 好 一 az 一 好 一 0， 
(3) 22~az+W=0, (4) 2—aba=0, 
解 (1) z2Taz 一 02 二 0，, 
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即 z(z 十 0) = 
这 就 是 说 , 已 知 (% 
二 a) 和 zw 的 差 为 
a 积 为 2, .根据 问 
题 2016, 就 可 作出 
线段 w。 

(2) V2—av— b=0,. 


", wr2—a)=0, 


2 一 二 (全 ) + 厂 (只 考 起 o>0)， 
因此 在 0 的 作 图 中 ，4D 即 为 表示 。 的 线 


Pm—artb=0,  ., vw(a—72)=%, 
2 

> 

因此 ， 境 作出 如 右 图 ， 大 8 
4C 或 0 就 是 表示 2 3 


的 线段 . 当 了 > 5 时 有 两 解 。 当 各 时 有 
一 解 , 当 也 <5 对 无 解 - 
(4) w2—ab=0, 


D 
和 


因此 , 作出 如 右 图 , CD 外 一 0 一 C57B 
是 表示 yz 的 线段 。 


3. 作 与 已 知 各 点 的 距离 相等 


(或 为 已 知 比 ) 的 直线 

2040。 过 已 知 点 书 作 直线 , 使 它 与 另 两 
个 已 知 点 4、B 的 距 ss 
离 的 比 为 包 ;%.。 

解 [分 析 ] 设 所 
求 直线 已 作出 , 由 4、 
吾 向 这 条 直线 作 垂 线 p> 
4B 和 BF。 设 这 条 全 FS 
直线 与 4B 的 交点 为 D, 则 

AAEDw ABFD. 
*, AD:BD~ABE:BF~m:n. 

如 果 直 线 与 48B 的 延长 线 的 交点 为 D', 局 
上 ， 

、 AD':BD'=m:n. 
因此 ,可 作 图 如 下 . 


[ 作 图 ] 把 线段 4B 分别 在 D、D' 点 内 分 


p 
题 


和 外 分 ,使 4D:BD=m:n, 4D';:BD'=m:n 
作 直 线 PD 和 PD',， 即 为 所 求 直 线 . 

2041. 有 三 个 已 知 点 妇 、B、C, 过 44 作 
一 条 直线 ,使 从 B,C 分 别 向 这 条 直线 所 作 垂 
线 的 垂 足 与 4 点 的 距 
离 的 比 等 于 已 知 比 取 
3 多。 

解 ”假定 所 求 直 线 
4B'O' 已 作出 。 设 由 A 
BB 和 C 向 这 条 直线 所 
作 垂 线 足 分 别 为 B'、0'"， 且 BB' 或 其 延长 线 
与 4C 相交 于 了 则 - . 

AD: AC=— AB': AC0’' =m:n. 
因此 , 点 也 将 4C 分 为 4D:.40C 二 rp:%n， 连 结 
BD, 再 由 4 作 ,BD 的 垂 线 4B'C', 即 为 所 求 
直线 。 

2042. 作 一 直线 ， 使 从 已 知 人 A4BOC 的 
顶点 4、B\、C 到 这 条 直线 的 距离 的 比 为 1 和 


“NB a 
解 [ 作 图 ] 把 边 4B 在 王 点 外 分 为 1 
M， 再 把 40 在 点 外 分 为 1;%w， 则 过 PP、8 


的 直线 卫 了 即 为 与 X-M NPy 
4、 当 、C 的 距离 之 比 
为 mw 的 直线 
[证 明 ] 由 4、E、 
C 向 X 了 作 垂 线 47、 B C 


BM ON, 则 AZL/ BM, 
“。 AL:BM=AP:PB=l:m. 
又 -ALINON, 
o» AL:CN=AQ:CQ=—1:n, 
AL: BM:ON=1: m:n. 

[讨论 ] 设 点 PP' 内 分 4B 为 人 :mw, 点 8 内 
分 40 为 从 n, 可 以 证 明了 P'8'、PQ'、P'® 都 符 
合 所 给 条 件 ， 因此 ， 当 ?六 仍 天 多 时 ， 所 求 直 线 
有 四 条 。 ，.. | 

2043.。 作 过 已 知 点 0 的 直线 , 使 从 另 两 
个 已 知 点 4、B， 向 它 所 作 垂 线 4M、BN 之 
和 等 于 已 知 长 !。 


NT ET re 
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解 [分 析 ] 如 果 4、B 在 直线 C2 的 同 
侧 。 设 4B 的 中 点 为 D, 由 也 作 OM 的 垂 线 
DE, 则 2DE=AM -+ BN=!, B/DEC= 
ZR. 

如 果 4、B 在 线段 CNM 的 异 侧 ， 延 长 
AM, 在 AM 上 截取 MD=BN, 则 AD=AM 
十 BW 一 1， 人 4DB= 人 ER。 因此 得 到 如 下 作 
图 方法 . | 

[ 作 图 ] 设 4B 的 中 点 为 D, 连结 DC, 以 
线段 DC 为 直径 作 贺 , 再 作 弦 .DB 一 之 1， 则 


所 求 的 直线 过 C 和 召 。 其 次 以 4B 为 直径 作 
贺 , 作 弦 4 一 2 由 C 作 DB 的 平行 线 ,与 线 
段 4B 相交 , 则 这 条 直线 也 是 所 求 直 线 . 

2044. 已 知 两 个 三 角形 4BC、4'B'C' 和 
点 乙 , 过 点 卫 作 一 直线 ,使 以 4、B.C 到 P@ 
的 距离 之 和 与 从 44、B'、C' 到 PQ 的 距离 之 
和 的 比 为 m:%。 


解 假定 直线 PQ 已 作出 。 设 入 4BC 和 
.人 4'B'C' 的 重心 分 别 为 G、G'， 由 G、G 分 
别 向 PQ 作 重 线 GM、G'M', 又 设 GG' 与 PQ 
的 交点 为 O， 则 由 4、B、C 向 PQ 所 作 垂 线 
之 和 等 于 3GMU (参照 问题 107)， 由 4'、B'、 
0' 所 作 垂 线 之 和 为 3G'M'。 因 此 ， 
3GM:3G'M’'~GM:G'M'=m:n. 
AGMOwW AC'MU'O, 
». GM:GM'S=mn., 
因此 ， 求 出 G、 6 O、0' 将 GG' 分 别 内 分 和 
外 分 成 加 :nn, 则 PO、PO' 即 为 所 求 直线 。 


4。 作 角 平分 线 、 垂 线 . 平 行 线 
2045.。 过 已 知 直线 4B 外 的 已 知 点 了 
作 一 直线 ， 使 这 条 直线 与 4B 的 夹 角 等 于 已 
知 角 a. | 

解 [ 作 图 ] 过 已 知 点 P 作 4B 的 平行 线 
CD， 再 过 点 呈 作 与 CD 的 夹 角 为 a 的 直线 


下 
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PQ 和 PR, 分 别 与 4B 相交 于 4、 五 则 P@、 
PB 为 所 求 直 线 ， 
5 证 了 明 ] 由 CD/ 4B， 
"，。， ~CPO 一 POOR 
一 Q。 加 i 
LDPR= /PPRQ 
= 。 
2046。 平分 已 知 角 BA4C. 
解 ”[ 作 图 ] 以 已 知 角 的 顶点 4 为 圆心 ， 
以 任意 半径 作 圆 弧 与 角 的 两 边 4B、4C 根 交 
于 D、B. 分 别 以 DB 
为 圆心 ， 以 同样 的 半径 . 
作 两 条 贺 弦 ， 设 两 弧 的 
一 个 交点 为 了 ， 则 AF A 
平分 人 BACO. 
[证 明 ] 连结 DF， 
EEF, 则 


ADAFS2AEANF, 
“. LDAF= /EAF. 
注 ”反复 使 用 上 述 方 法 ， 可 把 已 知 角 分 成 
4 等 分 ,8 等 分 ，16 等 分 ; 一 般 可 分 为 2" 等 


2047。 三 等 分 一 个 直角 ， 

解 ”[ 作 图 ] 设 ~4OB 为 直角 ， 以 O 为 

圆心 、 任 意 半径 作 贺 ,与 A 、 
CA、OB 相交 于 CD。 再 l 
以 也 为 圆心 、OD 为 半径 

. 作 圆 强 ， 与 CD 红 相 交 于 
如 .以 0 为 圆心 .CC 为 半径 “” 尼 人 、 
作 圆 弧 ， 与 CD 弧 相 交 于 ? 
五 , 则 OB、OF 三 等 分 人 A0B. 


一 3 


[证 明 ] 连结 加 D， 则 O 了 =OD 一 D 万 . 风 


此 人 OBED 为 正三 角形 . 

*, LEOD=60°, /COR=30°, 
.同样 LFOD=30%，.。 LEOF=30°。 
因此 0B、OF 三 等 分 直角 . 

2048.， 五 等 分 一 个 直角 。 

解 设 直 角 XOY 
的 两 边 OZX、0OY, 与 
以 O 为 圆心 、 以 ?为 
半径 的 圆 相交 于 4、 
B; 以 04 的 中 点 C 
为 圆心 、C4 为 半径 
人 的 贺 与 BC 相交 于 D。. 以 B 为 加 心 、 BD 为 


’ 
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半径 的 图 与 相交 于 也. 在 4 加 上 取 ZN 人 迷 轧 FC 的 平分 线 的 交点 为 T， 人 人 BEF、 
= 所, 设 外 的 中 点 为 了, 下方 的 中 点 为 @，| 和 人 BBD 的 平分 线 的 交点 为 0, 则 连结 07 的 


则 OF、OP、OE、09 将 直角 .A0B 五 等 分 . 
理由 是 : 

BE=BD=BC-0D=VOB+OC0: -CD 

” ~V5—1 
Vrs) 全 ) -a7 
因此 ， 弦 BE 是 半径 为 ”的 圆 的 内 接 正 十 边 
形 的 一 边 。、 人 人 BOR 一 360° -10 一 36°, 
“, LAOF=90° ~ 36° Xx2=18° 
. (=90°+5). 

注 设 s=A4B 是 以 + 为 
半径 的 贺 的 内 接 正 十 边 形 的 
一 边 , 而 04=0B==7. 设 点 
C 使 
LA0C= /0A0= CO4B 

一 36". 
因为 B4 与 圆 D4C 相 切 ， 所 以 
AF?= BO.BO. 
22 一 人 (7 一 0)， 


9 


而 
-到 十 IO 一 从 一 0。 


V5-+ 


“C= 


2049. = 和 分 下 到 形 的 上 

解 设 408B 为 正 
五 边 形 的 外 角 , 以 O 为. C 
圆心 .O4 为 半径 作 圆 弧 D 
A4B, 则 


360° _ ,oo 
LA4OB 一 -5 一 72 B 


7。 


全 


因此 ， 设 三 等 分 人 <A0B 的 一 条 直线 为 OD， 
则 

LDOB=72° -+3—24°. 
所 以 BD 为 加 0 的 内 接 正 15 边 形 的 一 边 . 根 
据 问 题 2595, 取 BR、DC 和 C4 等 于 贺 O 的 
内 接 正 15 边 形 的 一 边 即 可 解 。 

2050. 已 知 两 条 不 相交 的 线段 4B、CD,， 
不 利用 它们 的 交点 ， 作 en 
等 分 它们 的 夹 角 的 直 
. 解 [ 作 图] 作 与 站 
453、CD 相交 的 任意 直 ”Cc 一 
线 刀 了 ， 设 人 4B 了 F、 上 


真 线 就 是 平分 4B、 CD 的 夹 角 的 直线 . 

[证 明 ] 延长 B4、DO, 设 交点 为 P。 因 
为 I、O 分 别 为 BPF 的 内 心 和 旁 心 ， 所 以 
O7 等 分 ~P。 

2051. 不 延长 已 知 线段 4B， 过 端点 B 
作 它 的 垂 线 . 

解 [ 作 图 ] . 以 4B 的 垂直 平分 线 上 的 任 
意 一 点 0 为 圆心 , 以 0B 
为 半径 作 圆 , 设 过 4 的 直 
径 的 另 一 端 为 C, 则 Se | 
所 求 直线 。 

[证 明 ] 因为 4C 是 直 EN 


径 ， 


LABC= /RBR, 
2052. 


它 的 垂 线 . 
解 ，[ 作 图 ] 在 已 知 直 线 上 任 取 两 点 4、 
B, 以 这 两 点 为 问心 、 分 别 
以 AC、BC 为 半径 作 两 个 
圆 , 设 它们 的 另 一 交点 为 
D, 则 CD 即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] CD 为 两 个 加 
的 公共 弦 ， 它 与 连 心 线 
4B 垂直 ， 因 此 CD 为 所 求 垂 线 . 

2053， 过 已 知 点 P，. 作 已 知 直线 4 的， 
平行 线 . 

解 [ 作 图] 在 4B 上 任 取 一 点 C， 连 结 
CP. 以 C\P 为 圆心 ， 
分 别 作 以 PC 为 半径 
的 两 个 圆 . 设 以 C 为 
圆心 的 圆 弧 与 _4BB 相 
交 于 4. 在 以 也 为 加 “从 C3 
心 的 圆 弧 上 取 弦 C9=P4， 连 结 PQ, 则 PQ 
为 所 求 直线 . 

[证 明 ] ”根据 作 图 ， 


ABLBO. 
从 已 知 直线 4B 外 的 一 点 C 作 


在 两 个 等 圆 中 ，Z24 = 


_@0， 它 们 所 对 的 加 局 角 相等 。 


“, LPO4=/CPQ, PO 4B, 
2054. 由 已 知 点 卫 , 向 两 条 已 知 直线 a、 
b 作 相 等 的 线段 PC、PE, 使 所 形成 的 角 
人 CPB 等 于 已 知 角 a. 
解 [分 析 ] 设 此 题 已 解 出 。 PC、PBE 为 
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所 求 的 两 条 线段 ， 则 人 PEC 为 EPO 等 于 
已 知 角 w 的 等 腰 三 角形 , 所 以 它 的 形状 一 定 . 
点 卫 的 位 置 已 知 ,点 如 在 已 知 直 线 5 上 , 根 
据 问题 1862, 点 C 的 轨迹 是 一 条 直线 。 因 此 
这 个 轨迹 和 4 的 交点 0 的 位 置 可 定 。 


如 下 : | € 
[ 作 图 ] ”出 点 也 向 

已 知 直线 5 作 垂 线 ，。 人 

PM, 以 PX 为 一 边 ，. . 

作 顶 角 卫 等 于 已 知 MM 到 


角 a 的 等 腰 三 角形 PUMN， 过 WW 作 垂直 于 
PN 的 直线 ， 它 与 直线 4 的 交点 为 0, 对 于 
PN 而 言 ， 在 PM 的 同 便 ， 过 书 作 与 PC 的 
夹 角 为 ax 的 直线 ,与 五 交 于 点 瑟 , 则 PO、PE 
为 所 求 线段 ， 

[证 明 ] 参考 问题 1862. 

2055. 由 已 知 角 BAC 的 一 边 AB 上 的 
点 P， 向 4C 作 直线 P98, 使 L4PQ 等 于 
人 4QP 的 三 售 , 

解 [分 析 ] 设 所 求 直 线 PQ 已 求 得 ， 在 
49 上 取 点 马 , 使 BP 一 B9, 则 

APB4=3AP94= /APR, 

Sy .  .. AP=A4BR, 
因此 可 作 图 如 
下 

-[ 作 图 ] 在 40 a 
上 点 4 的 两 侧 wy Ps 
取 点 、BB', ,使 
ARwm=AP=AR', 在 ARB、AR' 的 延长 线 上 各 
截取 59 一 PE，B'Q' 一 PR'。 连结 PQ、P9' 
则 PQ 和 PQ 为 所 求 直线 。 

2056。 有 由 条 已 知 直 线 ， 其 中 任何 三 条 
不 过 同一 点 ， 任何 两 条 都 不 平行 从 一 点 作 
。 这 四 条 直线 的 垂 线 ， 
使 重 足 都 在 一 条 直线 
上 


解 [ 作 图 ] 设 已 
知 直线 的 交点 为 4 . 
BC、 D、 肪 、7， 则 
在 这 六 个 点 中 的 任意 
三 点 所 构成 的 两 个 三 角形 4BD、DEF 的 外 
接 贺 相 交 于 0, 则 O 为 所 求 点 。 

[证 明 ] 设 由 O 向 直线 4B、4D、DZ 到 
所 作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 P、8、 忆 、 8， 根据 西 
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摩 松 定理 P、8、 马 在 一 直线 上 ,同样 8、 BR、S 
也 在 同一 直线 上 。 因此 瑟 、8@、 马 、 四 点 共 
线 。 | 
2057. 在 两 条 已 知 直线 了 、 了 之 外 有 一 
点 4, 由 于 上 的 一 点 卫 作 了 了 的 垂 线 PQ, 使 
PQO= PA. : 

解 设 点 4 关于 子 的 对 称 点 为 4，. 作 过 
4、4' 且 与 直线 了 相 切 
的 圆 ( 见 问题 2618), 设 
圆心 为 卫 . 由 成 向 直线 
了 作 季 线 PQ, 则 

PO PA PA', 
由 于 4、4' 关于 已 知 直 
线 且 对 称 ,因此 号 在 了 .，. 
上 ， 故 2、P4 为 所 求 直 线 。 . | 

2058. 两 条 已 知 直线 了、 了 外 有 一 已 知 
点 4, 由 互 上 的 一 点 卫 作 直线 PQ， 使 它 与 
直线 了 的 夹 角 为 a, 且 PRQ=P4， 

解 ” [分 析 ] ”假定 此 题 ee 设 ey: 
P4 为 所 求 直线 。 设 直 线 
及 与 了 的 交点 为 加 ,以 也 
为 圆心 、 PQ 为 半径 作 圆 ， 
过 妞 作 圆 的 切线 及 及 ,及 - 
为 切 点 。 则 在 人 PBEQ 中 
人 8 一 a( 已 知 )， 
LPEQ~= LXEY (已 知 ). 
因此 人 PBEQ 的 形状 一 定 ， 


:所 以 PB:PQ 为 定 值 ， 因 PQ=PH,， 所 以 


PE:PH 也 是 定 值 . 且 人 PA 一 90°。 直角 
三 角形 PBH 的 形状 一 定 , . LZPEBR 的 大 小 - 
一 定 。 因此 五 也 为 已 知 直线 。 将 召 五 叫 


. 做 瑟 Q, 则 本 题 便 成 从 互 上 的 一 点 已 作 已 知 


是 BZ 的 垂 线 P 昌 , 使 及 一 PA4, 所 以 本 
归结 于 上 题 。 


5; 作 与 已 知 平行 线 相 交 的 直 


- 线 


2059。 过 已 知 点 也， 作 一 直线 与 两 条 已 


; 知 平行 线 4B、 CD 相交 , 使 它 在 4B、CD 之 


闻 部 分 的 长 为 已 知 长 a。 
解 ”[ 作 图 ] 在 4B 上 任 取 一 点 至 ， 以 如 
为 圆心 、a 为 半径 作 圆 弧 ， 与 CD 相交 于 了 五. 


, G。 连结 加，BG， 由 卫 作 它们 的 平行 线 
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PR、PR' ， 即 为 所 求 
直线 (问题 2083) . 

[证 明 ] 因为 8Z 
1 EF, GEN EF, 所 
以 QRFE 为 平行 四 . 
边 形 , 9 及 一 互 太一 0. 

同样 @ 一刀 G 一 a。 

[讨论 ] 由 如 向 CD 作 垂 线 吾 互 ， 

当 a> 刀 如 时 , 有 两 解 

当 a=H 时 ,有 一 解 ; 

当 g<B 五 时 ,无 解 . ， 

2060. 过 已 知 点 4 作 两 条 互相 重 直 的 
直线 ， 使 它们 在 另 一 已 知 直 线 上 截取 的 线段 
BO=a(a 为 已 知 线段 长 ) . 

解 ”[ 作 图 ] 在 已 知 直线 上 截 XY a 以 
和 Z 为 直径 ， 
作 半 圆 PXT 了。 
过 4 作 及 了 的 
平行 线 ， 设 与 人 
半圆 相交 于 点 卫 。 由 4 分 别 作 了 PX、 了 的 
平行 线 ， 与 直线 有 了 相交 于 B、C， 则 4B、 
AC 即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 人 A4BC2A 人 PXT， 

., BO=~ZXY=a, 
区 LBAC= LR. 

[讨论 ] 根据 点 4 到 BC 的 距离 是 小 于 、 

等 于 、 还 是 大 于 已 知 线段 的 一 半 ， 决 定 从 4 


A ， P 


所 作 下 了 的 平行 线 与 半圆 是 相交 、 椒 切 、 还 | 


是 不 相交 , 因而 有 两 解 、 一 解 、 无 解 . 
2061. 已 知 平行 线 又 、2 和 一 个 点 也， 


作 两 端 在 了 、2 上 上、 长 度 为 已 知 长 & 的 线段 .| $y 


AB, 日 使 P4=PB. 

.- 解 [ 作 图 ] 过 P .4 的 直行 线 二 < 在 
卫 上 取 4 点 ,以 
4' 为 圆心 、% 为 
半径 作 贺 弧 ， 与 
2 交 于 点 B'、 Br | 

4'B' 的 垂直 平分 线 (4B 的 董 直 平分 线 ) 与 
PY 交 于 点 P(P"), 则 AP'4'B(AP''4B0) 
为 等 晒 三 .角形 ，4B' 43 )= 一 4。 由 王 作 
P4(P' 4 的 平行 线 , 与 忌 交 于 4(41)， 由 
忆 作 (P'B')(P"B") 的 平行 线 , 与 各 相交 于 
5(B1), 则 4B(41B1) 即 为 所 求 直 线 。 

.让 证 明 ] 省 略 .. 
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[讨论 ] 当 有 和 2 的 距离 4<a 时， 有 两 
解 。 当 Gd=a 时, 若 卫 与 子 、2Z 等 距离 , 则 有 
一 解 , 否则 无 解 。 当 4>4 时 ,无 解 。 

2062.。 忆 知 平行 线 发 和 了 , 4 为 X、 了 
之 间 的 一 点 。 过 4 作 互 相 垂直 相交 的 两 条 
射线 4B、40, 与 人 了 分 别 交 于 点 及 CO, 使 
线段 BC 的 长 等 于 已 知 线段 x. 

解 ”[ 作 图 ] 在 了 、 了 之 间 任 意 位 置 上 作 
线段 BC 一 和 、B B B， 

(可 向 两 个 方 XX 
向 截取 ), 作 以 
B'C' 为 直径 的 Sd 

圆 , 与 过 4 所 c 

作 节 、 了 的 平行 线 相交 于 4. 由 4 作 42， 
4'C' 的 平行 线 , 设 与 六 、 了 的 交点 分 别 为 B、 
C, 则 .4B、AC 即 为 所 求 射线 。 

[证 明 ] 酷 . 

[讨论 ] 当 有 了 的 距离 4<m 时 , 有 四 解 ? 
当 Q=m 时 ,有 两 解 ; 当 4>>m 时 ,无 解 。 

2063， 以 已 知 点 4 为 贺 心 作 贺 , 与 已 知 
两 平行 线 xz、Y 分 别 相交 于 B、0, 使 BC 一 1OC 
为 已 知 长 ) 。 

解 [分析 ] 


假定 符合 条 件 的 线段 BC 已 


作出 ， 将 图 形 按 与 2 平行 的 方向 平移 任意 距 
离 ， 设 4 移 至 4 处 ，BC 移 至 PIC 处 ， 则 
BiC 一 5 BiCi 是 以 4 为 圆心 的 加 的 弦 , 441 
因此 , 作 图 如 下 .. 


1 z。 


[ 作 图 ] 以 2 上 任意 点 Bi 为 贺 心 ， ?为 半 


_ 径 作 圆 ,与 y 相交 于 C1。ZBiCi 的 垂直 平分 线 


和 过 4 与 x 平行 的 直线 相交 于 4。 以 4 为 
圆心 、4B: 为 半径 作 圆 , 与 入 9 分 别 相交 于 
BOC, 则 B、C 是 所 求 点 。 

[证 明 ] 以 4 为 圆心 ，4Bi 为 半径 的 圆 
过 人 C 并 与 久 _ 9 相交 于 Bt CU BIO 一 7。 以 
4 为 圆心 、4'Bi 为 半径 的 圆 ,是 把 贺 4' 沿 与 . 
卫 平 行 的 方向 平移 距离 为 4'4， 因 此 , 与 从 
4 相交 所 截 得 的 弦 BC(=B101) =. 

FE 讨论 ] 圆 4 截 x、y 得 纺 BC 和 B'O’, 所 
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以 有 两 解 。 因为 以 Bi 为 圆心 、 7 为 半径 的 加 
与 y 虽 有 两 个 交点 Ci 和 01, 但 用 BiC1 作 图 
所 得 结果 与 用 B101 作 图 的 结果 一 致 . 

当 ? 等 于 和 之 间 的 距离 ，4 在 zx、2 的 
正中 间 , 此 题 有 无 数 个 解 。 当 1 小 于 入 9 之 
间 的 距离 , 或 1 与 入 4 之 间距 离 相 等 ， 但 4 
不 在 zy 的 正中 间 , 不 可 能 作 图 。 其 他 情况 
下 有 两 解 。 | 

2064. 有 有 息 、 乙 两 组 平行 线 ， 它 们 的 交 
点 依次 为 4、B、C、D， 由 已 知 点 卫 作 一 直 
线 , 使 它 在 甲乙 两 组 平行 线 之 间 的 两 部 分 相 
等 。 

解 [分 析 ] 假定 所 求 直线 已 作出 ， 它 在 
甲 、 乙 两 组 平行 线 之 间 
的 部 分 及 了 = BG， 则 
HG=BF( 或 HE~FG); 
人 HGD 与 人 FBB( 或 
和 人 HEA4 与 人 FGO) 的 三 
个 角 分别 相 等 ， 所 以 这 两 
个 三 角形 全 等 。 因此 , 连 人 B 上 
结 顶 点 B、D (或 C、4) 的 直线 与 PB 平行 。 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 卫 作 两 条 直线 分 别 与 BD、AC 
平行 , 则 这 两 条 直线 即 为 所 求 的 直线 。 

[证 明 ] 略 。 

2065,， 已 知 两 平行 线 及 用 和 另 一 条 直 
线 N,， 过 已 知 点 书 作 直线 使 与 五 M、N 分 
别 交 于 4、B、0C， 且 4B:CP~m:n (m:n 为 
已 知 比 ) 。 

解 设 工 和 WW 相交 于 4, 过 4' 作 PC 的 
平行 线 ，、 设 它 与 过 己 与 六 平行 的 直线 相交 
于 P', 与 办 相交 于 B', 则 A'B':P'4'=4B: 
PCO=m:n。 因 此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 过 4 作用 的 垂 线 4D, 在 D4 
的 延长 线 上 取 点 恕 ， 
使 4D: A'B=m:n. 
过 召 作 BP'fIK， 和 
”过 卫 且 与 平行 的 
直线 相交 于 已 ， 则 过 
卫 且 与 已 4 平行 的 “ 
直线 PCAB 即 为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 和信 4'DB'wA 人 4'EP', 
因此 A'D: A4'B=A'B':A'P’, 
但 . A4'P'=0P, 4'B'~A4B, 
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" AB:CP=A'B':A'P’ 

一 4 也 :4 万 一 入 :7。 
2066. 设 了 ZX、 了 了 "为 互相 平行 的 两 
条 直线 ，B 为 下 和 上 的 一 个 已 知 点 。 关于 


. 习 台 在 了 Z" 的 异 侧 有 一 已 知 点 4。 过 4 作 


一 直线 ， 使 它 与 了 X'、 了 YY’ SM. P、9， 
且 PQ=QB. 

解 求 4 关 于 YY'’ x 
的 对 称 点 4, 设 B4 
与 PY' 相 交 于 点 Q@， vy 
AQ 与 了 X' 交 于 点 了， 
则 直线 4P9@ 为 所 求 
直线 .理由 是 : 4 和 4 - : 
关于 了 Y' 对 称 ,所 以 人 

LAQY'=~ /AQY,', 

二 BS- 作 .全 1 至 汕 

“LA'QY'=/B, /AQY'= 
六 此 LPBQ= /BPQ, 

*. PQ-QB. 

2067. 已 知 了 XX'、YY' 为 两 条 平行 直 
线 ,B 为 YY' 土 的 一 点 ,点 4 和 点 B 在 及 
的 异 侧 。 过 4 作 直 线 分 别 与 X' YY' 相 
交 于 CD, 使 BD=0D.。 

解 ” 假 定 此 题 已 解 出 ，4CD 为 所 求 直 线 ， 
则 


LBPQ. 


DBD=CD，… AZDOB= /DBO, 

” ZXZX'/ 了 了 

DBOmBOX'。 

设 4B 入 的 交点 为 吾 ， A 的 平分 

线 0 了 与 4 的 交点 为 了 ， . 

则 和 4 了 五 B 成 调和 点 

列 。4、 玖 互 为 已 知 点 ， 

所 以 五 也 为 定点 。 因 
LFOB= /RBR, 

设 以 了 B 为 直径 的 圆 ， 与 

移交 相交 于 CO.AC 与 了 YY? 

交 于 点 D, 则 A4CD 为 所 求 直线 。 

2068. 在 上 题 中 ,使 DO:DB 一 和 :0。 
解 假定 此 题 已 解 人 A 
出 , DC:;DB 二 m:n。 在 
DC 或 其 延长 线 上 截取 
DB’~DB, 则 DO:DB' 
一 DC:DB=m :人 。 但 
ZX YY 已 知 ， 且 互 


YY 站 
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相 平 行 ,所 以 使 

D0O:DB' 一 m:n 的 点 如 的 轨迹 为 定 直线 
ILM。 因此 不 用 XX', 以 LIM 和 YY', 与 上 
题 一 样 , 求 点 B' 使 DB 一 DB’' 即 可 . 

2069. 已 知 &、2 为 两 条 平行 线 ，a 上 有 
一 定点 4, 过 平行 线 外 的 已 知 点 卫 作 直线 与 
人 和 分别 相交 于 瑟 了 ,使 4 和 一 47。 

解 [分析 ] 假定 
所 求 直 线 PXY 已 作 
出 ,， AZ 一 AA。 设 过 “ 
有 XY 的 中 点 政和 点 
又 的 直线 与 密 相 交 于 
@, 则 49 PT7, 显 然 
开 为 49 的 中 点 ， 因 此 人 PA4Q 是 等 腰 三 角 
形 ，E4 一 P9， 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 以 卫 为 矿 心 , 以 P4 为 半径 作 圆 ， 
设 此 圆 与 直线 5 相交 于 QQ 9 ， 则 连结 48、 
AQ 的 中 点 用 、M' 与 点 卫 的 直线 PXY、 
了 PX'Y' 即 为 所 求 直 线 。 

2070. 已 知 平 行 线 且 X' 和 了 YY' 外 的 一 
点 PP， 点 妇 在 XX’ 上。 过 忆 作 一 直线 与 
下 XX、 了 Y' 分 别 相交 于 B、 0C， 使 4B;AC 一 
LLXYL 测 

` 解 ”假定 此 题 已 解 出 ， 设 BC 为 所 求 直 
线 ， 了 4 的 延长 线 与 Pp 
了 Y' 交 于 点 D。 因 为 
ZZ fTY', P 为 已 x x 
知 点 ， 所 以 AB:DO= 
PL:PD( 一 定 )， 

设 PA:PD=p:g， Y- Y 
则 AB:DC=—p:g, AB: AC=min. 

“» DCO~2 4B, 40~2 4B, 
2 nn 


(一 定 )。 


且 人 水 了 为 定点 。 因 DO:40 一 定 , 所 以 点 C 
的 轨迹 是 阿波 罗 尼 斯 园 ， 即 以 连结 将 4D 内 
分 和 外 分 成 mq:np 的 两 点 的 线段 为 直径 作 
加 ,与 了 Y' 相交 于 0 一般 有 两 个 交点 ). 则 
PO 为 所 求 直线 ， 

2071。 在 两 条 平行 线 上 各 有 一 个 定点 4 
和 妃 。 过 已 知 点 O 作 直 线 ， 与 两 条 平行 线 
相交 于 入 、 了 , 使 4X、BY 的 和 等 于 已 知 长 


Mm 


= 
因而 DO:AC i 
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解 [分 析 ] 设 所 求 直线 为 OZY, 在 BY 

的 延长 线 上 取 点 0， 

使 BTZ 二 OY 一 人 。 连 

结 C4， 则 4C、 开 也 
的 交点 以为 A400、XY . 
的 中 点 ,所 以 2 点 为 
所 求 的 点 。 

[ 作 图 ] 取 C 点 使 BC=m, 连结 40 的 中 
点 用 和 已 知 点 O，2MO 与 两 条 平行 线 相交 
于 子 、 了 了 , 则 直线 OXY 为 所 求 直线 。 又 ,可 
以 在 点 号 的 另 一 侧 取 点 C， 再 用 同样 的 方法 
求 得 直线 OZ' 了 '。 因 此 本 题 一 般 有 两 解 , 但 
须 注意 , 根据 4、B 的 位 置 , :有 了 时 和 变 成 差 . 

2072. 已 知之 X'， 了 Y' 是 两 条 平行 线 ， 
女 ， 昌 为 也 、 了 YY' 之 外 的 两 个 定点 。 在 
了 Y' 上 求 点 也 设 4P、BP 或 它们 的 延长 线 
与 了 之 ' 的 交点 分 别 为 信也 使 人 PQB 的 面 
积 等 于 EK3。 

解 [分 析 ] 假定 此 题 已 解 出 ，P 为 所 求 
点 。 由 4 向 六 和 ' 作 垂 
线 4D， 它 的 延长 线 与 
了 Y' 相交 于 点 召 . 芋 XX^、 

"是 已 知 平行 线 ，4 
为 已 知 点 ， 所 以 DB 的 
长 度 一 定 。 但 

SAPpQR— 到 QE.DE, 


且 DB 为 定 长 ,， 人 PQR 为 一 定 ， 所 以 QB 为 
定 长 。 设 它 的 长 为 wx， 由 和 4 叙 ZX' 的 平行 
线 ， 与 BP 的 延长 线 相交 于 C， 因 为 40/ 
QB, 所 以 95:4O 一 也 了 :4 刀 ， 由 于 @R 为 定 
长 , DEB:AB 一定, 所 以 40 的 长 度 一 定 。 

[ 作 图 ] 由 4 作 允 的 垂 线 4D， 延 长 
4 与 了 了 的 交点 于 召 。 因 为 定 面积 是 互 2 


所 以 求 寺 DB 和 互 的 第 三 比例 项 各。 再 求 


DR、4 及 加 的 第 四 比例 项 wm。 由 44 作 XX 
的 平行 线 ， 在 其 上 面 蕉 取 LO 一 7 连结 Bo, 
BC 与 了 Y'、 了 X' 相交 于 PR， 又 连结 4P， 
AP 与 了 X' 相交 于 @， 则 APYR 为 所 求 的 
三 角形 , 
上 证 明 ] Saper 一 去 QR:.DE, 
QR DE 作 


但 oA 


。 QE=m, 


第 二 章 直线 的 作 图 


又 DE-m=-K, 


., Sarorn™=K2, 

[讨论 ] 在 过 4 与 卫 X' 平 行 的 直线 上 取 
点 C 时 , 因 方 向 不 同 有 两 个 解 ， 

2073。 已 知 4B3 和 CD 为 两 条 平行 线 ， 
卫 为 此 两 直线 外 的 定点 。 在 4B、CD 上 分 别 
求 点 及 了 了， 使 PB=PF， 且 BP/L(I 为 
已 知 直 线 ) 。 P 1, 

解 [分 析 ] 假定 > 
点 加、 万 已 求 出 连 人 
结 B8,， 由 卫 作 EF 
的 垂 线 PO,，PO 或 它 C 
的 延长 线 与 4B、 CD 
相交 于 G、 互 . 因 PB=PF, 所 以 EO= 了 FO. 
GO 二 HHO。 又 因 召 ?II 所 议 POLL。 故 
可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 卫 作 与 工 垂 让 的 直线 PGH， 
与 4B、CD 交 于 点 G、 瑟 , 求 G 瓦 的 中 点 0， 
过 0O 作 BF//IL, RB 与 4B、CD 相交 于 加 
也 , 则 如、 也 为 所 求 点 。 

2074. 如 图 ， 在 河 的 两 岸 有 4、B 两 栋 
房子 。 要 在 这 条 河上 架 A 
一 座 桥 ， 使 桥 的 两 端 与 
4、 互 两 栋 房子 的 距离 
相等 。 求 桥 的 位 置 。 设 . 河 
河 的 两 岸 平行 ， 且 桥 与 
河岸 委 直 . 

解 设 河岸 为 a 8.。 ， 

[和 作 图 ] 过 五 作 ?的 垂 线 ， 在 垂 线 上 取 C 
点 ， 使 BO 与 河 的 宽度 相 
等 ,40 的 垂直 平分 线 和 a 
的 交点 为 卫 , 由 五 向 5 作 
重 线 ， 其 稚 足 为 9, 则 PP、 
@ 即 为 所 求 桥 的 两 端的 位 
置 。 } p> 
[证 明 ] 因为 BEJQ@P,， PB 了 . 
BC=QP,; 所 以 四 边 形 BCPQ 为 平行 四 边 形 . 
因此 B90CP, 但 号 在 4C 的 垂直 平分 线 上 ， 
所 以 CP~4P, 因此 4P= 9， 


6G. 作 与 已 知 角 相 交 的 直线 


2075。 过 已 知 点 己 作 直线 与 已 知 的 三 
条 直线 OX、OY、02 相交 的 点 分 别 为 4、B、 


F 过 


0, 使 4B=BC. 

解 [ 作 图 ] 在 0Z2 上 取 两 点 @、z 使 
O08 一 QF。 过 Q@ 作 8 有 B 
/OZ, 与 OF 相交 于 
召 。 过 书 作 PP4 1 FEE, 
则 ?4 为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 车 了 加 的 延 
长 线 与 0 有 相交 于 也， 
则 根据 作 图 ,了 z=BD， 
自 PDI PA. 


2076. 作 一 直线 与 三 条 已 知 直线 OX 
OFY、02 相交 于 点 4、B、0， 使 AC 一 ! ( 定 
长 ), 且 4B= BC. 

解 根据 上 题 作 图 ,在 OY 上 任 取 一 点 可 
过 召 作 直线 分 别 与 
OX、 02 相交 于 也 
D, 使 BF 二 BD.。 在 
EF 或 它 的 延长 线 上 0 
取 G ~ 立马 过 G 作 


OY 的 平行 线 ,与 OX 


cz 
相交 于 4. 由 4 作 了 BD 的 平行 线 , 与 OF、 
02 分 别 相交 于 B,C0, 则 4B: BO 一 FE:ED. 
但 及 FP=BD， 所 以 4B 二 BC、 因 


4B~BG~ 二 b 


所 以 40C 一 !。 因此 ,4、 BC 是 符合 条 件 的 点 ， 
2077。 已 知 两 条 直线 芝 了 了 'Y' 相交 于 
0， 过 已 知 点 妃 作 直线 4PQ, 与 XY、 XX'Y' 
相交 于 己 9, 使 0P:08= 二 m:n( 定 比 )， 
解 ”[ 作 图 ] 在 OY、OY' Ee 
MON 一 % 过 4 
作 MN 的 平行 区 
线 即 可 . 3 
[证 明 ] 因为 
MNf1P8, 所 以 QY 
| OM:ON = OP:00Q. 
因 OM:ON m:n, 所 以 OP:00==NU;%w。 又 
在 和 WO 的 另 一 侧 截 取 ON'=n， 若 过 4 作 
MN' 的 平行 线 , 则 OP' :0O8' 一 入 :4。 
2078. 书 为 已 知 角 人 XAY 内 的 一 点 。 
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过 呈 作 直线 BPC 与 4X、AY 相交 于 BC， 
使 PB:PO=m:n. 

解 [ 作 图 ] 过 卫 作 
AY 的 平行 线 ,与 4 及 相 
交 于 D, 在 DX 上 取 点 B， 
使 BD: D4 =m :延长 
BP 与 4 了 相交 于 点 0，* Y 
则 BZPC 即 为 符合 条 件 的 直线 . 

[证 明 ] 根据 作 图 4C /PD. 

*. BP:PC= BD: DA=m:n. 
因此 BPC 为 符合 条 件 的 直线 . 

注 在 本 题 中 ,要 使 了 B=PC, 只 要 使 D4 
=DB 即 可 。 

2079。 作 端 点 分 别 在 已 知 的 两 相交 直 
线 上 、 等 于 定 长 ? 的 两 条 线段 , 且 与 男 一 条 已 
知 直 线 平行 。 

解 ” 设 相交 的 两 直 
线 为 4B、CD， 另 一 
已 知 直线 为 工 .过 CD 
上 的 任意 点 9 作 平 
行 于 工 的 直线 , 在 它 
上 面 截取 GP 和 QF， 都 等 于 i。 过 及 了 作 
平行 于 CD 的 直线 ， 分 别 与 4 已 相交 于 4、 
BB。 再 过 44、B 作 平 行 于 工 的 直线 与 CD 分 
别 交 于 点 C、D，, 则 40、BD 为 所 求 直线 . 其 
理由 是 : 根据 作 图 4CG 如 各 BDGF 都 是 平 
行 四 边 形 ， 所 以 AC==GB=?, BD 二 GF 一 l， 
而 且 如 P11K, 因此 AC、BD 为 所 求 线段 。 

2080. 号 为 已 知 点 ，4B、 CD 为 已 知 直 
线 . 不 求 4B、CD 的 交点 , 作 过 点 卫 和 此 交 
点 的 直线 . 

解 [分 析 ] 设 两 直线 的 交点 为 0, PO 和 
BD 的 交点 为 @， 过 已 作 BD 的 平行 线 ， 与 
4B、 CD 相交 于 五 、 忆 。 AE 
攻 ， 

PE:PF—QB:QD, 
且 PB:PF 为 已 知 比 。 
因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 连结 BD 过“ 
点 一 作 BD 的 平行 线 , 与 4B、 CD 分别 相 交 
于 轧 了 F, 则 点 晶 将 BD 内 分 为 8B:8D=PE 
:P8.。 连结 PP、9， 故 直线 PQ 为 通过 4B、 
CD 的 交点 0 的 直线 . 

2081.。 过 已 知 点 书 作 一 直线 P4'B'， 与 


已 知 直 线 I、 履 、 相交 ,使 这 三 个 交点 与 已 
知 点 也 成 调和 
点 列 。 

解 过 点 了 PP 
作 任 意 一 直线 
PA4A'B’', 与 工 、 
开 相交 于 4、 
2 再 求 与 已 、 

、B' 成 调和 点 列 的 点 C0/， 连 结 工 和 履 的 
0 与 C0。 OC' 与 第 三 条 直线 广 相交 于 
C0, 连结 PC 的 直线 与 工 、 性 相交 于 4、B, 则 
PA4BC 即 为 所 求 直 线 。 理由 是 : 四 条 直线 
OP、 O04'、 OB'、 OC" 与 一 条 横 截 线 了 PC; 的 交 
点 成 调和 点 列 。 从 而 与 另 一 横 截 线 PC 的 交 
点 PP、4、 刀 和 C 也 成 调和 点 列 (根据 问题 
1482) . 

注 当 人 下 平行 时 ， 作 OC' 与 工 到 平 
行 即 可 , 

2082. 
4 瑟 ， 过 另 一 定点 书 
作 直 线 ， 与 已 知 两 直 
线 相交 于 及 、 了 ， 使 
4X 与 BY 的 比 等 于 
已 知 比 2:n。 

解 [分 析 ] 落 所 
求 直 线 王 实 荆 已 作 
出 . 设 天 交 的 交点 


M 


已 知 直线 也 到 上 各 有 一 定点 
Py 


为 0, 加 4B0、 XYO 的 第 一 交点 为 @， 则 
L048= LOBQ. 
LXAY= LYBQ, 
又 LOXY= OF79. 
AVAXw AQBY, 


QA':QB= AX: BY =mi:n. 
因 人 04B 的 外 接 圆 已 定 ，4、 为 已 知 点 ， 
94:4B 一 定 , 所 以 @ 点 可 求 出 (问题 1856) 。 
因 人 @XY 了 = 人 QOY (一 定 ), 所 以 
ZOLZP=2LR~AQA4B( 一 定 ). 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 设 直 线 工 和 让 的 交点 为 0， 作 
个 04 的 外 接 贺 ， 此 历 与 4 如 的 距离 之 比 
为 人 :ww 的 点 的 轨迹 (阿波 罗 尼 斯 贺 ) 相交 于 
人 再 以 Z9 为 弦 , 在 A4Q 与 A49B 的 同 侧 ， 
作 含有 角 2 人 人 BR 一 人 Q4B 的 弓形 强 ， 它 与 工 
相交 于 芝 , 则 直线 PX 即 为 所 求 直线 . 
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证明] 略 。 

2083. 在 角子 OF 的 两 边 OX、OY 上 分 
别 有 定 点 4、BB。 作 与 已 知 直线 MAN 平行， 
与 OCX、OY 分 别 相 交 于 入 D 的 直线 0D, 使 
AC= BD. 

,， 解 [分析] 设 所 求 直线 CD 已 作出 . 作 
以 C4、CD 为 两 邻 边 的 平行 四 边 形 4CDBE， 
则 DE=A4C=BD, 有 /LBDE=/XOY (一 


定 ), 或 人 BDE 等 于 人 XOY 的 补 角 , 设 ~O 
的 平分 线 为 0F, 则 BB 或 与 OF 垂直 , 或 与 
OF 平行 。 因此 可 作 Y 
EN 

[ 作 图 ] 过 五 作 KAN 
ZXZOZ 的 平分 线 OF 6 N 
的 垂 线 或 者 平行 线 ， 全 7 
与 过 4 所 作 MN 的 
平行 线 相交 于 已 过 
怠 作 OX 的 平行 线 ， 
DD 作 必 NN 的 平行 线 ,与 OX 相交 于 0, 则 CD 
即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 略 . 

[讨论 ] 若 2WN 与 OZ 或 O7 平行 时 ,无 
解 ; 车 2 与 0 平行 或 者 垂直 ,， 则 有 一 解 ; 
其 他 情况 下 有 两 解 。 


图 如 下 。 
YY M 
< 
B E PN 
、， 0 CA Xx 
与 0 了 相交 于 DD 过 
2084. 过 已 知 点 呈 作 另 一 端 分 别 在 


OX、OZ 上 的 两 条 相 Y 
等 线段 ， 使 它们 的 来 y 
角 为 直角 .。 NS 
解 [ 作 图 | 过 P 0 人 x 
作 OX 的 垂 线 ， 重 足 
为 4. 再 过 卫 作 与 i 
P4 相等 , 且 与 P4 生 
直 的 线段 PB; 过 五 
作 了 PB 的 重 线 ,与 OZ 0 se 
相交 于 W; 连结 PN， A MM 
过 卫 作 PN 的 垂 线 , 与 OX 相交 于 站。 则 
PMU、PN 为 所 求 两 线段. 
[证 明 ] AZMPN~ 人 4PB~ 人 /ER. 
LMPA=/NPDB, 
LPAM~ /PBN= /BR, 
PA=PB. 
因而 AP4ME22APBN， 


PU=PN, 
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因此 PMU、PN 符合 题 意 . 

[讨论 ] 因此 ， 垂 直 且 等 于 线段 P4 的 线 
段 忆 B, 可 以 在 呈 的 两 侧 作 两 条 ,所 以 一 般 有 
两 解 . 

如 果 OZ 是 直角 ， 卫 与 OX、0O 了 不 是 
等 距离 时 , 则 无 解 。 如 果 人 ZO 了 为 直角 , PP 
与 OX、0O7 等 距离 时 , 则 有 无 穷 多 个 解 。 

2085. 过 已 知 角 芝 OF 内 的 一 个 已 知 点 
4， 作 两 条 直线 4P、48， 与 0X、OT 分 别 
相交 于 了 PP, 9, 使 <4PO= 人 480, 且 4P 十 
AQ=1. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 直线 4AP、 A8@ 
已 作出 ,过 4 作 与 OX、OF 构成 两 个 等 角 的 
直线 ,分 别 与 OX、0OY 相交 于 了 BC. 过 B 作 
AQ 的 平行 线 , 与 OY 了 相 
交 于 D， 若 作 以 BA4、 
BD 为 两 邻 边 的 平行 
四 边 形 4BDE， 则 在 
A 人 95D 和 人 和 人 AP45 中 ， 

ED=4B, 
LQED- /QAC= /PAB, 
LQDE~= /QCA= /PBA. 

AQZTceAP4P， 
EQ=AP, 
BD=EA—EQ+04~AP+AQ=1, 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 4 作 直 线 与 0X、0OY 构成 等 
角 , 这 条 直线 与 OX 相交 于 B, 与 OZ 相交 于 
C.， 然后 以 B 为 圆心 ? 为 半径 作 珊 ， 与 OY 
相交 于 D. 从 4 作 BD 的 平行 线 与 OZ 相交 
于 @， 作 直线 4P， 使 CB4P 一 0O49， 设 
AP 与 OZ 相交 于 了 ， 则 4P、49 为 所 求 直 
线 


[证 明 ] 路。 
[讨论 ] 根据 以 召 为 圆心 、? 为 半径 的 贺 
与 OF 相交 、 相 切 ， 或 者 无 公共 点 ( 设 由 吾 到 
OF 的 距离 为 为 则 ?>h, l=h 或 < 有 加) 本 题 
有 两 解 , 一 解 或 无 解 。 

2086. 已 知 过 同一 点 0 的 三 条 射线 
OX、O 了 、02Z， 试 作 一 直 
线 与 这 三 条 直线 相交 ， 使 
截 得 的 两 部 分 4B、BC 分 


人 
别 与 两 已 知 线段 wm、 w 相 XA ，” 避 Yy 


4 等 。 
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一 条 直线 上 取 41B'=zm， 字 
弓形 弧 ， 设 它们 的 交点 为 CE 
以 把 AOL4'C' 移 到 人 X02 即 可 . 即 在 OX、 

2087， 过 已 知 点 4 作 直 线 与 已 知 角 
解 [分析 3 假定 此 题 已 解 出 . 设 ZXOY 


解 设 XOYZ=c, LY 了 OZ 一 8。 另外 ,在 
B'O’'=n, 以 4'B'B'C' 为 
弦 分 别 作 含有 人 a、 人 B 的 
0', 在 人 0'4'C' 中 ,因为 人 4'0'B'= /XOY,， 
LO0'O0'B'= /20Y, A'B'=m, B'O'=n. 所 
` 02Z 上 各 取 O4d=0'4', O0=0'0', 设 AC 与 
OZ 的 交点 为 B, 则 4B0 为 所 求 直线 。 
及 OF 的 两 边 OX、OY 相交 于 B、0;， 使 OB 
+OC=2BC. 
的 平分 线 02 与 BC 的 交点 为 了 则 
OB _ OC -08+00 OB+OCG _ 2 


1B 70™ 三 TI” BO “ 工 
o» OB:1IB=2:1, 
因而 和 OBI 可 定 , 故 0 
可 作 图 如 下 。 4 
[ 作 图 ] 在 OZ 上 


任 取 一 点 召 . 以 瑟 为 ”A<7 
圆心 、 到 OR 为 半径 
作 册 与 O02 相交 于 尽 ~ YY 
、G, 过 和 4 作 加 了 或 WG 的 平行 线 , 与 OX、 
OY 相交 于 B、C (或 B、 0')， 则 4BO (或 
4'B'O') 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 咯 ， 

[讨论 ] 为 使 本 题 成 立 ， 直 线 O2 与 圆 至 
需 有 交点 。 设 过 召 作 O2 的 垂 线 的 长 为 刀 


当 h< 吝 OB 时 ,加 如 与 02 有 两 个 交点 ,从 
而 此 题 有 两 解 。 当 h= 地 0 时 , 贺 瑟 与 02 
相 切 ， 只 有 一 解 。 当 > 二 OB 时， 本题 无 


解 。 

2088. 已 知 问 0O 和 两 条 直线 OX、OZ， 
求 作 加 0 的 切线 4B 与 
OX、O 了 分 别 交 于 4、B， 
使 4B=m。 

解 {分析 ] 设 回 0 的 4 
半径 为 7， 人 XO 了 为 人 a 
(已 知 角 ) 。48B 为 所 求 切线 , DD 为 切 点 , 则 在 


第 四 编 作 图 十 


和 人 04B 中 ，AB 一 m， 高 
OD=7，/AAO0B 一 /a, 因 
此 可 作 与 它 全 等 的 三 角 
形 。 故 可 作 图 如 下 。 A 完 7B 

[ 作 图 ] 作 线 段 4B' 一 m， 由 和 妈 作 4 
的 垂 线 , 在 垂 线 上 取 点 豆 使 4' 且 =7, 过 五 
作 瑟 区/ 4'B'。 以 4B' 为 弦 , 在 互 一 全 
作 含 人 x 的 弓形 弧 , 设 与 玉 及 的 交点 为 0 
在 OZ 上 截取 O04=0'4’ 在 OF 上 截取 OPB 
~0'B', 连结 4B, 则 4B 即 为 所 求 直线 ， 

[证 明 ] 和 人 04 和 人 0'4'B'， 因为 两 边 
与 夹 角 分 别 相等 , 所 以 它们 全 等 。 因 此 

AB= 4A'B'=m., 

设 在 A04B 中 , 过 0 的 高 为 0D; 在 
A0'4'B' 中 ,过 0' 的 高 为 0D'。 则 OD= 
O'D'， OD'= 瑟 A'=7， 所 以 OD 二 7。 因此 
4B 为 圆 0 的 切线 ， 它 的 长 为 加 。 所 以 符合 


[讨论 ] 与 4'B' 距离 为 ”的 直线 有 及 与 
以 4 已 为 弦 、 含 La 的 弓形 弧 相 交 时 , 有 两 
解 ; 相 切 时 有 一 解 ; 无 公共 点 时 无 解 。 

2089， 已 知 两 个 角 人 B4C 和 人 DEF， 
向 已 知 方向 作 一 直线 ， 使 它 被 两 角 的 两 边 所 
截 的 两 部 分 之 比 为 已 知 比 rw: 

3 [ 作 图 ] 设 两 边 4C、 人 点 为 

过 @ 向 已 知 方 
ey 与 
边 4B 相交 于 也。 


等 于 已 知 比 m:n, 
过 4 作 4Z/BOY, 设 AX 与 边 BD 交 于 
到 ,到 了 入 PF 相交 于 8. 过 8 作 直 线 PQRS 
BOY, 则 PQRS 为 所 求 直线 。 
[证 明 ] PQ:BO=A4P:.4B， 
BRS:OYZ 一 和 XS: 工 了 。 
因 AZ、PS、BY 互相 平行 , 所 以 
AP: AB=— XS: XY. 
因此 . PQ: BO=BS:OY, 
即 PQ:RS=BO:0F =—m:n, 
因此 PQRS 为 所 求 直线 。 
[讨论 ] 如 果 芝 与 召 重 合 了 不 在 BF 
上 时 , 则 无 解 ; 若 环 与 殖 重 合 , 了 在 BF 上 ， 
则 有 无 数 个 解 。 其 他 情况 下 有 一 馈 。 


第 二 章 直线 的 作 图 


2090， 已 知 角 ZOMN 和 已 知 园 0O 上 的 两 
个 定点 4、B. 在 贺 上 p' 
求 一 点 一, 连结 P4， } 
PB, 其 延长 线 与 OZ、 
CM 交 于 点 环 . 了 , 使 


AX=BY. i 
解 [ 作 图 ] 由 B 6 
作 CM 的 垂 线 BY'， 延长 了 'B 与 加 0 相交 


于 P'， 在 P'4 的 延长 线 上 取 点 X， 使 4X 
一 BY', 若 令 过 X' 作 .4X' 的 垂 线 , 与 CI 相 
交 于 X, X4 的 延长 线 与 圆 0 相交 于 P,PB 
和 CM 相交 于 卫 ， 则 PX、PY 为 所 求 直线 . 

[证 明 ] 在 人 4XX' 人 BYY' 中 ， 

LAR /SY'm /S/R, LKXAX'- /YBY' 

(** LP'AP=/P'BP), AX'®m BY,', 

*. 人 AXX'QANBYY,, 
AX=BY. 

[讨论 ] 若 由 及 ' 向 4X' 作 垂 线 与 ZO 平 
行 ,无 解 ; 若 与 LC 重合 ,有 无 数 个 解 ; 其 他 情 
形 恒 有 一 解 . . 

2091。 过 已 知 角 也 4Y 的 平分 线 上 的 已 
知 点 卫 作 一 直线 , 使 它 被 角 的 两 边 所 截 得 的 
部 分 BC 的 长 等 于 已 知 长 a。 

, 解 ， 候 定 此 十 已 解 出 , 设 BC 为 所 求 直线 ， 
则 在 人 4BC 中 , BC 为 
定 长 , 人 B40 的 大 小 一 AS 

. 定 ， 且 人 4 的 平分 线 电 6 
4D 为 定 长 ,所 以 人 4BC 
(根据 问题 2307) 可 作 DA 
出 。 因此 , 作 一 个 底 边 


为 a, 顶 角 等 于 人 ZAY， A 

顶 角 的 平分 线 等 于 4D 

的 三 角形 4'B‘C'。 在 已 

知 角 的 一 边 4X 上 取 BD TC 
4 了 =4'B'， 设 BD 的 延长 线 与 4 了 的 交点 


为 0C, 则 BDC 为 所 求 直线 。 

2092。 过 已 知 角 和 4 平分 线 上 的 已 知 
点 了 DD， 求 作 一 直线 ， 与 人 
4 相交 于 B, 与 了 4 
的 延长 线 相交 :于 CG， 且 
BO=a., 

解 假定 此 题 已 解 2 
出 ，DBC 为 所 求 直 线 ， 

则 在 人 4BC 中 ，B0= .29 


~ 


“1, 


489 


a, ~B40 与 LXAY 的 补 角 相 等 , 因 过 4 外 
角 的 平分 线 4D 为 定 长 ， 根 据 问 题 2303, 求 
得 底 边 、 顶 角 及 其 外 角 的 平分 线 的 长 度 ， 作 
人 4B'0', 象 上 题 一 样 倒 过 来 作 图 即 可 。 

2093. 已 知 OX、0O 了 为 互相 垂直 的 直 
线 , 卫 为 <ZOY 的 平分 线 上 的 点 。 求 作 点 到 
使 线段 了 PY 等 于 已 知 长 


解 ”假定 此 题 已 解 出 ， R 
一 AR, Yl, LAO 的 平 9 文 
分 线 为 定 长 ,所 以 此 题 归 结 于 河 题 2091. 

注 此 题 叫 做 帕 普 斯 问题 。 

2094。 已 知 角 了 AY 和 一 点 P。 过 PP 
作 直 线 , 与 4 和、4Y 相交 于 及 0, 使 4B+ 


LO 一 了。 A 
解 [分 析 ] 设 

PBC 为 所 求 直 线 , 作 1 

人 4BC 的 外 接 圆 , 设 

/4 的 平分 线 与 圆 相 PSVUDBE 


交 于 D, 由 DD 作 A4X、 x DD Y 
4 了 的 垂 线 DB、DF， 则 


AB~AP—3(AB +A40)= 壮 mn 


(根据 问题 536). 
因此 五 人 D 的 位 置 也 可 定 ， 


且 “BOD= 54D= 去 人 4， 所 以 可 作 图 


如 人 下。 
在 4XK、4Z 上 各 取 4 瑟 、4 等 


于 去 me 过 生 也 分 别 作 4Z、4 了 的 重 线 ， 
两 重 线 相交 于 刀 。 以 卫 D 为 弦 作 含有 计 公 4 


的 弓形 弧 , 设 它 与 4 了 相交 于 0, 则 PC 为 所 
求 直线 。 

2995. ”过 已 知 点 卫 作 与 已 知 角 人 XOY 
的 两 边 OX、OF 相交 于 4、 ,五 的 直线 ， 使 04 
~OB=1. 

解 [分 析 ] 设 04 
一 0B~l, PAB 为 所 求 
直线 。 (了 Y' 为 了 CO 的 延 
长 线 上 的 一 点 ) 人 04B 
的 外 接 圆 与 点 上 的 外 
角 民 O7Y' 的 平分 线 相交 
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于 C, 从 CO 向 OZX、OY" 所 作 垂 线 为 CD、CE， 
则 


0D-08 一 去 (0A4—0B) 去 ,, 


点 0 的 位 置 可 定 。 且 C、O、B、 4 四 点 共 贺 ， 


1 


所 以 LC0BA==ACO4，LCO4 一 定 。 车 令 
CO04=a( 即 LXOY' 一 24), 当 卫 在 Pi 的 
位 置 (XOYF' 的 内 部 ) 时 ， 或 在 Ps 的 位 置 
(人 X07Y 的 内 部 ) 时 ， 则 人 CBP= 人 0B4 一 
ww。 又 当 己 在 Ps 的 位 置 (人 XJOF 的 内 部 ) 
时 , 则 人 LOCOBP 一 180° 一 A0BA4 一 180° 一 %, 故 
无 论 在 哪 种 情况 下 人 CBP 一 定 。 因此 可 作 
图 如 下 . 

[ 作 图 ] (i) 当 04-0B=?7i 时 . 设 了 YO 


延长 线 上 的 点 为 了 ' 在 OY' 上 取 0 一 各 


由 如 作 0B 的 垂 线 与 XOY' 的 平分 线 相 
交 于 C0. 若 忆 在 Pi 或 Ps 的 位 置 时 , 则 以 PC 
为 弦 作 含 &《 和 人 XOY' 的 一 半 ) 的 弓形 弧 ， 若 
忆 在 Ps 的 位 置 时 ， 则 以 PC 为 弦 作 含 180” 
一 的 弓形 弧 。 这 样 作 出 的 弧 与 边 OZ 的 交 
点 为 B, 则 连结 P、.B 的 直线 PB 即 为 所 求 直 
线 。 

(ii) 当 0B-04=1l 时 。 人 
对 称 点 为 C, 若 忆 在 P1 
的 位 置 上 ， 则 以 PC' 为 
弦 ， 作 含 180* 一 a 的 弓 5 
形 弧 ; 若 忆 在 PP 或 Ps 
的 位 置 时 ， 则 以 PC' 为 器 
弦 , 作 含 x 的 弓形 弧 . 这 
样 作 出 的 弧 与 OZ 相交 于 4， 
为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 根据 分 析 已 很 明显 , 故 省 略 。 

[讨论 ] 以 PC 为 弦 作 含有 w 或 180" 一 ac 
的 弓形 弧 时 , 不 与 人 人 芝 OP 的 边 OF 相交 时 ， 
则 在 04 一 08=? 的 情形 下 , 无 解 . 以 PC' 为 
弦 , 含有 180° 一 或 % 的 弓形 弧 不 与 O 芝 相 
交 时 , 则 在 08 一 04=1 的 情形 下 , 无 解 。 一 
般 在 04--OB=:1 和 0B 一 04=? 的 情形 下 ， 
有 两 个 解 。 但 有 时 其 中 一 个 无 解 , 有 时 两 个 
都 无 解 。 

2096。 过 已 知 角 及 O07 内 的 已 知 点 PP， 
作 一 直线 ， 与 角 的 两 边 相 交 于 4、B， 使 
P4.PB 等 于 已 知 正 方形 7r2。 


则 直线 P4 即 
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解 ” 假 定 此 题 已 解 出 ， 主线 4PB 为 符合 条 
件 的 线段 。 过 4、B 作 任 意 品 ， 与 OX 相交 
于 9 延长 9P 与 
此 圆 相交 于 怀 ， 
则 P4.PB=P9 
‘PR, EB PA:.PB 
一 %2， 所 以 PQ. 
PR=m. 因 此 
作 图 如 下 。 

在 OX 上 任 取 一 点 9， 在 QP 的 延长 线 上 
取 点 肪 使 PQ .PE 一 m2?。 以 PE 为 弦 作 含 
人 PQ8A (LPQ4') 的 弓形 弧 与 OZ 相交 于 
B(B'), BP(B'P) 的 延长 绕 与 OZ 相交 于 
4(4), 则 

PA.PB(PA'.PB') = PQ. PR 一 Mr2。 
如 图 , 本 题 有 4B、4'B' 两 解 . 

2097， 已 知 角 ~XOF 和 两 个 已 知 点 
4、B。 作 一 直线 PQ 与 OCX .OF 分 别 相交 于 
P、8, 使 0P=08, 且 4P=B8. 

解 [分析] 假定 符合 条 件 的 直线 PQ 已 
作出 . 设 点 怠 关 
于 人 XOY 的 平 
分 线 02 的 对 称 
点 为 4, 则 P8 
也 关于 02 对称， 
所 以 4'/Q=AP= 
29， 可 以 作 图 如 下 。 

{ 作 图 ] 作 点 女 关 于 02 的 对 丈 点 4', 设 
线段 4B 的 垂直 平分 线 与 OY 的 交点 为 @， 
过 @ 作 02 的 垂 线 ,与 0X 相交 于 PP, 则 P8 
为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 分 析 中 已 很 明确 , 故 省 略 。 

2098. 在 已 知 角 之 OY 了 外 有 已 知 点 卫 ， 
过 号 作 一 直线 与 OX、0O 了 相交 于 点 亿 号 
使 08 :08B=m2. 

解 [分 析 ] 假设 问题 已 解 出 , P8E 为 所 
求 的 直线 。 在 OR 上 作 与 让 纺 相似 的 三 
角形 ORS, OR 与 OP 
为 对 应 边 , 那么 

OP:00=0OP:0S, 
:. OP.08=00.0R 
= 2, 
由 OP、7z2 为 一 定 , 因 
此 CS 也 一 定 。 由 
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ZROS— LPOQ (证 角 )， 
知 8 为 定点 ， 人 8 一 人 LO8P， 因 而 四 边 形 
OSR9 为 贺 内 接 四 边 形 . 
:LAST LSOQ9=2LR. 

由 线段 PS 和 SBP 就 可 以 确定 五 的 位 置 . 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 人 XOY 的 外 侧 作 人 YOS 等 
于 人 POX, 确定 8S 点 ,使 OP.08 一 m?。 以 
P85 为 弦 ， 作 含 角 等 于 人 X08 的 补 角 的 弓形 


弧 , 设 弧 与 OF 的 交点 为 书 , 则 PB 即 为 所 求 


作 的 直线 . 
f 证 明 ] ”由 作 图 知 05R8 为 图 内 接 四 边 
形 , 所 以 人 OCSR= 人 O89P。 再 由 作 图 ， 
ZZPOQ= /SOR. 
*, 人 POQw A 人 ROS, 
OP:0Q =0OR:058, 
O08Q:0R=OP.0S=m. 
所 以 PE 为 所 求 的 直线 。 


注 1 车 卫 在 人 RXOYF 内 ， 则 上 面 解 中 的 


点 8 就 在 人 XOY 内 ,解法 同上 . 

2 本 题 的 应 用 , 可 见 第 13 节 。 

2099。 过 已 知 点 卫 作 直线 , 使 与 两 直线 
AX、AY 所 成 三 角形 4XY 的 面积 等 于 已 知 
面积 . A 


A 了 为 定 值 ,因此 本 题 
可 归结 为 上 题 . 因为 X P Y 


人 4XY 一 辫 AX.AYsing 


( 设 人 ZAY=9). 
而 人 4XY 一 2 (一 定 )，， 
sin 9 一 4 (一 定 ). 
因此 ，4 且 .4Y 为 定 值 , 本 题 与 问题 2098 类 


了. 作 与 已 知 三 角形 形 的 两 边 相 


交 的 直线 
2100. 在 已 知 三 角形 4BC 的 一 边 40 
上 求 一 点 PP， 过 己 作 48、BC 的 平行 线 与 
BO、4B 分 别 相交 于 、 了 , 使 PX~PY. 
解 车 点 卫 已 求 出 ,连结 卫 B, 则 PX BY 


上 故 可 作 图 如 下 . 
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为 菱形 。 所 以 BP 为 人 B 的 平分 线 。 因 此 
也 或 它 的 外 角 平 分 线 与 4C 或 其 延长 线 


的 交点 为 

或 P', 即 为 

所 求 的 点 . 

其 理由 是 : 

BP 为 人 LB 

的 平分 线 ， 

由 于 PY~=BY, BY= PX, 

*. PX=PY., 
点 PP' 亦 可 同样 证 明 。 
2101. . 求 作 人 4BC 的 边 BC 的 平行 线 


DE， 使 它 与 4B、40 相交 于 D、 召 , 上 且 
和信 4DE 与 人 BBOC 的 面积 相等 . 

解 [分 析 ] 假定 直线 DB 已 求 得 ， 则 
LAED= /0, Saaps=Saxgc, 因此 


Sasps , AB-DE _ 45 
1 (问题 1459)， 


4 万 2 
EC.AC 
即 4AB:=BEC.AC. 


一 1 


[ 作 图 ] 在 4C 上 求 点 也 使 4 配 一 BC.4C 
(问题 1934)， 过 召 作 BC 的 平行 线 ， 交 4B 
于 点 也 , 则 DB 即 为 所 求 的 直线 。 . 

2102。 在 人 4B0 的 底 边 BC 上 求 一 点 
了 号， 使 过 该 点 所 作 男 外 两 边 的 平行 线 所 成 的 
平行 四 边 形 的 局 长 等 于 定 长 7. 

解 假定 一 点 已 求 得 ， 过 人 帮 0 AB 的 
平行 线 PQ、PER, 与 
4B、40C 分 别 相交 
于 Q@、B.。 则 

PQ+ PR 二 7. 
由 此 可 作 图 如 下 . > 

| 在 A4B、AC 或 其 延长 线 上 分 别 取 
等 于 到 的 线段 4D、4, 则 DE 与 BC 的 
交点 书 即 为 所 求 。 

2103. 作 与 已 知人 和 八 4B0 的 边 BO 平行 


的 直线 ， 与 4B、AC 分 别 相交 于 D、 甩 ,使 
4D=280， 
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解 [分析] 假定 此 题 已 解 得 ， DEP/ 
EC， 则 DFCE 为 平 
行 四 边 形 . 

DF= HO, 
。 AD=2DF. 
且 LADF=2/R 

. -人 24, 

所 以 A4D78 的 形状 是 确定 的 ， 因 而 点 也 的 
位 置 也 可 确定 。 
[ 作 图 ] 在 4B 上 任 取 一 点 DD, 作 DF'/ 


AC, 有 D'F'= 去 4D'. 连结 4F', 延 长 4 


与 pp 相交 于 也 过 五 作 4C 的 平行 线 与 
428 相交 于 D, 作 DEB/f1 BC 与 4C 相交 于 吾 ， 
则 DB 即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 有 略 。 

2104。 已 知人 4BoO 的 边 BC 上 有 一 点 
DD。 求 作 边 BC 的 平行 线 与 4B、 CT 
P、8, 使 PQ;PD==m:n. 

解 [ 作 图 ] 过 4B 
上 的 任意 一 点 召 作 BC 
的 平行 线 与 4C 
了 五 ， 以 B 为 圆心 ， 以 总 pg 


- 卫 长 为 半径 作 加 红 与 4D 相交 于 6. 作 
DP1/ GE, 与 4B 相 交 于 P， 由 P 卫 作 BC 的 
平行 线 , 与 40 相交 于 @, 则 PQ® 即 为 所 求 直 


[征明 ] AG/ PD, BF/ PO. 


因此 PQ 为 所 求 直线 。 

2105。 在 入 4BC 中 作 直 线 P81 BC， 
与 边 4B、AC 分 别 相交 于 P、@. 使 

(1) POG=PB+CQ, (2) PO=PB-0Q. 

解 (1) 若 P8 通 过 人 4BC 的 内 心 , 则 有 
PB+CQ= PQ. 
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(2) 过 人 人 B 所 含 的 人 480 的 旁 心 0' 作 
BC 的 平行 线 ， 与 4B、4C 相交 于 PP、 8， 则 
PB 二 PO', 9C=90 因此 

PB—~QO0~ PO'—QO0'~PO'. 

2106。 作 人 和 480 的 底 边 BC 的 平行 线 ， 
与 4B、AC 分 别 相交 于 有 芭 吾 ， 使 DB 成 为 
DB 和 EC 的 比例 中 项 。 

解 [ 作 图 ] 作 任 意 直 名 pd BC, 与 
me AC 相交 于 D、 

: 在 : 了 3 上 取 点 


平行 线 , 与 4B 相交 于 D， 则 DB 员 电 所 
直线 。 

[证 明 ] 过 尸 作 4C0 的 平行 线 ， 与 BC 相 
交 于 0'， 则 PO'B'C。 根据 作 图 ，D'P?= 
BD'.B'IC， 所 以 D'P2mD'B.PC' 又 四 边 形 
BDEC 与 四 边 形 BD'PC' 相似 ， 


BD .DE _ EC 
BD ™ DP Bo?’ 
“. DE?~ DB.EC. 


注 这 种 作 图 法 叫做 相似 法 。 

2107。 作 已 知人 A 人 4850 的 边 BC 的 平行 
线 , 与 4B、A4C 分 别 相 交 于 D、 加 , 使 

(i) DE=2DB+3EC, 

(i) DE=m.DB—n. BEBO, 

(iii) DE?~ DP?+ BC?. 

解 ” 同 上 题 , 先 作 任意 直线 D'B' 平 行 BO， 
在 DE' 上 取 符 合 条 件 的 点 卫 即 可 。 即 根据 
上 题 的 图 , 取 点 ,使 

(i) PP=2D'B-3BO， 

(ii) 了 PP 一 人 也 瑟 一 0 了 O， 

(Gi) D'P2= DB? BO2, 

连结 BP, 延长 BP 与 40 相交 于 妞 ， 过 至 
作 BC 的 平行 线 ,与 4B 相交 于 也 即 可 。 

[证 明 ] 同上 题 。 

2108， 作 人 4B0C 的 边 BC 的 平行 线 , 与 
4 已 、4LO 交 于 点 D、 吾 ,使 DE?2= 一 AD .BD. 

解 [分 析 ] 假定 所 求 直 线 DB 已 作出 ， 
以 4B 为 直径 的 半圆 与 过 点 刀 且 垂直 于 4B 
的 直线 相交 于 GG, 则 

DG?2= AD.DB, 
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又 DE2~ AD. DB, 改 可 作 图 如 下 。 

.. DG=DE. A [ 作 图 ] 在 BC 或 其 延长 线 上 取 点 了 , 使 
过 点 BB 所 作 4B 的 CF 一 m, 过 卫 作 AC 或 其 延长 线 的 垂 线 ， 其 
垂 线 ， 与 4G 的 延长 垂 足 为 妃 . 过 名 作 BC 的 平行 线 , 与 4B 或 

， 线 的 交点 为 了 了, 则 其 延长 线 相交 于 D， 则 DB 即 为 所 求 直线 . 
DG AD_DE [证 明 ] BC//DE，DB、BF 都 与 40 垂 
BF AB Bo’ 直 , 所 以 DBf//EF, 因而 DB=EF. 

“. BC=BF. ‘. DB2TOB E> BPIOB=-0F? =m. 
因此 可 作 图 如 下 。 2111。 过 已 知 人 4BC 的 顶点 4 作 直 线 ， 


. [ 作 图 ] 过 B 作 4B 的 垂 线 ， 在 委 线 上 寺 
取 BF 一 BO， 以 4B 为 直径 作 半 贺 ， 与 4F 
相交 于 G 过 G 作 4B 的 垂 线 GD,， 过 DD 作 
BC 的 平行 线 , 与 4C 相交 于 马 ， 则 DE 即 为 
所 求 直线 。 

. [证 明 ] 咯 。 

2109， 作 A4BC 的 底 边 BC 的 平行 线 
与 4B、A4C 分 别 相交 
于 己 9, 使 

4P2 十 PO2 一 PPB2。 

解 [ 作 图 ] 求 线 
段 V， 使 4B2 十 BO2 
一 M12. 延长 4 万 至 也 ， 
使 BD 一 m, 连结 CD， 
过 B 作 BQ/ DO， B® 
与 40 相交 于 9, 作 QP CB, 则 P@ i 
直线 。 


[证 明 ] 根据 作 图 ， : 
. 4B2 十 BO 一 B12。 . 中 
人 PBQw 人 BDC。 所 以 
AB _ BO _ BD 四 
AP Bo EB 
根据 @.@， 4Pa+PG?= PH 
2110。 作 直 角 三 角形 4BC 的 余 边 BC 的 


平行 线 DEB， 与 4B、40 或 其 延长 线 相交 于 
有 从. 卫 , 使 了 D2TCZ2 等 于 已 知 正方 形 m2。 
解 [分 析 ] 设 BC 的 平行 线 与 4B、AC 

或 其 延长 线 分 别 相交 于 D、 恕 。 过 召 作 4C 
的 垂 线 与 BC 相交 于 ，B 
了 ， 则 

EF+EO= FOO, F 
且 EF~BD. Se 
因此 

BD- EC—FO?, A .EE © 


| 线 的 足 为 B、C'， 则 


再 过 B、C 作 此 直线 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 BB、 

0', 使 AB': AC0'==m:%n。 
解 [分 析 ] 设 所 求 直线 < 4X 已 作出 ， 过 

点 和 C 作 2 的 重 : 


BB' /CO'。 设 2 

延长 线 与 40 相交 于 

D, 则 

AD: A0~= 4B': AC’ 
=7N:R。 


因 40 为 定 长 ， 所 以 .D 为 定 点 故 可 作 图 如 
下 . 


[ 作 图 ] 在 AC 上 求 点 D， 使 4D:40- 
m:%n。 作 直 线 4X 生 直 于 BD， 则 4 即 为 
所 求 直线 。 

[证 明 ] 上 略 . 

.2112， 作 一 直线 与 人 和 480 的 两边 《4B 
AC 分别 交 于 卫 、%， 
使 PQ=m, 且 4P= 
C9. 

解 [分 析 ] 假定 
符合 条 件 的 直线 P@ 
已 作出 。 将 PQ 平移 
到 oD, 则 PD=090=4P、. 

.“, LAPAD=/PDA, 
又 PDf/ 40， 所 以 LPDA4==ADAC。 因 此 
AD 为 人 4 的 平分 线 ， 又 CD 一 PQ 一 mw， 因 
而 CD 为 定 长 。 由 这 两 个 条 件 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 4 的 平分 线 。 以 C 为 圆心 、 
m 为 半径 作 贺 。 与 4 的 平分 线 相 交 于 功 
过 刀 作 4C0 的 平行 线 与 48B 相 交 于 卫 , 过 PP 
作 DC 的 平行 线 与 40 相交 于 8, 则 PQ 即 为 
所 求 直 线 。 

[证 明 ]， 分 析 中 已 很 清楚 , 故 省 路 。 

2113。 作 一 直线 与 已 知人 4BC 的 两 边 
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A4B、4C 相交 于 P、 9 使 PQ9=mn, BP~08@, 

解 [分 析 ] 假定 
PQ 为 所 求 直线 。 过 C 
作 等 于 PQ 上 且 与 它 乎 
行 的 线段 CD， 连结 
PD， 则 CD=BPB9 一 
m, PD=QOC=PB, 有 H 
作 BPD= 人 4 (一定 ). 设 BD 的 延长 线 与 
AC 相交 于 B', 则 4B==A4B'. 天 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 在 4C 或 其 延长 线 上 取 4B' 一 
43B， 再 以 C 为 加 心 、 和 为 半径 作 圆 弧 ， 与 
BB' 相交 于 D， 过 了 D 作 4C 的 平行 线 与 4B 
相交 于 P; 过 了 号 作 DC 的 平行 线 与 4C 相交 
于 8, 则 PQ 即 为 所 求 直 线 . 

[证 明 ] 根据 分 析 已 很 明确 , 故 省 略 。 

注 车 4B:4B'=m:n, 则 可 变 成 BP:C9 
一 允 ? 的 作 图 。 

2114. 作 一 条 与 定 直线 工 平 行 的 直线 与 
已 知人 A4BC 的 边 4B、BC， 相 交 于 XX、Y， 
并 使 4 也 十 了 C 等 于 定 长 7. 


解 [分 析 ] 假定 所 求 直线 了 已 作出 ， 


过 4 作 与 ZXF 平 行  ， )， 
县 相等 的 直线 4D， 
连结 DY. 则 4X=  》 N 
DY， 然后 在 BY 上 ~ 2 
截取 ZY=DY, 连结 /I 
ED, 则 SE S 

AXT+YO~DY +YO~ HY+YC-EC. 
因此 EC 一 l， 恕 为 定点 ， 又 YBD 为 等 腰 
三 角形 ,所 以 

LDEC~ 池 DZC- 亏 ZLB. 


可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 过 4 向 己 知 方向 作 4D, 在 BC 
上 截取 CB=l, 过 加 作 直线 互 D, 使 


2ZDBC- 卫 ZB. 


也 也 与 4D 相交 于 D. 过 卫 作 DZY /4B, 与 
BC 相交 于 卫 。 作 了 和 /4D 与 4B 相交 于 
碟 , 则 且 了 为 所 求 直线 . 

[证 明 ] 分 析 中 已 很 明确 , 故 省 略 。 

2115。 过 三 角形 4B0 的 边 BO 上 的 一 
点 卫 作 4B 的 垂 线 ,. 设 垂 线 足 为 , 使 了 
+¥4A=m, 
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解 ” 设 此 题 已 解 出 ，Y4、YX 为 所 求 直 
线 . 在 了 了 的 延长 。 
线 上 取 点 了 '， 使 
YYZ' 一 Z4。 过 了 
作 LMJAB， 则 
XY’—m, Xx FY’ 
上 人 LM, 因此 LM 
为 已 知 直 线 . 本 题 
变 为 在 BC 上 求 点 
了 ， 过 卫 作 已 知 直 线 LM 的 重 线 了 YY', 使 
YY'= 了 4 的 作 图 题 。 因此 可 根据 问题 2104 
和 2057 解法 (图 中 虚线 部 分 表示 根据 问题 
2104 的 解法 ) . 

2116. 在 入 4BC 中 作 一 直线 与 已 知 直 
线 如 平行 ， 与 4B 相交 于 也， 与 BC 相交 
于 了 , 使 ZY 了 与 了 4 之 和 等 于 已 知 长 mn. 

解 [分 析 ] 设 所 求 直线 了 Z 已 作出 , 在 
及 YY 的 延长 线 上 取 点 A 
了 ', 使 了 Y'= 了 A, 过 
Y' 作 4B 的 平行 线 
ZF'. 过 4B 上 的 任 三 
意 一 点 B' 作 BF 的 
平行 线 , 与 Z87' 相交 
于 Fr 则 

XY+YA=—XY YY’= BF m, 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 4B 上 的 任意 一 点 B'， 作 EF 
的 平行 线 BF', 使 B'F' 二 mm. 过 F' 点 作 4B 
的 平行 线 ， 与 BC 或 其 延长 线 相交 于 2。 过 
BC 上 的 任意 一 点 T， 作 加 'F' 的 平行 线 , 与 
8F'Z 相交 于 IT。 在 434 上 取 点 V, 使 T7= 
TU. 过 4 作 了 TV 的 平行 线 与 BC 相交 于 了 ， 
过 了 作 B'F' 的 平行 线 与 4B 相交 于 和子 ， 则 
及 了 为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 略 . | 

2117. 作 一 直线 与 人 4BC 的 两 边 4B、 
AC 分 别 相交 于 D、 琅 ， 
使 
AD=DE, AE = BD. 

解 [分 析 ] 如 图 ， 
假定 DB 为 所 求 直线. 
将 BD 平移 到 B'E, 则 

AE=BD=EB’, 


第 二 章 直线 的 作 图 
于 是 DC 是 以 r 为 斜 边 、 一 边 为 ? 的 直角 三 


线 . 又 设 BB’' 的 延长 线 与 4C 相交 于 4， 因 
ADm=zDE， 所 以 4B 一 B4'。 因此 可 作 图 如 
下 5 

[ 作 图 ] 作 .~44 的 平分 线 4X， 在 40C 上 
取 点 4 使 4B=B4'， 设 4 与 B4' 的 交 
点 为 B'。 过 B' 作 .4B 的 平行 线 ,与 40 相交 
于 加 ,过 召 作 B4' 的 平行 线 与 4B 相交 于 
D, 则 DBE 即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 见 分 析 。 

[讨论 ] 上 略 , 

2118 ， 在 已 知 三 角形 ABC Ci 边 4B 上 
求 点 互 , 在 4C 上 求 点 了 , 使 4X=CY, 上 是 
和 了 与 BC 构成 的 角 等 于 已 知 角 w。 

解 [分 析 ] 设 此 题 已 解 出 XY 了 与 BC 
的 延长 线 相交 于 了 。 作 以 及 了 、YC 为 两 边 的 
平行 四 边 形 XYCD, 则 人 BCD=a, 有 XD= 
YO= AX, 

ZXAD= /XDA. 
XD) AO, 
.. LXDA= /DAY. 
因此 , 4D 为 人 B40 的 平分 线 。 故 可 作 图 如 
下 。 

[ 作 图 ] 作 4 的 平分 线 4Z。 作 直线 
CD， 使 人 BCD A 
~a, CD 与 42 、 
相交 于 D, 过 DD 
作 4C 的 平行 线 


但 


CD 的 平行 线 , 与 4C 及 BC 的 延长 线 分 别 相 
交 于 了 、 了 了, 则 YF 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 见 分 析 。 

[讨论 ] 略 。 

2119。 在 八 4BC 中 , 人 B 为 直角 。 作 一 
线段 X 了 ,使 它 的 两 端 在 八 4BC 的 两 边 4B、 
BC 上 , 且 等 于 已 知 长 1，， 并 使 4 允 ? 十 互 Z2? 十 
了 YC? 等 于 已 知 正方 形 m2. 

解 [分 析 ] 设 瑟 了 已 求 出 ， 过 4 作 4D 
[XY, AD- XY, 
连结 DY， 则 4X= 、 

DY, DPBO, 所 以 | 
AX?+XY2+YO - 
一 DY24-4D2+VO2 避 NN 
-DOTAD=m， 即 D022 一 0， 
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角形 的 另 一 边 。 因 此 4D、DO 已 知 , 也 点 可 
定 。 故 可 作 图 如 下 .。 

[ 作 图 ] 在 和 俯 4BC 内 求 一 点 DD, 使 它 与 
点 .4 的 距离 为 ?， 与 C 的 距离 为 M0 一 及 ， 
过 也 作 BC 的 短线 DY, 过 了 作 D4 的 平行 
线 ,与 4B 相交 于 及, 则 XY 即 为 所 求 直线 . 

2120。 作 直 线 BF 与 已 知 直线 平行 ， 生 
把 四 边 形 4B0D 的 0 
对 边 4D、BC 分 成 相 
同 的 比 。 

解 [分 析 ] 假定 
已 求 出 .过 DD 作 
DD' 与 BF 平行 , 过 
4 作 .BC 的 平行 线 8 下 € 
分 别 与 了 DD' 相交 于 BPD, 则 

AE:ED=AE':W'D’. 
因为 AE:ED=BF:FC, 
所 以 万/ 万/ 也 一 有 TO 
因此 B4、 FB、OD' 共 点 ， 或 互相 平行 。 故 
作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 过 4 作 47'/ BO， 与 过 刀 且 和 
已 知 直 线 平行 的 直线 DD' 相交 于 D'. 设 B4 
与 CD' 的 交点 为 0， 过 0 作 已 知 直线 的 平行 
线 OBF, 则 OEF 即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 路 . 

2121. 已 知 三 角形 4BO 及 该 三 角形 外 
的 一 点 也. 过 呈 作 一 
直线 , 与 45、4C 分 
别 相交 于 卫 、 了 ， 使 
BX=0Y. 

和 解 在 问题 2082 
中 取 =n， 邑 可 求 
得 此 题 的 解 。 

2122， 过 和信 4BC 内 的 一 点 P， 作 一 直 
线 与 4B、4C 分 别 相交 于 M、WN， 使 BMN 二 
CN=MN. 

解 [ 作 图 ] 在 4B、A4C 上 分 别 取 点 有 
允 , 使 A 
AD=AE 


一 (4B+40). 


作 与 4B、 AC 分 别 相 了 
切 于 了 又 刀 的 加, 再 过 4 
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点 忆 作 此 园 的 切线 ， 与 < 4 五 、40 相交 于 M、 
和 则 MPXN 即 为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 4BAT4C = AD+AE， 所 以 BD 
一 OF, 办 此 
BM-+CN=~DMT+EN= MFINF=MN. 

[讨论 ] 若 点 卫 在 加 DFB 内 , 则 无 解 ,过 
点 己 的 其 他 切线 也 是 所 求 直线 。 

2123， 作 已 知 三 角形 4BC 的 截 线 PR， 
与 4B8、BC、AC 或 其 延长 线 分 别 相交 于 下 、 
©&、 E, 使 29、 QR 各 为 已 知 长 . 

解 作 此 三 角形 的 边 及 其 截 线 所 成 的 四 个 
三 角形 的 外 接 回 ， 则 它们 共 点 (参照 问题 
ee 设 此 点 为 8S， 连 结 SB, SP, SQ, SC， 

。 则 

LPSQO~= /PBY, LRSQ= 40 
” 且 PQ 和 QER 为 定 长 ， 
所 以 人 SPR 可 作出 ， 
因此 底 角 人 SPB 与 
ASHP 可知 。 因 为 | 
LCBS、LBOCS 分 别 
等 于 上 述 两 角 ， 所 以 
-点 8 可 定 。 又 SP、 
SR 的 长 度 已 知 , 故 王 和 了 五 

2124. 在 已 知 直 角 三 角形 4BCO 的 两 直 
角 边 4C、BC 或 其 延长 线 上 分 别 求 点 乙 和 
9, 使 PQ 的 中 点 恰好 在 斜 边 4 有 上 , 且 与 另 
一 已 知 直线 x 平行 。 

解 [ 作 图 ] 作 任 意 直 线 DEB /1m, 与 三 角 
形 的 两 边 CA4、CB 或 其 延长 线 相交 于 了 五 
连结 DB 的 中 点 也 C 
和 心 与 4B 相交 于 
0. 过 0 作 ZP91/ DE, 
分 别 与 C4、OB 或 延 
长 线 相交 于 王 .9, 则 
直线 PQ 即 为 所 求 家 线 。 

[证 明 ] *.… P8f DE, DEJm, 所 以 PQ 
mw， 又 了 了 为 直角 三 角形 DOB 的 斜 边 上 的 
中 点 ,所 以 0 为 PQ 的 中 点 。 


S. 作 弦 
2125. 过 已 知 点 卫 ， 作 已 知 园 的 弦 等 于 
已 知 长 a. 

解 【[ 作 图 ] 在 圆心 为 0 的 已 知 贺 上 的 任 
意 一 点 0 作 弦 CD=a， 过 0 作 QD 的 垂 线 
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0 有 ,以 O 为 圆心 、O 为 半径 作 圆 。 过 号 作 
此 圆 的 切线 , 与 圆 0 相交 于 4、B, 则 4B 为 
所 求 直 线 。 、 B 

EF 证 明 ] 设 切 点 为 
了 了， 连结 了 O,， 则 OF 
4B, 所 以 OB、OF 
为 圆心 0 到 弦 CD、 
OF. 


.4 万 一 CD 一 a。 

[讨论 ] 若 点 已 在 以 0 为 半径 的 圆 之 
外 , 则 可 作 两 条 切线 ,所 以 有 两 解 . 若 点 书 在 
圆 上 ， 则 有 一 解 。 若 忆 在 圆 内 ， 则 无 解 。 

2126.。 过 已 知 圆 0 内 的 已 知 点 4 作 弦 
BC, 将 圆 分 成 两 部 分 ， 使 两 部 分 绝 长 的 比 为 
2:1。 若 贺 的 半径 为 7, 求 该 弦 的 长 . 

解 [ 作 图 ] 作 圆 心 角 为 120° 的 弧 PQ， 
由 圆心 0 作 PQ 的 垂 线 O 互 ， 以 0 为 圆心 ， 
OZ 为 半径 作 贺 ， i 
圆 O 相交 于 B.C， 则 弦 BC 将 圆周 分 


1, 
[证 明 ] 因为 BC BN 


] Q 


的 贺 心 角 为 120*, 即 
BC 将 圆周 分 成 3:1， 3B 

[讨论 ] 如 果 点 4 
在 圆心 为 O、 半 径 为 0 的 圆 的 内 部 ， 则 无 
圆 的 外 部 , 则 可 作 两 条 弦 , 所 以 有 两 解 . 

2127. 在 已 知 圆 中 作 一 弦 ， 使 | 
直线 买 了 平 行 ， 并 等 
于 已 知 长 1. 

解 [ 作 图 ] 在 已 
知 贺 0 内 作 长 为 7 的 
弦 P9, 以 0 为 殉 心 ， 
作 与 PQ 相 切 的 同心 
贺 . 过 O 作 已 知 直 线 卫 了 的 生 线 OK,， 与 PQ 
相 切 的 同心 加 相交 于 用、 有 ,过 有 放 MUM' 作 
贺 0 与 六 了 平行 的 弦 4B、4'B8'， 则 这 两 条 
弦 都 是 所 求 的 弦 。 

证明] 略 。 

2128， 过 已 知 加 上 的 已 知 点 从 作 吕 
MN, 使 被 已 知 弦 平 分 。 

解 设 0 为 所 求 弦 的 中 点 ，0 为 圆心 。 则 
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20=CN， 所 以 0O0.12MN。 因此 以 os 为 
直径 的 圆 与 已 知 弦 4B 
相交 于 CO、D， 设 OC、 
MD 的 延长 线 与 圆 0 相 
交 于 W、N', 显然 MN、 
MN' 即 为 所 求 的 弦 。 

当 以 MO 为 直径 的 圆 与 4B 相交 时 ， 有 两 
解 ; 相 切 时 有 一 解 ; 与 4B 不 相交 时 无 解 。 

2129。 已 知 图 上 一 点 4 及 弦 BC， 过 
作 纺 4D, 与 BC 相交 于 思 , 使 DB 一 也 4D. 

解 [ 作 图 ] 延长 4B 至 万 ,使 

BP 二 4B, 


过 五 作 BC 的 平行 线 ， 与 已 知 四 相交 于 人 
D', 则 AD、AD 为 所 


求 弦 . 

[证 明 ] 设 4D、 Cc 
BC 的 交点 为 召 , 因 为 5 Dp 
BE/FD, 所 以 


DE:AD~=FB:;AF=—1:3, 
7 a 
。 DE 3 AD. 


_ [讨论] 变 使 本 题 有 饰 , 必须 使 过 了 了 所 作 
BO 的 平行 线 与 已 知 圆 相交 。 因 此 , 若 有 两 个 
交点 , 则 有 两 个 解 ; 有 一 个 交点 , 则 有 一 解 ;不 
相交 , 则 无 解 。 

2130。 已 知 罗 0 内 两 点 4、B， 车 将 此 
贺 折 选 ,使 折 过 来 的 弧 过 4、 吾 两 点 ,， 则 应 怎 
样 确定 折线 ? 

解 ” 设 折线 为 P89, 弧 P4B8 的 圆心 为 0， 
则 圆 C 和 图 0 相等 ， eis PQ 对 称 。 因 
此 ， 以 4、B 为 园 : 
心 、 以 园 0 的 半径 
. ?为 半 和 经 作 两 个 贺 
了 台 ， 设 它们 的 交点 
为 C (在 4B 的 两 
00 的 垂直 平分 线 
PQ 即 为 所 求 的 折线 。 
以 此 题 有 两 解 。 

2131 ， 
4B 在 这 条 直径 上 的 射影 等 于 已 知 长 1 

解 {【 作 图 ] 设 已 知 圆心 为 0， 已 知 弦 为 


由 于 点 Q 有 两 个 ， 所 


作 已 知 画 0 的 直径 ， 使 已 知 弦 
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4B, 以 B 为 贺 心 , 以 7 为 半径 作 圆 ,与 以 4B 
为 直径 的 加 相交 于 CO. 
过 0 作 与 BC 笠 行 的 直 
径 PQ@, 与 4C 的 延长 线 
相交 于 及. 设 B8 在 P8@ 
上 的 射影 为 入 , 旭 MN 到 
为 4B 的 射影 , 且 等 于 7 

[证 明 1 4B 为 加 

4CB 的 直径 , 所 以 
_ LACB= /ZR, 
又 AM LMN, BN {MN, 
., MN= BC0=1, 
因此 ，MAN 为 4B 的 射影 ， 且 等 于 已 知 长 7. 

2132. 已 知 两 个 同心 贺 , 作 外 圆 的 纺 ,使 
被 内 圆 所 截 的 三 部 分 相等 ， 

解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 弦 4B 已 求 
出 。 设 4B 与 内 圆 相交 于 
CD, 40=CD=DB. 延 
长 O00 至 如, 使 00 一 0 有 ， 

则 AC=0D, 00=08, 所 Is= 
以 048D 为 平行 四 边 形 ， 
4 有 EB~0D=00. 因此 , 可 作 图 如 下 。 . 

[ 作 图 ] 在 内 加 上 任 取 一 点 C0， 让 00 的 
延长 线 上 截取 CB=00。 以 加 为 圆心 、EC 
为 半径 作 圆 , 与 外 加 相交 于 4, 延长 40 与 内 
圆 相交 于 D， 与 外 加 相交 于 B， 则 4B 即 为 
所 求 的 弦 。 

[证 明 1 路 。 

[讨论 ] 如 果 以 恕 为 圆心 ，EC 为 半径 所 
作 的 园 和 处 贺 相 交 ， 则 有 两 个 解 ; 相 切 有 一 
解 ;不 相交 时 无 解 . 

2133.， 有 三 个 同心 圆 。 作 一 线段 , 使 它 
的 两 端 在 内 外 两 圆周 上 ， 而 中 间 的 圆 将 它 截 
成 两 等 分 、 

解 [ 作 图 ] 过 公 
共 贺 心 0 作 任意 直 
线 O08, 与 中 间 的 图 相 
交 于 P, HOP==P@. 
以 @ 为 网 心 作 与 内 圆 
相等 的 圈 与 外 圆 相交 
于 8， 连 结 BS， 作 内 圆 的 半径 OB 与 8S 平 


. 行 。 连 结 8E, 则 SE 即 为 所 求 直线 。 


[证 明 ] 根据 作 图 OE/ 8S8, 0R~~S8, 即 
QS0OR 为 平行 四 边 形 , 且 对 角 线 08 的 中 点 己 
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在 书 点 被 分 为 两 等 分 。 
2134. 已 知 四 个 同心 圆 ， 求 作 一 直线 ， 依 
次 与 四 个 圆 交 于 4、 至、C 也 使 4B=CD. 
: 解 【分析 ] 假定 
所 求 直 线 为 4BCD. 
延长 这 条 直线 ， 设 它 
与 四 个 圆 又 相交 于 点 
D' OB' A'. 过 4 
作 圆 忆 的 切线 4 也 
过 BB 作 贺 C 的 切线 BF (将 同心 较 由 外 向 里 

依次 称 为 圆 4, 圆 B,…)， 则 . 

AE?2= .AD.AD’', BF BC. BO', 

* AB=CD= Do 

. AD'=BC'. 
因此 4BE?:BF?= 4D:BC., 
因为 已 知 四 个 圆 为 同心 圆 , 所 以 4B、BF 的 
长 度 一 定 , 所 以 4D: BC 一 定 , 设 它们 之 比 为 
m:n, MN AD: (AD— BC) =m: (m 一 2) 。 
即 AD:24B=m: (m—n). 
在 4O 上 求 点 0 使 0'B/ 0D, 40:240'= 
mM: (m 一 %)。 因 此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 连结 加 4 上 的 一 点 4 和 圆心 0， 
在 4O 上 求 点 0 使 40:340'=m:(m 一 nn). 
作 0'B8 使 0D:0'B=m: (m 一 %w)， 以 O’ 为 区 
心 ，0'B 为 半径 作 圆 ,与 贺 8 的 交点 之 一 为 
B, 连结 4B, 则 4B 即 为 所 求 直 线 ， 

2135。 已 知 两 况 内 切 于 4 点 , 内 圆 互 的 
直径 04 为 外 圆 的 半径 ， 作 弦 PQ 垂直 于 
04, 且 被 内 圆 截 为 三 等 分 。 

解 [分 析 ] 假定 
所 求 弦 PQ 已 作出 ,与 
O04 相交 于 C, 与 内 加 
相交 于 县 8S, 则 RC2 


一 00.40. 又 40 的 
延长 线 与 外 圆 相交 于 
也 , 则 PCO2= DO.4C. 
RO3_ O00:40 _ oO0 
PC DO.ACG O04+00° 
“.* PR=RS=80Q, 
Cs _ 工 
PO 9° 
OO _1 
UA-+UC 9’ 
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在 中 间 的 上 加 上 , 所 以 另 一 对 角 线 SBR 过 PP, 且 


故 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 在 04 上 取 00= 寺 04, 过 C 作 
与 04 垂直 的 外 加 的 弦 PQ, 则 PQ 即 为 所 求 
的 弦 


[证 明 ] 赂 . 

2136。 求 作 已 知 加 的 弦 ， 使 它 的 长 等 于 
已 知 长 ,而 且 它 的 延长 线 与 男 一 已 知 贺 相 切 ， 

解 ”[ 作 图 ] 设 已 知 加 的 贺 0, 另 一 
流 的 圆心 为 0', 已 
知 长 为 I， 先 作 圆 
0 的 纺 4B=1， 由 
0 作 4B 的 垂 线 4 
OC, 再 作 以 00' 为 
直径 的 第 三 个 圆 。 以 0' 为 圆心 ， 以 贺 0' 的 
半径 与 0C 的 差 为 半径 作 圆 与 第 三 个 圆 相交 
于 也 延长 0'D 与 加 0 相交 于 瑟 . 连 接 OD， 
过 如 作 直 线 避 P/OD, 与 圆 O 相交 于 了 了、G。 
刚直 线 加 FG 即 为 所 求 直线 . 

[证 明 ] 根据 作 图 LODO'~ ZR, EFGY 
OD, 


es 


CE 


LO'EF= /RBR. 


1 即 直 线 FG 为 圆 0' 的 切线 。 作 FG 的 垂 线 


O 互 , 根据 作 图 ， 
0O' 一 00=0'D， 
.. DE=O0., 
因为 四 边 形 ODE 五 是 矩形 , 所 以 
OH=DE, 
OC=OH, 
FG~AB=1. 
因此 直线 BFG 即 为 所 求 直 线 ， 
2137. 作 圆 O 的 弦 , 被 已 知 两 半径 04、 
0B 三 等 分 。 
解 【分 析 ] 假定 
所 求 弦 PS 已 作出 ， 
设 它 与 04、OB 相交  - 避 
于 QRE, 则 PO=QR ?了 A™B $ 
二 RS、 这 时 OP 一 08， 所 以 人 OPS 为 等 腰 
三 角形 ， LOPS= 0OSP. 
'"。 人 OPEB 入 OSR (两 边 及 夹 角 相等 ). 
所 以 O80R， 八 08BRB 也 是 等 且 三 角形 ， 
QB/ 4B， 连 结 4B 的 直线 与 OP、OS 的 延 


因而 
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长 线 分 别 相交 于 PS ， 则 PS PS， 所 以 
P'4=4B=BS'。 因 此, 可 作 图 如 下 ， 

[ 作 图 ] 连结 45, 将 纺 4B 向 两 边 延 长 ， 
取 P' 8' 两 点 ,使 P'4=4B=BS', OP'OS’ 
与 圆 弧 的 交点 为 下 、&S， 弦 PS 与 半径 O4、 
0B 相交 于 @、 RB, 则 PO=9R 一 RS， 

证明] 由 于 PS P'S', 所 以 结论 是 显然 
的 . 

2138， 过 已 知 圆 上 的 两 点 4 、B, 分 别 
作 互 相 平行 的 纺 4 加 、BH, 使 4E:BF 等 于 
已 知 比 77:%。 

解 ”[ 作 图 ] 连结 4B, 点 C0、C' 把 4B 内 
分 和 外 分 成 mr:%w。 过 C 作 直 径 ， 再 过 4、B 
分 别 作 与 该 直径 垂直 的 弦 4B、BF. 


或 过 C0’ 作 直 径 , 过 4、B 作 与 直径 垂直 的 
纺 4、BF 亦 可 。 无 论 哪 种 作 法 , 4E、BF 
都 是 所 求 的 弦 . 

[证 明 ] 在 第 一 种 情况 下 , 设 4 至 、B5 与 
过 0 的 直径 相交 于 G、 及 ， 则 G、 如 分 别 为 
各 弦 的 中 点 ，4 马 / BF, 所 以 


一 


当 4AE、BF 与 过 外 分 点 C' 的 直径 垂直 时 ， 
也 可 同样 证 明 。 

2139. 过 已 知 圆 上 的 两 点 4、B 分 别 作 
互相 平行 的 弦 4D,.BC， A D 


使 这 两 弦 之 和 等 于 已 知 ~ 
长 mM%、 人 > 六 
解 [分 析 ] 因为 EN 
4D1/ BC, 所 以 

AB=D. NE 


因此 从 敬 心 到 纺 4B、0CD 的 距离 相等 。 设 
44B、CD 的 中 点 为 M、N, 则 OM=ON. 


为 4Df BO， 呈 
MN 一 寺 (4D+ BC) 一 部 mn。 
人 因此 可 作 图 如 下 。 
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[ 作 图 ] 连结 4B, 设 4B 的 中 点 为 25, 以 
0 为 圆心 _OMX 为 半径 作 圆 . 作 此 贺 的 芒 MN 


(或 MN? 等 于 于 过 和 4.B 分 别 作 弦 4D、 


BO 平行 于 MN, 则 4D、BC 即 为 所 求 的 弦 . 

[证 明 ]、[ 讨 论 ] 路 . : 

注 上 面 是 4D 与 BC 方向 相同 时 的 解 
法 。 若 如 右 图 4D 和 
BC 方向 相反 , 则 可 以 
从 过 4 的 直径 的 另 
一 端 4' 作 与 4D 平 
行 的 弦 4D'， 则 4D 
一 4'D， 因 此 人 象 上 面 
一 样 作法 ， 可 以 用 点 4 和 B, 先 求 出 4'D'、 
BC, 然后 决定 4D、BC 即 可 ， 


2140， 过 已 知 园 O 上 的 两 点 和 4\.B 分 别 
作 相 互 平行 的 弦 4D、BC， 使 它们 的 差 等 于 
已 知 长 m， A WD 
内 求 一 点 五 ， 使 AE= "AW 
4B, BB 一 m。 作 过 B、 SR 
吾 的 弦 BC， 过 4 作 弦 
5 证明] 4D1/ BO, 

且 DO=AB=AE, 
/LABE= /AEB,. 


解 【 作 图 ] 在 四 O 
4D1/ BC, 则 4D、BC 即 为 所 求 的 弦 。 
因为 48=DC, 所 以 


LABR= /DOE, 
“, LAEB~= DOB. 
因此 4 有 /DOC, 4BCD 为 平行 四 边 形 。 
…，4D= 了 0， 


HOC- AD=BC— EC= BE-m. 
因此 BC、AD 为 符合 条 件 的 平行 弦 . 

2141， B、C 是 已 知 圆 O 上 的 两 定点 , 过 
B、C 作 平 行 弦 BY、C， 使 直线 了 YX 过 已 
知 点 卫 。 

解 [分 析 ] 设 BY 
1 CZ, 则 大 = 87, 即 
弦 人 了 一 BO. 因此 以 2 
为 圆心 ， 与 BC 相 切 的 
加 与 也 了 也 相 切 . 

[ 作 图 ] 以 2 为 圆心 , 作 贺 与 BC 相 切 , 过 
三 作 此 圆 的 切线 与 已 知 圆 O 相交 于 民 、 也 
则 BY、CZ 即 为 所 求 的 弦 。 
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2142. 过 已 知 贺 O 上 的 两 定点 和 B 作 
平行 纺 4P、69, 使 AP.BQ=K?. 

解 作 圆 9 关于 4B 对 称 的 园 0', 过 两 贺 
的 交点 4 作 倍 弦 
D4P， 使 4D.4P 
一 KK? (参照 问题 
2195)。 过 B 作 弦 
B84P， 则 因为 
0 和 贺 O' 关 于 4B 对称 , 所 以 B9= 47D， 

、。。，4P.B9= AP.AD=FK?. 

2143。 过 圆 0 上 的 已 知 弦 4B 的 一 端 
4 作 与 4B 构成 等 角 的 两 条 弦 A4P、AQ, 使 
AP.AQ=K3. 

解 [分 析 ] 假定 4P、 
AQ 已 作出 , 设 PQ、A4B 的 
交点 为 C， 则 4C . 4B 一 
4P.49 (问题 1074) ， 且 
.AP.AQ 呈 KR， 故 40.4B= 愉 2， ,因此 40 可 
知 。 设 过 BB 的 切线 为 BX, 则 FB 一 BB， 所 
以 PQ/BX。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 4B 上 作 40, 使 40 为 4B 和 
玉 的 第 三 比例 项 。、 由 COC 作 过 BB 的 切线 BX 
的 平行 线 ， 这 因 相 实 于 二 9， 则 4P\、49 即 
为 所 求 的 弦 。 

别 解 设 A401L45， 作 加 O 关于 4C 对 称 
的 园 O, 过 4 作 两 加 
的 割 线 P46' (问题 
2195) , 使 4P.49' 一 
K3, 则 可 得 点 卫 。 又 
由 


孙 = 把 ， 
可 得 点 @. 
，2144。 在 以 4B 为 弦 的 已 知 加 的 强 上 求 
点 乙 , 使 P4 和 PB 之 积 为 m2. 

解 假定 此 题 已 解 出 P4:.PB=”m?. 
AP4 的 外 接 圆 的 直 p 
径 为 P89, 过 P 了 作 4B 
的 垂 线 PP 五 , 则 根据 ( 问 
题 1318)， 

PA.PB~ PQ.PH, ©@ B 
又 因为 此 外 接 圆 为 已 知 
园 ， 所 以 直径 PQ 为 定 长 。 28, 
则 根据 @， 


设 


m2=2R.PH, 
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PH 


,因此 P 为 定 长 . 作 与 4B 的 距离 为 5 的 
予 行 线 ， 与 加 相交 于 P, 则 P 为 符合 条 件 的 


2145. 过 已 知 园 0 上 的 两 点 4、3， 作 
相互 垂直 的 两 弦 4P、BQ, 使 4P .BO 一 太 . 

解 [分 析 ] 假定 4P、B8 已 作出 , 则 态 
.=A4P.,BQ=4B.PQ+A49.BP (问题 1500)， 
又 4B 为 定 长 ， 

4P1B9，.… 48+ — 志 x (四周 )， 


因此 PQ 为 定 长 . 4B.P9 六 定 各 AQ:BP 
亦 为 定 积 。 设 积 为 则 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 直 径 40， 在 点 关于 40 另 
一 侧 的 半 加 弧 上 求 点 A 
9, 使 4@Q.08 一 吕 ( 癌 


题 2144) 。 作 弦 B9， : 

过 4 作 弦 APLB9， 

则 AP、BQ 为 所 求 

弦 。 了 总 


[证 明 ] . PC/ B9，,…。 BP=CQ. 
.从 而 48.BP~49.00=h. 

汝 此 AP.B9=A4B.PQ+AQ.BP~=W, 

[讨论] 除 @ 外 还 可 求 点 池 。 为 求 点 9 
所 作 AC 的 平行 线 若 与 半圆 的 弦 不 相交 ， 几 
无 解 。 

2146.。 过 已 知 加 0 内 的 沁 知 点 女 作 弦 
BAO, 使 40. BC 一 EK?, 

解 假定 符合 条 件 的 弦 B40 已 作出 ， 
A0.BC= RK. 则 

Ka AO. BO~AC.(AC+AB) . 
一 4024.40.4F。 

点 4 为 定点 ， 可 设 此 圆 的 半径 为 E, AO~d, 
(根据 问题 1246) 
40.4B 一 局 一 (一 定 ). /A 
根据 @， 

Ka AC2+ (FY—D) 。 0 

AC=V Et 
(一 定 ) 。 

因此 , 以 4 为 圆心 ，V B 十 多 一 及 为 半径 作 
跨 ， 与 已 知 园 想 交 于 C0， 则 过 和 和 CG 的 弦 
召 4C 为 所 求 的 弦 。 


-一 一 :一 一 一 ee 
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.2147， 过 圆 O 内 的 已 知 点 卫 作 弦 4B， 
使 AP=2PB. 

解 [ 作 图 ] 延长 OP, 截取 PC， 使 OP 
一 2PO, 以 0 为 圆心 , 卫 7(7 为 加 0 的 半径 ) 
为 半径 作 圆 ， 与 图 O 相交 于 B (一 般 有 两 个 
交点 ), 则 过 及 卫 的 纺 4B 即 为 所 求 的 弦 . 

[证 明 ] 在 人 40P、 < 
人 BCP 中 ,根据 作 图 
OP:PC ~ AO: BC = 2: 
1， 且 4O>PFO，BO> 
PO, A APO=/BPC. 


所 以 
AAOPwABOP, 
因此 PA4:PB=PO:PO~2:1, 
[讨论 ] 区 0 与 区 0 一 般 相交 于 两 个 点 ， 


， 所 以 适合 于 条 件 的 弦 有 两 条 ; 如 果 两 圆 相 切 ， 

有 一 解 ; 如 果 两 圆 没有 交点 ,无 解 。 

注 如 果 使 P4:PB 一 人 :02， 则 作 图 同上 . 

2148. 已 知 圆 上 的 定点 4 和 定 纺 BC. 
过 4 作 弦 4D， 与 BC 相交 于 如， 使 了 好 与 
DC 之 比 等 于 已 知 比 2:%。 

解 [分 析 ] 假定 4D 弦 已 作出 ， 则 
和 人 DCE 和 人 和信 BAE 有 三 个 角 相等 而 相似 。 

BE: BA=DE:DO=m:n, 


因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 在 BC 上 截取 BE, 使 
BE: BA=m:n, A 


连结 4， 延 长 4B 与 已 
知 圆 相交 于 D, 则 4D 为 . 
所 求 弦 。 'B ~ 
[证 明 ] 路 . D 
2149.。 在 已 知 圆 0 内 作 等 于 定 长 2 的 
纺 PO， 使 过 定点 4 所 作 的 与 此 弦 相 对 的 角 
PAQ=a. . 
解 [ 作 图 ] 作 一 
驴 BC=l， 以 BC 为 
弦 作 含 Za 的 弧 ， 与 
“以 0 为 圆心 _04 为 
半径 的 贺 相 交 于 也, 
以 4 为 圆心 、DB 为 
半径 的 圆 , 和 以 4 为 阅 心 .以 DC 为 半径 的 图 
分 别 与 已 知 贺 相交 于 PP、9, 则 PQ 即 为 所 求 
的 弦 。 
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[证 明 ] 人 入 4PQ 可 着 成 是 把 ADBC 以 0 


为 中 心 旋转 了 么 40D 而 得 到 的 ， 
ss LPAQ= / BDO, 
PQ= BO~—L. 


[讨论 ] 除 孔 之 外 还 可 取 点 D'。 两 圆 相 
高 时 此 是 无 解 . 

2150， 已 知 两 贺 和 一 直线 ， 求 作 -一 直线 
与 已 知 直线 平行 并 与 两 加 相交 ， 使 被 两 贺 截 
取 的 两 弦 相 等 ， a 

解 [ 作 图 ] 设 已 知 两 贺 为 4、B, 已 知 直 
线 为 了 .连结 
4B, 由 4A4、B 分 
别 作 尺 了 的 垂 线 
AD, BE. 过 4 
作 DB 的 平行 线 ， 
与 B 相 交 于 万 . 
以 好 为 圆心 ， 作 
与 圆 4 相等 的 圆 ,与 圆 B 相交 于 到 N, 连结 
NL, 延长 NL, 可 得 所 求 直 线 MEKLN. 

[证 明 ] BL=BN, FL=FN. 

“LNBE, ZN 1 XY. 


又 ZN AF, 
.. MN AF. 
因 贺 4 和 加 了 为 等 圆 , 所 以 
GA=FH, 县 G41 FH.. 
'. MKR=LN. 


注 圆 下 与 贺 屯 相 离 时 无 解 。 

2151、 在 已 知 方向 上 作 直 线 ， 与 两 个 已 
知 贺 0、0' 相交 ， 使 所 得 两 弦 之 和 或 差 等 于 
已 知 长 7. 

解 [ 作 图 ] 过 O 向 已 知 方向 作 直 线 0G， 
过 0' 向 0G 作 垂 线 0'G, 在 .0G 上 截取 GP 
7 以 卫 为 圆心 , 作 与 圆 O 半径 相等 的 圆 ， 
此 圆 与 较 0' 相交 于 CC 分 别 过 CC' 向 已 
知 方向 作 直线 ， 这 
两 条 直线 即 为 所 


求 。 
[证 明 ] 设 所作 

的 直线 与 两 个 贺 分 \- 

别 相交 于 4、B、 QO、 Co 

D; 4^\ B' C'、D', 与 圆 忆 的 交点 为 也 了 

则 


OCF-CD=FD=2PG=), 
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0/D 一 0 一 万 Dr 一 2PG 一 7。 
AB=0F, A'B'~=O0'F', 

“. ABT+CD=!, C0'D'’— A’'B'sa]. 

因此 这 两 条 直线 4BOD 及 4'B'C'D' 即 为 所 

求 直线 。 

2152. 过 已 知 点 卫 作 直线 ,使 它 被 两 个 
已 知 加 4、 万 所 截 得 的 弦 相等 . 

解 ” 设 所 求 直 线 已 作出 ， 与 铝 4、 四 五 的 
交点 分 别 为 C.D, B、 .过 4 作 44'1 PF， 
过 B 作 44’ 的 垂 线 B4', 则 CD==EF, 所 以 
4 妃 一 4C, 因此， 
以 A’ 为 圆心 ， 作 
与 圆 4 相 等 的 
轧 、 了 点。 因 此 
过 卫 所 作 园 B 圆 4 的 切线 相等 。 过 书 作 
圆 和 的 切线 PG, 则 在 直角 三 角形 PG4' 中 ， 
PG、4'G 已 知 , 所 以 P4' 的 长 度 可 求 。 设 以 
4 为 直径 的 圆 和 以 卫 为 贺 心 ，P4' 为 半径 
的 圆 的 交点 为 4， 则 过 王 所 作 割 线 平 行 于 
A44' 的 割 线 即 为 所 求 直线 . 巡 

2153， 在 定 图 0 外 有 两 定点 4、B， 作 
此 圆 的 弦 CD 与 已 知 直线 了 平行， 使 过 结 
4C，BD 的 直线 的 交点 也 在 圆 O 上 . 

解 ”假定 此 题 已 解 出 , CD 为 所 求 弦 , 媚 为 
符合 条 件 的 点 。 过 0 作 CP'1 4B, 与 圆 O 
相交 于 P' 则 CODY 和 Z，CP' 1 AB. XY 
4 为 已 知 站 线 ， 所 以 人 DOP' 的 大 小 一 定 ， 
设 此 角 为 g， 则 角 ac 所 对 
的 弧 DP' 的 长 一 定 ，DP x 
为 定 长 . 然后 延长 PD 与 
A4B 相交 于 @, 则 

LDQB= LZP'=/P. 

， 因 此 了 P、4、Q、 DD 四 点 共 
贺 . 

“. BA4.BQ=BD.BP. 
但 图 0 为 已 知 贺 , B 为 已 4 

知 点 ,所 以 BD.BP 一 定 (问题 1246) 。 由 此 
知 B4.BQ 一 定 ，9 为 定点 。 所 以 本 题 可 归 
结 为 过 已 知 点 @ 作 割 线 QDP'， 使 孩 DP' 等 
于 定 长 的 问题 (问题 2125). 


9. 作 与 弧 、 圆 相交 的 直线 


2154， 


并 且 


已 知 直 线 互 、 点 乙 和 圆 0,， 过 请 
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. 作 直 线 与 了 相交 于 4 与 圆 0 相交 于 及 使 


PA:PB=— m:n. 

解 [ 作 图 ] 过 卫 作 节 的 生 线 POC, 延长 
至 D, 使 PC:PD= 科 m:n， 过 DD 作 节 的 平行 
线 了 了， 与 圆 O 相交 于 B (一 般 有 两 个 交点 )。 
则 PB 即 为 所 求 直 线 . : 

[证 明 ] 根据 作 图 G4/ DB, 所 以 P4: 
PB= PC:PD, 
PO: PD=m:n, 

.. PA:PB=mi:n, YY. 
对 于 了 4'B' 也 一 样 。 

[讨论 ] 若 了 与 加 .xc7CX 
0 相交 , 则 有 两 解 ; 相 P 
切 则 有 一 解 ; 若 无 交 点 则 无 解 . 

2155。 过 已 知 点 卫 作 一 直线 , 与 已 知 贺 
毛 和 如 分 别 相交 于 @、 训 , 使 PQ:PR=m:n. 

解 [ 作 图 ] 连结 4P， 在 4P 的 延长 线 
上 取 点 0, 使 

AP: PO~m:n, 
以 O 为 圆心 ， 以 与 
圆 4 的 半径 之 比 为 
%;%w 的 长 为 半径 作 
圆 , 与 贺 B 相交 于 
五 ( 若 不 相交 则 无 解 ), 连结 RP 并 延长 与 过 4 
所 作 OR 的 平行 线 相交 于 @, 则 8PE 为 所 求 
直线 . 

[证 明 ] 和信 PAQw 人 和 人 POR， 

“. AQ:OR=AP:PO=~m:n, 
根据 作 图 7?:08 二 m:n (7 为 园 4 的 半径 )， 
.. AQ=7. 
因此 久 在 图 和 女 上 .又 QP:PR=m:w， 因 此 
QPE 为 所 求 直线 。 

2156， 已 知 两 圆 4、B, 在 两 圆 中 各 作 一 
条 半径 4X、BY， 
使 它们 互相 平行 ， 
且 从 已 知 点 了 所 张 
的 角 相 等 。 

解 [分 析 ] 假 
定 所 求 半径 AX， 
BY 已 求 得 . 过 A4 且 作 4C/ BP, XC /YP， 
设 它们 相交 于 C， 则 

A 人 APBYwACAZ, 
.. PB:0A=BY:AX. 
从 而 40 为 定 长 , 且 其 方向 与 BP 平行, 故 点 
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C 可 定 。 又 人 4PX 一 BPY 一 4OX. 因 

此 C 在 人 4PZ 的 外 接轨 上 . 因为 4、 PC 

三 点 为 定点 , 所 以 此 外 接 圆 与 圆 4 的 交点 忌 
可 求 出 。 故 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 过 4 作 BP 的 平行 线 , 在 其 上 取 


点 0, 使 AC:BP=a:b (a, 5 分 别 为 贺 4, 圆 
B 的 半径 ); 过 了 4、C 三 点 作 圆 与 较 44 相 
交 于 互 ， 作 半径 4 及 ， 及 与 4 文平 行 的 半径 
BY, 则 BY 为 所 求 半径 。 一 般 有 两 解 。 

-[ 证 明 ] 路 . 

2157 。 作 已 知 直 线 XY 的 垂 线 ， 与 在 直 
线 X 了 风机 中 呈 入 砍 同 吕 齐 相 信守 A.B, 使 
AB 被 对 了 平分 . 

解 [ 作 图 ] 设 
已 知 两 区 的 团 心 分 
别 为 P\@, 点 日 关 
于 之 了 的 对 称 点 为 
.以 8' 为 圆心 作 
和 加 相等 的 贺 
9， 与 区 4 交 于 4、 4 则 过 4、 A 分 别 作 
习 了 的 垂 线 就 是 所 求 的 直线 . 

[证 明 ] ”因为 圆 @ 和 圆 4 关于 之 了 了 对称， 
设 4、4 关于 XY 了 的 对 称 点 分 别 为 B、B', 则 
B\B' 在 加 8@ 上, 且 4B、4'B' 都 被 XY 垂直 
平分 。 

2158. 已 知 贺 0 和 两 点 4、B， 求 作 回 
0 的 直径 P8@， 使 
AP=BQ. 

解 [分 析 ] 设 
所 求 直径 PQ 已 作 
出 ， 则 P4 = 8B，, 
OP=08. 设 4 关 
于 0 的 对 称 点 为 4， 则 

AAPCQAA4'Q0. 
从 而 84'=P4, 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 连结 4O， 在 40 的 延长 线 上 截 

04' 一 40. 作 4'B 的 垂直 平分 线 , 与 贺 0 
交 于 @ (一 般 有 两 个 交点 ); 再 作 直径 PQ， 
四 

[证 明 3 路 。 

[讨论 ] 4'B 的 垂直 平分 线 一 般 都 与 贺 0 
有 两 个 交点 ， 则 有 两 解 ; 如 ee 
解 。 
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2159. 已 知 两 圆 切 于 点 4, 过 44 作 直线 
使 它 在 两 图 之 间 的 部 分 等 于 已 知 线段 双 。 其 
中 和 不 大 于 两 圆 半 
径 之 差 ， 

解 ”[ 作 图 ] 过 
4 作 两 加 的 直径 < 
4BC, 与 内 贺 相 交 
于 B， 与 外 圆 相 交 
于 C, 以 B 为 贺 心 、 
m 为 半径 作 贺 ， 与 
以 BC 为 直径 的 圆 相交 于 D. 延长 CD 与 外 
圆 相 交 于 马 , 则 连结 4 如 就 是 所 要 求 作 的 线 
段 。 


[证 明 ] 这 4 与 加 相交 于 也 连结 
BF, 则 


AD- LE- LF-LR. 
因此 DBFB 为 矩形 , 从 而 
EF=BD=m. 
故 直 线 48B 为 所 求 的 直线 ， 

[讨论 ] 当 BC>m 时 有 两 解 ; 当 BC 二 mn 
时 有 一 解 . 

注 如 以 为 贺 心 、 以 mr 为 半径 的 圆 与 以 
BC 为 直径 的 病 有 两 个 交点 D、D', 则 本 题 有 
两 解 。 

2169. 求 作 与 直线 发 了 平行 ,) 且 两 端 分 别 
在 两 个 已 知 圆 上 的 线段 , 使 它 等 于 已 知 长 x. 

解 ”[ 作 图 ] 设 两 圆 的 圆心 分 别 为 O.C'. 、 
先 过 圆心 O 作 直线 OA4 /1 XY, 且 04=m, 再 
以 4 为 圆心 , 作 与 加 0 相等 的 圆 , 与 珊 0' 相 
交 于 B、B'。 连 结 
4B， 过 0 作 半 径 x 
00 平行 于 4B, 则 
连结 BC 就 是 所 求 
的 线段 . 

[证 明 ] 根据 作 


2 


AB/ OC, A4B=C0. 
因此 四 边 形 4BCO 为 平行 四 边 形 。 
“, AO/J BC, 40= BO., 
又 401 XY, AO=m. 
", BO XY, BO=m, 
同样 , 连结 4B', 过 O 作 半 径 00'] 4B', 则 
连结 BC 也 是 所 求 的 线段 。 
2161， 将 图 中 的 半圆 弧 以 它 的 弦 为 折 交 
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折 选 ， 又 BD=A0, D 
(i) 使 所 折 的 贺 弧 和 直径 相 切 于 该 直径 上 | .“。 402 一 BO.4 了 B， 
的 已 知 点 PP; 因此 点 0 将 4B 分 为 
(ii) 使 所 折 的 图 强 和 直径 相 切 于 该 贺 弛 | 中 外 比 。 A C 
.上 的 已 知 点 多 [ 作 图 ] 将 4B 内 分 为 中 外 比 ( 问 题 
求 作 两 种 情况 折 痕 的 弦 。 1924) ， 设 分 点 为 C 过 C 作 4B 的 垂 线 和 半 


G) 设 半 加 的 直径 为 AB, 4B 上 的 定 
a P、XXY 为 折 痕 , 所 折 半 酌 缴 在 点 也 处 
与 4B 相 切 。 再 设 弧 芝 PY 的 圆心 为 0, 则 
团 0' 的 半径 与 已 知 
回 的 半径 祖 等 , 且 x 0 
OP 4B. 因此 可 作 
折 痕 如 下 。 

过 点 P， 在 半圆 的 BY 
同 侧 作 4B 的 垂 线 
PO', 使 PO'=D4，。， 以 0 为 圆心 、O'P 为 半 
径 作 团 ， 与 半 贺 相交 于 也、 了 了， 则 XY 就 是 
所 求 的 折 痕 。. 

[证 明 ] 圆 O、0' 关 于 XY 对称 ， 以 有 了 Y 
为 折 症 折 迭 , 则 半 加 上 的 弧 XY 与 贺 0' 上 的 
弧 有 Y 重合。 又 0P1L4B, 所 以 加 0' 在 点 
与 4B 相 切 ， 

人 i) 设 过 点 @ 且 与 半圆 04B 相 切 的 直线 


与 该 半圆 的 直径 4B 的 延长 线 相交 于 TT， 则 


2 在 作为 折 痕 | 

的 弦 了 X 了 的 延 Q 
长 线 上 , 因此 必 

可 作 折 痕 如 

下 。 

过 点 名 作 半 圆 4BO 的 切线 与 48 的 延长 
线 相交 于 了 3; 作 人 479 的 平分 线 与 该 半 
弧 交 于 且 、 了 了 , 则 弦 XY 就 是 所 求 的 折 痕 。 

[证 明 ] 设 点 @ 关 于 .XX 了 的 对 称 点 为 @'， 
则 时 在 4B 上 , 且 折 和 迭 的 弧 在 点 从 与 4 刀 3 相 
切 。 

2162. 在 已 知 线段 4B 为 直径 的 半 嵩 

- 土 求 一 点 也, 使 过 也 所 作 4B 的 垂 线 DC 满 
足 DB=A40。 
解 [分 析 ] 设 所 求 的 点 DD 已 作出， 则 
BMP~ BO.AB. , 


贺 相 交 于 也, 则 了 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] 略 。 


ID. 作 割 线 


2163， 过 已 知 点 4 作 一 直线 与 已 知 圆 0 
相交 于 S、R， 使 48;4BR 等 于 已 知 比 人 um。 
解 [分 析 ] 设 所 求 的 直线 4SE 已 作出 . 


连结 已 知 圆 的 加 
心 O0 和 点 8， 过 SC 一 一 

五 作 SO 的 平行 i 
线 与 40 的 延长 SA 
线 相 交 于 0'， 则 


AO: AO'= A48: AR=m:n. 
因 4、O 为 已 知 点 ， 根 据 上 式 ， oa 
定 。 又 
SO: EO'~ AS: AR. 
设 S07 则 由 上 式 得 


TRO'=m:n, 
ee REO' =22 
故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 在 40 的 延长 线 上 取 点 0', 使 
AO: AO' =m’:n. 
再 以 O' 为 圆心 、 以 40、r+、40' 的 第 四 比例 
项 , 即 I 为 半径 作 圆 ,与 圆 O 相交 于 E, 则 
AR 为 所 求 的 直线 。 


2164. 过 已 知 圆 0 外 的 定点 王 作 割 线 
P4B, 使 P4+PB 等 于 已 知 长 1。 


解 [ 作 图 ] 连结 
P 和 图 心 0, 以 PO 为 
直径 作 圆 ， 再 以 卫 为 (> 
天心 ， 寺 ? 为 半径 作 (A IY 
国 ， 这 两 个 四 相交 于 SN- 


。 连结 PO, 与 贺 0 相交 于 4、B, 则 P4B 
两 为 所 来 的 人 起 。 
[证 明 ] 连结 00, 则 人 PCO= 人 RE, 所 以 
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0 为 4B 的 中 点 ， 
“. PA+PB=2FC., 


. PCO- 王 2 -，P4 十 PB 一 1. 


2165. 过 已 知 加 0 外 的 定点 卫 作 圆 O 
的 割 线 P4 万 ,使 

ABi—PA.PB. 

解 [分 析 ] 设 所 
求 的 割 线 了 4B 已 作 
出 . 过 点 书 作 圆 0 的 
切线 PD, 则 

ABi~=PA.PB=PD3, 
'. AB=PD. 

[【 作 图 ] 卫 作 圆 O 的 切线 PD, 过 刀 作 
弦 DB=PD; 过 四 心 0 作 了 刀 的 垂 线 OP， 
并 以 O 为 圆心 、OF8 为 半径 作 圆 。 再 从 卫 向 
第 二 个 圆 作 切 线 ， 与 圆 0 相交 于 4、B， 则 
PP4B 即 为 所 求 的 割 线 。 

[证 明 ] 略 。 

2166. 求 作 两 已 知 加 O、O' 的 公共 割 线 ， 
使 两 区 所 鹤 得 的 弦 分 别 等 于 已 知 长 人 mm。 

解 [ 作 图 ] 作 贺 0 的 弦 召 ,使 BFL, 
以 0 为 圆心 作 与 BF 相 切 的 同心 贺 . 在 区 O/ 
中 作 弦 工 巡 ， 使 LM 二 mp;， 以 O' 为 圆心 作 与 
Za 相 切 的 同心 网 。 再 作 上 述 两 加 的 公 切 线 ， 
与 加 0 及 0O' 分 
别 交 于 4、B, CO、 
D， 则 .4BOD 即 
为 所 求 的 割 线 。 民 

[证 明 ] 根据 
作 图 ， 弦 A4B 与 ZF 了 都 和 以 O 为 因 心 的 同一 
个 贺 相 切 ， 所 以 这 两 条 弦 的 弦 心 距 相 等 ， 从 
而 : 


. AB~ EF=1. 
同 理 CD=LM—m, 
因此 割 线 4BOD 符 合 条 件 。 


[讨论 ] ”两 个 圆 的 公 切 线 一 般 有 四 条 ， 因 
此 本 题 一 般 有 四 解 . 当 所 作 的 珊 圆 外 切 时 ,其 
公 切 线 有 三 条 ; 内 切 时 , 其 公 切 线 有 一 条 ; 相 
交 时 , 其 公 切 线 有 两 条 。 在 上 述 情况 下 本 题 
解 的 个 数 和 公 切 线 数 一 致 。 当 两 园 内 帘 时 ， 
没有 公 切 线 ,所 以 无 解 . 

2167. 过 加 0O 外 的 定点 4 作 制 线 4B0， 
使 以 弦 BC 为 直径 的 加 和 40 相 切 。 
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解 ” [分析] 设 所 求 的 割 线 4BC 已 经 作 
a 以 BC 为 直径 的 : 

圆 和 4O 相 切 于 环 
则 A E 

AF?=AB. AO 
(一 定 ) . 
设 BC 的 中 点 为 G， 则 
GF 1 OD, L0GA=/R 

(D, 如 为 40 与 贺 0 的 交点 )。 故 可 作 图 如 
Te. 


[ 作 图 ] 设 40 与 圆 O 的 交点 为 刀 、 也 ,在 
AO 上 了 到 点 不 ， 使 482 一 .4D.4 瓦 。 过 孕 作 
40 的 垂 线 ， 与 以 40 为 直径 的 圆 相交 于 G。 
连结 4G 所 得 割 线 4BC 即 为 所 求 的 割 线 。 

[证 明 ] 因为 OG1LBO， 所 以 G 为 BC 的 
中 点 , 从 而 

GF?= AG?— AF?= AG2— AB-..AC 
=—AG2— (AG?2~ BG?) = BG3 

[R48B.40= (4G+G0) (4G—G0)], 

". GF= BG. 
因此 以 BO 为 直径 的 加 和 40 相 切 于 也. 

2168。 作 一 直线 与 已 知 直线 4B 相交 于 
室 ， 与 已 知 圆 相交 于 了 、ZG， 且 了 ZY、XZ 各 
等 于 已 知 长 人 mn。 

解 [分 析 ] 设 所 求 直线 XZZ 已 作出 ， 
则 工 2 为 定 长 ,所 以 与 圆 O 的 同心 圆 相 切 , 设 
切 点 为 C, 从 而 


YC yo， ZXC=7 二 豆 男 (一 定 )。 


故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 1 在 加 CO 中 
EF 相 切 的 同心 圆 ， 
切 点 为 O". 在 BP 的 
延长 线 上 ， 人 C 截取 


C'D= 1 二 闻名 i 以 OD 为 半 


径 的 圆 与 J 相交 于 芝 , 过 叉 作 此 小 圆 的 切 
线 即 圆 0 的 割 线 了 ZG， 则 了 YZ 为 所 求 的 
直线 。 一 般 地 , 过 且 的 切线 有 两 条 ,及 表示 
的 点 有 两 个 ,所 以 本 题 最 多 有 四 解 。 

2169. 过 已 知 点 呈 作 直线 把 已 知 圆 分 
成 两 部 分 ,使 它们 的 比 等 于 3:7. 

解 [分 析 ] 、 设 所 求 直 线 P4 已 作出 ， 
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它 与 已 知 圆 0 相交 于 4、B， 连 结 40、BO， 
则 弧 4B 和 它 的 共 罗 弧 。。 
的 比 等 于 3:7, 所 以 


3 


因此 可 知 弧 4B 的 长 等 AI 
于 已 知 图 的 内 接 正 十 边 形 的 一 边 所 对 弧 的 三 
倍 。 故 得 如 下 作法 。 

[ 作 图 ] 作 贺 0 的 内 接 正 十 边 形 (问题 
1514) 并 作 它 的 一 边 所 对 弧 的 三 倍 所 对 的 纺 ; 
再 作 与 这 条 弦 相 切 的 同心 圆 ,然后 从 己 作 这 
个 圆 的 切线 和 圆 0 相交 于 4、B, 则 PA4B 就 
是 所 求 的 割 线 。 

洲 书 在 与 圆 O 同 心 的 小 圆 之 外 , 则 有 两 解 ; 
己 在 小 加 上 有 一 解 ; 一 在 小 圆 内 无 解 。 

[证 明 ] 咯 。 

2170. 过 已 知 点 卫 作 与 已 知 欧 0 相交 于 
毛 、B 的 割 线 忆 4B, 使 从 
圆心 0 到 PEB 的 距离 00 
等 于 弦 4B. 

解 [分 析 ] 设 所 求 的 
割 线 P4 已 作出 ， 则 
人 入 40B 为 底 边 4 万 与 高 
OC 相等 的 三 角形， 所 以 
4 的 大 小 一 定 。 故 可 作 
图 如 下 。 

[ 作 图 ] 以 任意 线段 
4'B' 为 底 边 , 以 0'0'=4'B' 为 高 作 等 腰 三 角 
形 Q'4'B'. 再 以 OP 为 弦 , 作 含 有 一 Bl 的 弓 


P 


形 弧 ， 与 已 知 贺 O 相交 于 B, 则 连结 PB 所 . 


得 的 割 线 了 4B 即 为 所 求 (一 般 有 两 解 )。 

[证 明 ] 路 . 

2171， 在 已 知 加 O 上 有 两 定点 4、B. 过 
已 知 点 己 作 直线 与 圆 O 相交 于 且 \ 了 ,使 4X 
和 BY 所 成 的 角 即 人 .4OB 等 于 已 知 角 a。 

解 [分析] 设 此 直线 已 作出 , 则 人 40B 
一 (一 定 )。 设 弧 4B 所 
对 的 圆周 角 为 B， 弧 了 
所 对 的 圆周 角 为 ”， 则 有 
如 下 各 种 情况 : ? 

a=B 一 y 《图 1)， 

GQG=7—B (图 3)， 

ca=pB+7 (图 3)。 
在 以 上 各 情况 中 , 由 于 a、 GD 


(好 
不 


| BES 已 作出 。 作 
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8 一 定 , 所 以 ?7 也 一 定 ， 
从 而 知 弧 有 了 的 长 度 也 
一 定 。 因 此 本 题 可 归结 
为 , 从 已 知 点 卫 , 求 作 已 
知 圆 的 割 线 ， 使 所 截 的 
弦 长 等 于 已 知 长 的 作 
图 问题 (问题 2125). 

2172. 已 知 两 圆 相 
交 于 和 4、B。 分别 过 两 
定点 卫 、 马 作 两 圆 的 割 “下 
线 PMN、RN'M', 使 连 
结 弦 2WN ,MY 两 端的 
直线 MM'NN' 都 过 点 
A 


5 (3) 

解 ”假定 符合 条 件 的 割 线 PMN、RN'M' 
已 经 作出 , 则 
LMBN= /MAN= /M'AN'~ /M'BN', 

.ZBMN=~/ZBAN= /BMN', 

“. AMBNwAM'BN,, 
BM: BM’'=~BN:BN' 
=NM:N'M'=7:7 
(7,7' 为 已 知 两 圆 的 半径 ) . 再 连结 BP, 过 忆 
作 直 线 BP'， 使 与 R 
BM' 所 成 的 角 与 
人 MBP 相等 ， 且 
BP' 与 BP 在 BM' 
的 异 侧 。 设 BP' 与 
VW'M' 相 交 于 P', 则 : 
LBMP= /BM'P’, 

.“, ABMPwABM'P', 
BP:BP' 一 BMIBMN' 一 :377 ( 定 比 )。 
又 LPBP'w /MBM', 目 LAMB 和 AM'B 
都 一 定 ， 所 以 人 到 Ba 也 一 定 。 因此 点 书 / 
的 位 置 可 确定 ,从 而 割 线 EN'4MK' 可 作 , 割 线 

PMN 也 可 作 。 

2173.。 过 已 知 两 定点 和 4.B, 分 别 作 已 知 
加 0 的 两 条 割 线 4PQ、BES, 使 PR 和 QS 
通过 另 一 定点 C。 

解 设 符合 条 
件 的 割 线 4P9 及 


人 人 APR 及 ACRS 
的 外 接 圆 . 设 4C， 
B0 分 别 与 网 4PR、 
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CRS 相交 于 D、 召 ， 则 
ACER= /RSQ= LRPA= /RDC. 
因此 如 在 加 CRS 上 . 

由 圆 窒 定 理 , C04- CD=CP. CE， 对 于 圆 O 

来 说 ，C 为 圆 0 外 的 定点 ，CP.CR 为 定 值 
由 于 4、C 为 定点 ,所 以 点 也 就 确定 了 。 
同 理 ， BO.B 万 一 BR.BS (一 定 )， 
到 也 是 定点 。 由 C、 了 允 、 卫 三 点 可 以 确定 图 
CRS、 先 确定 两 点 刀 、 如。 设 圆 CED 与 圆 O 
的 交点 为 E、S, CR、C8 与 圆 O 的 交点 为 P、 
Q. 则 4PQ@，BBES 即 为 所 求 的 割 线 ， 

[证 明 ] “ 略 . 

2174. 作 与 两 个 相交 的 等 团 0，0’ 的 害 
线 4CBD, 与 欧 0 相交 于 4、B， 与 圆 0' 相 
交 于 和、 万, 使 A400B=BD. 

解 作 图 ] 设 00’ 的 中 点 为 Mt， 以 0 了 
为 直径 的 圆 与 圆 O/ | 


A 
相交 于 C'. 设 过 CG、 
的 直线 与 两 加 依次 相 SS 
交 于 4、B、C、D. 则 we) 
4CBD 即 为 所 求 的 害 A 
线 . 


[证 明 ] COM 一 BR， 
.“. AC=BO., 
又 A4C、BD 关于 六 对 称 , 所 以 
<40=PD， 因 页 40C=B0=BD. 

[讨论 ] 除 C 外 , 利用 COM 为 直径 的 圆 
与 加 0' 相交 于 另 一 点 ) 也 可 以 得 到 符合 条 件 
的 割 线 ， 一 般 有 两 个 解 。 但 圆心 0、0’ 在 另 
一 贺 上 时 有 一 解 。 圆心 0、 0’ 在 两 圆 的 公共 
部 分 内 时 ,无 解 、 

2175， 过 已 知 点 4、B, 求 作 已 知 圆 O 的 
割 线 4PC 和 BPD， 使 两 割 线 相交 于 贺 上 的 
点 卫 , 且 弦 DC 与 已 知 直 线 及 了 平行。 

解 设 此 图 已 作出 ,，DC /XY， 人 DE, 
使 DBA4B. 设 BC 的 延 
长 线 与 4 万 或 其 延长 线 相 
交 于 8, 则 

LQ+ ZZDEQ=2/R. 


: © 
又 D、 召 、C、 号 四 点 共 圆 ， 
所 以 


LDPC+LDEC-2/R,. ©@ 


根据 @、@, 人 DPO= LQ, 因此 B、P.O、9. 


直线 的 作 图 
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四 点 共 回 . | 
A 4B.49 一 4P.4C。 

因 4 为 已 知 点 , 所 以 4P.4C 一 定 , 4B.48 
也 就 一 定 。 又 4B 为 已 知 线段 ,所 以 @ 为 定 
点 且 DE/ 4B, DCJ/ XY, 那么 人 EDC 
的 大 小 一 定 , 和 的 大 小 亦 可 定 。 因此 本 是 
变 为 过 已 知 点 8， 作 已 知 加 0 的 割 线 908， 
使 弦 BC 为 定 长 的 问题 (参照 问题 2138). 可 
由 此 作 割 线 9CZ. 


“11. 作 切 线 
2176. 过 已 知 点 了 作 已 知 圆 0 的 切线 。 
解 [ 作 图 ] (i) 了 在 加 上 时 : 连结 OP， 

过 书 作 OP 的 垂 线 
4B, 则 4B 为 所 求 的 
切线 . 

(这 ) 卫 在 柄 外 时 : 
作 以 PO 为 直径 的 圆 ， 
与 已 知 贺 相 交 于 4、 
已 ， 则 P4、PB 为 所 
求 切线 。 Se 

[证 明 ] JAE OBE 
LO4P、 LOBP 都 是 
直角 。 故 PA4, PB 与 已 知 贺 相 切 。 

2177， 作 丙 个 已 知 图 的 公 切线 。 

解 [ 作 图 ] 设 两 个 已 知 加 的 圆心 为 4、 
3， 圆 4 大 于 圆 3. 
以 4 为 圆心 ， 以 两 个 
已 知 圆 的 半径 之 和 为 
半径 作 圆 ， 或 者 以 两 
个 已 知 圆 的 半径 之 差 
为 半径 作 病 。 过 点 B 
作 此 咒 的 切线 BC， 设 切 点 为 0。 连 结 40， 
设 4C 或 其 延长 线 与 贺 4 相交 于 D. 过 点 有 B 
作 BBJCD, 设 与 刀 在 BO 同 侧 的 BB 与 图 
已 交 于 点 刀 , 连结 
DE、 则 DE 为 已 
知 两 圆 的 公 切 线 。 

. [证明 ] BC 是 

过 点 C 的 圆 4 的 切 
线 , 所 以 Z40B 为 


直角, 且 AC 为 4D 和 BE 之 和 (或 差 )y， 所 
.以 BRE=0D， 上 且 因 为 BBICD, 芍 BODE 
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为 平行 四 边 形 . 又 其 中 角 BCD 为 直角 , 所 以 
LCDE 和 人 BED 也 是 直角 。 因 此 2 
已 知 两 贺 4、 如 相 切 。 .. 

[讨论 ] ”如 昌 两 个 已 知 圆 既 不 相交 ， 也 不 
相 切 , 则 4B 大 于 两 加 半径 之 和 ， 且 B 在 作 
图 所 用 过 的 两 圆 之 外 ,所 以 可 作 四 条 公司 线 。 

如 果 两 个 已 知 贺 外 切 ， 则 4 等 于 两 圆 六 
径 之 和 ， 点 B 在 作 图 所 用 两 敬 中 的 一 个 加 
上 ,所 以 可 作 三 条 公 切 线 。. 

如 果 已 知 两 圆 相交 ， 则 4 小 于 两 圆 半径 
之 和 ， 且 点 如 在 作 图 所 用 两 圆 中 一 圆 之 内 ， 
而 在 另 一 贺 之 外 ,所 以 可 作 两 条 公 切 线 . 

. 如果 两 已 知 贺 内 切 ，. 则 4 等 于 两 圆 半径 
之 差 ， 则 B 在 作 图 所 用 两 贺 中 的 一 加 之 内 ， 
县 在 另 一 贺 上 , 因此 可 作 一 条 公 切 线 ， 

如 果 两 已 知 圆 中 有 一 个 在 另 一 个 之 内 ， 且 
无 公共 点 , 则 4B 小 于 两 圆 半径 之 差 ,点 召 在 
作 图 所 用 两 回 之 内 ,所 以 不 可 能 作 公 切 线 。 

2178。 作 已 知 加 O 的 切线 , 使 它 被 两 条 
已 知 平行 线 或 两 个 同心 加 所 截 的 部 分 等 于 已 
知 线段 1. 

解 ”(i) 设 已 知 平行 线 为 工 、 双 ， 在 直线 
也 上任 取 一 点 4 | ?为 半径 作 
， 圆 , 与 直线 用 相交 于 
B、B'’， 则 与 48B 或 
4B' 平 行 的 加 0 的 切 
， 线 都 是 所 求 切线 。 

f 讨 论 ] 设 工 站 


”的 距离 为 4， 当 1228 时 有 四 解 ，1=g 时 有 了 两“ | 


解 , <a 时 无 解 ， 
(ii) 设 两 个 已 知 同心 圆 的 圆心 为 了, 它们 
7). 设 所 求 切线 4BC 
已 作出 ， 则 BO 一 5 所 
以 在 人 PBO 中 PB 
1, 即 三 边 已 知 。 所 以 由 卫 所 作 BC 的 垂 线 
PD 也 一 定 。 由 此 , 以 卫 为 圆心 、PD 为 半径 
的 锣 与 圆 0 的 公 切 线 即 为 所 求 的 切线 。 
已 知 点 4、B 的 距离 之 和 等 于 已 知 长 

解 (i) 设 所 求 切 线 驴 已 作出 , 和 旦 4、BB 
在 女 的 同 侧 。 过 4、B 和 48B 的 中 波 C 分 


的 半径 为 及 7 (到 >， 
Ci 
=R, POm7r, BO 一 
2179。 作 已 知 圆 忆 的 切线 ， 使 它 与 两 个 
别 作 丸 的 垂 线 44'.BB'G0C', 则 .44' 守 BB' 


所 以 C 在 以 C 为 圆心 、 


“AC = 则 BCLN,， 


. 因此 可 求 得 了 ， 可 作 图 


-也 ) 把 4B 外 分 (或 内 
分) 为 mr:%, 过 点 卫 ( 或 


了 
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一 7 (假定 )， N A CC 
AA4'+BB'=200'. 


因此 CC'= 言 1 (一定 ). 


到 ! 为 半径 的 加 上 ， 且 CO' LN， 所 以 允 为 
贺 C 和 加 0 的 公 切 线 . 因此 本 题 可 根据 问题 


"2177 作 图 。 


Ga) 设 4、 了 3 在 切线 六 的 异 便 ， 在 44 的 
延长 线 上 取 点 0， 使 


并 且 BC 与 以 4 为 加 
心 、! 为 半径 的 圆 相 
切 。 在 这 种 情况 下 ， 、 
就 以 和 妃 为 圆心 、? 为 半径 作 圆 。 过 B 作 该 区 
的 切线 BO, 再 作 与 4 相交 , 与 BC 平行 的 
园 0 的 切线 克 即 可 。 

2180. 作 已 知 加 0 的 切线 ,使 它 与 两 个 
已 知 点 4、B 的 距离 之 比 等 于 已 知 比 2:%。 

_ 解 [分 析 } 设 符合 条 件 的 切线 已 作出 . 

过 4 号 所 作 此 切线 的 重 足 为 4、B'。 设 两 
直线 4B、4'B', 的 交点 为 忆 , 则 Sh BB’, 
且 44':BB'=m:n. 所 
以 

PA:PB=—m:n. 


如 下 。 大 
[ 作 图 ] 求 点 书 ( 或 


PP) 作 加 0 的 切线 , 即 为 ”人 /> 
所 求 作 的 切线 。 3 昌 

[征明 ] 路 . 和 

[讨论 ] 若 将 4B 外 ，、v 
分 为 加 3 的 点 一 在 贺 G 外， 则 过 王 可 作 加 
0 的 两 条 切线 ， 若 点 卫 在 贺 0 上 , 则 可 作 一 
条 。 若 点 卫 在 较 0 内 部 , 则 无 解 

若 将 4B 内 分 为 mw 的 点 PP 在 贺 O 外 ， 
则 有 两 解 ; PP 在 加 0 上 , 则 有 一 解 ; P' 在 加 O 
内 , 则 无 解 。 因此, 如 果 P、 PP 都 在 加 O 外 ， 


. 则 有 四 解 ;一 点 在 贺 O 外 ,一 点 在 图 O 上 , 则 


有 三 解 ; 一 点 在 贺 0 外 ,一 点 在 圆 0 内 , 或 者 


. 两 点 都 在 圆 上 , 则 有 两 解 ; 一 点 在 加 0 上, 一 
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点 在 贺 O 内 , 则 有 一 解 ; 若 两 点 都 在 加 O 内 ， 
则 无 解 。 
2181. 设 已 知 圆 的 圆心 为 0， 在 贺 外 求 
一 点 4， 过 4 作 圆 0 的 切线 4D，4C 的 延 
长 线 与 圆 O 相交 于 0, 使 4C 一 247D. 
解 设 符合 条 件 的 
点 4 已 求 出 , 则 
4D=A4B.40, 


了 


”代入 上 式 ， 4A:=4B.40, 
® 1 = 
.于 40=4B。 
因此 


延长 直径 CB， 取 B4 一 寺 BC, 过 4 作 贺 的 


切线 4D 即 可 。 

2182. 在 已 知 三 角形 4B0 的 底 边 BC 
上 取 两 点 D、 吾 ,过 BB 和 C 作 人 4DBE 外 接 
圆 的 切线 BP 和 CQ, 使 BP=C®@， 上 且 使 DE 
一 2 为 已 知 长 )， A 

解 [分析] 设 符 
合 条 件 的 点 D、 召 已 
求 得 。 作 入 4DB 的 
外 接 贺 。 过 B、C 作 8 D c 
此 圆 的 切线 BP、C@Q， 则 

BFP= BD. BE, 
COO0D.0E. 
要 使 BP 一 08@， 则 人 须 使 BD=0B. .因为 BC 
为 已 知 线段 ，DE 为 定 长 设 BC=a, 则 


BD=0E~= 闻 (BC—DE) 


1 
4AB= 亏 BC. 


1 
一 (2)。 


因此 ,BD 和 C 召 均 为 定 长 ， 由 此 可 确定 DD、 
互 的 位 置 . 

2183. 已 知 两 圆 4 和 23， 求 作 一 点 马 
使 由 点 三 向 两 圆 所 作 切 线 的 夹 角 等 于 已 知 
角 , 并 使 一 条 切线 的 长 等 于 已 知 长 2。 

定 所 求 切 线 PO，PD 已 作出 ， 则 五 边 形 
PC4BD 的 四 条 边 PO、C4、4B、BD 和 三 个 
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角 0、P、D 部 为 已 知 , 因此 五 边 形 可 定 。 即 
从 贺 4 上 的 任意 
点 0' 作 切 线 OP 
使 CP'=l, 过 P' 作 
直线 PD’ 使 P'D’ 
与 PC 的 夹 角 等 
于 已 知 角 a。 过 
CR' 上 的 点 召 作 


| BB'/PD' 使 TB' 与 媚 D' 的 距离 为 7。 以 


4 为 圆心 ，4 互 为 半径 作 圆 与 妃 B' 相交 于 
B'。 过 :8' 作 PPD 的 垂 线 BD'"， 则 五 边 形 
PO'AB'D' 与 五 边 形 PCOABD 完全 相等 。 因 
此 作 五 边 形 PC0'4B'D' 如 上 。 过 4 作 半 径 
4AC, 使 4C 与 4B 的 夹 角 等 于 LB'40'。 过 
B， 关 于 4B 在 AC 的 同 侧 作 半径 BD, 使 
BD 与 4B 的 夹 角 等 于 人 4B'D。 作 过 C、D 
的 切线 CP、DP， 即 为 所 求 的 两 条 切线 . 

[讨论 ] 与 PD 的 距离 为 ?的 直线 有 两 
条 。 且 过 己 与 PC' 的 夹 角 为 a 的 直线 一 般 
有 两 条 , 关于 AC. 对 称 和 P' 同样 的 点 有 两 个 ， 
所 以 和 五 B' 同样 的 直线 一 般 有 八条 ， 因 此 
以 4 为 圆心 、 过 召 的 圆 与 上 述 直 线 相交 ,类 
似 点 B' 的 点 有 16 个 。 因此 本 题 --- 般 有 16 
个 解 .如 果 PD 的 长 为 已 知 长 也 同样 有 16 
个 解 。 

2184， 在 外 离 的 两 等 圆 O、0' 之 外 有 已 
知 点 卫 , 作 平行 的 两 条 半径 O04、0O'4', 使 P4 
一 Pd 


B 


解 [ 作 图 1 (i) 作 平 行 四 边 形 OO'PB， 
再 作 PB 的 垂直 平分 线 与 陪 O 相交 于 点 4 
再 作 与 04 平行 且 同 向 的 半径 0'4' 即 可 . 

(i) 设 00' 的 中 点 为 MK， 过 了 所 作 MP 
的 三线 与 圆 O 的 交点 即 为 4 再 作 点 4 关于 
M 的 对 称 点 , 即 为 4。 

[证 明 ] (i) 因为 00'PB、00'4'4 为 平行 
四 边 形 , 所 以 PB44' 也 为 平行 四 边 形 ， 因 此 
P4' 一 B4 一 Pd4d。 
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Gi) MP 为 44' 的 垂直 平分 线 ， 所 以 P4 
=P4d’ 又 OO AA’ 互相 平 分 ， 则 0'4'= 
04, 因此 点 4 在 贺 O' 上 . 

2185， 在 已 知 直线 XY 了 上 求 一 点 也, 使 
点 卫 到 已 知 点 4 的 距离 P4 和 过 P 的 圆 O 
的 切线 PT 相等 。 ee 

解 设 了 为 符合 条 Ey Y 

PT3— PO3— O72, 

. PT=PA, 区 ~ 

". PA4A?—PO—OT3, 
,P02 一 P4473 (7 为 加 0 的 半径 )。 
过 也 作 04 的 垂 线 PH, 则 
PO2 一 P42 一 OO 万 3 一 万 423。 
"， OH2— HA42=73, 

根据 问题 1929 可 求 得 点 互 。 过 点 瑟 作 04 
的 重 线 ,与 XY 相交 于 P， 则 了 即 为 所 求 的 
点 。 

2186。 在 已 知 直线 XY 上 来 一 点 书 , 使 
过 PP 所 作 两 已 
知 加 的 切线 P4、 
PB 相等 . 

” 解 根据 问题 
968， 先 作 两 已 
知 圆 的 根 轴 ， 它 
与 X 了 的 交点 卫 
即 为 适合 条 件 的 点 。 

2187。 已 知 加 0 外 有 定点 4， 在 线段 
O04 土 求 一 点 P, 过 作 此 加 的 切线 PE, 使 
了 4 为 PB 的 两 倍 。 

解 [ 作 图 ] 过 4 作 0O4 的 垂 线 4B， 使 
-4B 等 于 圆 0 半径 的 i 网 

两 倍 ， 过 B 作 圆 .0 P 

的 切线 BE，BE 与 
40 相交 于 PP, 则 卫 为 
所 求 的 点 ， 

[证 明 ] 和 4PB 
ZEPO, 


LA~/R~=/R, 
. 人 和信 4APBw 八 BPO., 
"» AB~2E0, .. PA=~2PE. 
2188. 已 知 两 加 0O 和 0 在 贺 O 上 求 
一 点 己 过 卫 作 图 0' 的 切线 P4、PB， 设 切 
点 为 4、B。P4、PB 与 圆 0 相交 于 CO、D， 


-一 一 一 一 一 -一 一 一 一 - 一 -… 


切线 4B、CD， 上 且 4B1CD， 


a a = 


使 4B=0D. : 
解 [分 析 ] 设 卫 为 所 求 的 点 ,P40'B 为 


圆 内 接 四 边 形 ， A 
OP 为 圆 0 的 直 

径 。 因为 4B= 人 
CD， 人 A4PB 与 R 
LCPD 相等 或 


互 为 补 角 , 所 以 人 人 PDO 和 和 人 A4PB 的 外 校 加 
相等 。 因此 贺 P4O' 刀 的 直径 0O 与 贺 O 的 
直径 相等 。 由 此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 以 0' 为 圆心 、 圆 0 的 直径 长 为 半 
径 作 加 ,与 加 0 相交 于 了 (一 般 有 两 个 交点 )， 
过 卫 作 图 0' 的 切线 P4、PB, 则 了 为 所 求 的 

点 。 


2189。 已 知 圆 0 和 0'。 分 别 作 两 贺 的 
定点 卫 到 
48B、CD 的 距离 P4 和 PC 之 比 等 于 已 知 比 
212 Ne 

解 [ 作 图 ] 设 贺 
0O、 圆 0' 的 半径 分 别 
为 六 9". 在 OP 的 延 
长 线 上 取 点 妞 , 使 


以 0' 为 园 心 、7' 一 7X 名 为 半径 作 加 ,过 轧 
作 此 贺 的 切线 马 ; 作 各 加 的 切线 4B、 OD， 
使 它们 与 3 至 平行 , 则 4B、CD 为 所 求 切线 . 

[证 明 ] 设 4C 与 BF 的 交点 为 G, 因 OE 
40, 则 


和 


又 O'FD) CG, 
‘, CG=DF=0'D-O'F 


CG JX 和 
PA 鹃 
网 必 EF0™n’ 
4B3、CD 为 所 求 的 切线 ， 


2190.。 作 两 个 已 知 加 和 4、B 的 切线 ,使 它 


们 的 夹 角 等 于 已 知 角 w 且 连 结 两 切 点 的 直 


线 过 已 知 点 卫 。 


SL 


-a 


Mt 


i 
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线 , 加 4、 了 B 的 延长 线 的 交点 为 C0， 则 
LEOF~2/R— /RGF~2/R-a. 

又 设 圆 4B0 和 圆 加 FC 的 第 二 个 交点 为 0， 

则 人 L084= 人 LOFB. | 

又 LEOF=/AA0B~= /LAOB, 


因此 LAO0BR= /BOF,. 
“. NAOBwABOR, 
OA4:0B= AB: BF=a:b 

(a、5 为 圆 4、B 的 半 > 

径 ). | E P 

由 于 4CB 及 

LA0B 一 定 ， 由 

4B0 就 可 以 确定 点 

0. 又 


LOFP~2/R- /OFE 
—~2/R- /COER 
一 2/AR 一 人 OBA (一 定 )， 
所 以 点 五 也 可 确定 。 


12. 作 倍 弦 ” 
2191. 已 知 圆 O 和 圆 0' 相交 于 4, 过 4 
作 直 线 与 圆 O、 圆 0' 相交 于 B、 0, 使 4B 十 
ACO 一 m(m 为 已 知 长 ) . 
解 [分 析 ] (i) 设 ， 


a A 
BO 在 点 4 的 异 侧 ,所 人 
求 直 线 B40 已 作出 .过 
0.0' 作 BC 的 垂 线 OR、 
O'F, 则 召 、 了 各 为 4B、4C 的 中 点 。 所 以 
了 AR 
EF=5 BC= 亏 m。 
又 过 0 作 0' 的 垂 线 OM, 则 
OM=—BF=3 好: 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 以 00' 为 斜 边 作 直 角 三 角形 
OM0', 使 0M 一 计 j。 过 4 作 OM 的 平行 
线 与 两 加 相交 于 B、C， 则 直线 B40 为 所 求 
的 直线 . 

[证 明 ] 过 0、0' 作 BC 的 垂 线 .OB、O'F， 
其 委 尼 为 防卫, 则 PMO 为 矩形 。 因 


BF=OM- 豆 m, 


解 ” 假 定 此 题 已 解 出 。 ZG、FG 为 两 条 切 | 且 到 了 为 4B、4C 的 中 点 ,所 以 


BP 六 BO, BO—2HF <=m. 
[讨论 ] 要 使 本 题 成 立 ， 必 须 00' 不 小 于 
OM, 即 00'> 玛 %。 因此 00'> 豆 时, 一 
般 有 两 解 ; 00' 一 二 加 时 ,有 一 解 .00'< 二 名 


时 ,无 解 . 

( 边 B.C 在 4 的 同 
例 时 ,用 回转 法 作 图 . 
延长 04， 取 40"= 
24， 以 0" 为 圆心 、 
0"4 为 半径 作 圆 ， 对 
于 加 OC 和 贺 0” 作 倍 
弦 刀 40', 使 4B 十 40'~m。 延长 0'4 与 贺 
0' 相交 于 C， 则 40B 为 所 求 直线 。 因为 加 
0' 和 圆 0” 是 相交 于 4 的 等 贺 ， 所 以 4C== 
LO 


AB+AC=AB+AC'=m. 


2192。 在 上 题 中 ,使 4B 和 4C 的 差 等 
于 已 知 长 . 

解 [分 析 ] (i) 车 B、C 在 点 4 同 侧 ， 
设 符合 条 件 的 线段 
4BC 已 作出 。 过 0、 
0' 作 4C 的 垂 线 OF、 
0 五 ， 则 


AE=L A4C, 
pA 


| 
AF 一半 4B. 
. BF 一 也 (4B— AC) -二 m. 
过 0O' 作 0F 的 延长 线 的 垂 线 0'G， 则 
OG~BP~ 字 人 . 
因此 直角 三 角形 00'G 可 定 。 
[ 作 图 ] 以 09' 为 余 边 作 直 角 三 角形 
00'G， 使 OG 一 二 m( 或 OG = 于 四. 过 4 
作 O0'G 的 平行 线 与 圆 OQ、O' 相交 于 BB、0, 则 


4BC 即 为 所 求 作 的 直线 。 
[证 明 ] [讨论 】 略 . 


* 过 两 融 交 点 的 直线 被 两 贺 截 得 的 部 分 叫 
做 售 弦 。 一 一 译 者 注 
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人 车 BC 在 4 的 异 侧 , 先 作 图 0' 关于 
点 毛 的 对 称 贺 0“， 然 后 以 两 圆 0、0” 代替 
两 圆 0、0', 按 上 题 作 图 , 倍 弦 即 可 确定 . 

别 解 设 40 一 4B=m， 过 00' 的 中 点 马 
作 BO 的 垂 线 了 BF， 
设 4B、 AC 的 中 点 分 
别 为 P、8@, 则 


AQ = 元 40， 


A484P~ 闻 (40—4B) = 地. 


又 如 为 00' 的 中 点 , 了 为 PQ 的 中 点 ， 
.。 4 一 豆 (40—4P) = 工 m. 


因此 可 作 图 如 下 .。 
[ 作 图 ] 设 00' 的 中 点 为 召 ， 以 4B 为 直 


径 作 半 回 ， 在 半 加 上 求 点 了, 使 4 一 二 和， 


则 割 线 B48C 即 为 所 求 直线 .。  “. 

2193. 已 知 团 O 和 贺 0' 相 切 于 点 B, 过 
瑟 作 直线 与 两 圆 相交 
于 到 五 使 五 7 等 
于 已 知 长 

解 [ 作 图 ] 设 两 
圆 连 心 线 00' 的 延长 . 
线 与 两 圆 相交 于 人 4 
C0, 以 9 为 圆心 为 半径 作 圆 ， 过 4 作 圆 的 
切线 4D。 过 两 葬 的 切 点 B 作 如/CD, 与 
两 贺 相 交 于 至 了， 则 直线 BE 为 所 求 直线 . 

[证 明 ] 一 4ZDB 和 人 BFC 都 是 半圆 周 
角 , 所 以 都 是 直角 . 因此 召 ZCD 为 矩形 , BF 
一 0D=l, 召 F 即 为 所 求 的 直线 , 

2194. 过 两 已 知 圆 O 和 0' 的 一 个 交点 
作 直 线 ,与 两 圆 相 灾 于 五 C, 使 

(1) 4B 一 40; 

(2) 4B:4C 等 于 已 知 比 ;:%。 

解 [分 析 ] (1) 假定 此 题 已 解 出 。 设 
B4、A4C 的 中 点 分 别 


为 吾 和 如， 连 心 线 BD EM EN 
00' 的 中 点 为 好， 则 | 人 
因 0B 1 MX41 ON WW 


且 4BJOZ 所 以 


| 作 24、2M4 的 


MALBC. 
因此 , 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 求 00' 的 中 点 让， 连结 4M, 过 
4 作 与 4M 垂直 的 直线 与 贺 O 和 国 O 相 交 
于 BO, 则 B40 为 所 求 直线 。 
[证 明 ] 略 。 


(2) [ 作 图 ] 点 履 、 及 "把 00' 内 分 和 外 . 


GC 


ON 
B 


分 为 1 。 过 也 


0' 相 交 于 BC、B 
B' 0',. 则 B4C 
和 ACOC'B' 均 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 略 。 

2195. 过 两 已 知 圆 0、.0' 的 一 个 交点 4 
作 割 线 ， 与 两 圆 相交 于 B、0, 使 4B 与 40 
的 积 等 于 2 (mm 表示 
已 知 线段 长 ) 。 

解 [分 析 ] 假设 
此 题 已 解 得 ，B4C 为 
所 求 直 线 . 过 4 作 贺 
0 的 直径 4D, 作 过 
B、D、C 的 圆 。 设 贺 
与 D4 的 延长 线 相 交 于 如, 则 

AD. AE= .AB. AGC =—m?, 


因 4D 为 已 知 圆 的 直径 , 且 4D:4B=mm3, 所 


以 如 为 定点 。 又 COBD 一 4BD 一 一 已 。 
因此 0 为 定 直线 ， 故 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 作 加 0 的 直径 4D, 在 D4 的 延 
长 线 上 求 一 点 召 , 使 4D.A4m。 过 召 作 
DZ 的 垂 线 BC, 与 加 0' 相交 于 C( 一 般 有 两 
个 交点 )， 倍 弦 04B 所 在 的 直线 即 为 所 求 。 

[证 明 ] 咯 。 

[讨论 ] BC 与 如 0' 一 般 有 两 个 交点 ， 所 
以 所 求 弦 为 两 条 。 


车 BC 与 圆 0 相 切 ,所 求 纺 为 一 条 ;BO 与 


圆 0 无 公共 点 时 无 解 。 

注 用 同上 面 的 思考 方法 可 解 下 面 的 问 
题 。 过 两 圆 的 一 个 交点 4 作 一 直线 , 与 两 贺 
分 别 相交 于 B、0, 使 4B、4C 的 积 最 大 。 

在 上 面 的 解法 中 ，4B.4C 二 4D. AE， 因 
此 ， 要 使 AB.AC 最 大 ， 必须 AD.AE 最 大 。 
为 此 ， 必 须 4 至 最 大 ， 如 以 上 讨论 所 述 ， 取 
BC 与 圆 0 相 切 的 情况 , 过 其 切 点 C 和 4 从 


和 
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过 也 书 作 43 的 重 线 PO、P'D, 则 


直线 即 可 。 
2196. 过 两 已 知 网 O、0' 的 一 个 交点 
作 倍 弦 孚 4 了 ,使 a4 及 十 b4 了 一 c2(a、b、c 为 
已 知 长 ) 。 
40O= 工 .40， 
C . 
AOG'=b..A0'. 
c 
以 CC' 为 圆心 、 
04 与 0'4 为 半 
径 作 两 个 贺 。 作 这 两 圆 的 倍 弦 "4Y' 与 贺 
相交 于 互 \ 了; 而 与 贺 0、0' 分 别 相交 于 X、 
了 , 则 


AX': AX=AC0: AO0=—ai:c, 


二 AX'—"AX. 
同样 4Z'- 过 .47- 
所 以 。 瑟 Z 一 全 .4 和 十 .4Y, 


ie 

因此 本 题 可 化 为 对 以 CC' 为 圆心 的 圆 , 作 等 
于 长 为 c 的 们 弦 问 题 ,可 根据 问题 2191 作 图 . 

2197。 过 两 个 已 知 圆 0O、0' 的 一 个 交点 
卫 作 两 条 倍 弦 4PA^ BPB' (4、B 在 一 个 加 
上 ，4、B' 在 另 一 如上) 。 使 它们 的 夹 角 等 
于 已 知 角 &， 且 使 两 
个 三 角形 4PB 和 
4'PB' 的 面积 相等 . 

解 设 加 0O 和 of 
的 半径 分 别 为 EY7， 站 
所 求 直 线 4F4、 
BPB' 已 作出 , 是 两 圆 的 另 一 交点 为 久 。 过 书 
作 贺 0 的 切线 PP', 与 圆 0 相交 于 PP, 则 


AQFEPRP 一 AQ9BP 
LQPA'= /LQBA. 

所 以 LP'P4'~= 人 LP'B'4'~ 人 PB4， 

又 LAPB=/A'PB'= /A'P'B', 

因此 APABwAP'A'B',. 

“» APAB: 人 AP'4'B'=—A4B?:A'B'? 

` 一 局 ;73 ( 定 比 ). 

但 人 PAB=—APA'B', 

所 以 ”人 入 P4'B': AP'4'B'=R2:72 
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A 人 PA4’'B': AP'A'B'm PC:P'D, 
“， PO:P'D=R2:72, 
在 贺 0' 中 作 含 a 的 弓形 弦 4”B", 作 与 此 弦 
相 切 的 同心 圆 03 再 作 此 圆 的 一 条 切线 
4'B'， 使 它 到 两 定点 号 、P' 的 距离 比 为 RB?: 
73 《问题 2180) 。 故 可 求 得 4 B'， mn 
倍 弦 AP4' 和 BPB', 


13. 作 按 一 定 条 件 分 割 面积 的 
直线 
2198。 过 已 知人 4BC 一 边 BC 上 的 已 
知 点 P， 求 作 一 直线 平 人 ， 
分 此 三 角形 的 面积 。 A 
解 [ 作 图 ] 作 中 线 AN 
AM, 连结 4P, 过 四 作 zl 
4P 的 平行 线 MQ, 与 5B PM C 
40 相交 于 @, 则 PQ 即 为 所 求 直 线 。 
.…。 人 Apwg 一 SAkxa。 
等 式 两 边 同 加 上 和 QO， 
SAzec 一 SAawc。 
因 1 为 边 BC 的 中 点 ,所 以 
Saawo= 总 Sa4Bc; 


. 
® 


。 Repbo 一 部 人 SaA4ac。 


因此 PQ 即 为 所 求 直线 。 

2199. 过 已 知 三 角形 4BC 一 边 BO 上 
的 一 点 己 作 直线 ,将 此 三 角形 的 面积 分 成 已 
知 比 2%:%。 

解 [ 作 图 ] 在 i 人 

MO 一 m:n 连结 4P，, 
过 以 作 MQ/ A4P, 
MQ 与 40 相交 于 @， 
则 PQ 即 为 所 求 直线 . 

[还 明 ] …” 297 : 
AP, B .PM C 


SApxe 一 SAaxo。 
上 式 两 边 加 上 人 MO, 

“ Sapgc=SaaMc, 
旦 BM:MCO~m:n, 
所 以 


SaauB:Saauc=m nN, 
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因此 

四 边 形 4BP9 面积 : 人 APQC 面积 一 入 :9。 

2200. 在 等 腰 直 角 三 角形 4BC 中 , 人 4 
为 直角 ,4C 边 上 有 一 已 知 点 卫 . 

(1) 在 4B 或 其 延长 线 上 求 点 轧 使 
AP.AR= Saasc. 

(2) 设 BC 的 中 点 用, 证明 人 PMB 一 定 ， 
与 点 卫 的 位 置 无 关 . 人 A 


解 (DD) 设 40 的 D 
SR 


中 点 为 D， 过 也 作 

BP 的 平行 线 , 与 4B 站 一 

相交 于 E, 则 五 即 为 所 求 的 点 ， 理 由 是 : 
“» DEN BP, 


1 
Se4PP 一 SA48D 一 可 SA apo,。 


有 LA= LR, 所 以 
Sasgp 一 评 AR.AP, 


因而 AR. AP—Sa4go. 
(2) 人 4BM 是 等 腰 直 角 三 角形 。 
所 以 A101 六 ABa= AP-.AB, 


AP:AM=AM:AR. 
7 LPAM= /BAMU, 
人 4PMcoA 人 42IR， 
AAMR- /APM. 
因此 LPMR= 人 LA4MP+/4PU 
=180°— AMAP 
一 135” (一 定 )。 
2201. 过 入 4B0 边 BO 上 的 已 知 点 P 
作 两 条 直线 ， 使 它们 
将 此 三 角形 的 面积 三 人 
等 分 。 E CG 
解 [ 作 图 ] 在 BO 
上 求 点 DDD、 加, 使 BD 
一 DB 二 KC. 连结 , E C 
4P, 作 DF 各 G 都 平行 于 4P, 与 边 4B、 
40 分 别 相交 于 五 G， 连 结 PF、PG， 则 
了 PF、PG 即 为 所 求 直 线 。 
[证 明 3 根据 作 图 DF /4P， 
“» Sappr=Sa4pr。 
又 4P) GE, 


"。 SAPpEG =SA4BGs 
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SaAspzp 一 SA4BD 一 于 SA4Bo。 
同样 有 Saopre—Sa4so 一 诗 Saapc。 


因此 ”四边形 4FPG 面积 一 吝 Sahpo。 


2202。 作 与 已 知 三 角形 .4BC 的 底 边 
BC 平行 的 直线 ,使 它 平分 三 角形 4BC 的 面 
积 。 

解 [ 作 图 ] 在 三 角 
形 外 ， 以 4B 为 直径 作 


一 A 


半圆 ， 过 4 的 中 点 双 
作 4B 的 垂 线 ， 与 圆 相 
交 于 W.。 在 4B 上 取 3 c 


A 一 4N, 过 怠 作 BO 的 平行 线 BF, 与 40 
相交 于 也 , 则 BF 即 为 所 求 的 直线 。 
[证 明 ] 连结 NB, 在 A4NES 中 2MNL 
AB, LANB~= /RBR. 
“。 4N2 一 4B.4AM (问题 1134)。 


又 报 据 作 图 BF /BC， 

因此 AAEFwAA4BO. 
Saapr_ AE2 

RY Bo A 


ABI— AN2— AB. AM. 
Saarr 
SaABO 


因而 


ok Saasp 一 吝 SA4ac。 


2203， 作 与 人 A4B0 的 底 边 BO 平行 的 
两 条 直线 ,三 等 分 此 三 角形 面积 。 

解 [ 作 图 ] 点 了 鸡 和 将 4B 三 等 分 ， 过 
从 、 六 作 483 的 垂 线 , 与 。 
以 4B 为 直径 的 半圆 相交 
于 点 DP', 在 4B 上 取 
线段 4D = AD’, 4AF 上 = 
AV'。 过 DD 了 作 BC 的 
平行 线 , 与 4O 相交 于 及 
G, 则 DB、 了 FG 邯 为 所 求 的 直线 。 

[证 明 ] D' 为 以 4B 为 直径 的 半 贺 上 的 
一 点 ， 且 也 ML4B， 所 以 4D3a= 4LM .4 万 
(问题 1134)， 


同样 


第 二 章 直线 的 作 图 


根据 作 图 ， DE / FG / BC 
目 4D=4D'，4F~AF', 所 以 


Sahppg 4Da AD? _1 
To” AB AB 3’ 
Saare AF? AF? _2 
‘Brupo AB AB 8° 


于 是 Sa4aps:Ss4re:Sa4po=1:2:3。 
因此 DB, FG 即 为 所 求 作 的 直线 . 
2204. 作 与 已 知 三 角形 4BO 的 底 边 
BC 平行 的 直线 , 使 三 角形 分 成 已 知 比 mr:%。 
解 {[ 作 图 ] 点 DD 将 4B 分 成 DB: AD= 
NW:%, 过 吕 作 A4B 的 
垂 线 ， 与 以 4B 为 直 A 
径 的 圆 相交 于 G， 在 
4P 上 取 4 了 一 4G， E 
过 五 作 BC 的 平行 
线 ， 与 边 AC 相交 于  B 一 
召 , 则 BF 即 为 所 求 的 直线 . 
[证 明 ] “.” Sa4apo:Saars 一 4B?: 4AF? 
一 4B2:4G2， 
且 人 AGB= /LR, GDLAB. 
'. AG?=AB.AD, 
Saaso'Saars™— AB?: AB.AD 
= 4AB:AD. 
(Saapc— Saarg) :Saars 
= (4B— AD):AD, 
即 梯形 FBCB: 八 AFE=DB:AD. 
根据 作 图 ， DB: 4D=m:n，. 
.。 梯形 了 BCE: 八 4FE=m:n. 
2205. 作 与 已 知 三 角形 4BC 底 边 BC 
垂直 的 直线 ， 将 已 知 三 角形 面积 二 等 分 或 % 
等 分 。 
解 [分 析 ] 如 图 ， Q 
设 PQ 为 所 求 直线 ， 
为 BO 的 中 点 , 则 


8 1 
AAMO™ BH A4BC。 


o» Saauc™Sarec, APN QU., 
., CQ:CA=OM:OP. 
过 4 作 BC 的 垂 线 4 瑟 , 则 A 用 PQ， 所 以 
CP:0H~00:04. ..  @ 
根据 @@、 名 ，CM:CP=CP:0OH。 即 CP 为 
CM、0OE 的 比例 中 项 ， 是 定 长 , 所 以 卫 为 定 


HP 
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[ 作 图 ] 过 4 作 BO 的 垂 线 4E， 设 BC 
的 中 点 为 用， 在 CB 上 求 点 P, 使 CP 一 
CM-CH， 过 呈 作 直线 垂直 于 BC， 与 4C 相 
交 于 9, 则 PQ 即 为 所 求 的 直线 。 

[证 明 ] [讨论 ] 略 。 

注 1 在 解 中 , 设 4O> .48B. 若 4B>40， 
只 要 求 点 书 使 BP=B 甩 .BM 即 可 . 

2， 在 上 面 的 作 图 中 , 以 1 为 BC 的 中 点 . 


若 在 BC 上 取 CM 一 二 x BO, 象 上 面 那样 作 
图 , 则 Barec 一 工 SAdac。 证 明 同 上 。 


2206。 以 人 4B0 的 边 4B 为 直径 ， 在 
三 角形 外 作 半 圆 。 过 半圆 弧 的 中 点 三 求 作 
一 直线 ， 使 它 平 分 要 
由 半 泗 弧 与 边 BC、 
04 所 图 成 的 图 形 
的 面积 。 

解 过 4B 的 中 
点 对 作 CP 的 平行 
线 , 与 04 交 于 @， 
则 PQ@ 即 为 所 求 的 
直线 。 理 由 是 : 了 

PFC/ MQ, 所 以 Sapxkge 一 Sacuo。 
因此 直线 PQ、 @4 与 弧 4P 所 图 成 的 面积 等 


主 主 园 必 4P 和 人 A4MC 的 面积 之 和 , 即 等 


于 人 入 4BC 与 半圆 面积 之 和 的 一 半 。 
2207， 已 知人 450 和 边 BC 上 的 一 点 
DD。 求 作 平行 于 定 直 线 4 的 直线 MXN， 使 
它 将 A4BC 的 面积 分 割 成 mw:n。 
解 ”[ 作 图 ] 在 BC 本 互 ,使 
BE _mn 
CE n° 
车 吾 在 B 和 DD 之 
间 ， 取 BN 等 于 
BB、BD 的 比例 中 , 
项 ,过 思 作 4D 的 De 
平行 线 , 与 48B 交 于 MK， 则 ax 即 为 所 求 的 
直线 。 
[证 明 ] 入 4BE 与 八 MBN 有 公共 角 B， 
所 以 


A 8 


M 


AB. BE 


SasBB 
BM.BN" © 


SaAuBw 


又 NY 4D, 所 以 
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: BD _ BA 
BF” By: 、@ 
BD_ BN | 
BN_.BA 
一 六 
1,- AB.BE= BM.BN. 
由 .@， Sa4BB 一 SAMxBw。 
因 BE:BO=m:n, 
所 以 ASe4sz 一 a Saaso, 
-人 wa 一 py "SasaBc. 


”四 边 形 4MNC 面积 一 Se4ac 一 SAxaw 


= SaaBo; 可 


m 
.m+n 
'。 Saxsx: 四边形 4MNO 面积 = 六 ， 

2208. 过 已 知人 4BC 内 的 一 点 忆 作 两 
条 直线 ， 使 它们 平分 . 
人 4BO 的 面积 。 

解 . [ 作 图 ] 连结 
AP, 过 BC 的 中 点 卫 
作 4P 的 平行 线 ,与 
边 AB 或 LOG 相交 于 - 
历 ,… 连结 PD, PB， 则 ; PD PE 即 为 所 求 的 
两 直线 。 

[证 明 ] 


， 4P1/ ED, 
.oo Sapgp—SaagD. 
上 式 两 边 同 加 上 入 BDB, 则 
ds PEBD eR Sa4BD . 


一 误 Saago, 


2209， 乙 作 直线 ; 将 已 知 
人 450 的 面积 二 等 分 。 . 

解 设 DPB 为 所 求 直线 ， 信 4nDB 和 
从 4BC 有 公共 角 4, 所 以 

: AD.AB _ 1 


Saaps 


(A 内 ) (FP 在 人 4BC 外 ) ” 
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"4D.4B= 计 4B.40 一 mW (一 定 )。 


根据 问题 2098 可 作 图 。 | 

2210。 过 入 4BC 边 4B 上 的 一 个 已 知 
点 呈 作 直线 ,与 边 40 或 其 延长 线 相交 于 @， 
与 边 BC 或 其 延长 线 相交 于 用 ,使 A 
和 人 入 AQM 的 比 为 已 知 比 Tw。 

解 {分析 ] 设 符合 条 件 的 直线 PMQ 已 
作出 ， 则 | 

了 Se4uq 一 PMX :MX9。 
但 Saapu:SAayg=?%%N, 
过 放 作 40C 的 平行 
线 了 LN 与 4B 相交 
于 六 则 
PN:NA=PM: MQ 
.nN 

故 可 作 图 如 下 。 | | 

[ 作 图 ] 将 4P 在 点 六 内 分 (或 外 分 ) 成 
PN:NA 二 m:n。 过 作 4C 的 平行 线 ， 与 
BC 交 于 以, PM 的 延长 线 与 40 交 于 @, 则 
PMGQ 为 所 求 直线 。 . 和 

[证 明 ] 分 析 中 已 很 明确 , 故 略 。 ， 

注 在 上 图 中 ，N 内 分 4P,， 若 设 W 为 外 
分 4P 为 定 比 约 点 , 可 同样 作 图 。 

2211。. 在 八 4BC 内 求 作 直线 PQ， 与 
AB、 人 9 使 . 


i BQ 一 地 SS 4B0+404) » 


且 Seapo 一 地 SA4ac。 


解 [分 析 ] 假设 直线 PQ 已 作出 , 与 4C 
相 切 的 旁 切 加 与 BC 相 切 于 如, 则 


BE~—3(4B+.BC+04). 


» BPT BQ= BE. 


又 设 BC 的 中 点 为 
3, 则 


Saspo~— 人 可 S, AABC 


一 SA4sy . 


“BP.B9=—AB.BM. 
因 AB. BM 已 知 , 设 它 为 即 得 如 下 作 


图] 设 与 AC 相 切 的 旁 切 加 与 BQ 的 


第 二 草 直线 的 作 图 . 
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切 点 为 加 在 3B 上 求 9 点 ， 使 BQ- QB=— 
EK% 在 AB 上 求 点 号 使 BP 一 8@B, 则 so 
为 所 求 的 直线 、 


[证 明 ] 分 析 中 已 很 明确 ; 故 略 . 

2212。 过 和信 4BC 内 的 已 知 点 DD 求 作 三 
条 直线 , 三 等 分 已 知 三 角形 4BC. 

解 [ 作 图 ] 设 和 480 的 重心 G, 过 Q 
分 别 作 D4、DB、 
DC 的 平行 线 , 与 
和 信 4BC 的 边 分 别 . 
相交 于 五 了 五 ; 则 
DE DF DH 三 
等 分 人 ABOC， 

[证 明 ] 设 了 及 站 五 分 别 在 CA4、 AB.CA 


a 
SaGpo=Sagpo. 


“。 Re DFBCH 的 面 og 


Rs SAaBpce。 
又 Me Pe SepagGe 一 SecaG， 


1 本 
SAprgg 一 Saco4 一 可 Saasc, 


因此 ”四边形 DEAF 的 面积 一 地 Ba 


2213、 已 知 六 边 形 4B5CDBEF 的 三 组 对 
边 分 别 平行 且 相 等 。 过 已 知 点 卫 作 直线 平分 
此 六 边 形 . 

解 [ 作 图 ] 设 4B、DO 的 延长 线 的 交点 
为 五 ，4 石 、 刀 万 的 延 
长 线 的 交点 为 卫 。 设 
4 了 用. 互 也 的 交点 为 O， ; 
连结 PO, 则 PO 为 所 于 
求 直线 。 

[证 明 3 因为 4B/ DE, 4FJ1CD， 所 以 
4HDL 为 平行 四边 形 。 因此 过 它 的 对 角 线 
的 交点 OQ 的 直线 PO 平分 平行 四 边 形 SZ AHDL 
的 面积 。 

因为 BC 人 万 刀 ， 所 以 

AHBCAQRALEFR.. 
故 PO 平分 六 边 形 4BCDEF. 
2214.- 过 已 知 平行 四 边 形 4BCD 的 边 


BC 上 的 已 知 点 一 求 作 两 条 坦 线 , Se 
边 形 4BOD。 


解 ” 在 边 BC、 4D 上 取 点 如 使 
BO 二 BO, 7D= 喜 4D. 
连结 如, 则 aa 明生 
边 形 4BOD 的 名， 过 卫 作 平分 平行 四 边 
形 4BEF 的 直线 
PQ, 及 平分 四 边 形 。 人 一 下 一 了 


POD 的 直线 PR 
(问题 2216) 。 则 … 
PQ、PER 即 为 所 求 
_2215. 已 知 平行 四 边 形 4BCD 内 的 一 
点 马 过 卫 作 各 边 的 平行 线 ,使 
‘DABPH:OPFCG=—5:9. 
DEBFP:DHPGD=5: 4 
解 ” 设 过 P 所 作 各 
边 的 平行 线 与 4B、 
BC、CD、 DA 相交 于 
及 及 G、 万 ,因为 
DARPH 和 DPFOG |) 
都 含 顶 角 大 小 相 了 
等 . 所 以 这 本 个 平和 四 边 形 的 面积 与 人 P 的 
两 边 的 积 成 比例 。 ， 
”号 4BPH 的 面积 PB-PH 
口 E8OG 的 面 祝 PG-PF 


9 9 
同 理 口 有 BFP 的 面积 _ PE.PF 
口 HPGD 的 面 裕 ”BGPH 
_PE.PF _5 gg 
“EH 一 本 
将 @、@ 两 边 相 冬 ， 
/PE 25 。 PE 5 
G9 Fr. 
PH 2. 
把 @ 代 入 @ 式 :~ 也 记 一 可 


: 因此;: 作 把 48B 分 为 2:3 的 内 分 点 忆 把 
4D 分 为 5:6 的 内 分 点 及 ;过 如 和 及 分 别 作 
AD、4B 的 平行 线 ， 则 两 平行 线 的 交点 卫 即 
为 所 求 的 点 。 这 个 交 点 很 容易 被 证 明 为 符合 
条 件 的 点 。 

2216. 过 四 边 形 4B0D 一 个 项 点。 4 
求 作 一 直线 ,平分 此 四 边 形 .… 
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解 [ 作 图 ] 设 BD 的 中 点 为 用 ,过 放 作 
MME/ 4C, 与 DC 或 BC 相交 于 如 则 4B 
即 为 所 求 的 直线 . 

[证 明 ] 四 为 BD 的 
中 点 , 所 以 四 边 形 4BCM 
为 四 边 形 4BCD 的 一 半 ， 
且 MEf 40. 所 以 

SasoM™— Sasa0g; 
因此 ， 
四 边 形 4BCE 面积 一 四 边 形 _ 4BOM 面积 


一 言 (四 边 形 4BCD 面积). 


， 2217。 过 已 知 四 边 形 LBCD 的 顶点 4) 
作 两 条 直线 三 等 分 此 四 边 形 . 


解 【[ 作 图 ] 作对 角 线 BD 的 三 等 分 点 


五 FF， 过 已 和 了 点 A 

分 别 作 4C 的 平行 线 

与 BC、.CD 相交 于 全 

好 ， 则 4G、4 为 所 

求 直线 . B D 
[证 明 ] 根据 作 图 ， AS 
BE=EF=FD. 

“ BaapE~SA4gr—SaarD; 


s ACE 一 Saozsz 一 Seorp。 


.。 四 边 形 4BCZB 面积 
一 读 四 边 形 4BCD 面积 . 


因为 BG // 40, 所 以 SA4ge 一 SAorzc。 
“、 Saaae 一 四 边 形 4BCB 面积 
一 地 四 边 形 4BCD 面积 . 
同 理 ”Sa4pa 一 四 边 形 4DOCF 面积 
一 地 四 边 形 4BCD 面积 ， 
四 边 形 4GC 互 面积 
一 言 四 边 形 4BCD 面积 . 

- 2218。 过 四 边 形 4BCD 一 边 4D 上 的 
已 知 点 卫 作 直线 , 平 
分 四 边 形 的 面积 。 

解 报 据 问题 2216 
的 作法 , 过 顶点 4 作 
平分 四 边 形 面积 的 直 
线 4B, 与 BC 相交 于 


因此 


第 四 编 作 


图 十 


丈 , 连结 PB， 过 4 作 PE 的 平行 线 AQ, 与 
BC 交 于 8 则 Pe8 为 求 所 直线 。 理由 
是 : Ge 
* PE/ AQ, 
“， Saepz 一 SA4ppB。 
…。 四 边 形 PQCD 面积 
一 四 边 形 48CD 面积 


一 也 四 边 形 4B0D 面积 。 


2219， 过 一 已 知 点 书 作 一 直线 ， 平 分 已 
知 四 边 形 4BCD. F 

解 ” 过 顶点 BB 作 直 
线 BE 平分 四 边 形 
4BCD (问题 2216)， 
设 B4、CDD 的 交点 为 
了 ,过 了 P 卫 作 直 线 POR， 
使 SereRg 一 Sepzsg( 问 
题 2098) , 则 PQEB 为 所 求 直 线 。 理 由 是 : BE 
平分 4BCD， 所 以 ABZBC 是 已 知 四 边 形 的 
一 半 。 又 根据 作 图 Sarssg 一 SAzpo, 所 以 

四 边 形 RBOQ 面积 一 9aagc。 
因此 直线 PQE 平分 四 边 形 4BCD. 

注 在 上 述 作 图 中 , 若 @ 或 及 在 已 知 四 边 
形 的 边 的 延长 线 上 , 则 可 过 B 以 外 的 顶点 作 
平分 四 边 形 的 直线 ， 

2220、 求 作 直 线 P@ 平行 于 已 知 直线 
镍 了 ,并 平分 已 知 四 边 形 4BCD. 

解 ”根据 问题 2216， 过 B 作 平分 四 边 形 
的 直线 BB。 设 BA4、 下 
CD 的 延长 线 相交 于 
了 ,根据 问题 2207, 作 
FQ /3Y, 使 

人 azpPg 一 SaAzBz 
即 可 。 ~ C. 

在 这 种 情况 下 。 若 呈 或 @ 在 边 的 延长 线 
上 , 则 可 过 其 他 顶点 作 平 分 四 边 形 的 直线 , 同 
样 作 图 即 可 . 

2221。 在 已 知 正方 形 4BCD 内 求 作 一 
个 正方 形 及 四 个 全 等 的 人 Dp 
直角 三 角形 ， 将 正方 形 
五 等 分 。 . 

解 [分析 ] 设 所 求 M 
图 形 已 作出 , 如 FGE 为 | 
正方 形 , 则 K. 
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RSazao 一 于 口 4BCD 面积 。 
设 BE BC, 则 
EK. BO=2 BO?， 


即 BE 一 亏 50. 


因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 在 B4 上 取 BL= 记 4B， 过 工 


作 BC 的 平行 线 ,与 以 BC 为 直径 的 贺 相 交 于 
刀 ，。 连结 CB、BEB,， 分 别 过 和 4 和 DD 作 CE、 
BE 的 平行 线 , 则 所 得 加 FG 为 所 求 正方 形 . 

[证 明 ] 略 。 

2222， 在 已 知 四 边 形 4BCD 内 3 总 
书 , 使 连结 己 a 
边 形 。 

解 [ 作 图 ] 分 别 过 
对 角 线 4C、BD 的 中 点 
召 五 作 BD、A4C 的 平 
行 线 ， 设 它们 的 交点 为 
了 ， 各 边 的 中 点 为 4、 
B'O'. D’, 则 P4、PPB、 PO’ PD’ 大 
四 边 形 。 

[证 明 ] “〈 参 照 问题 839) . 

2223. 在 已 知 四 边 形 内 求 一 点 ， 使 连结 
这 一 点 和 四 边 形 各 顶点 六 
的 线段 四 等 分 此 四 边 A 
形 ， 

解 ” 若 已 知 四 边 形 为 
平行 四 边 形 ， 则 对 角 线 
的 交点 即 为 所 求 的 点 。 也 © 

若 四 边 形 的 一 条 对 角 线 4C 过 BD 的 中 点 
0, 把 4C 的 中 点 用 与 各 顶点 连结 , 则 

SA4BN 一 SABvc， SAAND— Saypo. 
又 40 过 BD 的 中 点 O, 所 以 Sa4po 二 Saapc. 
因此 四 个 三 角形 面积 相等 。 除 此 以 外 , 在 一 
般 的 四 边 形 中 ,不 存在 符合 条 件 的 点 。 

2224. 过 已 知 五 边 形 0 的 项 点 
4 作 直 线 ， 平分 此 五 边 
形 .。 

解 过 巴 作 4D 的 平 
行 线 瑟 妃 "， 与 0 也 的 延 
长 线 相交 于 鼠 ， 再 过 攻 
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作 直 线 48 ,平分 四 边 形 4BCOB (参照 问题 
2216) 。 则 4 刀 为 所 求 直线 、 理由 是 : 五 边 
形 4BCDZB 面积 一 四 边 形 4BCB' 面积 。 

四 边 形 4BCF 的 面积 


= 记 四 边 形 .4BCZ 的 面积 
一 地 ABCDE 的 面积. 


注 若 4F 和 CD 的 
延长 线 相交 , 可 过 五 作 8 
了 81 /4D, 与 DB 相交 
于 PF', 则 AF' 为 所 求 直 
线 ， 容 易 证 明 此 作 图 正确 . 

2225。 过 五 边 形 4BCDB 的 一 个 顶点 
4 作 两 条 直线 三 等 分 
此 五 边 形 . 

解 [ 作 图 ] 连结 
4C、4D.、 作 BB 1 
40，BG1 4D，, 分 别 
与 CD 的 延长 线 相交 
于 也 G。 连结 4、A4G, 则 Sasrg 与 五 边 形 
4BCDB 的 面积 相等 。 点 了 政 N 把 FG 
三 等 分 , 则 五 边 形 
4BCDEB 即 被 直线 
4M、AN 三 等 分 . 

[证 明 ] ”BE ; 
1 40, y 

Sepdc 一 SaAr4c. 
两 边 都 加 上 人 4MC， 则 
四 边 形 4BCM 的 面积 
一 人 4BM 的 面积 


一 去 A4BODE 的 面积 。 


局 理 ， 四 边 形 4BDN 的 面积 一 Sa4xe 

~ ABCDB 的 面积 . 
因此 4M、4N 三 等 分 五 边 形 .车 用 在 了 和 
G 之 间 ,可 作 MP/ O4, 与 BC 相交 于 也 连 
结 4P 则 4P 使 Sh4sp 一 计 4BCDE 的 面 


积 . 若 六 在 忆 和 G 之 间 , 亦 可 同样 考虑 。 
2226.。 求 作 已 知 梯形 底 边 的 平行 线 , 平 

分 此 梯形 。- 
解 [分 析 ] 


假定 此 题 已 解 得 ，BF 为 所 


490 


求 直线 。 延长 B4、 CD 相交 于 G。 则 :- 
Saeac 一 Sao4p ， 梯形 4BCD 的 面积 
Sacaz 一 Sep 梯形 48FD 的 面积 


= 了 了 ， a 


且 4 也 1 EF /| BC。 
.AGECwAGBFoAG4D， 
Secas> :Saegz: Sac4p 一 GD2:GE2:G42。 


.GBP2G42 _2 
入 根据 @ GEGAY 1? 


Gr (PAD 


因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 鸭 ] 过 B 作 
G 的 垂 线 BR8, 使 
五 B=G4. 作 以 GH 
为 直径 的 半圆 ， 与 
GH 的 垂直 平分 线 
2MN 相交 于 再 以 BN GN 为 半径 
作 圆 ,与 GB 相交 于 马 . 过 如 作 BC 的 平行 线 
EF, 与 GO 相交 于 了, 则 瑟 B 即 为 所 求 的 直 
线 。 

[证 明 ] 讨论] 上 略 .. 

2227. 作 梯 形 ABCD 底 边 BC 的 平行 行 
线 ; 二 等 分 此 梯形 . - 

解 [ 作 图 ] 设 B4、 oD 的 交点 为 OO， 以 
O 为 圆心 ,O4 为 半径 
作 圆 与 以 0B 为 直径 
的 圆 相交 于 了 茂 , 过 吾 ,L 
作 0B 的 虱 线 BB, 在 AN 
G、 互 两 点 将 也 玉 三 等 
分 .过 点 全 五 作 0B 
的 垂 线 GEK, 且 L， 与 以 0B 为 直径 的 圆 相交 
于 KK、' 站 0B 上 取 OM=0K, ON=0L, 
过 必 W 作 BO 的 平行 线 轨 NN'， 则 这 
两 条 平行 线 即 为 所 求 的 直线 。 

证 明 ] * A0OBCwAONN' 
WwAOMM' 
wAOAD, 
所 以 它们 的 面积 与 对 应 边 的 平方 比例 . 
。 Saopo _ Seowm， 
”” 0B: ON? 


Saowm’ 
Oils 


_ Sao4p 
0423 
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因为 ON=0L, OM=0OK, 04=0%， 


> ASaosc pe Saoww’ Saoy ur’ 
所 以 OB? O12 OK?2 
-ES Saoan . | 
“OB 3 


又 O72=~0B.0H, OK?~0B.0G, 


O00B.OF。 所 以 


.Saogc __ Saonn’ Saomw’. . 
OB. ~_0B ‘OF | 一 07. OG 
Sanap 
OB.0F “* 
人 adpo 一 Saoww' Saomw’—Ssomm’ 
OB.08 “D8. OH—0O0B. OG 


0B?— 
| sw_ Saoumu’— Sanan 
, OB.0G~0OB.O0F” 
即 梯形 人 BOX 面积 
OB:BH 
.梯形 MNN’'M' 面积 
OB.HG 
一 .梯形 4MMU' 人 DD 面积 
5 OB.GF 
根据 作 图 ， BH=~HG=GF， 
., 0B.BH=0B.HG=0B.GF. 
因此 梯形 WBCN' 面积 一 梯形 MNN 2 
积 一 梯形 4MM'D 面积。 
2228.、 过 西 % 边 形 女 BCDE.… 的 一 个 
顶点 4, 作 (二 也 条 直线 ， 将 过 形 的 面积 


名 


分 成 % 等 分 
解 根据 问题 2488， 可 将 已 知 多 边 形 

ABCDBE.… 改 为 

等 积 的 三 角形 , 

AXY， 过 4 作 

(n~) 条 直线 ， /A 

将 人 4XY 了 的 面 “ FP 

积 w 等 分 (即将 GD 

对 边 ZX 了 分 成 % 等 分 ,将 顶点 4 与 各 分 点 连 

结 即 可 )。 且 将 此 面积 用 a 表示 。 连结 已 知 

多 边 形 的 两 个 顶点 和 .0, 车 人 4B0 面 积 >a 

过 4 作 一 直线 4P 与 A 


BC 相交 于 也 ,使 人 4BP 
的 面积 =a, 若 人 4BG 3 

面积 <a, 如 图 (2)。 过 E 
5 作对 角 线 4C 的 平行 P 

线 与 DC 的 延长 线 相交 (2) 


于 了 3'. 若 人 A4B 面积 >c 则 同上 ,过 4 作 址 


一 -一 一 -一 一 一 - 
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线 4P 与 B'D 相 交 于 了 P。 若 使 八 4B'P 的 面 
积 =a, 则 四 边 形 4BCP 的 面积 =SA4p'p 一 4. 
车 人 4BD 面 积 <a, 过 顶点 B' 作 对 角 线 4D 
的 平行 线 与 第 四 边 BD 的 延长 线 相交 于 B”， 
比较 人 4B" 如 面积 与 a 的 大 小 . 

若 人 4B" 有 面积 >a, 则 在 B" 上 求 点 也 
使 人 4B”P 的 面积 =4. 若 人 4B"B 面 积 <a， 
则 可 反复 用 以 上 方法 。 过 顶点 4 作 一 直线 
4P, 可 得 与 4 相等 的 面积 ， 

对 于 余下 的 多 边 形 可 完全 同上 法 ， 作 另 一 
条 直线 4@9， 再 得 到 与 a 相等 的 面积 。 

这 样 依次 可 得 4R、4S、… 等 (n 一 1) 条 直 
线 , 将 此 多 边 形 4BCDE… 分 成 面积 相等 的 
% 个 部 分 。 

注 1 利用 上 法 时 , 在 问题 2224 中 过 已 知 
五 边 形 的 一 个 顶点 4 作 直 线 , 将 此 五 边 形 二 
等 分 , 以 及 问题 2225 中 , 过 五 边 形 的 一 个 顶 
点 和 4 作 两 条 直线 三 等 分 此 五 边 形 的 一 般 方 
法 。 
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1。 作 等 腰 三 角形 
2229。 已 知 4B=AC=i, /B=2/4, 
作 等 腰 三 角形 4BC. 
解 设 人 A4BC 为 符合 条 件 
的 三 角形 。 和 4=a, 根据 条 件 
LB=/C=2aWi LA+/B 
十 LC=2 人 RB, 所 以 \ 
at2a20=180°, B Cc 
5a 一 180"，aw 一 36"。 
因此 BC 的 长 等 于 以 4 为 圆心 、? 为 半径 的 
贺 内 接 正 十 边 形 一 边 的 长 。 所 以 本 题 可 归结 
为 1513 题 。 
2230. 已 知 底 边 BC 的 长 为 2 顶 角 4 
等 于 两 底 角 的 三 倍 , 求 作 等 腰 三 角形 4BC. 
解 根据 上 题 ， 作 忆 


等 腰 三 角形 BCB, 使 A 
BO 一 BE=), 
BCE= /BR 
< 四 有 人 c 
作 二 BO 召 的 平分 线 C4 与 边 BB 相交 于 4. 


一 ~ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -- -一 ee 


三 角形 的 作 图 
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2 用 本 题 的 方法 。 可 将 已 知 多 边 形 改 成 
与 它 等 积 的 三 角形 ， 以 及 与 它 等 面积 的 等 边 
三 角形 , 或 与 它 等 面积 的 正方 形 , 例 如 已 知 五 
边 形 4BCDE, 在 问题 2225 中 , 三 角形 4BG 
与 五 边 形 4BCDB 等 面积 ， 因 此 根据 问题 
2250， 作 等 边 三 角形 与 人 48G 等 积 . 则 此 等 
边 三 角形 与 已 知 五 边 形 等 积 . 又 用 问题 2509 
作 与 它 等 积 的 正方 形 。 在 问题 2225 中 ; - 因 
为 人 A4DG 和 八 4DE 等 积 ， 可 知 五 边 形 
4BODE 与 四 边 形 4BCG 相等 ， 四 边 形 
4BCG 与 三 角形 4FG 相等 。 重复 运用 这 方 
渐 把 原 多 边 形变 成 与 它 面积 相等 的 三 角形 . 
因此 下 列 各 种 问题 , 均 可 利用 此 法 解 之 。 

工 ， 作 与 已 知 多 边 形 面 积 相等 且 边 数 少 一 
的 多 边 形 。 

2. 作 与 已 知 多 边 形 面 积 相等 的 三 角 


3. 作 与 已 知 多 边 形 面 积 相等 的 正方 形 。 


三 角形 的 作 图 


4BC 即 为 所 求 的 三 角形 。 理 由 是 : 
LBAC= /B+/ACEB=20¢+a=30, 
LB=/AO0B=a, BCO=I. 


| 因此 人 4BC 为 符合 条 件 的 三 角形 . 


2231.。 已 知 顶 角 4 一 w 周 发 28， 作 
等 腰 三 角形 4.B0. 

解 [ 作 图 ] 作 二 X4Z 
一 c， 在 它 的 边 4X、AY 
上 分 别 取 了 @ 点 , 使 4P 
一 AQ 一 8， 过 点 P、8 作 
与 4X、AY 相 切 的 圆 0， 
设 连结 40 的 线段 与 圆 O- 
相交 于 也 .过 刀 作 四 0 的 
切线 , 与 4X、47 相交 于 B、C, 则 人 4BC 
即 为 所 求 。 

[证 明 ] 略 。 - a 

2232. 已 知 高 和 周 长 28, 作 等 腰 三 角 
形 。 

解 、[ 作 图 ] 作 线 段 DB 二 25， 过 DB 的 
中 点 五 作 DB 的 垂 线 , 在 垂 线 上 取 点 4, 使 
A 有 一 hp。 作 4D、4 思 的 垂直 平分 线 , 与 DB 
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相交 于 B、0, 则 A4BC 为 所 求 三 角形 . 
[证 明 ] 根据 

作 图 ,高 4H 一 h,， 

又 4 及 为 线段 、 

线 ， 所 以 AD= D Hl 

AE，LD== 人 LE。 又 根据 作 图 ， 人 4BD、 

人 和 人 403 为 底 角 及 底 边 相等 的 等 腰 三 角形 . 所 

人 A4DBDS22A 人 人 40 了， 


LABO= /AOB. 
即 人 4BC 为 等 腰 三 角形 . 
.又 AB=BD= AC—=0OBE, 
"。 AB+BCT+COA=DE=2S, 


2233，。 已 知 顶 角 4( 一 a)， 外 接 的 半 
径 为 7, 求 作 等 腰 三 角形 
ABOC. 

. 解 以 任 意 点 0 为 贺 
心 ， 7 为 半径 作 四 ， 在 加 上 
任 取 一 点 4, 在 半径 40 
的 两 侧 作 与 LO 的 夹 角 为 
本 的 直线 ,与 圆 相交 于 B、0， 则 A4BO 为 
所 求 三 角形 。 

2234。 以 已 知 点 4 为 直角 项 点 , 作 等 腰 
直角 三 角形 4BC， 使 它 的 另 两 个 顶点 B、C 
各 在 已 知 的 两 条 平行 直线 人 m 上 ， 

解 [分 析 ] 设 等 腰 直 角 三 角形 4BC 已 
作出 。 过 4 作 两 条 ” ，  A 
平行 线 的 公 垂 线 
A4DE, 分 别 与 和 .Hw 相 
交 于 D、 及 , 则 

LOAE= /ABD, 
AC=AB, uC 


-1 


所 以 两 个 直角 三 角形 40、 证 全 等 , OB 


一 4D, 4 一 BD， 因 此 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 过 4 作 两 条 平行 线 和 、 仅 的 公 垂 


线 4DB， 在 直线 1 上 取 点 B, 使 DB=A4E， 
再 在 直线 wp 上 二， 而 在 DB 的 另 一 侧 取 点 C， 
使 BC= 4D， 则 A4BC 为 所 求 的 等 膜 直角 
三 角形 。 

[证 盟 ] 根据 作 图 , 4D 1 7, A4B=BD, CH 
一 4D, 所 以 人 ACK 和信 BAD， 

因而 AC= 4B. 


线 上 的 点 ,所 以 4B=A4C. 


” 故 4B+4H 
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又 LCAE=/ABD, 4D17. 
所 以 LO0A4B= /LR,. 

[讨论 ] BB 可 以 在 吃 的 两 侧 求 得 ,因此 有 
两 解 。 

2235。 已 知 底 边 BC( 一 7)， 边 4 与 顶 
点 4 到 底 边 的 垂 线 4 互 的 和 为 ?w, 求 作 等 琢 
三 角形 4BC. 

解 [ 作 图 ] 设 B0 的 中 点 为 及 , 作 BC 的 
垂直 平分 线 五 D, 取 DH 一 m。 连 结 BD, 作 
BD 的 垂直 平分 线 与 互 D 相交 于 4， 则 
入 4BC 即 为 所 求 的 等 腰 三 角形 ， 

[证 明 ] 根据 作 图 ，4 为 BC 四 人 


又 4 为 BD 的 重 直 平分 
线 上 的 点 ,所 以 4D=4B. 


~=AD+AH 
-=DH=m,. 
[讨论 ] 若 思 不 大 于 寺 了 二 


2236. 已 知 底 边 BC 一 1， 边 40 上 的 中 
线 BD 一 m, 求 作 此 等 腰 三 角形 。 
解 [ 作 图 ] 作 线 段 BC=?， 设 它 的 中 点 


: 为 站。 以 歼 为 殉 心 ,入 


为 半径 作 圆 ， 与 CM 的 
垂直 平分 线 相交 于 了 D. 
设 BC 的 垂直 平分 线 与 
CD 的 交点 为 4， 则 /7 
人 4BC 即 为 所 求 的 等 B 
腰 三 角形 . 

[证 明 ] 4M 是 BC 的 垂直 平分 线 ， 所 以 
4B 一 40. 又 因为 也 也 是 CM 的 垂直 平分 线 
上 的 点 ， 所 以 在 直角 三 角形 4CM 中 ， 思 为 


MI C 


40 的 中 点 。 即 BD 为 中 线 , 且 等 于 名。 


[讨论 ] 名 三 子 7 时 无 解 ， rm> 写 7 时 ,可 


在 BC 两 侧 作 点 ， 但 因 作出 的 三 角形 和 
人 A4BC 关于 BC 对 称 ， 所 以 个 可 能 有 两 解 。 

2237. 已 知 一 腰 .4C 
上 的 中 线 BD==?， 腰 上 的 
高 妃 妃 一 j， 求 作 等 腰 三 角 
形 4BO( 设 ?> 加 。 

解 [ 作 图 ] 作 线 段 
BE 二 h, 过 如 作 BB 的 全 站 C 
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线 加 XY.。 以 为 贺 心 ， ?为 半径 作 贺 统 ， 与 
BX 相交 于 D. 在 BD 上 取 G 点 ,使 


2 
BG 可 BD. 


以 G 为 圆心 、GB 为 半径 的 圆 弧 与 DE 的 延 
长 线 交点 0， 在 CD 的 延长 线 取 点 4, 使 D4 
一 DO. 连结 4B, 则 A4B0 为 所 求 三 角形 . 

[证 明 ] 因为 BD 为 中 线 , BD 一 2( 作 图 ). 
又 高 BE 一 h( 作 图 )， 

且 BG:GD=2:1, 

所 以 G 为 人 4BC 的 重心 。 设 CG 的 延长 线 
与 4B 的 交点 为 M， 则 CM 为 中 线 ， 因 为 、 
GC=GB, 所 以 CM=BD, 八 BCMEQACBD, 
MB~DC，AB~ 40。 因 此 八 4BC 为 符合 
条 件 的 三 角形 . 

[讨论 ] C 可 在 也 的 两 侧 求 得 ， 所 以 常 有 
两 解 . 

注 当 1=h 时 ，D 和 石 重合 ， 人 4B0 为 
等 边 三 角形 ， 同 时 作 图 所 得 的 两 个 三 角形 全 
等 。 所 以 通常 有 一 解 。 当 1<h 时 , 很 明显 不 
能 作 图 . 

2238. 已 知 顶 角 A( 一 a)， 底 边 BC 与 
高 4 互 之 和 为 mn, 求 作 等 腰 三 角形 4BC。 

解 [分 析 ] 设 人 4BC 已 作出 。 延 长 高 
A 有 ， 取 4D = Nh.。 连结 A 
BD， 过 4 作 4 五 的 垂 线 
与 BD 相交 于 五, 则 


ADAREwADHS,. B C 

所 以 XR 
AD: AE=HD:HB,. 

因为 五 也 一 BC= 2 万 B, 因 D 


此 4 一 24 妃 .所 以 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 直 线 4 和 、4 了 ， 使 人 和 4 了 一 
%。 在 人 X4T 的 平分 线 上 取 点 D, 使 AD= 


m， 作 AB 1 4D， A 连结 Dh， 


DE 与 4X 交 于 点 B, 过 B 作 4AD 的 垂 线 交 
AY 了 于 0, 则 和信 4BC 即 为 所 求 的 三 角形 . 
[证 明 ] 由 作 图 , BA4D= LC4AD,AD 为 
角 女 的 平分 线 , 由 此 BC 上 4D, 所 以 A4BC 
为 等 腰 三 角形 。 又 设 BC、4 的 交点 为 妃 ， 
则 互 为 BC 中 点 。 根 据 作 图 ， 
HB:HD=1:2, 
HD=BC. 


三 角形 的 作 图 
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因此 4H+BC=AD=m， 
2239.。 已 知 顶 角 4(==w), 底 边 BC 与 
高 4 瑟 之 差 为 m, 求 作 等 腰 三 角形 4BC.， 
解 [分 析 ] 设 入 4B0 已 作出 。 在 4H 
上 取 点 D, 使 DHH=BC, 连结 BD。 过 4 作 
垂直 于 4 及 的 直线 与 BD 相交 于 则 
AADEWwAHDSB, 


BH DH, 4B- 志 AD. 


因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 作 4X、4Y, 使 ZXA4Y 一 a, 在 
人 XAY 的 平分 线 上 截取 4Dw。 过 4 作 
4D 的 垂 线 ， 在 垂 线 上 取 


点 力 , 使 4B 一 4D,ED X 


2 
与 4Z 相交 于 B, 过 B 作 / 
4 刀 的 垂 线 ， 与 4 了 相交 
于 0, 则 和信 4B0 为 所 求 三 3 C 
角形 . x ; Y 


[证 明 ] 根据 作 图 人.B4C=c， 又 4 为 


芝 和 4 的 平分 线 , 4D1BC, 所 以 人 4BO 为 等 
AH~BC= AD=—m. 
[讨论 ] 若 DE 与 4X 平行 ,无 解 . 若 DB 
2240. 已 知 高 48 和 廊 边 BC 的 和 为 
ABC. A 
解 [ 作 图 ] 过 圆 
4, 作 直 线 4DLA44 区 
工 
且 4D= Mm. 在 V 
的 线段 与 已 知 圆 相交 于 C. 过 C 作 与 44' 垂 
直 的 纺 CB, 则 人 A4BC 为 所 求 三 角形 。 
AD:HC= AB:HE, 
且 AB=24D, 所 以 
故 4 万 十 BO 一 4 万 一 7 
因为 AH.]L BOC, AB=A0, 


腰 三 角形 。 根 据 作 图 2B 有 =BC= DH, 因此 
与 4X 相交 , 有 一 解 . 
知 加 的 等 腰 三 角形 
0 的 直径 44' 的 一 端 WY 
44' 的 延长 线 上 取 忆 使 4 一 wm。 连结 DE 
[证 明 ] ”根据 作 图 ， 
HE=—2HO= BO。 
因此 人 4B0 为 所 求 作 的 三 角形 。 
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[讨论 ] 车 DE 与 已 知 区 相交 于 两 点 C、 
0', 有 两 解 ;车 DE 与 已 知 贺 相 切 , 有 一 解 ; 没 
有 交点 , 无 解 。 

2241. 已 知 底 边 BC 与 高 的 差 为 4 求 作 
内 接 于 已 知 圆 0 的 等 腰 三 角形 . 

解 { 作 图 ] 在 半径 40 (图 1) 或 其 延长 
线 上 (图 2) 取 AB=l, 使 4D1LA4E, 且 4D 


一 去 1， 设 DB 与 团 相交 于 C， 作 弦 BC, 使 
CHB1LAB 即 可 (参照 问题 2239) . 


(1) 
、 CH 4PD 1 
[证 明 ] EH AE™ 2 
且 CH=BH, .“. BC=EH. 
因此 BO~AH=AE=i. 
又 40 BO, 所 以 A4B0 为 等 腰 三 角形 . 
[讨论 ] 车 DB 与 贺 相 交 于 C、0' 两 点 ， 
有 两 解 。 车 DB 与 殉 相 切 , 有 一 解 。 DB 与 
2242. 作 与 已 知人 4BC 等 积 的 等 腰 三 
角形 4BC'， 使 它 的 顶 角 等 于 已 知 三 角形 的 
一 个 角 . 
解 设 人 A4FBo 与 等 腰 A4BC' 有 公共 角 
4 则 
Saapo 
SaaB'o’ 


AB.A 
AB'. 知 


(问题 1456) 。 


AB. ACG=—AB'. AC'. 
因为 A4B'C' 为 等 腰 
三 角形 , 4B' 一 40'。 
.4B.4O=4B2 从 B'B 
即 4B' 为 4B、40 的 比例 中 项 .因此 求 4B、 
AC 的 比例 中 项 , 作 两 边 等 于 这 个 比例 中 项 的 
等 腰 三 角形 即 可 。 

2243。 作 顶 角 等 于 w 的 等 腰 三 角形 
DE, 使 它 的 面积 与 已 知 三 角形 4BC 相等 ， 
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解 过 召 作 4C 的 平行 线 BZX, 过 双 作 直 
线 4B' 与 40 的 夹 角 为 a. 设 4B' 与 BX 相 
交 于 B', 则 BB'f 40, 所 以 Sa4ag'c=Sa4p'o， 
且 LB'AC=a, 


因此 先 作 线段 mw， 使 它 等 于 4B'"、A4C 的 比 
例 中 项 ; 再 在 4B'、4C 上 取 4D、A 召 等 于 


.%。 同上 题 , 则 Ss。4pg 二 Sasap'oy 故 和 俯 4DE 为 


所 求 三 角形 。 

2244. 已 知 重心 G, 外 心 0 和 内 心 了 的 
位 置 , 作 等 腰 三 角形 4BC。 

解 ”假定 此 题 已 解 出 , A4BC 为 所 求 三 角 
形 , 则 和信 4B0 为 等 腰 三 角形 。 所 以 G、O、T 
均 在 .4 的 平分 线 上 。 设 这 个 三 角形 的 垂 
心 为 及 , 则 6G 互 一 206 (问题 5891)。 且 O、G 
的 位 置 一 定 。 因此 G 五 为 定 长 ,五 为 定点 .。 
Q@ 因为 工 是 内 心 , 所 以 BI 平分 <B，BI 平 
分 LOBH (问题 529). 和 
由 此 在 47 的 延长 线 上 
取 旁 心 7 则 人 7BI'= 
人 RER。 因此 0O. 工 HH, 了 7 
成 调和 点 列 . 因为 CO. 

及 均 为 定点 , 所 以 了 的 
位 置 可 定 。 人 @ 

设 17' 的 中 点 为 工 , 则 

和信 4BC 的 外 接 圆 过 亏 ， 且 
LB=LI 一 LI' (问题 461) 。 

又 0 为 外 心 , 所 以 OB=0L= 二 04. 因此 可 作 

图 如 下 。 

[ 作 图 ] 根据 四 、@@， 求 甜心 互 ， 旁 心 了 了 
的 位 置 。 以 线段 77' 的 中 点 工 为 圆心 , 77' 为 
直径 作 贺 ,再 以 O 为 圆心 ,OL 为 半径 作 圆 ， 两 
圆 相 交 于 B、C， 在 .20 的 延长 线 上 取 点 4， 
使 04=0B, 则 入 4B0 为 所 求 三 角形 。 


乙 。 作 等 边 三 角形 

2245. 已 知 直线 XY 与 直线 外 的 两 个 
已 知 点 己 9， 在 有 了 的 同 侧 , 作 等 边 三 角形 
4BC， 使 一 边 BC 在 XY 了 上 , 边 4B、4C 分 
别 过 两 个 已 知 点 号、8。 
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解 [ 作 图 ] 在 ZY 上 取 任 意 两 点 BB 
0', 作 B'O' 为 一 边 的 入 

等 边 三 角形 4 BO A 也 | 

过 也 和 分 别 作 Q 
4'B' 和 A'0' 的 平行 x 
线 相交 于 4， 又 与 2 
又 了 分 别 相交 于 B、C， 则 人 4BO 为 所 求 三 
角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 4B// 1B 401 A'O', 
和 且 BO、B'C' 在 XY 上， 

“ AABOwAA'B'O'.. 
因此 人 4B0 为 所 求 作 的 等 边 三 角形 . 

2246. 作 等 边 三 角形 4BC, 使 它 的 各 
顶点 与 已 知 点 0 的 距离 分 别 为 mm、 %。 

解 设 等 边 三 角形 48C 已 作出 。 在 0C 
上 作 等 边 三 角形 COP， 连 结 BP， 则 0C= 
PO, 40= BE0，400= -4OB- BCO= 
LZPCO0— LBCO= LPOB. 

“， 八 40022 入 BPO, 
故 ”BP=A0 一 ), A 
因此 AOBP 的 三 边 已 
知 、 故 先 作 以 入 和、 为 
三 边 的 三 角形 PBO, 然 
后 在 OP 上 作 等 边 三 角 B 亿 ” 
形 OPC， 连 结 BC， 在 SS 一 一 加 
BO 上 作 等 边 三 角形 卫 
4B0, 则 人 4BC 即 为 所 求 三 角形 。 

2247- 在 已 知 正 方形 4BCD 内 ， 作 有 有 
公共 顶点 4， 另 两 个 顶点 召 、 环 在 正方 形 两 
边 上 的 等 边 三 角形 4E87F.、 

解 [ 作 图 3 在 正方 形 内 作 过 4 的 直线 
AP， 使 人 4BP 为 等 边 
三 角形 . 过 卫 作 4P 的 
垂 线 与 DO 相交 于 也. 
在 BC 上 取 允 点 ,使 EPZ 
一 BR, 则 人 4Z23 克 为 所 
求 的 等 边 三 角形 。 


B BC 


[证 明 ] 根据 作 图 ， 
BE=PF, AB=AP, 
LB=/R= /APR, 
因此 人 4BBce 人 4P7. 
“， LBAB=—/PAF, ® 
AB=AF,. 四 
从 而 ® 


LEAF= /BAP=60°, 
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根据 @、 国 ， 和 八 48F 为 等 边 三 角形 ， 

_ 2248. 在 已 知 三 角形 Az0 内 求 一 点 书 

过 己 作 洛 边 的 垂 线 
PD、PE、PF，,， 使 
和信 DBF 成 等 边 三 角 

解 ” 另 作 等 边 三 角 
形 D'E'B"', 在 DF' 
上 作 含 人 B 的 弓形 
弧 ， 在 D'E' 上 作 合 
人 C 的 弓形 弧 。 设 这 
两 弧 的 共 轿 弧 的 交点 
为 P， 过 D' 作 倍 弦 
BO 使 BO |_P'D’. 
延长 BF OB' 相交 
于 4 则 PD'LB'0'， 因 此 PB'.1 0'4, 
PF'LA'B', 又 八 D'E'F' 为 等 边 三 角形 ,PP 
为 人 4'B'C' 内 符合 条 件 的 点 .和信 4'B'0'w 
A4BC. 所 以 在 人 A4BO 内 求 与 和 人 4B'O' 内 
点 P' 对 应 的 点 , 即 为 所 求 的 点 了。 

即 BD,_BD' C8 _ OB 

0D 0D’ AB A 

过 D、 思 分别 作 BO，C4 的 垂 线 ， 它 们 的 交 
点 即 为 所 求 的 点 卫 。 


2249. 作 等 边 三 角形 , 使 它 的 顶点 分 别 
在 已 知 三 角形 4BC 的 三 A 
边 上 , 一 边 与 BC 平行 。 

解 [ 作 图 ] 在 人 4BC Q 


相反 一 侧 作 以 BC 为 一 边 B 
的 等 边 三 角形 DBC。 过 
AD 和 BC 的 交点 P， 作 
CD、BD 的 平行 线 ， 与 


AC、4B 分 别 相交 于 @、 D 
瑟 ， 则 人 PQE 为 所 求 三 角形 。 
5 证 明 ] 根据 作 图 ， 
AR:REB=A4P:PD=AQ:Q0, 
*. QRf BC. 

又 EP: BD=AP: AD=®@P:CD, 

由 BD=CD, RP=—QP, 

又 ARPQ= /BDO=60°, 


因此 人 PQE 为 正三 角形 ， 且 68 BC， 即 
个 P8QE 为 所 求 三 角形 。 
2250.。 作 与 已 和 = 有 加 和 积 相等 的 等 


| 边 三 角形 。 
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解 【 作 图 ] 设 已 知 三 角形 为 4.B0'， 作 
射线 BD, 使 LDBC! A 
一 60*, 过 A 作 BC A’ 

的 平行 线 ， 与 BD 相 ， 
交 于 D, 求 BD 和 
BO’ 的 比例 中 项 ( 问 
题 2012) ,在 BO、 DBD B [wa 
上 分 别 取 线段 BO、 BA 等 于 这 个 比例 中 项 . 
则 入 4B0C 为 所 求 等 边 三 角形 . 
[证 明 ] 根据 作 图 ,4'Df BC' 
oe Sa4’B0’=—SADpBo’, 
又 BA4、 BC 为 BD、BCO' 的 比例 中 项 , 因此 
BD. BC's= BA. BC, . 
"SA4B0 一 SApao' 一 Se4acr。 
且 LABO=60°, AB= BO。 
所 以 人 4BC 为 所 求 的 正三 角形 。. l 

2251.。 作 等 边 三 角形 ， 使 它 与 巴 知 凸 五 
边 形 面积 相等 . A 

解 设 4BCDE 为 、 
已 知 凸 五 边 形 , 过 B、 
互 点 分 别 作 AC、 4D  ; 
的 平行 线 ， 与 OD 的 E 
延长 线 的 交点 分 别 为 BB'， 则 五 边 形 
44BCDB 的 面积 =Sa4B Bg'。 理 由 是 : 

因 BB' 1/ 4C, 所 以 SaA4ao 一 SA4B'o, 又 BE’ 
/外 4D, 所 以 Sa4zp 一 SazDp。 根 据 上 题 作 等 
边 三 角形 与 人 4B'B' 面积 相等 即 可 。 

2252。 求 作 等 边 三 角形 , 使 它 的 面积 等 
于 已 知 两 等 边 三 角形 4BC 和 DEF 的 面积 
之 和 。 Y 以 

解 ” 作 线段 07F、02, 使 
它们 等 于 已 知 两 等 边 三 角 
形 的 边 4B 和 DE， 且 
LY02 一 人 R, 连结 了 了 2. 

作 以 了 2 为 一 边 的 等 边 三 角形 ， 则 此 三 角形 
及 了 2 为 所 求 三 角形 。 理 由 是 : 

和信 4BC， 八 DBF， 八 XYZ 都 是 等 边 三 角 

形 。 所 以 


Saapo AB? 

Saxyz YZ227 
Saxrz 了 22。 
Saapc 
Saxrz 


Sappr 
Baxyz 


因而 
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A4B+DE? 
YZ 


1, 


— Sa4pct+Sappr 
AXYZ 
OFTOZ 了 Z2 
了 2G2 Y22 
“» Rae4scTSApgzr 一 SAxrrz。 

2253. 作 等 边 三 角形 ， 使 它 的 顶点 各 在 
三 条 互相 平行 的 已 知 直 线 上 。 

解 [分 析 ] 设 人 4BC 为 所 求 的 等 边 三 
角形 , 作 人 4B0 的 外 接 贺 ,与 直线 XX 相交 于 
也 则 

LBDO= /BAC=—60°,., 
. ZADB= /ACB=60°. 
因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 在 世上 

任 取 一 点 D, 作 使 
XDB=60°, 
LBDO=60° 

的 直线 DB、 DO, 与 

已 知 两 直线 了 、2Z 分 别 相交 于 C，B， 作 

和信 DBO 的 外 接 圆 ， 与 直线 叉 相 交 于 A4， 则 

和信 4BC 为 所 求 等 边 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 ，4、B、C 分 别 在 世 、 
Y.Z ,HH AADB=/BDO=60°, 

‘» LBAC= /BDO=60°, 
ACB= /ADB=60°, 
因此 人 4BC 为 所 求 三 角形 。 

2254. ， 作 等 边 三 角形 4BC，, 使 它 的 顶 
点 B.C 在 互 不 平行 的 已 知 直线 XX' 和 了 YY' 
上 , 但 顶点 和 4 不 在 这 
两 条 直线 上 。 

解 [ 作 图 ] 过 4 
作 邢 互 ' 的 垂 线 4 万 ， 


人 4H 的 外 接 贺 与 直线 站 瑟 ' 相交 于 DD， 连 
结 DB 的 直线 与 YY' 相 交 于 0. 过 4、 DG 
三 点 的 加 与 卫 X' 的 交点 为 B, 则 人 4B0 为 
所 求 三 角形 。 
[证 明 ] 因为 4、D、B、C 四 点 共 圆 ， 人 4 
五 、 DD、 万 四 点 也 共 回 ， 所 以 
LABO= 4PO 一 4 万 万 一 60"， 
ACB= /ADH= /ARHe-60°,. 
因此 人 4BC 为 等 边 三 角形 , 且 B 在 XX' 上 ， 
C 在 了 Y' 上 ， 即 人 4B0 为 符合 条 件 的 三 角 


一 
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形 . 

[讨论 ] 因为 人 4HH, 4HB' 可 作 在 AH 
的 两 侧 , 所 以 一 般 有 两 解 . 若 DE 或 D'B' 与 
了 了 "平行 (人 4 五 如 的 外 接 贺 与 互 互 ' 相交 于 
了 7)， 则 无 解 。 

2255. 
角形 4BC, 使 它 的 
男 两 个 顶点 分 别 在 
一 已 知 圆 和 一 已 知 
直线 也 XX 上. 

解 ”将 上 题 中 的 
直线 了 YY’ 换 成 圆 
0, 设 DE 与 加 0O 
的 交点 为 C 和 0', 过 4、D、C 或 C0' 作 圆 与 
邢台 "的 交点 为 召 或 B'， 即 化 为 同上 题 一 样 
的 问题 。 

2256. 作 等 边 三 角形 ,使 它 的 顶点 分 别 
在 三 个 同心 加 上。 

解 本 题 与 问题 
2246 相同 ， 只 是 说 法 
不 同 而 已 ， 因 此 解法 
也 相同 。 

2257. 以 一 已 知 
点 为 顶点 作 一 等 边 三 角形 ， 使 它 的 另 两 个 顶 
点 分 别 在 两 个 已 知 圆周 上 . 

解 [ 作 图 ] 设 已 知 点 为 4， 攻 、W 为 两 
个 已 知 圆 的 圆心 。 以 4X 
为 一 边 作 等 边 三 角形 
4MT， 以 卫 为 圆心 ,以 圆 
到 的 半径 为 半径 作 圆 ， 与 
圆 入 相交 于 点 C. 以 4C 
为 一 边 在 与 如 同 侧 作 等 
边 三 角形 4B0, 即 为 所 求 
作 的 等 边 三 角形 。 

[证 明 ] 在 人 A4BM 和 八 40L 中 , 根据 作 
图 ， A41 忆 为 等 边 三 角形 。 所 以 . 

AM=AL, AB=40. 


又 ZZMAL=60°=/BAC, 
因此 LUMAB= /LAO, 
“» 人 人 ABMG@A 人 人 ACL, 
故  BM=CZ 一 ( 圆 邓 的 半径 )， 
即 点 BB 在 加 戏 上 . 


[讨论 ] 等 边 三 角形 4MZ 可 在 4 的 两 
侧 作 出 ,因此 本 题 可 能 有 四 解 ， 可 能 有 三 解 ， 


三 角形 的 作 图 


以 已 知 点 4 为 一 顶点 作 等 边 三 
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两 解 ,一 解 或 无 解 。 

2258， 作 与 已 知 三 角形 4'B'0' 全 等 的 
三 角形 4BC， 使 它 外 接 于 已 知 等 边 三 角形 
LMN. | 

解 ”[ 作 图 ] 在 入 LMUN 的 外 侧 以 LN 为 
弦 作 含 角 4' 的 弓形 弧 ， 以 LW 为 弦 作 含 角 
B' 的 弓形 弛 .， 设 两 二 
弧 所 在 圆 的 贺 心 分 别 ; 

为 O10s。 过 工作 两 

圆 的 割 线 4B， 且 满 

足 4B=4'B'. 设 直 B 央 
线 BM 与 4N 的 交点 
为 C, 则 和信 4BO 即 为 
所 求 作 的 三 角形 。 

[证 明 ] 报 据 作 BR 
图 ， 

LA=/L4', 
LB=LB’, 
又 AB=A4'B’, 
A4PBcseA4d BO 

注 过 工作 割 线 45 等 于 4B' 的 方法 可 
参见 问题 2191. 

[讨论 ] 4B'> 2010s 时 无 解 。4'B'= 
2010s 时 有 一 解 。4'B'<2010, 时 有 两 解 . 

2259， 在 平面 上 ,分 别 过 已 知 点 卫 人 BE 
作 三 条 直线 组 成 等 边 
边 的 中 点 。 

解 以 BRE 为 弦 ， 
作 含 60” 角 的 弓形 
弧 . 设 这 个 绝 的 共 恩 
弧 的 中 点 为 四, 连结 
MP，MP 与 弓形 弧 相 交 于 4. 连结 48Q、4R， 
与 过 卫 所 作 4P 的 垂 线 分 别 相交 于 B、0, 则 
人 入 4BC 为 所 求 等 边 三 角形 。 以 BR 为 弦 作 含 
60° 角 的 弓形 在 @E 的 两 人 出 ， 所 以 还 有 一 个 
符合 条 件 的 人 4'B'C", 


3S。 作 直角 三 角形 

2260， 已 知 余 边 4C 和 一 边 BO 之 差 为 
5 另 一 边 4B 一 m, 作 直 角 三 角形 4BC. 
解 [ 作 图 ] 作 48B=m, 过 B 作 48B 的 
垂 线 , 在 垂 线 上 取 DD 点 ,使 BD=/. 设 4D 
的 垂直 平分 线 与 直线 DB 的 交点 为 0， 则 


498 


从 4BC 即 为 所 求 直 角 三 角形 ， 

:[ 证 明 ] 根据 作 图 ， 人 4B0= 人 有 B。 Ey 
为 4D 的 垂直 平分 线 
上 的 点 , 所 以 

AOC= DO, 

. AC—BC 
=~DO~ BO A B 

=BD=1. 

2261。 已 知 斜 边 : D 
BC(=)， 琉 及 4B、AC 的 和 和 2， 求 作 直角 
三 角形 4BC。 

解 a 取 DB=m， 作 直 线 DO， 使 


LCDB 一 址 x BR。 作 以 也 为 圆心 , 1 为 半 
径 的 圆 , 与 DO 相交 于 C. 设 过 C 所 作 DB 的 
垂 线 足 为 4, 则 人 A4BOC 为 所 求 三 角形 。 
[证 明 ]” BOC=,， LO0D4= 译 LB, 
L064D= LR, 
~, LDC4= 子 LB. 


”DA4=04, 
CA+AB=DA4+4B 
=DB=m, A 
故 人 4BC 为 符合 条 件 的 三 角形 。 
2262. 已 知 斜 边 4C0(=?), 两 直角 边 
4B、B50 的 差 为 m, 求 作 Cc 
直角 三 角形 4BC。 
解 [ 作 图 ] 取 AD 等 
于 m, 过 端点 也 作 直线 


D0, 使 LZ4DO= 计 人 LR。 林 一 六 


以 4 为 圆心 , ?为 半径 作 圆 ， 交 DC 于 C. 过 
0 作 D4 的 垂 线 CB, 其 垂 足 为 B, 则 人 4BC 
即 为 所 求 三 角形 。 
[证 明 ] 在 直角 三 角形 CBD 中 ， 
2D—3 ZB, 


CC， 


。， 人 BOD 一 闻 ZR. | 


BC=BD, 

BC— AB=BD— AB=AD=”m, 

AC==l, 所 以 人 4BO 为 所 求 作 的 三 角形 。 
2263. 作 以 已 知 点 4 为 直角 顶点 ,其 他 

顶点 分 别 在 已 知 的 两 平行 直线 也 X' 和 了 了 了" 


所 以 . 
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上 ; 且 斜 边 等 于 已 知 长 a a 角形 
ABC. 

解 [ 作 图 ] 在 和 ZX yy' 上任 取 责 点 
了 ,使 用 NW 一 a， 再 以 MN 为 直径 作 圆 ， 
过 女 作 A4B// 革 X', 与 加 相交 于 召 连结 BM 
和 如 N， 过 4 分 别 作 4B/ EM, 40C BN,， 
与 卫 X' YY' 分 
别 相交 于 .B、0， Ek A 
则 A4BC 为 所 XH 
求 直角 三 角形 。 

[证 明 ] 因为 
ABMB 是 平行 
四 边 形 , 所 以 4B=BM, 40 一 BFN， 

LBAC= /MEN=/R, 
“, A 人 EMNQOAABO, 
MN = BCO=a. 

0 et 斑马 ' 的 平行 线 与 以 
元 i 

2264. 以 已 知 ZXOY 内 的 一 定点 4 为 
顶点 作 直 角 三 角形 , 使 它 的 另 两 个 顶点 B.C 
分 别 在 OX、0OY 上 ,县 边 BC 平行 于 定 直 线 
7 

解 [ 作 图 ] 在 OX 上 取 点 B，O7 上 取 
点 0', 使 线段 B'C’ 与 定 直 线 1 平行 . 以 BC 
为 直径 作 圆 , 与 O4 相交 于 4'( 一 般 有 两 个 交 
点 )， 过 4 作 4 有 的 平行 线 4B, 作 4 的 
平行 线 40， 与 OX、 
OZ 分 别 相交 于 B、O， 
则 入 4BC 为 所 求 直 
角 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 

LBAC= /B'A'O' 
=/B, 
AB:A'B'm04:04’= 


_40: A'O', 

» AABOWAA'B'O'. 
又 0 为 这 两 个 三 角形 的 相似 中 心 ， 
/BO 
件 


因此 BC 
因为 BC/2 所 以 A4BO 符合 条 


注 ”因为 圆 与 04 一 般 有 两 个 交点 ， 所 以 
还 有 一 个 解 ， 

2265。 已 知 斜 边 4B 等 于 已 知 长 一 
直角 边 4C 为 斜 边 4B 和 男 一 直角 边 的 比例 
中 项 , 求 作 直角 三 角形 4BO。 
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解 [分 析 ] 假定 此 题 已 解 出 , A4BO 为 
所 求 直角 三 角形 . 过 C 作 4 的 垂 线 CP, 则 
BO=AB.BP. © 
根据 题目 条 件 
AC2=AB.BC. ©® 
出 @、 ©, A PB El 
BO? _ BP 
AC? BO” 
4B.BP _ BP 
AB-AP AP* 


_BO? _ 
但 ” 405 
册 @、 ©@, AP=BC. 
由 @、@， .AP?=A4B.BP. 
因此 忆 是 将 4B 内 分 为 中 外 比 的 点 . 故 可 作 
图 如 下 : ， 

[ 作 图 ] 将 4B 用 忆 点 内 分 成 中 外 比 ( 根 
据 问题 1510), 过 己 作 4 的 垂 线 , 与 以 4B 
为 直径 的 圆 相交 于 C, 则 人 4.BC 为 所 求 直角 
三 角形 . 

2266. 已 知 一 个 锐角 吾 等 于 已 知 角 o; 
一 边 4B 过 已 知 点 也, 求 作 直角 三 角形 4B0， 
使 它 内 接 于 已 知 加 O. 

解 [ 作 图 ] 以 OP 
为 弦 作 含 角 a 的 弓形 B 
怕 , 与 已 知 贺 相 交 于 B， 
连结 BOD、BP.。 它们 的 
延长 线 与 加 相交 于 和 
4, 则 人 4BC 为 所 求 直角 三 角形 . 

[证 明 ] 根据 作 图 , 4BC 一 a, 又 BC 为 
0 的 直径 ,所 以 

‘ZBAC~/R, 
因此 人 4BC 为 所 求 三 角形 。 

[讨论 ] 如果 以 OP 为 纺 ， 含 w 的 弓形 弧 
与 已 知 贺 相交 ， 则 有 两 解 ; 可. 则 有 一 解 ;无 
公共 点 , 则 无 解 。 

2267. 作 直 角 三 角形 , 使 人 
边 4C、BC 分 别 过 两 
已 知 点 卫 @, 且 内 接 
于 已 知 冰 0.。 

解 [ 作 图 ] 设 以 
PQ 为 直径 的 圆 与 
0 的 交点 为 0，PC、 
QC 与 加 分 别 相交 于 4、B， 则 人 A45C 为 
所 求 三 角形 。 

[证 明 】 根据 作 图 , C4OB 一 BR 又 AC、 


@© © 


ee 
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BC 分 别 过 已 9 且 八 4BC 内 接 于 个 0. 

[讨论 ] 以 PQ 为 直径 的 圆 与 圆 0 相交 ， 
有 两 解 ; 相 切 , 有 一 解 ; 无 公共 点 , 无 解 . 

2268. 作 直 角 三 角形 , 使 它 的 两 条 直角 
边 4B、AC 分 别 过 已 知 点 全 8, 斜 边 BC 在 
已 知 直 线 了 上, 且 过 4 的 高 为 h。 

解 [ 作 图 ] 在 与 了 了 的 距离 为 有 处 作 它 
的 平行 线 DE， 
设 以 P89 为 直 . 
径 的 贺 与 DB 
相交 于 4, 4P、 
49 分 别 与 了 
相交 于 BO0, 则 人 A 人 450 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 ， 过 4 的 人 4BC 的 高 
为 h, 了 BAC== LBR, 斜 边 BO 在 ZY 上 , AB 
过 P40 过 Q. 

[讨论 ] 以 PQ ee 的 贺 与 DE 相交 ， 

2269. 马 知 从 全 边 BG 的 两 端 所 作 的 中 
线 MA Me 求 作 直角 三 角形 45C。 

解 [ 作 图 ] 以 3 一 Ms 为 直径 作 圆 ， 延 
长 BED， 取 点 杷 使 


DB 一 于 mw 以 加 为 


圆心 , 3 me 为 半径 作 
网 . 设 两 园 相 交 于 4。 BB 
延长 AD, 取 点 CO， 使 0D=A4D, 连结 BC, 
则 会 4B0C 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 在 BD 上 取 点 G, 使 DG 一 DE, 设 
CG 的 延长 线 与 4 的 交点 为 及 ， 则 4D= 
CD, DE 一 DG， 人 LD 为 公共 角 , 所 以 和 人 DAE 
DOG, 


“ CG= 4B 一 缉 Mece 、 


据 作 图 ,人 BA40= 人 R。 

[讨论 ] 路 。 

2270。 已 知 斜 边 4B 和 一 锐角 B 的 平 

分 线 BD 的 长 , 求 作 直角 三 角形 4BC. 

解 [分 析 ] 设 4BC 为 所 求 三 角形 ,以 4 
为 圆心 ，48B 为 半径 作 较 。 延 长 BD、 AO; 分 
别 与 贺 相 交 于 及 了, 则 : 

AB LAF, 


所 以 CH=me, 根 
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4 太一 外 "一刀 BT 

因此 和 人 DBF 的 外 接 
区 与 BF 相 切 于 卫 。 

万. 万 万 一 万 72 


( 定 值 )， @ 
由 @、 回 ，BB、 ED 可知, 因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 设 4B=m，BD==n。 以 点 有 4 为 
圆心 , 7 为 半径 作 贺 
径 4B AF (参照 问题 2016) . 作 两 条 线段 ， 
使 它们 的 差 等 于 %, 积 等 于 五 82 作 弦 BB 等 
于 其 中 的 较 大 线段 ,过 B 作 .4F 的 垂 线 BC， 
则 A4ZBo 为 所 求 直角 三 角形 。 

2271. 已 知 直角 三 角形 的 周 长 为 28, 内 
切 贺 半径 为 +, 求 
作 这 个 三 角形 . 

解 [分 析 ] 设 
所 求 三 角形 4BC 
已 作出 ， 作 内 切 贺 
O。 设 与 斜 边 4C < 
相 切 的 旁 切 加 0O' 3 D 
与 BO、B4 的 切 点 为 D、B， 册 DD 
Ss, 所 以 可 作 图 如 下 ， 

[ 作 图 ] 作 两 条 线段 BD、B， 垂 直 相 交 
于 B, 使 BD=BE=S; 作 与 BD、BE 相 切 ， 
半径 为 ?的 圆 0, 然后 作 与 BD、BB 相 切 于 
DD\ 肿 的 圆 0', 作 两 锣 O、0' 的 内 公 切 线 ， 与 
BD、 BB 分 别 相 交 于 0、4， 则 人 A4BC 为 所 
求 直角 三 角形 . 

[证 明 ] 根据 作 图 , 人 4B0 的 内 切 圆 的 半 
径 为 ", 人 4BC 为 直角 . 又 D 加 为 人 4BC 
的 旁 切 圆 的 切 点 ， 且 BD=BE=S， 所 以 
和 从 4BC 的 周 长 为 2S. 

[讨论 ] ”两 加 O、O' 相交 , 无 解 ; 相 切 , 有 
一 解 ; 无 公共 点 时 , 0、,0' 的 公共 切线 有 了 两 条 ， 
但 由 此 而 产生 的 两 个 三 角形 

| AABCSLAA'BO', 

2272. 已 知 周 长 2s， 面 积 为 8S， 作 直角 
三 角形 4BO, 使 人 A= 人 人 R. 

解 设 内 切 夯 的 半径 为 7, 则 

5*:7 王 S 《问题 976) 。 


站 


SS 
| 
me 
am © 


。 作 两 条 互相 垂直 的 半 
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角 三 角形 的 问题 ， 
2273， 已 知 斜 边 40 


但 s 和 8 为 已 知 , 所 以 ”为 定 值 。 因此 本 题 
(一 2 内 切 圆 的 半径 人 求 
作 直 角 三 角形 4BC. 


和 上 题 一 样 ， 是 已 知 局 长 
解 [ 作 图 ] 作 线 段 


2s 和 内 切 圆 半 径 7， 作 直 : 
49 一 5 以 4C 为 直径 作 贺 ， 设 半圆 4C 的 中 


点 为 了， 在 用 关于 和 
4C 的 相反 一 侧 ， 离 /A 
40 为 处 作 及 YYf xf 一 去 SCY 


MK4 为 半径 的 圆 与 
XY 了 相交 于 I， 连 结 
MT, 延长 与 以 AC 为 M 
直径 的 圆 相交 于 B, 则 人 48B0 为 所 求 直角 三 
角形 . 

[证 明 ] 根据 作 图 ，4C 一 5 又 因为 4C 为 
直径 ,所 以 LA4BC= /人 R. 

又 本 AY = HO, 
LABI= /IBC. 
* MI~M4, 
ZAIM= /IAM, 
故 LBAI~=/AIM— /4BI 
= AIAM— /IBC 
= /IAM— /MAC 
= LIAO. 
所 以 47 为 CB4C 的 平分 线 ， 因此 了 为 
A4BC 的 内 心 , .了 到 40C 的 距离 为 *， 所 以 
人 4BC 的 内 接 贺 的 半径 为 7. 

[讨论 ] 车 以 双 为 圆心 , L4 为 半径 的 贺 
与 XY 了 相交 , 则 内 心 有 两 个 , 它们 关于 4C 的 
垂直 平分 线 对 称 ， 由 此 所 求 得 的 两 个 三 角形 : 
重合 , 结果 只 有 一 解 。 以 Mk《 为 圆心 、M4 为 
半径 的 圆 与 了 相 切 时 也 有 一 解 ; 无 公共 点 
时 无 解 ， 

注 本 题 归 结 于 已 知 底 边 \、 顶 角 、 内 接 贺 半 
径 , 作 三 角形 的 问题 (问题 2305) 。 

2274， 已 知 斜 边 4O=7， 4 所 对 旁 切 
圆 的 半径 为 >， 求 作 直 角 三 角形 4BO.。 

解 [分 析 ] 设 所 求 三 角形 4BC 已 作出 . 
在 人 4、L0 内 作 所 合 的 两 个 旁 切 团 O、0， 
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与 BC 分别 想 切 于 D、 加, 设 4C 的 延长 线 与 | 4 如 4D 的 长 , 由 此 可 知 马 的 位 置 。 因 此 作 


例 0 想 切 于 五 , 则 
AH= (4B+ 4C+ BC), 


OB~ 池 (4B+AC+ BO), 


“. 4 万 一 0 也. 
” CH=CD, 
DE~ AC=1,. 
因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 作 直 线 
ABF、BBD 互 相 
垂直 相交 ,使 
. BD=BF=7. 

过 DF 了 作 与 BD、 
BF 相 切 的 园 0, 在 
DB 的 延长 线 上 取 点 加, 使 DB 二 1。 过 点 吾 
作 与 BB 相 切 并 且 与 4B 相 切 的 加 0'。 作 
O、0' 的 外 公 苔 线 与 BD、FB 的 延长 线 分 别 
相交 于 C、4, 则 人 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 3 [讨论 ] 了 路。 i 

2275。 已 知 平行 线 卫 、 了 及 点 C， 求 作 
直角 三 角形 4B0, 使 直角 的 项 点 4 在 全 上 ， 
B 在 了 上 , 且 4B、 . | 
AC 的 平方 差 为 定 5 X 
值 


解 设 所 求 三 角 Y 
形 4BC 已 作出 ,过 
B 和 C 作 直 线 开 的 垂 线 BD、CZ 因为 
LBACm™m/R, 
LDAB~= /ACE, 
LD= LE=/RE. 

», AA4BDWwACAE, 

“. AD:DB=0E:BE4, 
AD:BA 一 DB.0 有 HR ( 定 值 ) 。 人 
又 AO?=— AE?-- EC?, 

AB?= AD?-+- BD?, 
A02~ AB?= (AEr ~ AD?) 
+ (EC?- BD), 
AE?~ AD?<= (40?— AB?) 
~ (EC2— BD?). 
但 CE、BD 均 为 定 长 , 40? 一 4B? 为 定 值 , 因 
此 4Z2 一 472 也 一 定 。 再 根据 @@, 4D、 AB 
”之 积 及 其 平方 差 一 定 。 根 据 问 题 2019, 可 定 


所 以 


所 以 


AC 的 垂 线 4B， 可 求 得 人 和 人 4BC. 
起 。 作 相似 三 角形 、 全 等 三 角形 


2276， 已 知 相似 三 角形 4BC 和 4'B'C'， 
求 作 与 它们 相似 的 三 角形 DEF, 使 其 面积 等 
于 已 知 三 角形 面积 的 网 
和 . G 
解 [ 作 图 ] 作 
ALBAF=/R, E F 
EA= BO,. 
AF=B'O'. 
取 G 五 点 , 使 2 
AGEAQAABC, 
AR4FS24 BIO 


连结 加 了 , 取 点 D， 使 人 DEF 与 A4BO 相 
似 , 则 人 DEF 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 人 DBEFw 人 和 人 ABCwAA'B'O', 
AGBEASQSA 人 ABO, 
AHAFSRAA'B'C’ 

+ ADEFuWAGEAwAHAF, 

Saoga, EA? Sagar 
pgr BE’ Sapgp 

Sagg4a+ Sanar BA+AF? 
SapgF EF? 


故 


Sapgr—Saqga tSagar 
=BA4BC + SA4'B'C’e 
2277， 求 作 与 已 知 
从 4BC 相似 的 人 DEF, 使 
它 内 接 于 已 知 圆 .0. 
解 [ 作 图 ] 在 已 知 圆 
0 上 的 一 点 D， 作 切线 
GDA。 分 别 作 直线 DF、 
DE, 使 
LBDF=/B,. 
LGDBE= /COC. 
两 直线 与 贺 O 分 别 相交 于 也 和 B, 则 和 人 DEF 
为 所 求 三 角形 . 
[证 明 ] 因为 GDER 是 切线 ,所 以 
LHDF~ /B=/B, 
LGDE= /Fre /0O,. 
LEDF— /4, 


因此 
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从 而 ADEFwAABO., 
2278。 作 人 4BO" 使 它 与 已 知 八 4BC 


相似 ， 且 它 的 面积 与 已 知 三 角形 的 面积 之 比 
为 %:%(m 二 人 。 


A 

人 解 [ 作 图 ] 在 4B pp/ 一 了 
上 取 点 D, 使 4B::4D NA 
一 和 3%。 以 4B 为 直径 ， 
2 


作 半 圆 , 过 了 DD 作 4B 的 
季 线 DB， 与 半 彤 相交 。 ， 
于 加 、 在 AB 上 取 4B' 一 4h， 过 B' 作 BO 
的 平行 线 与 40 相交 于 0 则 人 4B'C' 为 
所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 人 和 俯 4B0: 八 4B'C'=A4B?:AB’. 


一 4B2: AW?~— AB?: AD. AB 
=AB:AD=—m:n, 
根据 作 图 ,和 八 4BCw 八 4B'C'. 

2279。 作 与 已 知 人 4'B'C’ 相似 的 
A4B0， 使 它 的 底 边 BC 过 已 知 点 P， 并 内 
接 于 已 知 圆 0 

解 设 人 4BC 为 符合 条 件 的 三 角形 , 和 4 
与 人 4B'0' 的 人 4' 对 应 ， 一 
虽 4 的 大 小 一 定 , 所 以 
边 80 的 长 也 一 定 。 因此 
就 转化 为 作 定 长 弦 (参照 吧 
问题 2125) 的 问题 . 过 定 ~、 

点 卫 作 定 长 纺 BC， 过 B、C 作 
LB=/B', LC=/C’, 
则 和信 4BC 即 可 作出 。 

2280。 作 与 人 4'"BC 全 等 的 人 4BO， 
使 两 边 4B、AC 过 两 已 知 点 已 9 .4 的 
平分 线 4D 与 已 知 圆 O 相 切 。 

解 { 作 图 ] 以 PQ 为 弦 , 作 含 2Z4 的 弓 
形 弧 , 求 此 驶 的 共 叔 弧 的 中 点 也, 过 忆 作 已 知 
圆 0 的 切线 与 己  ，A 
形 弧 相 交 于 4. 

在 A4P、 49 上 取 

AB= 4'B’, 

AC= 4'0', - 
则 入 4BC 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 ， 
ZA=/4', 4AB=A'B', 

AC= AO0', 
所 以 入 4BC 虽 八 4'B'0', 而 且 边 AB、 AC 分 
别 过 已 知 点 了 @@。AD 为 加 0 的 切线 , 且 D 
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为 弧 PQ 的 中 点 ,因此 4D 平分 4。 

2281.。 作 人 入 4B0, 使 它 的 三 个 顶点 分 别 
在 已 知 平行 线 了 邓 、 了 、 2 上, 且 三 个 角 分 别 等 
于 BY. x 

解 [分 析 ] 设 符 
合 条 件 的 人 4BC 已 
作出 。 作 人 和信 4BC 的 
外 接 圆 ,与 直线 乞 相 
交 于 D, 则 

LADC= /ABC=B, 
LADB= /ACB=Y, 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 2 上 取 DC 两 点 ， 作 直线 
DA、DB, 使 和 4DC=B， 人 4DB=Yy (使 这 
两 个 角 在 4D 的 两 侧 )。 D4、DB 与 X、 了 
分 别 相交 于 4、B, 作 八 4DB 的 外 接 贺 ,与 
乡 相 交 于 C, 则 和 俯 4BC 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 赂 。 3 

2282。 以 已 知 点 4 为 顶点 作 人 45B0C， 
使 它 的 另 两 个 顶点 至 、C 分 别 在 已 知 直 线 
信芳 了 Y' 上 ， 并 使 人 <4、 人 B、 人 LC 分 别 等 
于 ac、B、7。 ， 

解 [分 析 ] 设 入 4BC 为 符合 条 件 的 三 
角形 。 它 的 外 接 圆 与 A 
及 了 ' 相交 的 另 一 交 
点 为 D， 连 结 4 六 
oD, 则 

LA4ADB= /ACB 

=Y; 
ADC= /ABO=B, 
因此 可 作 图 如 下 。 : 

[ 作 图 ] 在 并 人 :上 取 点 也 使 人 A4DZX 
7。 作 直 线 DO， 使 LADC=B, 且 互 和 C 
在 4 的 异 侧 ，DC 与 了 YY' 相 交 于 C。 作 
人 4DC 的 外 接 圆 ， 与 及 了 及! 的 另 一 交点 为 B, 
则 和 人 4B0 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 设 ae 十 8 十 ?一 180? (否则 就 不 可 
能 作出 三 角形 )、 根 据 作 图 

LABC= /ADO=8, 
LACB= /ADB=7Y. 
LBAC=2/R- (B+Y)=0, 
且 B 在 XX' 上 ，C 在 YYZ' 上 , 因此 A 人 4BO 
为 符合 条 件 的 三 角形 、 本 
注意 ，A4DPO 的 外 接 贺 与 及 ' 相交 有 两 
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种 情况 . 车 人 4DPC 的 外 接 圆 与 芝 X' 相 切 于 
点 也 , 将 点 了 作为 点 BB 妈 可 。 

2283。 以 已 知人 PR 一 边 了 8 上 的 点 
4 为 顶点 , 求 作 A4BOwAEOB, 使 人 4BO 
内 接 于 人 POOR 

解 在 本 题 中 ， 和 为 已 
知 点 ,， B、C 分 别 在 已 知 直 
线 @R、RP 上 ， 所 以 作 
A4BC 的 方法 与 上 题 完 
全 相同 。 

. 2284， 过 已 知 点 4 作 与 已 知 人 PQE 相 
似 的 和信 4BC, 使 B 在 已 知 直线 了 上 ,C 在 
已 知 团 O 上 . 

解 [分 析 ] 假定 和 人 4BC 已 作出 , 则 

. A4BCwAPQR. 

设 LA=0, LB=B, 
CC=7?。 作 人 4BO 
的 外 接 圆 ， 与 了 了 相 ， 
交 的 另 一 点 为 也 则 

LADB= /ACB XN 

—Y) 
LADO= /LABCO=B, . 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 也 了 上 取 点 D, 使 LA4DX= 
77 作 直 线 DO， 使 ZL4DC=B, 且 LADC 和 
LA4DX 在 AD 两 人 出. 设 DC 与 圆 0 相交 于 
C， 八 4DC 的 外 接 圆 与 了 工交 于 另 一 点 B， 
则 A4B0 为 所 求 三 角形 。 

上 证 明 ] . 略 。. 

2285。 作 入 4BC 与 已 知 三 角形 PQBR 
相似 ,使 和 和 BB 在 
已 知 同 心 回 0 的 内 
圆 上 ，C 在 同心 圆 
0 的 外 圆 上 、 

解 [ 作 图 ] 过 
内 圆 上 任意 一 点 4 
作 切 线 AD, 过 4 
作 内 贺 的 弦 4E， 
使 
LDAE= /POR. Q R 8 
以 4AE 为 弦 作 含 <PBQ 的 弓形 弧 4C， 与 外 
加 相交 于 C, 连结 0B, 与 内 贺 相 交 于 另 一 点 
B, 则 人 A4BO0 为 所 求 三 角形 . 

证明]. 和 B= 人 人 D4AB= 人 POR, 
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LC0= LPRY. 
:。 人 ABCwA 人 PQE. 

2286。 作 人 4BC 与 人 PQR 相似 , 使 它 
的 三 个 顶点 分 别 在 三 个 已 知 同心 团 上 . ” “ 

解 在 别 的 位 置 上 作 与 人 PQE 相 羽 的 
全 4'B'0', 在 此 三 角形 内 求 一 点 0", 使 0'4'; 
0'B':0'C' 等 于 三 个 圆 的 半径 的 比 (参照 问题 
1947) , 连结 0'4'， 0'B', 0'0'. 过 贺 0 的 圆心 
作 三 条 半径 O4, 0B, 00 (如 图 ), 使 


/40B= /A'O0'B', / BOC= /BB'O'O’, 
所 以 人 4BC 为 所 求 三 角形 。 

注 这 样 的 作 图 叫 逆 作 图 法 。 

2287。 过 已 知 点 4 作 与 已 知 人 PQR 相 
似 的 -人 4B0, 使 五 C 分别 在 两 个 已 知 贺 0 
和 0O' 上 ， 

解 ” 假 定 符合 条 件 的 人 A4BC 已 作出 。 连 
结 40, 在 40 上 作 和 人 40D 与 八 4B6C 相似 ， 
使 LO 与 4B 为 对 应 
边 。 根据 问题 1865 
可 知 , 当 人 4BC 的 顶 
点 4 固定 , BB 在 已 知 
O 上 , 且 与 已 知 


BI 
人 
顶点 C 的 轨迹 是 以 


三 角形 PQE 相似 时 ， 
为 圆心 、DC 为 半径 ( 定 长 ) 的 圆 。 因此 求 以 
也 为 圆心 的 圆 与 圆 0' 的 交点 , 即 可 决定 C 的 
位 置 。 然后 以 4C 为 一 边 作 与 A4DO 相似 
的 人 4CB, 使 4D 与 40 对 应 , 则 人 4B0 为 
所 求 三 角形 。 

2288， 以 已 知 点 4 为 顶点 作 人 4BO; 
使 男 两 个 顶点 BL C 在 已 知 圆 0 上 ， 且 与 已 
知 人 PQB 相似 。 ; | 

解 本题 可 把 上 题 中 O、C/ 两 点 看 作 重 合 
的 情况 ,又 40 一 a, 贺 0 的 半径 为 7, 所 以 

AO: BO:CO=—a:7?:7, 

因此 可 参照 问题 2286 作 图 。 

2289， 以 纺 PQ 上 的 已 知 点 肌 为 顶点 
作 三 角形 4BC, 使 另 两 个 顶点 B.C 在 缴 玛 
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上 ， 且 与 已 知 


人 LUMN 相似 . NA 

ee 

题 中 的 弓形 为 时 C 

加 那 Z 点 4 ~ MN 

的 位 置 已 知 , 及 C 在 已 知 团 上 ， 
AABCwALMN, 

所 以 与 上 题 完 全 相同 

2290， 在 已 知 三 个 加 4、 B.C 上 分 别 求 
PQ BR, 使 人 POR 与 和 人 4BC 全 等 。 

解 设 圆 4、B、 OC 的 半径 分 别 为 a、 bc， 
在 人 4BC 内 求 点 0, 使 04:0B:00a:b:e 
(问题 1947)。 再 以 0 为 圆心 _O4 为 半径 作 
圆 ， 与 加 4 相交 于 PP。 将 入 4BC 以 O 为 中 
心 旋 转 , 设 当 04 旋 
转 到 OP 时 ，OB、 
CC 的 位 置 分 别 为 
OQ、OR, 则 

A4B0c2 人 POPR. 
尺 绿 忆 分 别 在 四 
小 B、C 上。 因为 ， 
已 经 将 人 4B0C 以 O 为 中 心 旋 转 到 人 APoeR 的 
位 置 , AO4PcAOBGO. 

AP:BQ~—04:0B=a:b, 
又 AP=a, BO=Db, 
因此 在 加 BB 上 ,同样 甩 也 在 圆 C 上 。 

2291. 作 外 接 于 已 知人 A4BC 的 人 APoR， 
使 人 PQE 与 另 一 已 知 三 角形 相似 ， 且 边 到 
过 已 知 点 到 

解 人 PQE 与 已 知 三 角形 相似 ， 所 以 三 个 
角 的 大 小 一 定 。 设 
APe=a LQ=B, 以 有 Ny 
BO、04 为 弦 分 别 作 
含 8 的 弓形 级 . 过 
MC 的 直线 与 这 两 个 
圆 相交 于 P、 8@，PB、 

94 的 延长 线 相交 于 
BB, 则 APQR 为 所 求 三 角形 ， 根 据 作 图 , 人 P 

一 20， Cg 一 有 PQ 过 已 知 点 四 , 所 以 APYR 
为 符合 条 件 的 三 角形 。 

2292。 作 人 P9R 外 接 于 已 知 人 4B0， 
使 人 P=a, 9= 有 8 P9=m. 

解 【 作 图 ] 以 BO 04 为 弦 分 别 作 舍 a、 
B 的 弓形 弧 。 过 0C 作 一 直线 与 这 两 条 弓形 弧 


| 然后 在 人 PQE 的 边 8R、ERP、 
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A 
相交 于 呈 @, 目 PQ~=m( 问 题 2191). 设 PPB、 
94 的 延长 线 相交 P - 
于 马 , 则 APeZ 为 
所 求 三 角形 。 
[证 明 ] 喇 . 
2293. 作 内 接 
于 已 知 人 PQER 的 
从 4B0, 使 人 4=a， 
LB=B8, AB= %, 
解 在 任意 位 置 作 入 4'B'C', 使 LA'=o, 
《Bp，4'B'=m。 利用 上 题 的 方法 作 
人 PQ'B' 与 人 PQR 全 等 ,并 外 接 于 A4BC' 
FQ@ 上 分 罚 取 


点 处 及 CO, 使 


QA4=Q'4', RB=~R'B', PO= Pp'O’, 
则 人 4BC 为 所 求 三 角形 . , 

2234， 求 作 人 A4BCO, 使 它 的 底 边 BC 在 
已 知 直线 全 F 上， 顶点 4 在 另 一 已 知 直 线 
下 了 上, 上 且 与 已 知 A4'Biy 全 等 

解 [ 作 图 ] 在 ZY 上 取 BF=B'O' 以 
2 为 一 边 作 人 DEF 与 A4B(Cr 全 等 .过 万 
作 工 了 的 平行 线 ， XX 
与 ZY’ 相交 于 4 
过 4 分 别 作 4B/ 
DE, A01 DF, 与 、 
之 了 相交 于 B、 00， 
则 人 4BC 为 所 求 的 三 角形 。 

{证明 ] 五。 

[讨论 ] EF 可 以 在 了 和 了 两 个 方向 
取得 , D 也 可 在 了 的 两 侧 求 得 ,所 以 人 DEF 
的 作法 在 4'B' 关 4'0' 时 有 四 个 方向 ,因此 这 
里 'Y' 不 与 了 平行 , 则 有 四 个 解 . 车 
委 B' 一 40'， 则 有 两 解 。 若 X 习 ' 与 过 思 所 
作 芝 了 平行 线 重合 , 则 有 无 数 解 ， 若 XY') 
和 7, 刚 无 解 ， 

2285。 作 入 4BC 外 接 于 已 知 入 DEP, 


De 
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使 ZA4=a, 人 B=p, 且 人 43C 的 内 心 0 在 
边 DB 上 . 
解 [分 析 ] 设 
人 入 4BC 为 所 求 三 
角 形 ~ 它 的 内 心 
0 在 边 DE 上 . 
AAEF ABDE 
的 外 接 贺 与 40、 
BO 分 别 相交 于 了、 
@, P\@ 为 弧 了 PB、DQEB 的 中 点 , 均 为 定点 。 
且 LPOQ= /O04AB+ LABO 


一 去 (e+8) (一 定 )。 


因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] ”以 到、 也 妈 为 纺 , 分 别 作 含 w 
的 弓形 弧 , 求 各 马 形 弧 的 共 元 弧 的 中 点 9。 
以 PQ 为 弦 作 含 去 (a+B) 的 号 形 统 与 DB 相 
交 于 0. OP.Q0 的 延长 线 与 上 述 己 形 弧 分 别 
相交 于 4、B， 延 长 4 及、B3D 相交 于 C， 则 
和 人 42BC 为 所 求 三 角形 . 

2296、 作 人 DBF 内 接 于 已 知人 4B0， 
且 边 DB 过 人 4BC 的 内 心 . 

解 作 和 DEF'w 不 


> Xe 

于 AD'B'F', 使 不 灰 \ 
A4'BC'A4HC ss ， 

0' 在 DE' 上 (图 1). (1) 

到 点 DE FE, 使 

BD: DC=B'D': D'C’. 

这 时 , 图 (1) 和 (2) 的 图 形 相似 , 因此 DB 过 

人 4BC 的 内 心 . 

AM 过 人 DZB7 的 重心 G， 

解 ”假定 符合 条 件 的 人 4BC 已 作出 . 设 


人 和 人 DEF, 用 上 题 的 方 
且 人 4'B'C' 的 内 心 
在 已 知 人 4BC 的 边 
俯 
CE:EA=O0'E’': EB'A’, 
2297、 求 作 八 4BC， 使 它 外 接 于 已 知 
LL4=a, LB'=Bp，LC'=y,， 则 点 4、B、C 


法 , 作 和 4'B'0' 外 接 E24 
BC、C4、4B 上 分 别 

"AP: PB A4'F':F'B' ( (图 > 
A 人 DEF， 并 与 已 知 人 4'B'C' 相似 ,其 中 线 
分 别 在 以 FF、FD、DE 为 弦 ， 各 含 人 a、 
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人 B、 人 7 的 弓形 弧 上 . 设 中 线 4 时 网 AFE 
相交 于 了 P， 则 了 为 定 
点 。 理 由 是 : 人 4BC 
BC 的 中 点 。 设 BC ， 
的 中 点 为 2 则 

LCAM= /0A'M' 
(一 定 ) .因此 人 B4P 
的 大 小 一 定 ， 弧 
BP 的 大 小 一 定 ， 且 
人 BFD 的 重心 一 定 . 
延长 GP 与 弧 F 了 4B 
相交 于 4, 则 4 的 位 
置 一 定 ， 从 而 点 PP 的 ”BM 一 一 
位 置 一 定 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 以 召 f、FD、D 有 为 弦 ,分 别 作 全 
角 a、.B、 7 的 弓形 弧 , 在 弧 了 了 4B 的 共 弱 统 上 
求 点 也 使 了 4P= LO'4'M', 设 GP 的 延 
长 线 与 加 加 PF 相交 于 4,. 4F 和 AB 与 上 
述 两 个 弓形 弧 分 别 相交 于 B、C， 则 和 4BCG 
为 所 求 三 角形 。 

2298。 求 作 人 DEF 内 接 于 已 知人 4B0O 
且 与 另 一 已 知 人 D'B'F' 相似 ， 并 且 重 心 在 
和信 4B0 的 中 线 4U 上 ， 

解 [ 作 图 ] 作 人 入 4'B'C 外 接 于 on 
使 和信 4'BC'w 八 4BC,， 
且 A 人 4BC 的 中 线 
A'M' 过 ADE'F' 的 重 
心 G' (参照 上 题 )。 在 
和信 4BC 的 边 BC、C4、 
4B 上 分 别 求 点 了、 及 A 
ZB, 使 ; 

BD: DC=B'D': DC’, 
ACE: BA=O0'E':E'A’ 
Pi:FB=A'F':F'B’, 
则 和信 DE 为 所 求 三 角形 。 

2299. 求 作 A4BC， 使 它 外 接 于 已 知 
人 DBF, 与 另 一 已 知 和 4'B'C' 相似 , 且 其 重 
心 G 在 ADBZ 的 一 条 中 线 FM 上 。 

解 [分 析 ] 假设 符合 条 件 的 人 4BC 已 
作出 。 则 


LFAB= /4’, 
LDBF=/B, 、 
因此 和 4 和 BB 分 别 在 以 加 DF 为 弦 , 会 


506 


.44 -~ 辟 的 弓形 弘 上 。 设 A 的 重心 
为 GG 在 中 线 了 这 
上 ，AG、BG 与 
了 AB、 加 DBF 相交 
为 定点 , .理由 是 : 
A45Co 人 4'BC'. 
-车 设 人 A'B'C’ 的 
重心 为 G'， 则 
LBAG= /LB'A'G' 
(=%, 
LABG= /A'B'G! 
(一 B) 。 … 
所 以 LFAP, 人 FBQ 的 大 小 一 定 ， 弧 pp. 
FQ 也 一 定 ， 故 P、Q@ 为 定点 。 又 在 人 4BG 


中 ， 
人 AGB=2 人 BR 一 (at+6)《 一 定 )， 
因此 人 PGQ 一 定 。 所 以 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 以 -图 了、FD 为 纺 ， 分 别 作 含 
AL44A LB' 的 弓形 弦 ， 在 它们 的 共 轿 强 上 分 
别 取 点 瑟 8， 使 弧 了 P、FQ 所 对 圆周 角 分 
6) 的 弓形 弧 , 与 了 MU 相交 于 点 G, GPGQ 的 
延长 线 与 前 弓形 弧 交 于 点 4.B。AB、BD 的 
延长 线 与 加 交 于 点 C， 则 人 480 为 所 求 三 
角形 。 

2300. : 求 作 A4BC， 使 它 与 、 已 知 
入 4'8'C! 相似、 a 且 使 
入 4'B'C' 内 的 已 知 点 
2 所 对 应 的 点 性 在 
边 DE 上 。 

解 ”假定 符合 条 件 
的 人 4BC 已 作出 ， 

作 和 人 4BEF、 八 DEC 
的 外 接 贺 . 设 4M、. 


OM 与 这 两 圆 分 别 相 A 
交 子 PQ。 则 

LBAP= /0'4'M', A AN ee 
LECQw= LAOM'. M- 


:根据 问题 2295 和 . 
上 题 ， 有 .8@ 为 定点 ， 人 PMQ 也 一 定 .… 因此 
根据 上 题 可 直接 得 到 本 题 的 解 。 

2301。， 求 作 人 DBF, 使 它 与 已 知 
人 D'B'P' 相似 、 内 接 于 已 知 A4BC、 其 一 边 


第 四 编 作 图 通 


DB 过 已 知 点 好 。 
解 .利用 上 题 ， 作 和信 D'BF' 的 外 所 
俯 4'B'0', 使 人 A4'BO' 与 A4BC 相似 ， 且 
使 人 4BC 内 的 已 知 点 四 的 对 应 点 用 "在 
DB’ 上 (图 1)。 再 在 人 4BC 的 边 BO、C4、 
4B 上 分 别 求 点 DD 至 了 (图 2), 使 
BD: DO=B'D': D'O', 
OR:BA~O'B':E'4', 
AF:FB~A'P':P'B', 


| 则 图 (2 和 (2) 的 两 个 图 形 相似 ， 且 DEB 过 点 


四。 因此 图 (2) 符 合 条 件 ， 


Ne FA E . 
D oy B 少 (0 


(1) (2) 


扎 。 作 一 般 三 角形 
(1) 已 知 底 边 与 项 角 


2302， 已 知 底 边 4B 一 5 顶 角 Ca 
AC+ BO=M 求 作 A4BC。- 


解 [ 作 图 ] 作 4B=l, 在 4B 上 作 合子 


的 角 的 弓形 弧 , 与 以 4 为 圆心 、 为 学 的 
圆 相 交 于 D. 过 5 作 
直线 BC, 使 LA4DB 
一 人 CDBD.。 设 BC 与 
AD 相交 于 C， 则 
A4BC 为 所 求 三 角 
形 


[证 明 ] 4DB= DB5C， 
.，OD=OP， 
AC+CB=AC--0D=AD=mn。 
又 LA0B= /ADB+- LDBO 


a 
一 号 十 可 一 o 


根据 作 图 4B=1， 所 以 人 4BO 为 符合 条 件 
的 三 角形 . 

2303。 已 知 底 边 BO=C， .4=a 中 线 
BD 一 m, 求 作 三 角形 4BO. 

解 [分 析 ] 设 B0 的 中 点 为 及， 连结 
MD, WN MD) AB, 从 而 LOCDMU= /A=a, 


三 章 
一 
三 章 


三 角形 的 作 图 
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因此 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 作 线 段 80=a， 求 其 中 点 从 


以 MC 为 弦 ， 作 含 a A 

的 弓形 弧 . 以 了 为 圆 
心 ; 以 名 为 半径 作 弧 ， D 
与 弓形 弧 相 交 于 点 

D. 过 点 器 作 平行 于 

HD 的 直线 与 CD 的 M C 
延长 线 相交 于 4, 则 A4BC 色 为 据守。 

[证 明 ] 路 。 

2304。. 已 知 底 边 BC 和 顶 角 4 求 作 三 
角形 4BC, 并 使 人 4 的 平分 线 过 BC 上 的 已 
知 点 卫 。 

解 [ 作 图 ] 以 BC 为 弦 ， 作 含 4 的 弓 
形 弧 ， 求 它 的 共 轿 纪 的 中 
点 戏 。 因 为 也 为 定点 ,所 
以 延长 双 卫 ， 与 弓形 的 弧 
相交 于 4， 则 人 A42B0 为 
所 求 三 角形 。 B 

[证 明 ] 用 为 弧 BC 的 M 
中 点 ,所 以 4 用 平分 人 B40， 又 根据 作 图 ， 
BC 和 人 4 都 符合 条 件 .。 

2305. 已 知 底 边 B0==a, 顶 角 4=&, 以 
及 内 切 贺 的 半径 7， 


蓄 作 含 @ 的 弓形 
弧 ， 求 其 共 斩 红 的 一 
中 点 DD, 以 也 为 图 心 ,DB 为 半径 作 弧 BOC, 
在 关于 BC 与 DD 相反 一 侧 作 直线 XxX 了， 使 它 
与 BC 的 距离 为 Yr” 设 弧 BOC 与 X 了 相交 
于 0， 连结 DO 的 直线 与 以 BC 为 弦 含 o 的 


马 形 弧 相 交 于 4, 连结 4B，AC, 则 和 4BC 


为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 人 4BC 的 内 心 0 的 轨迹 是 是 以 了 D 
为 圆心 、DB 为 半径 的 贺 弧 BOC, XY 与 BC 
的 距离 为 *， 则 以 9 为 圆心 、 
为 rz。 又 BO=a，4=a， 所 以 人 4B0 为 
符合 条 件 的 三 角形 。 

2306。 求 作 A4BO, 使 底 边 BO= 一 0 顶 
角 4 二 Q, 边 4B、40 之 比 为 m:n。 

. 解 [ 作 图 ] 作 线 段 BO 一 ac， 以 BC 为 弦 
作 含 w 的 弓形 驱 BPO。 设 它 的 共 斩 红 的 中 


内 切 贺 的 半径 、 


点 为 互 ,在 BC 上 取 点 D, 使 BD: DO=m:n， 
连结 瑟 忆 的 直线 与 弧 BPC 了 


相交 于 4, 连结 4B, 4C， 
则 人 4B0 为 所 求 三 角形 . 


[证 明 ] 因为 怠 是 弧 从 
BPC 的 共 叔 弧 的 中 点 ， 所 B D GC: 
以 4D 平分 ~B40， 且 A 
4B: AC==BD: DO 二 m:n, 根据 作 图 国 BO-w 
/4=0 因此 人 4B0C 为 符合 条 件 的 三 角形 . 

2307。 已 知 底 边 BC=a 顶 角 4=a 

解 [分 析 ] 设 符合 条 
件 的 人 4BC 已 作出 。 延 ¢ 
长 4D 与 人 4BC 的 外 接 
圆 相交 于 互 则 马 为 弧 , 

LEDBO 一 4GC SS ps 

— /BAD, 
因此 BB 在 点 与 人 4BD 的 外 接 圆 相 切 。 
*, 本 B2 一 万 刀 , 及 4. -OO 
大 小 一 定 , 刀 为 定点 ,到 了 为 定 长 。 因 此 至 
“加 4 一 轧 B? 为 定 值 。 
又 EBA- ED= AD=m. @ 
由 @@、@, 已 知 了 B4、BD 的 差 与 积 , 用 作 图 

[ 作 图 ] 以 线段 BC==a 为 弦 , 作 含 & 的 弓 
形 弧 , 设 它 的 共 罗 弧 的 中 点 为 B. 求 线段 了 4 
(==) (问题 2916), 使 EA4 一 BD 一 m， 

EBA.BD=BB, 
求 三 角形 。 

2308。 已 知 BO=a 4=o) 与 顶点 4 
相 邻 的 外 角 的 平分 线 4D 一 wr, 求 作 人 4BC. 

解 假定 人 4BO E 
人 4BC 的 外 接 圆 , 与 A 
D4 的 延长 线 相交 于 
刀 , 五 为 弧 B4C 的 中 
点 ,因此 


4 的 平分 线 4D=r, 求 作 人 4DC， 

50 的 中 点 。 

但 Bo-a 4=a， 所 以 A450 的 外 接 贺 
可 求 出 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

过 名作 弦 如 4， 使 加 4=l， 则 人 4BC 为 所 
已 作出 。 同上 题 , 作 


LBBC= /BAB. 
又 人 BB 为 人 BB4 和 和 俯 BDB 的 公共 角 ， 所 
‘AEBAwABDB, . 
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». BA:EB=EB:ED, 
了 4, 万 丰 一 刀 B2 ( 定 值 )， © 
ED—EA=AD=m,. . 四 
与 上 题 一 样 (BD、 召 4 的 差 和 积 是 定 值 )， 
ED、 有 4 可 根据 问题 2016 作 图 。 因此 与 上 
题 一 样 , 可 作出 人 48BC. 

2309，， 已 知人 4 一 %, 边 40=b, 边 A4B、 
BC 之 比 为 c;a, 求 作 人 4BC。 . 

解 【[ 作 图 ] 作 4C 一 2。 设 将 4C fe 分 和 
外 分 为 c:g 的 点 分 别 为 也、 
瑟 ， 以 DE 为 直径 作 圆 . 作 
直线 , 使 CC4B=aw。 设 
这 条 直线 与 以 DB 为 直径 
的 陪 相 交 于 B, 则 八 4BC 
为 所 求 作 的 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 E 


= AC=0, LAA=a. 

2310.、 在 已 知 底 边 BC 上 ,以 已 知 锡 @ 
为 项 角 作 A4BC, 使 4B: BC= BC:A4C. 

解 设 所 求 作 的 三 
角形 为 和 4B0, 作 它 的 
外 接济 ， 设 加 的 直径 为 
AD.、 过 4 作 BC 的 垂 
线 4H8, 则 4B.4C 一 
AD.AKR (问题 13918) 。 
根据 题 意 ， 


AB: BC= BC: AC, 

即 4B.40==BCO?。 所 以 

AD.AH = BO?. © 
又 因 BC 及 人 4 的 大 小 一 定 ， 所 以 人 4BC 
的 外 接 圆 的 大 小 一 定 ， 因 此 它 的 直径 4D 可 
知 。 又 BC 的 长 为 已 知 , 由 ,A 及 可 知 . 因 
此 本 题 归结 为 已 知 底 边 BC， 顶 角 4L， 及 高 
4A, 作 A 人 4B0 的 问题 。 

2311。 马 知 底 边 BC=a, 顶 角 本 以 
及 过 C0C 所 作 的 4C 边 上 中 线 的 匡 线 长 h， 求 
作 入 4BC. 

解 [分 析 ] 设 入 4BC 已 作出 ， 过 C 所 
作 的 中 线 BD 的 垂 线 足 为 如， 因为 BC、CE 
已 知 , 从 而 A 人 BBC 可 作出 。 


再 在 C 刀 的 延长 线 上 取 点 也, 使 BF 一 0B， 


过 了 作 BB 的 平行 线 , 因为 CD 一 了 4 所 以 此 
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平行 线 过 点 4。 又 人.4=o, 以 BC 为 弦 作 含 
Ga 的 弓形 弧 ， 则 4 在 弧 
上 。 因 此 可 作 图 如 下 。 Ly 

[ 作 图 ] 作 人 BBC， 

使 BC=a, COB =h,/E 
王 人 人 LR， 延长 0 如 取 点 

了 ,使 BF=~C0O8.。 过 F 3B Cc 
作 B 加 的 平行 线 ， 与 以 BC 为 弦 含 的 弓形 
弧 相 交 于 4、4', 则 八 4BC 和 人 4'BC 为 所 
求 的 三 角形 。 

2312. 已 知 底 边 B0=a, 顶 角 4 一 cy 以 
及 过 C 所 作 的 BC 边 上 
中 线 4D 的 牌 线 的 长 
求 作 和信 4BC.， 

解 [分 析 ] 假定 
人 4BC 已 作出 . 设 过 C 
所 作 4D 的 垂 线 为 CE， 


则 DC 二 二 ALCBD= ABR CB==h， 所 以 


人 CBD 可 作出 。 具 点 4 在 以 BC 为 弦 含 6 

的 弓形 弧 上 。 又 4 在 DB 的 延长 线 上 , 因此 

可 作 图 如 下 。 | 
[ 作 图 ] 作 人 BDC, 使 DO=30, OF= 


h，LB= 人 LR. 延长 CD, 在 延长 线 上 取 点 B， 
使 BD=DCO. 在 BO 上 作 含 a 的 弓形 弧 , 与 . 
DBE 的 延长 线 相交 于 4， 则 人 4BC 为 所 求 
三 角形 . 

2313， 已 知 底 边 BC=a, 顶 角 4 一 2 以 
及 边 4O、4 巨 上 的 正方 形 的 和 万 十 co， 求 作 
人 人 4BC. 

解 [分 析 ] 设 BC 的 中 点 为 D, 则 

AB?+AC2 一 2(4D24BD?) (问题 874) 。 


472 一 豆 (2 十 -去 o). 
因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 线 段 A 
BC==a, 以 BC 为 弦 作 
含 角 & 的 弓形 弧 . 以 
BC 的 中 点 忆 为 圆心 、 


V/ 于 (2+o- #9) 
为 半径 作 圆 ,与 弓形 弧 的 交点 为 4, 则 人 4BO 
为 所 求 三 角形 。 

2314， 已 知 底 边 BCma, 顶 角 4 一 ob 以 


AE 
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及 另 两 边 上 的 正方 形 之 差 2, 求 作 人 4BC. 
解 [分析] 设 入 4BC 已 作出 。 设 过 4 
所 作 BC 的 垂 线 足 为 再, BC 的 中 点 为 好 则 


402 一 AB2 二 2a. MH (问题 894) 。 
所 以 ， MH 
故 可 作 图 如 下 。 A 
以 BC 为 弦 作 含 角 a 的 


马 形 弦 ， 再 过 BC 的 中 
后 一 用 ”的 三 本 于 避 有 M- 


H, 使 MH~ 人 . 过 点 互 作 BO 的 生 线 ,与 


妃 形 弧 相交 于 7 则 和 人 4B0 为 所 求 作 的 三 角 
形 ， 

2315。 已 知 底 边 BC=a, 顶 角 4 一 ac; 以 
及 BD、B4 之 积 m2 求 作 人 A4BC，、 其 中 
为 过 C 所 作 4B 的 垂 线 足 . 

解 [分 析 ] 设 和 4BC 已 作出 . 作 A 人 4DO 


的 外 接 圆 与 BC 相交 于 B, 则 BD.B4=B 甩 


“BC, 但 BO=a, 所 
议 BB 可 定 。 > 
又 LABC=/ADO 
=ZE, 
所 以 ,可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 BC~a， se 
在 BC 上 取 BBE, 使 BB.BO~m?， 过 点 妃 
作 BC 的 垂 线 ， 与 以 BC 为 弦 含 角 0 的 弓形 
弧 相交 于 4 则 人 4BC 为 所 求 三 角形 。 

2316。 已 知 底 边 BC 二 a， 顶 角 4 一 a， 
4 了 .40C 一 M2， 求 作 人 4BC. 

解 设 入 4BC 已 作出 . 作 人 入 4BC 的 外 接 
圆 、 直 径 4D 以 及 高 AH. 
根据 问题 1318， 

AB.AC=AD.AH, © 
又 底 边 BC， 顶 角 冯 的 大 
小 一 定 ， 所 以 外 接 圆 的 直 
径 4D 已 知 ,由 于 4B、AC 
之 积 已 知 , 所 以 高 4 玉 一 
定 , 因 志 本 题 归 
人 A4BC 的 问题 。 

2317。 已 知 底 边 BC 二 a, 顶 角 4=a, 以 
及 另 一 边 48B 与 第 三 边 4C 的 %w 倍 的 和 ， 即 


D 


c 呈 nb5, 求 作 三 角形 。 若 知 mc 十 %.5, 如 何 | 


三 角形 的 作 图 


结 为 已 知 底 边 , 顶 角 和 高 , 作 
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作 ?〈m、 nn 表示 已 知 数 ,，4B=c, 4C 一 5.) 

解 [分 析 ] 设 入 4BC 已 作出 ,在 B4 的 
延长 线 上 取 点 D,， 使 4D 一 %. 4C, 连结 CD. 
在 人 C4D 中 


LC04D=( 人 4 的 补 角 ) 
~=2/R—oa, 
AC: AD=—1:n, 
因此 人 CAD 的 形状 一 定 ， 从 而 和 4D0O 的 大 
小 一 定 。 故 可 作 图 如 下 .。 D 


[ 作 图 ] 作 与 AC4D 
相似 的 三 角形 . 作 BC=a， 
以 BO 为 弦 ， 作 含 等 于 A 
人 4DC 的 马 形 强 。 以 B 
为 圆心 、c 寸 9 为 半径 的 
圆 与 弓形 绝 的 交点 为 也 
设 以 BC 为 弦 含 角 & 的 弓形 弧 与 BD 的 交点 
为 4, 则 和 4BC 即 为 所 求 的 三 角形 。 
注 将 cn:5=1 用 [wc 十 mw 二 p 代 换 , 由 


于 me+t0 一 mo 十 各 5 ) 一 2 所 以 底 边 BIO 


\ 
a 7/ 一 
二 7、 顶 角 4 C， 


A'B'+2AC'E2 
mm mm 


作 A4'B5C'， 再 作 与 人 4BC' 相似 的 
A4BC， 使 BC' 的 对 应 边 BC 等 于 w 即 
可 . i 

2318， 已 知 底 边 BC 一 a, 顶 角 4 二 a, 底 
边 上 的 正方 形 的 一 边 为 s, 求 作 人 4BC. 

解 [ 作 图 ] 作 BC=0， BC 为 弦 作 含 
a 的 弓形 弧 。 过 B 作 BC 
的 垂 线 ， 在 垂 线 上 取 BE 
一 s; 以 BE 为 一 边 ,在 BC 
上 作 正 方形 BEBG.: 设 
BE 与 CF 相交 于 D, 过 
D 作 BC 的 平行 线 与 弓形 “B 
弧 相 交 于 4, 则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 BC=a,， 人 人 A4=a, BF 


| 与 4B、AC 的 交点 分 别 为 K、N, 过 K、N 


作 BC 的 垂 线 K@、NM, 则 
KQ=MN=BE=s. 

又 KN:BO=BF:BC， 所 以 KN=BF. 于 

是 QWUN 是 以 边 长 为 8 的 正方 形 。 因 此 

人 4BC 为 所 求 作 的 三 角形 。 
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(2) 已 知 中 线 
.2319。 已 知 三 角形 的 三 条 中 线 的 长 分 别 


为 入 m、%, 求 作 此 三 角形 。 

解 [ 作 图 ] 作 和 人 GBH, 使 
GH~3 : 
GB~—3 mm 
BH=3 n. 


设 G 五 的 中 点 为 DD， 


HG 取 GA~=HG。 连 

结 4B, 4C， 则 八 4BC 为 所 求 作 的 三 角形 . 

[证 明 ] 因为 DD 为 BC 的 中 点 ，AD 为 
AG=GH=2GD, 
4G= 子 4D。 


因此 G 为 人 4B0 的 重心 。 设 BG、CG 的 延 
长 线 与 对 边 相交 于 如、 了 ， 则 BB、OF 为 另 
两 边 的 中 线 , 且 

“AG=3 4D, 4G—GH=3,, 


.AD=1. 
ee _2 _2 
又 '* BG~3 BE, BGm3m, 
。。 BE=m. 
根据 作 图 ， GBHC 为 平行 四边形 ， 
, CG—BH=—3n. 


CG=3 CF, 


因此 A4BC 为 所 求 作 的 三 角形 。 

[讨论 ] 当 坟 mw、% 中 任意 两 个 之 和 大 于 
第 三 个 , 则 有 一 解 , 否则 无 解 . 

2320. 求 作 A4BC, 使 边 B80=i, 中 线 
BB 一 m， 中 线 CF== 
多 


"07 一 1。 


解 [分 析 ] 假定 
所 求 人 4B0 已 作出 。 
设 BB、CF 的 交点 为 


G, 则 6 为 A4BC 的 了 . 
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重心 ,因此 
BG=2. m 0G=2.n BO=L, 
8 3 


因此 人 GBC 可 作 。 故 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 边 为 


2 _ 2 
BG 一 可 mo BO=L, GO 一 可 


的 人 GBC， 延 长 BG 至 如， 使 GE= 寺 名. : 


延长 OB 至 4， 使 0B= 召 4， 则 八 4BC 为 
所 求 三 角形 。 a 
2321， 求 作 A4BC，. 使 LZ4=a， 中 线 
BD 一 m, 中线 CZ 一 2。 
解 [分 析 ] 假定 所 求人 4BC 已 作出 ， 
了 DP、0 刀 的 交点 G 为 A4BC 的 重心 ， 因 此 
BG 后 m GE 


连结 BD 的 中 点 戏 和 点 怠 , 则 
EM /| AD, 
因此 ZBEM= /A=Q@, 
于 是 可 得 如 下 作 图 . 
[ 作 图 ] 作 长 为 加 
的 线段 BD, 设 必 为 E 
BD 的 中 点 。 以 BM 
为 纺 作 含 角 w 的 弓形 
弧 ,在 BD 上 取 点 G， 8 6 


使 BG 一 .BD， 以 6 为 圆心 、 于 % 为 半径 


作 圆 ， 与 弓形 弧 相 交 于 吾 。 在 BG 的 延长 线 
上 取 点 C， 使 C 五 一 0 延长 BB 和 0OD 相交 


于 4, 则 人 A4BO 为 所 求 作 的 三 角形 . 


2322， 已 知 <4=Q, 中 线 4B==m, 中 
线 BED 一 mm 求 作 人 4BC. 

解 [ 作 图 ] 作 - -一 ~ 
BD 一 n， 以 BD 为 
弦 作 含 角 的 弓形 
弧 。 设 在 BD 的 三 
等 分 点 中 龙 近 万 的 
一 个 为 G, 以 G 为 
圆心 .3 om 为 半径 作 贺 , 与 己 形 弧 相 交 于 4。 
在 4 的 延长 线 上 求 点 C， 使 4D= DC 则 
人 4B0 为 所 求 作 的 三 角形 。 

[证 明 ] 因为 D 为 40 的 中 点 ,， 岂 以 BD”. 
为 中 线 , 从 而 G 为 重心 ， 故 AG 如 也 是 中 线 , 
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又 G4 -3 m, 因此 4 已 一 和 
2323, 作 人 入 4B0， 使 中 线 4D=? 中 线 


解 [分 析 ] 假定 所 求人 4BC 已 作出 . 
AH=n, AD=!l, LAHD= /ZR. 则 和 人 48D 


可 作出 。 设 4D、 BE A 
的 交点 为 G, 因为 
_2 E 
4G 一 了 2 
所 以 G 为 定点 ， 3B DH C 
BG—3 mM, 
因此 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 作 人 A48D, 使 48~n, 4D 
ZB=LR. 在 4D 上 取 8, 使 AG= 号 21. 以 
G 为 圆心 、 避 多 为 半径 的 加 与 及 D 的 延长 


线 的 交点 为 B。 延长 BD, 取 点 0, 使 BD= 
DO, 则 俯 4BC 为 所 作 三 角形 . 
注 若 知 过 同一 顶点 作对 边 的 中 线 4D 和 


高 4 五 , 则 直角 三 角形 4DR 可 定 。 注意: 利 


2324. 作 入 4B0, 使 中 线 BB=?, 中 线 
CF=m, 高 4H=n.。 . 
出 。 中 线 BE =), .A 
中 线 CF 一 mw， 高 
BB 的 平行 线 ， 与 # 下 六 
CB 的 延长 线 相交 
‘AK =2BE=21. 
同 理 , 作 45 FC, 则 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 4 均等 于 罗 过 互 作 4 去 的 垂 
A 是 的 垂 线 的 交点 为 鼠 。 以 4 为 圆心 .2 之 
长 为 半径 的 圆 与 K 瑟 的 延长 线 相交 于 工 . 作 
的 三 角形 。- | 
2325。 已 知 两 条 中 线 BH、C 了 的 长 为 


用 这 部 分 作 图 的 问题 较 多 . 

”人 解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 A4BO 已 作 

LA 有 =n。 过 4 作 - 

于 互 , 则 马 为 4C 的 中 点 ,，BK=BC, 且 
BO=0L, AL~20F —2m. 

线 。 设 以 4 为 圆心 、22 长 为 半径 作 的 圆 与 

K 工 的 三 等 分 点 BB、0C， 则 人 4BC 即 为 所 求 

急 、 ns 中 线 4D 与 底 边 BC 构成 的 角 为 &, 求 


三 角形 的 作 图 
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作 入 4BC. 

解 [分 析 ] 假设 符合 条 件 的 和信 4BC 已 
作出 。 设 BE 与 OF 
的 交点 为 G, GC 的 中 : 
点 为 办 ， 则 


i 
DU BG, 
BG=3 Mm, 

所 以 DMU=3 加. 在 人 GDC 中， Ca—2 六 


LGDC=a, DM 二 轴 。， 在 人 DCG 中 , 底 


边 CG、 顶 角 人 GDC、 底 边 上 的 中 线 DM 均 可 
知 ; 所 以 可 作 图 。 在 CD 的 延长 线 上 取 点 B， 
使 BD=DCO. 在 DG 的 延长 线 上 取 点 4， 使 
4G 一 3207, 则 人 4BC 即 为 所 求 作 的 三 角形 

2326.， 已 知 一 条 中 线 的 男 两 条 
中 线 的 夹 角 ， 以 及 面 
积 S, 求 作 和信 4BC. 

解 [分 析 ] 假定 
符合 条 件 的 人 4BC 
已 作出 。 设 它 的 重心 
为 G。 在 GD 的 延长 
线 上 取 点 五 ， 使 DE 一 GD。 连结 BE、 BC, 
则 四 边 形 BECG 为 平行 四 边 形 . 县 


Saagz 一 Sacao 一 避 SAaBo (一 定 )。 
(因此 册 B 作 GE ee 
又 GE-2GD= 志 3 4D (一 定 )， 


LABE=2/R— - (一 定 )， 
因此 人 BGB 的 底 边 GB， 顶 角 LGBE， 过 
B 所 作 GB 上 的 高 均一 定 。 这 个 三 角形 可 作 
图 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 先 作 和信 BGE, 设 GE 的 中 点 为 DD， 
连结 BD， 并 在 其 延长 线 上 取 DC 一 BD. 在 
BG 的 延长 线 上 取 G4= 一 G 召 . 连结 4B、40， 
则 和 人 4BC 即 为 所 求 作 的 三 角形 。 

2327. 已 知 底 边 BC=a, 高 BD= 和 中 
线 4 五 一 和 ， 求 作 三 角形 4BC， 

解 [ 作 图 ] 作 直 角 三 角形 BDO， 使 BO 
一 4 BD 一 h，ABDO= AR。 设 BO 的 中 点 
为 吾 , 以 五 为 图 心 、 之 长 为 半径 作 圆 交 CD 
的 延长 线 于 4， 则 人 4BC 即 为 所 求 作 的 三 
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角形 。 

[证 明 ] 由 作 图 
BO=a, AO.1 BD, 
则 BD 为 高 , 且 BD 
一 思 是 BC 的 中 
点 , 故 4 如 是 中 线 ， 
且 AE=m. 

2328， 已 知 底 边 BC~a, 高 4D=h, 中 
线 BE=m, 求 作 人 ABC. 

解 【[ 作 图 ] 作 BC=a, 以 B 为 圆心 、2m 
为 半径 作 贺 ， 作 XY A 


{BC, BXYSBO 区 EY 
的 距离 为 及 。 设 此 贺 
与 芝 了 相交 于 了 ,BF 
的 中 点 为 加 ，CEBE 和 


到 了 的 交点 为 4， 则 人 4BC 为 所 求 三 角形 . 
[证 明 ] 根据 作 图 ,在 人 4BC 中 , BC 二 a，, 
高 4 一 ji 且 囊 为 4C 的 中 点 , 则 


1 1 


因此 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

2329. 已 知 顶 角 4=a, 高 4 五 =h, 中 线 
BD==m, 求 作 三 角形 4BC. 
. 解 [ 作 图 ] 作 相 距 % 的 两 条 平行 线 忌 、 
了 . 以 了 上 的 一 A 
点 五 为 圆心 .2 < 
为 半径 作 网 ， 与 
辽 的 交点 为 肿 ， y 
设 BB 的 中 点 为 | 
D, 以 BD 为 弦 , 作 含 角 a 的 弓形 弧 , 与 互相 
交 于 4, 延长 4D 与 了 相交 于 COC, 则 人 4BC 
为 所 求 三 角形 . 

[证 明 ] 根据 作 图 

.4 一 oa, AH=h, DB= DE. 
又 4 了 /Bo, 因此 
A4DZ22AOCDB， 

四 .“. AD=DC. 
因此 BD 为 中 线 , 且 BD=m. 

2330。 已 知 顶 角 4=a, 高 3B 互 一 5， 中 
线 4D=m, 求 作 人 4B0， 

解 [ 作 图 ] 作 人 BAH =o&, 人 4HB = 
人 RR，BH = 一 h 的 直角 三 角形 4BH. 过 4B 
的 中 点 到 ， 在 点 瑟 关 于 4B 的 同一 侧 作 与 


的 圆 相 交 于 D。 设 8D、A 及 的 延长 线 的 交 
点 为 0, 则 人 4BO A 
为 所 求 三 角形 . 

[证 明 ] 因为 用 
为 4B 的 中 点 ,MD 
A4C， 所 以 DD 为 
BC 的 中 点 。 因此 4D 为 中 线 , 且 

AD=—m, LBAC=a, BH=h. 

2331， 已 知 顶 角 4=a， 高 4 有 =h， 中 
线 4M=m, 求 作 人 4BC. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 八 4BC 已 作 
出 。 延 长 4M， 取 有 F=AM，, 则 4BFC 为 
平行 四 边 形 . 

又 LABF=2/R- /BAC=2/R~a, 

因此 ， 人 和 4M 为 
已 知 边 4M、AH 
的 直角 三 角形 ， 
可 以 作出 . 又 B 在 


瓦 MK 的 延长 线 上 ，3 5 
人 4BF 一 定 。 所 
以 可 求 得 点 互 ， 作 


图 如 下 。. 

[ 作 图 ] 作 和 4HM, 使 4M 一 m, 4H ~ 
h, 人 是 二 人 LB。 延长 4M， 在 延长 线 上 取 点 
五 , 使 4 一 MB 以 47 为 弦 , 作 含 角 2 人 BE 
一 % 的 弓形 弧 ， 与 互 妈 的 延长 线 相 交 于 殖 。 
延长 BUM， 取 MO=BM， 则 人 4BC 为 所 求 
三 角形 。 

2332， 已 知 高 4 五 =h, 中 线 A4U=m, 过 
0 所 作 '4B 的 三 线 C 
和 边 4C 的 比 为 2:9, 求 E 
作 入 4BC. 

解 假定 人 AA4BC 已 
作出 。 过 C 作 4 的 垂 
线 CB， 在 人 4EC 中 ， 
0B;:04 一 p:q.。 因此 人 4B8C 的 形状 一 定 。 
4 的 大 小 也 一 定 。 所 以 本 题 与 上 题 完全 一 
样 


A 


。 A 
2333， 已 知 顶 角 


| 4= ww 高 BH = 及 


中 线 BD=m， 求 作 
人 4BC. 


解 ” 作 直角 三 角形 


A 玉 平行 的 直线 , 与 以 4 为 圆心、?w 为 半径 | 4BH, 使 LBAH=a, 人 LAHB~ 人 人 R, BH 


PN 
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一 h。 以 BB 为 圆心、 为 半径 作 圆 ,与 4 及 相 
交 于 D, 在 4D 的 延长 线 上 取 点 0, 使 4D= 
DCO, 则 人 4B0 为 所 求 作 的 三 角形 . 

2334， 已 知 高 4G 一 i/, 高 CK=m, 中 线 
BE 二 n, 求 作 八 4BO. 

解 [分 析 ] 假定 符合 
条 件 的 人 4BC 已 作出 .过 
轧 作 AB、BC 的 垂 线 BBP、 
B58, 则 

: 1 m 

EP= 读 CK= 一 了 ， 


因此 , 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 以 长 为 和 % 的 线段 BE 为 直径 作 
四 ,在 BE 两 侧 作 加 PP、BQ, 使 


BP~ 多 ， Z9=- 卫 . 


BQ 关于 点 用 的 对 称 直线 与 BP 的 延长 线 相 
交 于 和 4，BQ 的 延长 线 与 4B 的 延长 线 相交 
于 C0, 则 八 4BC 为 所 求 三 角形 . 

2335. 已 知 高 4G 一 2 高 BH 二 rr, 中 线 
4D=n, 求 作 ALBC。 

解 [分析] 设 入 4BC 为 符合 条 件 的 三 
角形 ， 中 线 4D=%， 
高 B 了 = 二 m) 高 4G 一 
7. 央 为 斜 边 4D 与 边 
AG 已 知 , 所 以 直角 三 
角形 4DG 可 作 . 过 站 
点 了 作 4C 的 垂 线 DB， 则 


ce 
DE~—= BH= 吉 %。 


因此 可 作 图 如 下 。  。 
[ 作 图 1 作 直 角 三 角形 4DG, 使 4D=%， 


LG 一 h， 人 4GD 一 人 LR， 以 也 为 圆心 、 译 多 


为 半径 作 加 .过 4 作 此 圆 的 切线 AE，AB 
或 者 它 的 延长 线 与 DG 相交 于 C. 延长 CD 
至 B, 使 BDDCO， 则 人 4BC 为 所 求 三 角 
形 . 

2336.。 已 知 过 顶点 和 所 作 的 高 4D=h, 
中 线 4 加 =mw， 人 4 的 平分 线 4F=w， 求 作 
和信 4BC. 

解 {分析 ] 设 符合 条 件 的 从 4BC 已 求 
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出 。 作 A4BC 的 外 接 圆 O。 延长 4F 与 贺 
O 相交 于 互 , 则 及 为 A 
弧 BC 的 中 点 。 连结 

如 名， 则 五脏 过 外 心 

0. 在 八 4DE 中 ,4D 

二 h, -48 一 m， 这 个 申 

三 角形 可 作 。 故 作 图 

如 下 。 

[ 作 图 ] 作 人 入 4ED,' 使 48=m, 4D=h, 
LD 二 人 BR. 在 BD 上 取 上 成 了 ,使 4F==w. 过 
妃 作 五 六 的 垂 线 与 4F 相交 于 互 , 4 五 的 垂 
直 平 分 线 与 互 妨 相交 于 0. 以 0 为 圆心 、 OH 
为 半径 作 圆 , 将 直线 BF 向 两 端 方向 延长 , 与 
贺 O 相交 于 B、0, 则 A4BC 为 所 求 三 角形 , 

[证 明 ] 因为 OB1LBC, 所 以 A 为 中 线 。 
根据 作 图 , 4B 一 mw。 又 A4F 过 弧 BC 的 中 
点 ， 所 以 4 也 为 人 4 的 平分 线 ， 目 4 一 纪 。 
又 4D1 BC，AD 一 h。 因此 人 4BC 为 所 求 
三 角形 。 

2337， 已 知 过 顶点 女 所 作 BC 的 垂 线 
的 长 为 、 中 线 的 长 为 加 ， 外 接 贺 的 半径 为 
7”, 求 作 八 4BC. 

解 [ 作 图 ] 作 和 人 4DE, 使 4D=h, 4B 
二 MN, 人 D 二 人 BR, 过 
五 作 DEB 的 垂 线 , 与 . 上 
以 4 为 圆心 、> 为 半 
径 的 圆 相交 于 O。 以 
0 为 丹心 .O04 为 半径 
作 园 ， 将 了 向 两 端 
方向 延长 与 圆 O 相交 
于 BC, 则 人 A4Bo 为 所 求 三 角形 , 

[证 明 ] 因为 0B=00, A014 BC, 因 此 万 
为 BC 的 中 点 , 即 4 为 中 线 , 根据 作 图 , AE 
一 MN。 又 4D1 BOC, 且 4D=h。 八 4BO 的 
外 接 贺 的 半径 等 于 7。 

2338。 已 知 高 4 五 =h， 底 角 B=B8, 顶 
点 B 到 中 线 CD 的 距离 为 9, 求 作 人 45C。 

解 [ 作 图 1 作 直 
角 三 角形 4B 五 ,使 
AH =h, LB= 8, 
人 LH= 人 BR. 设 4B 的 
中 点 为 D， 以 BD 为 
直径 作 网 , 与 以 BB 为 
圆心 、4 为 半径 的 加 相交 于 肪 。 有 BD 与 BH 


与 1 入 


第 四 编 “ 作 题 


相交 于 C, 则 人 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 报 据 作 图 ， AH =h, 4 万 | BO， 
LB=p, 忆 为 AB 的 中 点 ， 因此 CD 为 中 线 ， 
而 顶点 到 CD 的 距离 ( 即 垂 线 BB 的 长 ) 等 
于 da。 

2339. 已 知 高 4D=h 中 线 .4 瑟 一 Mr， 
底 边 BC 和 另 一 边 C4 之 比 为 ,a:2， 求 作 
人 4BC. ， 
.. 解 [分析] 、 设 满足 条 件 的 人 4BO 已 作 
出 。 则 人 4DBE 为 已 知 斜 边 和 一 直角 边 的 直 
角 三 角形 , 可 作 图 求 得 。 因为 召 为 边 BC 的 


中 点 , 所 以 BC 地 BC， 因 此 点 0 与 点 五 


4 的 距离 的 比 为 二 a:5 的 点 的 轨迹 上 ( 问 


题 1856). 又 C 为 ED 
的 延长 线 上 的 一 点 。 因 

此 可 作 图 如 下 ， 

“…[ 作 图 ] 以 勾 为 斜 

边 ,，h 为 一 边 作 直 角 

和 47DB8。， 求 把 斜 边 内 。 
分 和 外 分 成 于 :2 的 点 了 LW。 以 MN 为 直 


径 作 阅 ， 设 BD 的 延长 线 与 圆 相交 于 C。 又 
在 CB 的 延长 线 上 求 点 B, 使 BB=BC， 则 
公 4BC 为 所 求 三 角形 。 

(83) 已 知 高 或 垂 线 

2340。 已 知 一 边 BC=,, 两 条 高 32 一 
I2，0 宇 一 02， 求 作 人 4B0O， 

解 [ 作 图 ] 作 BC=;， 以 Bo 为 直径 作 
半圆 ， 以 五 为 圆心 、 和 0 为 半径 作 圆 , 与 半圆 
相交 于 D; 以 C 为 图 心 、 以 A 
多 为 半径 作 圆 ， 与 半圆 相 
交 于 如. 延长 BE 和 CD， 
相交 于 4， 则 和 从 4BC 为 
所 求 三 角形 . 

上 证 明 ] BC=,, BD= 
Mm, CB 一 nn。 又 BBDC 为 半 贺 , 所 以 人 LBDO 
-=/R, A0CEB=/R. 

2341。 巨 知 一 边 BC=1l,， 两 条 高 4D= 

mM, BE 一 n, 求 作 人 4BO。 


解 [ 作 图 ] 作 BC 一 以 BC 为 直径 作 
半圆， 与 以 如 为 圆心 、 乞 为 半径 的 圆 相交 于 
了 .在 350 .与 半圆 BBO 的 同一 侧 ， 与 BC 的 


A 


距离 为 加 的 平行 线 收入 ,与 CB 相交 于 4, 则 
从 4BC 为 所 求 三 角形 。 
[证 明 ] 因为 B0 = 
i, AD=m, BE=n, HH 
BEC 为 半圆 , 所 以 
LBEC= /R. | 
因此 A4BC 符合 条 件 。 2 
2342 . 己 知 项 角 4=g， 高 4D=h, 及 
AD 将 底 边 分 成 m:n 两 部 分 , 求 作 人 4BO 
' 解 “[ 作 图 ] 在 任意 线段 TB 上 取 点 也 ， 
使 吾 D:DF=m:n。 以 用 为 弦 ， 作 含 人 a 
的 弓形 弧 ,与 过 DD 的 
的 垂 线 相 交 于 瑟 . 
在 D 瑟 或 其 延长 线 上 取 


点 ,使 D4=Rh。 过 4 


作 4B 1 HE, A401 
五， 与 BBP (或 其 延长 
线 ) 分 别 相交 于 B.0, 则 A4BC 为 所 求 三 角 
形 . 

AB40O= /EHF=Q, 4D1 BO, 


C&C 


2343， 已 知 底 边 BC=a, 另 两 边 4B、 
40 之 和 为 加 ， 过 了 的 高 
BH 一 h, 求 作 人 4B0. 

解 [ 作 图 ] 作 BH = 
h。 过 五 作 BH 的 垂 线 
DHC, 与 以 B 为 圆心 a 为 
半径 的 图 的 交点 为 C， 取 
DC 一 m。 连结 DB， 并 作 
BD 的 垂直 平分 线 与 DO 
相交 于 4, 则 人 4BC 即 为 所 求 的 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 , 4D 一 4B， 


“, AB+AC=AD+AC= DCO=m, 
且 BH 1 AO, BH=h, BO=a, 
因此 A4BC 符合 条 件 。 


2344. (1) 已 知 底 边 BO= ao 高 4 一 
%, 外 接 贺 半径 为 7, 求 作 人 4BC. 

(2) 已 知 B8C==a, 高 4H=h,， 及 4B,A0 
一 mm2, 求 作 人 4BC. 

解 (1) 在 半径 为 + 的 贺 0 中 , 作 弦 80C= 
a, 在 离 BC 为 六 处 作 44' 人 BC, 与 圆 0 相交 
于 4 4， 则 人 45C0 (或 人 4'BO) 为 所 求 三 


三 角形 的 作 图 
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三 党 
角形 .理由 是 : 
BC 一 ac, 高 4 五 二 h,， 八 4BOC 的 外 接 贺 的 半 
径 为 7. 
(32) 设 外 接 贺 的 半径 
为 7， 则 | 
AB. AC=27.h 
(问题 1818). 


但 4B.4C=m?, 所 以 
; 7 一 竺 《7 为 定 长 )， 


es : 

2345， .已 知 高 4 及 一 h， 外 接 贺 的 半径 
等 于 7， 两 底 角 BC 之 差 为 a, 求 作 八 4B0.， 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 人 4BC 已 作 
出 。 作 与 BC 平行 的 弦 4D, 则 

ZB= /DCB, 
.“. LACD=/B-/A0B=0. 
汝 此 ， 弧 4D 的 大 小 一 
定 。 故 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 在 半径 为 了 
的 区 中 , 作 贺 心 角 为 2% 
的 两 条 半径 O4、OD, 再 
作 弦 BCOf/ AD 且 距 离 
为 h, 则 入 4BC 为 所 求 三 角形 . 

2346. 已 知 4=a， 高 4D=7j， 且 
BD.OD=M2,， 求 作 人 4ZBC. 

， 解 [分 析 ] 假定 人 4B0 为 所 求 三 角形 . 
作 A4BC 的 外 接 贺 与 
AD 的 延长 线 相交 于 了， 
如 

AD.DF=BD.DO 
一 12 

但 4D 和 mr 分 别 为 已 知 - : 
线段 , 所 以 DF 为 定 长 , 由 此 4 了 也 为 定 


-© 
再 过 4F 的 中 点 玉 作 0C 的 平行 线 与 BC 的 
延长 线 相交 于 P.、 过 O 作 BC 的 垂 线 0E, 则 
AKDPS2AOEO, 
“» LDKP=/ECO 


由 @, @ 可 作 图 如 下 . 


[ 作 图 ] 在 适合 条 件 四 的 直线 上 取 线 段 
AD、DF。 过 48 的 中 点 长 作 射 线 上 KP, 使 


着 使 PG、PH、PEK 分 别 


人 DKP=&, 与 过 DD 所 作 4 的 垂 线 相交 于 
户 作 以 PK 为 半径 过 和 也 点 的 圆 , 与 直线 
PD 相交 于 B、0， 则 人 4BG 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 报 据 作 图 ,4D_LBC, 4D=h， 

LA= /BO0~ /DKRP=G, 
BD.0D= .AD. DF=m?. 

2347. 作 三 角形 ,使 过 它 的 各 顶 点 向 对 

边 所 作 的 奏 线 足 分 
别 为 已 知 点 D、 一、 
F. 

解 车 人 4BC 
的 重心 为 互 ， 垂 足 
三 角形 为 DBF, 则 
当 人 4BC 为 锐角 1 
三 高 形 时 ， 五 为 人 DEF 的 内 心 ; 人 4B0 为 
钝 角 三 角形 时 ,五 为 人 DBF 的 旁 心 。 设 
俯 DEF 的 内 心 为 耳 (如 图 )， 它 的 三 个 旁 心 
为 4、B、0, 则 和 八 4BC、 作 84B、 人 HBO、 
八 且 04 的 重 足 三 角形 部 是 人 DEF， 因 此 这 
四 个 三 角形 为 所 求 三 角形 . 

2348， 已 知 三 条 高 hh、2, 求 作 八 4BC.- 

解 设 和 俯 4BC 的 三 条 : 

高 为 4D、BE、0F, 4D 
一 h,， B=k,，OF=}， 设 
和信 4BC 的 面积 为 S， 则 
h.: BO=k.0A=1i.AB=28. 

过 圆 外 一 点 ， 作 此 贺 
的 害 线 PGL,PHM,PKN 
及 切线 P8@, 则 GLH 

PG.PL=PH.PM Q 

‘= PKR-.PN 
一 Po:. 


等 于 hx、?， 则 
h.PL=%k: PHM=1.PN ~ PO?. 


即 PL:PM:PN= BO:0A:AB., WM PLP 
PN 为 边 作 三 角形 48'C'， 则 它 与 符合 条 件 
的 三 角形 4B0 相似 。 且 在 人 4B'C' 中 。 设 
过 4 的 高 为 4 刀 ， 在 4D' 或 其 延长 线 上 取 
点 D, 使 4D=h， 过 也 作 与 好 C 平行 的 直 
线 ,与 4B' 或 其 延长 线 相交 于 B, 与 40' 或 其 


| 延长 线 相交 于 C， 则 人 A4BC 为 所 求 三 角形 。. 
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2349， 已 知 底 边 BO=a，4B3 十 403 一 
M2， 及 过 了 4 所作 BC 的 垂 线 足 瑟 与 B 的 距 
离 , 求人 第 人 4BC. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 人 4BC 已 作 
出 。 作 中 线 4 及 和 高 4 互 , 则 

AB2+ A402 一 24M? 汪 2BM? (问题 874)， 


2 

邯 ml2 一 2431? 十 与 ， 
2102 一 0 
-LV 


因此 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 作 BC= 
ca, 在 BC 上 取 点 互 ， 
使 BH 等 于 已 知 长 ; 
再 以 BC 的 中 点 到 
为 圆心 ， a . 


为 半径 作 贺 ; 过 五 作 BC 的 垂 线 , 与 贺 相 交 . 


于 4, 则 人 4B0 为 所 求 三 角形 。 

2350。 已 知 底 边 BC=a, 高 4 且 =h, 和 
AB、4C 上 的 正方 形 之 
差 为 m2, 求 作 人 4BO. x Y 

解 作 BC=a, 在 距 
离 BC 为 为 处 作 直 线 
有 XY. 设 与 B 和 CGC 的 距 8 
离 的 平方 差 等 于 m? 的 
点 的 轨迹 (问题 1834) 与 了 相交 于 4, 则 
和 人 4BC 为 所 求 三 角形 。 根据 作 图 ， 

BC=a， 高 A4H=h,，A4B~A02=mm2. 

23$1。 已 知 底 边 B30=a, 高 4 互 一 jh， 两 
底 角 B、C 之 差 为 a, 求 作 人 4B0. 

解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 A4HC 已 
作出 。， 过 4 作 XY 了 J/ BO, 使 XY 与 BC 之 
闻 的 距离 为 ,所 以 及 了 的 位 置 可 定 。 过 BC 
的 中 点 四 作 BC 的 垂 线 与 X 了 相交 于 N, 与 
AC 相交 于 0， 则 人 ACB== LOBO, 所 以 

LABO= /ABC— /Cu 

再 设 BO 与 X 了 的 
交点 为 4， 则 4 一 
N4'. 因此 延长 BN， ， 
在 此 延长 线 上 取 NB' % 
一 BN, 则 .BA4B'4' 为 
平行 四 边 形 , 人 B'4B 
与 <4B4' 的 补 角 相 


第 四 编 作 图 题 


等 ， 因 此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 作 线 段 BC=o 作 了 7 BO 两 
者 距离 为 h。 设 有 了 与 BC 的 垂直 平分 线 相 
交 于 和 ,延长 BN 至 B', 使 BN=NB’ 再 
以 BB' 为 弦 , 作 含 (2 人 RB 一 Q) 的 弓形 弧 , 与 
了 相交 于 4, 则 人 4B0 为 所 求 三 角形 。 


(4) 已 知 两 边 (或 两 角 ) 

2352. 已 知 三 角形 的 两 边 4B=1l,4C 
二 mm (1 写 )， 底 角 B、C 之 差 为 8， 求 作 
入 4BO. ， 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 A4BCO 已 作 
出 , > 加 ， 在 4B 上 取 4D=40, 连结 CD， 
则 


LBCD= 池 (LA40B- /4BO) 一 诗 6, 


又 BD==4B--AC (一 定 )。. 
因此 可 作 图 如 下 . A 
[ 作 图 ] 作 4B~l, 在 Es 


AB 上 取 AD=m. 以 BD 
为 弦 ， 作 含 角 占 的 马 形 
弧 ， 与 以 4 为 圆心 、 和 为 
半径 的 国 ， 除 忆 外 的 另 一 
交点 为 C, 则 俯 4BC 为 所 求 的 三 角形 . 
2353， 已 知 4B 一 nw, 40n, 人 4 的 平 
分 线 4 一 05 求 作 A4BC。 
解 [分 析 ] 延长 B4， 
使 4B=40， 
LBAC=2Z8, 
“, LBAD= /ZE 
(» ZB4AD=LD40). 
-4D1/ EC, 
AD: EC~BA:BE, 
芭 l: EC=m: m+n, 
.WO 
了 

因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 和 公 40E, 使 底 边 

BO= 了 HL 7 4C=AB=n. 
mm 。 

在 如 4 的 延长 线 上 取 4B=m%, 则 人 4BC 为 
所 求 三 角形 . / 
. .2354。 已 知 三 角形 两 边 C4、C 了 的 长 ， 


第 三 章 


求 作 人 4BC. 
解 { 分 析 ] 设 人 4Bo 为 所 求 三 角形 . 
过 人 作 边 BC 的 平行 线 与 AO 相交 于 吾 ， 


则 C 
DB _ 4D 
BO™ AB 
MN 
mtn © D 
CE _BD_ %» ® 
C4 BA m+ 
5 3 
“3 re 0 
Cd 
Sn @ 


因此 ,DE 和 0B 为 定 长 。 又 DO 也 为 定 长 
所 以 人 DBEC 可 作 。 由 此 决定 4, 5 的 位 置 ， 
就 可 作出 三 角形 4BC. 


2355。 已 知 两 边 4B=?l，A40=m, 上 且 
人 4FB0 的 面积 等 于 5， C 下 
求 作 人 人 4250。 
解 [ 作 图 ] 作 线 段 
4B=?, 求 思 使 
到 4B.S A 下 B 


{问题 2913), 在 距离 4B 为 bh 色 作 CGD/ 
AB. 以 4 为 圆心 、 和 名 为 半径 作 圆 , 与 CD 想 
交 于 CC, 则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 ，A4B=1;，AC 二 mw。 再 
过 0 作 4B 的 垂 线 C 及 , 则 CH =h.。 


Baaso 一 吝 A4B. OH=— 计 4B-h=S5, 


因此 人 4BC 符合 条 件 。 
[讨论 ] 4 万 m 时 ， 本 题 成 立 。 
h<m 时 ,有 两 解 。 
h=m 时 ,有 一 解 。 
h>mn 时 ， 无 解 。 
2356。 在 人 4ZBO 中 ，4B=?, 40=7mn， 
2 了 B= /ACO, 求 作 人 4BO. 
_ 和解 [ 作 图 ] 作 4B=, 求 4B li D, 
过 D 作 A4B 的 垂 线 DE， 
与 人 4 为 贺 心 、m 为 半径 
鸣 殴 相交 于 如。 作 BE 的 
延长 线 ,与 加 相交 了 于 0, 则 
人 450 为 所 求 三 角形 。 


D 


三 角形 的 作 图 
以 及 将 4B 内 分 为 加 :的 点 卫 到 C 的 距离 ，| 
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[证 明 ] 扫 据 作 图 ，AB=?;，AC==m， 又 
AB=BE， 所 以 人 4AEB 为 等 腰 三 角形 。 从 
而 

LAEC=2/B, AB=4O, 
oo LABOC=/C0, 2/B=/O. 

2357. 已 知 两 边 BO、40 之 和 为 ,LB 
一 Q，LO=6， 求 作 人 4BO. 

解 作 人 AA4BD, 使 BD=!1, 人 B=a, LD 
一 吝 B， 设 4D 的 A 
ne 马 作 有 
AD 的 垂 线 ,与 BD 
相交 于 CG， 连结 
4AC， 则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 其 理由 是 : 
CE 为 47D 的 三 直 平 分 线 , 所 以 

C4=CD， 上 
/A0B=2/ ADC=B, 

又 根据 作 图 ， 人 B=a. 
_ 注 若 已 知 BO+4C Bp 翁 > 
;， LB=%, 4B=m Cp 
i 了 人 C==8B 改 为 已 知 4B 二 m)， 也 

可 同样 作 图 、 

2358. 已 知 两 边 4B=,， AO0O== 加 ， 底 边 
BC 等 于 高 4D, 求 作 作 4BC.， 

解 设 人 C0 为 直角 ， A 
直角 三 角形 408. 以 OE 
为 直径 的 圆 , 与 以 4 为 加 § 
心 、? 为 半径 的 贺 相 交 于 
B, 则 人 4B0 为 所 求 三 角 、 [Ab 
形 。 DB 

因为 根据 作 图 ， 

AB=!i, AC=m, E 
又 过 4 作 BC 的 垂 线 4D， 则 
AC=0E=m, LD= /0BB= ZR, 
又 LAC0D= /BEO, 
.人 407PE2AOBB。 
.…。.4D= BC. 
因此 入 4BC 为 符合 条 件 的 三 角形 。 

2359。 已 知人 4BC 的 周 长 和 人 B、 人 人 0， 
求 作 A4BC。 

解 ” 设 周 长 二 28， 两 个 角 分 别 为 B、?， 求 
作 此 三 角形 。 

a 设 符合 条 件 的 0 Efe, oe 


NE 


ne 
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方向 延长 B0， 
使 . 
BB'~A4B, 
CC'= 40。 


则 BC 一 


和 


A 
"\ Ss pe 
人 
多 B 、 
2s，LB'= 豆 B LOC' 一 壮 3 
E 作 图 ] 作 人 4B'C 使 BO 一 2s， 


人 LB' 一 二 B, LA- 也 ?。 


设 4B'，4C' 的 垂直 平分 线 与 BC' 相交 于 
B、C，, 连结 4B、AC， 则 八 4BC 为 所 求 三 角 
形 ， 
[证 明 ] 因为 4B=BB', 4C=C0’ 
", AB+BC+04 
~=B'B+BCTOO’'= 
LA4BO=2/B'=p, 
LACB=2/0'~7y. 
因此 人 4BC 为 符合 条 件 的 三 角形 。 
[讨论 ] 8+?<2 BR 则 有 一 解 。 
8 二 ?人 2R 无 解 。 
”2360。 已 知人 B=g, L0=pB, 高 4H 二 
h, 求 作 人 4BC. 

解 ” 作 任意 大 小 的 人 4B'C', 使 人 
ZC0'=p. 作 高 48 
在 4H' 上 取 AH=%h, 
过 匡 作 BC' 的 平行 
线 , 与 4B、AO' 相交 
于 B、0， 则 人 4BC 
为 所 求 三 角形 。 四 

注 如 下 图 ,已 知 和 B、LO, 中 线 4 对 ,或 
已 知 么 B， 人 C， 角 平分 线 4D， 其 作 图 方法 
都 同上 。 这 种 作 图 法 叫 相 似 法 . 


2s。 
又 


2361. 
的 半径 
解 作 人 和 从 4B'0', 使 人 4=a,， 人 B'=B, 作 


已 知 人 <4 二 a， 人 B=B6， 内 切 圆 
7, 求 作 人 4BC.， 


与 4B'、4C' 相 切 且 半 径 为 的 阐 0. 再 作 
BO1/ BC 且 和 贺 0O 相 切 , 与 4B\、40' 相交 
于 点 及 0， 则 人 4BO 为 所 求 三 角形 (但 与 


作 图 题 


B'C' 平行 的 切线 有 两 条 .要 使 园 O 在 人 4BC 
内 ) 。 

注 已 知 和 4， 人 LB 与 外 接 贺 半径 ， 作 
人 和信 4B0 的 方法 与 此 题 相同 。 - 


ss 
se 


(5) 已 知 两 条 边 ( 或 三 条 边 ) 之 和 
2362. 已 知 顶 角 4=c， 外 接 贺 的 半径 
7, 三 边 之 和 4 十 D 十 c, 求 作 人 4BO。 
作出 , 它 的 外 心 为 0， 
则 
LBOC=2a, 
0B=00=7, 
所 以 人 0BC 可 作出 ， 
本 题 归 结 为 已 知 顶 角 4 二 a， i BO， 及 其 
他 两 边 之 和 求 作 人 A4BC 的 问题 (问题 2392) . 
2363， 已 知 人 4=a， 人 4 的 平分 线 4D 
一 入 周 长 为 2s, 求 作 人 4BC. 
解 [分析] 设 入 4BC 为 所 求 三 角形 , 作 
分 别 相 切 于 吾 、 互 ， 则 
4 万 一 4 万 一 S。 
又 因为 24=w, 所 以 旁 切 
圆 可 定 . 又 4O 平分 人 4， 
其 在 4O 上 取 4D= 则 了 


解 设 人 4BC 已 
A 
从 而 可 求 得 BC。 故 
人 4 所 含 的 旁 切 加 0， 与 4B、 40 的 延长 线 
图 ， 


[ 作 图 ] 作 LBAP— =Q, 
使 4E=AF=s， 过 加 五 作 与 4、AF 柏 
切 的 圆 0。 在 40 于 取 AD=m， 过 品 作 刚 
0 的 切线 ， 与 BAF 的 两 边 分 别 相交 于 BB、 
C0, 则 入 4BC 为 所 求 三 角形 。 | 

[证 明 ] 报 据 作 图 ， 人 B40~a，AD 为 
芝 4 的 平分 线 , 且 4D=m. 又 轧 为 旁 切 贺 的 
切 点 ， 且 4B=s,， 所 以 八 4BC 的 周 长 为 2s。 

讨论] . 使 本 题 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ， 
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旁边 圆 , 即 过 也 要 能 作 此 圆 的 切线 。 设 4 到 
圆周 的 距离 为 4D', 则 4D< 4D' 时 ,过 刀 可 
作 圆 0 的 两 条 切线 , 因此 有 了 两 解 。A4D=AD 
时 , 则 可 得 一 个 三 角形 (等 腰 三 角形 ) 。4D> 
4D' 时 , 则 无 解 。 

2364.。 已 知 顶 角 的 大 小 和 位 置 ， 三 边 之 
和 , 以 及 底 边 通过 的 点 忆 , 求 作 A4ZBC. 

解 [ 作 图 ] 按 已 知 条 件 作 顶 角 用 4 了 .在 
边 4 上 取 4D 等 于 已 知 大 
周 长 的 一 半 。 作 一 4 的 平 
分 线 , 与 过 也 的 4 的 重 
线 相交 于 0, 以 O 为 圆心 、 

OD 为 半径 作 园 ， 过 点 P 昌 

作 此 加 的 切线 BPC， 与 

AX、 4Y 相交 于 B、0, 则 六 
人 4BC 为 所 求 三 角形 . 

[证 明 ] 因为 顶 角 的 大 小 和 位 置 已 知 ， 贺 
O 为 旁 切 圆 ,所 以 人 4BC 的 辕 长 为 24D, 即 
与 已 知 周 长 相等 。 底 边 BC 通过 点 P， 所 以 
人 4BC 符合 条 件 。 

2365. 已 知 人 4A=a, 高 A4H=h, 4B 十 
BC+0C4= 二 2s, 求 作 A 人 450C. 

解 [ 作 图 ] 作 LD4F=&， 在 它 的 两 边 
取 孔 、 FF, 使 AD=A4F 
一 s， 过 DD、 也 作 与 这 两 
边 相 急 的 轩 ， 又 以 4 为 

圆心 少 为 半径 作 圆 。 作 
两 天 的 内 公 切 线 ， 与 
AD、AF 相交 于 B、0， 
则 人 4BC 为 所 求 的 三 
角形 . 

[证 明 ] 设 贺 0 与 边 BC 前 切 点 为 思 ， 则 

BD= BE, CF =0%, 
"。 APB+BE-+-AC--OCE=AD+AF 
=24A4D=2s, 
,.. AB+BCF0A=2s., 
又 高 4H=h, LBA4C=a. 

2266. 在 已 知人 XA 了 的 边 4X, AY 
之 间作 边 8C=a， 且 山 长 为 38 的 三 角形 
4PO。 

解 [ 作 图 ] 在 人 ZLY 的 一 边 4 上 作 
AF'=s, 4 万 一 S 一 4 又 在 4 了 上 取 AE'=s, 
AB 一 s 一 a 过 F'、B' 分 别 作 与 4X、4Y 相 


三 角形 的 作 
上 面 所 作 的 贺 要 成 为 符合 条 件 的 人 4BC 的 
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切 的 圆 , 过 五 、 刀 作 与 4X、4Y 相 切 的 加 ,再 
作 这 两 个 加 的 内 公 切 线 
BO, 与 4 了 .AY 分别 相 
交 于 B、C， 则 和信 4BC 
为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 设 旁 切 圆 与 
边 BC 的 切 点 为 妃 , 则 
BH=BF', 
OH=08’, 

AB+AC+BC=AB+AC--BH+HO 

~AF'+AE'= 2s, 
4 万 一 4 有 一 BC=S 一 BO。 
根据 作 图 , AF=s 一 a， 
., BC=a. 

2367。 已 知 底 边 BC=a, 其 他 两 边 4B、 

40 之 和 (一 ), 顶 角 和 4 的 平分 线 4D 一 m, 求 ， 

作 人 4BO。 


解 [分 析 ] 设 所 求 和 4BC 已 作出 , 人 4 
的 平分 线 为 4D.. 设 O 为 A 
内 心 ， 则 根据 问题 1697， 

LO _ 4 万 -LO 
OD BC 


了 

加 好 起 
故 〇 为 定点 。 因 此 可 在 
AD 的 延长 线 上 取 旁 心思， 
则 所 、 OQ、D、 吕 为 调和 成 列 , 昌 4、O、DD 为 
定点 ， 内 此 点 五 的 位 置 可 定 。 又 人 OBE= 
故 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 作 线 段 4D==m， 在 4 上 求 点 
0O, 使 40:0D==Via. 在 AD 的 : 延长 线 上 求 点 
,使 4:BD=7:a. 作 以 OB 为 直径 的 圆 ， 
过 也 作 此 圆 的 弦 BO， 使 BC=a, 连结 4B、 
AC. 则 人 4BC 为 所 求 三 角形 。 

2368。. 已 知 4B+AC=l, 
线 AD=m, 人 人 4=0， 
求 作 和 俯 4BC， 

解 [分析 ] 假定 
和信 4BC 为 所 求 三 角 
形 。 作 A4BC 的 外 
接 圆 ， 作 4 的 平分 
线 并 延长 与 圆 相交 于 
刀 ， 过 刀 作 边 4C .的 垂 线 BF,， 则 


/4 的 乎 分 
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AFP—1 (4B+.40) -1 (问题 536)， 


所 以 下 为 定点 。 因此 马 的 位 置 也 可 定 。 又 
B、A4、C、 娘 四 点 共 圆 ， 
LDOB~ /BCE = FL 一 可 i 
又 DD、 互 为 定点 ， 人 DOB 一 定 。 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 人 ZLY 0, 在 4Y 上 取 


1 
AP=31. 


过 了 所 作 4Z 的 垂 线 与 4 的 平分 线 相交 
于 A 加 上 取 4D==m. 以 DB 为 弦 作 含 


角 于 的 弓形 弧 与 A 相交 于 CO,CD 与 4X 


入 交 于 B, 则 A4BO 为 所 求 三 角形 。 

2369. 已 知 顶 角 4=aw， 窗 4 五 =h， 两 
边 4B、AC 之 和 (= 
?), 求 作 A4BC. 

解 假定 人 4BC 
为 所 求 三 角形 。 在 
B4 的 延长 线 上 取 
AC' 等 于 AO. 过 4 作 
BC 的 垂 线 4 万 再 作 3 
线段 48', 使 4 万 ' 一 4 万 ， 

LRAH’= /0AO’, 
则 ZO040' 等 于 LBA4G 的 补 角 ， 从 而 
人 HAH' 一 定 。 又 4 五 为 定 长 , 因此 4H' 也 
为 定 长 。 连 结 C' 互 , 与 HC 的 延长 线 相交 于 
O, 则 


Ad4HCeeA4HO" 
LAH'O= /AHO= /RBR, 

04 为 ZHOH' 的 平分 线 ,因此 本 题 可 先 从 
条 件 4H=AH'=h, /HAH'=180°—a 确 
定 4 有 8 、AH' 的 位 置 。 过 五、H’ 作 4 互 、 
A488’ 的 生 线 ,相交 于 0, 则 04 平 分 LHOH'. 
因此 过 人 HOH' 的 平分 线 04 上 的 点 4， 在 
角 外 作 线段 BC'。 使 4B 上 4C' 一 7 即 可 ( 参 
照 问题 2091) . 

2370。 已 知 4B-+A4C=i, 
ww 以 及 高 4 及 将 BC 
分 成 的 两 部 分 BH、 
C 鼠 之 差 (为 如)， 求 
作 入 4BC. 

解 假定 符合 条 件 素 DH 


LC— LB= 
A 
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的 A4BC 已 作出 . 过 4 作 BC 的 垂 线 .4 万 ， 
在 量 B 上 取 瑟 D=H0O, 则 
BD=—m, © 
LC=/ADH, 


», LBAD=/ ADO—L/B 
一 AC 一 人 B=a。 | 
又 AB+A4D=AB+A0=i, ® 
由 人 @、 回 、@, 底 边 BD、 人 人 BA4D、4BT+4D 
可 知 ， 因 此 A4DBD 可 作出 。 先 作 人 4BD， 
在 BD 的 延长 线 上 求 点 C， 使 4D 一 4C， 则 
人 A4BC 为 所 求 作 的 三 角形 。 

2371. 已 知 顶 角 4 为 w， 两 边 4B、4C 
之 和 为 高 4 互 分 底 边 的 两 部 分 BE、CO 及 
之 差 为 m, 求 作 和 八 4BC(BH>0H). 

解 [分 析 ] 设 符 
合 条 件 的 人 4BC 已 
作出 。 因 为 Bf > 
CH， 所 以 4B> 40.， 
以 4 为 圆心 、40C 为 N 
半径 作 圆 ,与 BO 4B BB 0 一 一 
分 别 相交 于 D、 加 ,与 34 i 
五 ， 则 


LEDF=/R, 
LBDE~— /CPE = 到 


即 LBDF~— ZR+3 0 


又 BD 一 m, BF 一 因此 人 B3DZ 可 作出 ,从 
而 点 召 可 求 , 故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 人 BDB, 使 BF=), 


LBDF= AR+$, 


BD 一 m。 过 DD 作 DF 的 垂 线 与 3z 相交 于 
已 。 再 作 以 BF 为 直 
径 的 圆 (圆心 为 4)， 
设 BD 与 圆 相 交 的 另 
一 点 为 0, 则 人 4BC -一 人 
为 所 求 三 角形 . B C ~ 一 D 
注 “如 图 , 若 交换 C 与 DD 的 位 置 , 则 BH、 
OH 之 差 为 BC 且 等 于 W, BF 等 于 71. BFHO 
是 和 B40C 的 一 半 , 先 作 人 BBC, 然后 决定 顶 
点 4, 则 符合 条 件 的 A4BC 可 求 得 . 
2372。 已 知 高 4D=h, 两 边 4B、40 之 
和 为 6， 过 B、C 分 别 向 对 边 所 引 垂 线 BE、 
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三 角形 的 作 图 
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CF 之 比 为 r:w, 求 作 和信 4BC. 
解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 人 4BC 已 
作出 , 则 
2Sa4ago— BE.AC=0F.4B, 
wo。 4B:AC=BE:CF=—mi:n. 
因此 4B 与 40 之 比 一 A 
定 ， 又 因为 4BT4O= 
1， 所 以 4B、4C 可 求 。 
. 故 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 作 BO’=，,, 
设 将 BO’ 内 分 为 m:m 的 号 DD 
点 为 4. 以 4 为 直径 作 半圆 ,以 4 为 圆心 、 
) 为 半径 作 圆 ,两 圆 相交 于 DD，。 沁 4 为 圆心 、 
40' 为 半径 作 圆 , 与 BD 的 延长 线 相交 于 0， 
则 A4BC 为 所 求 三 角形 ， 
[证 明 ] 根据 作 图 ，AD 为 高 等 于 h, 县 
AB+AC= BO' 一 7。 


AB AB 加 

驻 了 

由 B、C 向 对 边 作 垂 线 BB、0F, 则 
BE ,mn 
CF nn" 


[讨论 ] 入 >? 时 ， 则 必须 4B>h，AC 宇 
h, 人 因此 , 必须 把 2 


若 若 h< 元 时， 则 有 两 解 ; 
车 2 一 元 时 则 只 有 一 和 解 ; 
车 及 > 六 时 ， 则 无 解 。 


当 m<h ns 若 40 志 有 则 无 解 ; 当 AC >h 
时 , 若 45>%k, 则 有 两 解 ; 若 4B=h, 则 有 一 
解 ; 车 4B<h, 则 无 解 . 

当 似 一色 时 ， 洲 A4B>h, 则 有 一 解 ; 4 三 
h 时 , 则 无 解 。 

2373. 已 知 底 边 BC=a 的 位 置 , 另 两 边 
角 4 的 平分 线 4 与 已 
知 直线 了 了 平行 ， 求 作 
人 4BC., x 

解 设 符合 条 件 的 | 
入 4BC 已 作出 , 在 B4 
的 延长 线 上 取 点 互 ， 使 ¥ 
4 奋 一 40, 则 BBE=1, 又 


0Bf4D, 所 以 CB/ 有 XY, 因此 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 作 BC=a, 且 位 置 已 知 。 过 C 作 
CE X7， 以 五 为 圆心 、; 为 半径 作 圆 ， 与 
CBE 相交 于 吾 。 设 0E 的 垂直 平分 线 与 BE 
相交 于 4, 则 人 4BC 为 所 求 三 角形 . 

2374. 已 知 顶 角 Z 妇 为 ag,， 另 两 边 4B、 
AC 的 和 为 ，， 过 BB 向 对 边 4C 所 作 的 垂 线 
足 为 D，BD 与 DO 的 和 
为 9 求 作 人 4DBC.。 

解 [分 析 ] 设 符合 条 
件 的 A4BC 已 作出 ， 在 
CA 上 取 DD'44' 分 别 等 
于 BD、B4, 则 


ZBD'D= 于 LB, 


LBAA4—30. 


因此 CD'、04' 一 定 。 故 可 作 图 如 下 . 
ff 作 C4' 一 1, 在 C4 上 CD'=m, 


过 了 作 直线 4B, 使 LZ04'B 一 立 a. 又 过 
7 在 它 的 同 侧 作 /CD'B3= 亏 2 4'B 与 


D'B 相交 于 B, 4'B 的 放生 让 分 线 与 4'G 相 
交 于 4, 则 人 4BC 为 所 求 三 角形 . 

[证 明 ] 根据 作 图 ，4B=44， 所 以 

AB+AO0=0A’=1. 

又 BD10C4，BD = DD'， 所 以 BD-+0D= 
CD’=m, 且 LA4=2/4'=~a. 

2375. 已 知 顶 角 4 为 a,，A4AB+BO=1, 
AC 十 BC=m, 求 作 和信 4BC. 

解 ” 假 定 此 题 已 解 出 , 八 4BC 为 所 求 三 角 
形 。 在 4B\、4C 的 延 
长 线 上 取 BD、C 都 
等 于 B0, 则 C 

4 万 =.4B3TBO=7? 

AE~AC+ BO=m,. 
因此 ， 先 作 人 4DE， D 
使 <4=a, 4D=l,， 4B 二 Nr。 再 在 4D、A4E 
上 分 别 取 点 BB、C, 使 DB = BC 一 0B， 由 
和信 4B0 即 为 所 求 三 角形 。 因 此 , 此 题 可 归结 
为 问题 1989. 

2376， 已 知 顶 角 4 为 w， 另 两 边 4 肥 、 
4C 之 和 为 ， 底 边 BC 和 4B 之 和 等 于 mn 
求 作 入 4B0。 
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解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 人 4BC 已 
作出 . 延长 04, 并 取 A4” “ 
一 4B, 则 

C04’=AB--AC=!, 


是 L041B 塘 os 


因此 可 作 图 如 下 。 D C 
[ 作 图 ] 作 线 段 C4' 一 
1， 再 作 射 线 .4 全 ,使 


AC4' 和 = 去 Ci。 


在 4 了 上 求 点 B， 使 过 BB 且 与 4'C 构 成 角 
的 直线 B4, 与 4'C 相交 于 4, 使 B4 十 BO 
一 m (参照 问题 2116) 。 这 时 人 4B0C 即 为 所 
求 三 角形 。 . 

2377。 已 知 顶 角 4 一 cc， 两 边 BC、4B 
之 差 为 2， 五 的 对 边 4O 上 有 一 点 也 ， 且 
BD、0D 之 和 = 思 ， 求 作 三 角形 4BC， 其 中 
BO>AB. 

解 ” 假定 已 求 得 适合 条 件 的 人 4B0, 在 
CD 的 延长 线 上 取 DB .1 
等 于 BD, 则 不 

CE=DCTDB=m, 


LE= ZB. © 
再 在 B4 的 延长 线 上 取 日 
BF 等 于 BO, 则 x 

AF=— BC— AB=i, 
过 点 了 了 作 4C 的 平行 线 IG, 则 
LGFB= /C04AB=a, 
所 以 AF 的 长 度 及 人 4FG 一 定 ,直线 LG 是 
定 直线 。 四 
根据 @、 @, 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 LCEX, 使 CE 一 mn， 
LB 一 LB, 


可 由 人 @ 作 直线 LG， 根 据 问 题 2104, 在 如 及 
线 上 求 点 B， 作 与 LG 交角 为 a 的 线段 BF， 
使 B8=BC。 设 BF 与 OB 的 交点 为 4, 则 
和 A45C 即 为 所 求 作 的 三 角形 。 


(6) 已 知 两 条 边 (或 两 底 角 ) 之 差 


2378. 求 作 边 4B 一 1/， 两边 之 差 40 一 
BC 一 m, 人 4m 的 三 角形 4BO， 


第 四 编 作 图 题 


解 取 4B=?, 作 直线 A 使 人 BAX= 

ac。 在 直线 4 和 上 求 A 

点 D, 使 AD=m. 加 

作 BD 的 垂直 平分 

线 ， 设 与 4 和 的 交点 B 

为 C, 则 入 4BC 即 为 

所 求 的 三 角形 。 央 为 

0C 是 BD 垂直 平分 线 上 的 点 ， 

“» OD=0B, 

AC— BOC=AC~C0D=AD=m, 

并 且 4B=l, 人 4=a. 

2379。 求 作 底 边 BC=x， 两 底 角 到 C 
之 差 为 8， 另 两 边 4B、AC 之 差 为 6 的 三 角 
形 4BO, 其 中 4B>40. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 和信 4BC 已 作 
出 ,在 4B 上 作 4D 等 于 40, 连结 CD， 则 

BD=A4B— AD=AB— AC=b, 


/An 


~ LBOD—3(2A0B- LABO) 


= 1 0 
可 
(问题 55), 旦 BC=a。 因 此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 任 作 一 线 A 
段 B0, 使 BC=a, 乌 
过 点 C 作 直线 0D, 使 


1 、 

LDOB = 写 9. 又 以 /~ 

B 为 圆心 、5 为 半径 号 : 
作 圆 ,与 直线 OD 交 于 点 D， 设 DC 的 垂直 平 
分 线 与 BD 的 延长 线 的 交点 为 4, 则 人 4BO 
就 是 所 求 的 三 角形 。 

2380。 已 知 .4=aw,4 的 平分 线 4D 
一 1 4B 一 4C=m, 求 作 三 角形 4BO， 

解 [分 析 ] 若 符合 条 件 的 人 4BC 已 作 
出 , 设 角 4 的 外 角 平 
分 线 与 外 接 圆 的 交点 
为 妃 。 从 点 召 作 C4 
的 垂 线 7, 则 


4 到 (4B— AC) 


2 


3 


且 及 4 C、B 四 点 共 圆 ,所 以 
LBBO=ZTAE, 


第 三 章 
故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 一人 4 了 一 ww 作 人 4 的 平分 线 


4D, 取 AD=1i, 在 了 4 的 延长 线 上 取 
1 
AP=3m, 


设 过 点 媚 作 4 了 的 垂 线 与 FAX 的 平分 线 
的 交点 为 加, 以 DB 为 弦 , 作 含 角 人 BA4F 的 
弓形 弧 与 4X 相交 于 B。 延长 8D 与 4 了 相 
交 于 0, 则 A4BC 即 为 所 求 作 的 三 角形 。 

2381.。 求 作 人 4.BC, 使 高 4 克 一 j 中 线 
AMU 一 m, 两 底 角 之 差 为 a。 

解 ”假定 符合 条 件 的 人 4BC 已 作出 , 令 其 
高 4 五 =h, 中 线 AM 二 


m， 作 人 4 的 平分 线 A 
4D, 则 
LD4AH- 主 4 
(问题 56) 。 号 Hs 


因为 已 知 边 4 互 及 LD4 和 H、 人 LDHA， 所 以 
可 作出 直角 三 角形 4ZD 瓦 。 办 此 本 题 可 归结 
为 已 知 高 4 五 \ 中 线 4M、~4 的 平分 线 4D， 
求 作 A4BC (问题 2336) 。 

2382. 已 知 顶 角 4, 两边 4B、40C 
之 差 为 6， 过 顶点 女 作 BC 的 垂 线 的 垂 足 为 
瑟 , BH、OH 之 差 为 m%， 求 作 A4BCO, 其 中 
AB>4C. 

解 ”假定 人 A450 已 作出 . 若 以 4 为 圆心 、 
AC 为 半径 作 圆 与 
BC、4B 分别 交 于 DD 
马 , 4 的 延长 线 与 贺 
的 交点 为 了， 则 

BE~AB-AE 

=AB-AC=,, 

© 

且 BD=BH~-HD~BH-CH=m,. 四 
又 因 至 D、C、 了 四 点 共 圆 ,所 以 

LBDB~/F—3 LBAO 3%. ® 

在 人 BDBE 中 , 根据 @@、@、@ 可 知 BE、BD 

和 人 BDB 的 大 小 。 由 题 设 4B>4C， 因 此 

一 也 是 锐角 , 故 可 决定 人 BDBE. 在 BE 的 延 

长 线 上 求 出 点 4, 使 4 妃 = .4D. 在 BD 的 延 

长 线 上 求 点 0, 使 4D=4O， 则 4 人 A4BC 即 为 

所 求 。 
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2383， 已 知 顶 角 4 一 a, 高 4 五 =h， 两 
边 之 差 48 一 BC 一 m, 求 作 人 4BO. 

解 设 人 4BC 为 所 求 的 三 角形 。 和 AB 
上 取 AC' 等 于 AC。 如 
图 ,过 点 4 引 直 线 A4H’,， 了 
取 AH'~=A4H, /AHAH' 
= 人 L040', 则 人 AH'O' 
人 AHO. B 一 0 HC 

“. LH'm /AHO= AR。 
设 互 人 与 BC 的 交点 为 0, 则 
入 4H'0@ 人 人 AHDO, 
ZH'OA= /HOA,. 
但 AH'~— AH =h, 
LHAH’'= /040'=0a, 
LH=.LH’= LR, 
所 以 四 边 形 4HOR' 可 确定 。 由 于 04 为 
人 HOH' 的 平分 线 , 所 以 本 题 可 归结 为 : 过 已 
知 的 和 HOH?’ 的 平分 线 04 上 的 定点 4 作 
直线 , 与 OK' 交 于 0 与 肥 0 的 延长 线 交 于 
B。 再 作 BC' 为 定 长 %。 这 种 作 图 法 可 根据 
问题 2093 直接 解 出 。 

2384. 已 知 边 BC 一 a, 两 边 4B、4C 之 
和 为 m， 两 底 角 C 与 已 之 盖 为 6, 求 作 
A4BC. 其 中 CO> 人 人 B, E 

解 [分 析 ] 假定 符合 
条 件 的 人 4BC 已 作出 . 设 
在 B4 及 其 延长 线 上 分 别 
求 点 D、 加 ,使 4D 一 A 到 
=AO, 则 人 ECD= 人 /E, 


I 
且 DOB= 瑟 9 


(问题 强 ) ， 因 此 LBCB=- ZR+S. 又 BB 


一 M，BC 一 c， 故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 人 人 BEC， 使 BE=m, BCO=a, 


LBOE=/R 二 与. 作 C 的 垂直 平分 线 , 设 


与 妃 B 的 交点 为 4, 则 人 A4BC 即 为 所 求 。 
2385。 已 知 边 4B 一 /， 两 个 底 角 B、C 
之 差 为 69， 人 4 的 平分 线 4D=m， 汞 作 
人 和信 4BC, 其 中 人 0> LB. 
解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 A4BC 已 作 
出 。 在 456 上 取 一 点 五 ， 使 4B8= AO, x 结 
Ck, 则 
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人 BOB- 二 9 (问题 55)。 


又 4 是 等 屡 三 角形 40 至 项 角 4 的 平分 
线 ,所 以 垂直 于 底 边 CEB， 从 而 


LADB= RDOB= 人 E+ 二 0, 


因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] ” 取 :4B= 
以 A4B 为 纺 ， 作 含 
(CR + 去 9 ) 的 弓形 
弧 。 设 以 女 为 圆心 、 | 
mm 为 半径 的 圆 与 弧 的 交点 为 D，。 引 直线 
AC0, 使 CGAD= /ABAD, 40 与 BD 的 延长 
线 交 于 点 0， 则 A4BC 即 为 所 求 。 

的 平分 线 4D==l, 两 边 4B、4C 之 和 与 底 边 
.BC 之 比 为 mr:w, 求 作 人 4BC. 

解 [分 析 ] 设 入 4BC 已 求 出 , 在 人 4 
的 平分 线 4D 上 求 内 心 了 7， 旁 心 7， 根 据 问 
题 1067 有 

4T _AB+AC m_ 47 
-和 2- 务 


由 于 4D 为 定 长 ， 当 它 
的 位 置 确定 时 , 则 I、 了 

的 位 置 也 就 定 了 。 又 
ZIBI'= /R= /ICT,, 

所 以 TB、Y、C 四 点 共 B C 
圆 。 由 点 4 向 BC 作 垂 

线 4 互 ， 则 根据 问题 56 


可 知 LD4 到 一 喜 9. 因 


此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 和 人 D4, 使 4D=?1, 人 DAH== 
到 6，L.4HD= LB。 再 在 4D 及 其 延长 线 
上 求 点 T、 了 I， 设 47:ID=47': DI'=min， 
以 了 7 为 直径 所 作 的 圆 ,与 DH 的 交点 为 B、 
C, 则 A4BC 即 为 所 求 . 
” 2387 ，. 已 知 三 角形 的 两 底 角 B、C 之 差 
为 6， 高 4 五 ~h， 另 两 边 之 和 (或 差 、 积 、 
比 ), 求 作 A4BC. , 
解 ” 假 定 已 知 两 边 的 和 差 , 设 八 4BC 为 
所 求 的 三 角形 。 作 4C 关于 4 玉 的 对 称 线段 
40', 则 


第 四 编 作 图 题 


LC0- /B=/A0C~LB=/L/BAO’, 
LBAC'=0. 人 A 

因此 本 题 可 归结 为 已 
知 4B 与 4C' 之 和 ， 
或 差 , 人 BAC' 的 大 
小 和 高 4 互 求 作 
A4BC'， 可 用 问题 
2369、2383 同样 的 方 
法 去 解 . 

车 已 知 两 边 之 积 
4B.4C 时 , 则 根据 问 
题 1318, 八 4BC 的 外 
接 吏 半径 即 为 已 知 。 
过 4 作 44'/ BO, 由 (2) ; 
于 人 4BA4'=60, 所 以 44' 可 确定 。 由 4 互 一 
h, 所 以 人 4BC 可 确定 。 

若 已 知 两 边 的 比 4B:4C 一 m:% 时 ,由 
(I)， 在 和 俯 4B0' 中 ，A4B:A0' 二 m:n， 因 为 
A4BC' 的 形状 一 定 ， 根 据 4 互 一 1， 可 确定 
和 人 4BO', 从 而 就 可 以 确定 人 4BCO. 

2388. 已 知 底 边 BC 一 a, 底 角 BC 之 差 
为 6, 另 两 边 4B、A4C 之 积 为 矶 . 求 作 人 4BC. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 人 4BC 已 作 
出 。 设 底 边 的 中 点 为 总 , 在 41 的 延长 线 上 
取 点 卫 ， 使 WN 了 一 4M， 则 四 边 形 4BYC 为 
平行 四 边 形 。 作 人 4C7 的 外 接 圆 与 CB 的 
延长 线 的 交点 为 D， 作 DX 平行 47 了 , 与 
交 于 及, 连结 4 、MX， 则 DX// 4Y,， 有 
ADY—DXY. 

. LACX=/LDOY= /ABO, 

LBOX= /ABC~ 40B=6. @ 
LAXC= /AYOC, A 
LAC0X= /MOY, 
MO:CY 
一 LOIOX， 
即 . Xx 
MO.CX~=AOCY=A0.4B=%?. ©® 


_ 式 罗 XX 


而 AM—MY, DX/) AY, 
“. LAMX= /DMUY=/AMO. ©@ 
又 DM=MX,， 
故 DM.MOC=—MX.MC— AM, @ 
“, AAMXwAOUA., 
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因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 取 线 段 BC 等 于 a, 作 其 中 点 修 . 
过 0 引 直 线 CX, 使 <MOXZ=9, 并 取 点 XX， 
使 CM.C 一 及 。 作 优 角 CMS 的 平分 线 
M4， 使 图 式 成 立 ， 而 取 M4 的 长 度 使 @@ 
式 成 立 ，M4? 一 好 和 ,MOC， 则 人 4BC 即 
为 所 求 。 

2389-. 已 知 三 角形 的 底 边 BC 的 长 和 位 
置 , 两 底 角 之 差 为 0， 顶 2 工 上 ， 
求 作 入 4BC. 

解 设 所 求人 4BC 
已 作出 , 作 人 4BC 的 
外 接 圆 ， 设 与 已 知 直 
线 工 的 另 一 个 交点 
为 D. 从 B 向 工作 垂 
线 BB， 在 其 延长 线 
上 取 加 B' 一 BB, 连结 B'D， 则 

LBP'DE=/EDB=— /ACB. 
营 在 CD 的 延长 线 上 取 一 点 0', 则 人 .4BC 一 
人 BDO', 因此 
LABC— /ACB= /EDC'~ /LB'DE 
= LB'DO'=0 


其 补 角 
LB'DO=2R— /BDC'=2/AR-0. 
因此 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 关于 工作 B 的 对 称 点 B', 以 BO 
为 弦 , 作 含 (2 人 BR~9) 的 弓形 弧 , 设 与 工 的 交 
点 为 D。 令 人 BCD 的 外 接 贺 再 与 工 相 交 于 
4, 则 A 人 4BC 即 为 所 求 。 

2390。 已 知 B0=a， 人 LB 一 人 0~w， 中 
线 4 用 二 m, 求 作 人 4BC. 

解 ” 假 定 此 题 已 解 出 , 设 A 48C 为 所 求 的 
三 角形 。 作 人 4BC ， A 
的 外 接 圆 ， 与 4M 的 
延长 线 相交 于 召 ， 作 
平行 于 BC 的 弦 4D， 

则 因 Cc B 

AD= A0—AB, 

所 以 ， LE=/AB-~/C=0, 
又 DM=AM=m, 
AM.ME=BM.MC~ MB 


©0 


由 @、 四 和 国 , 人 DM 是 已 知 的 三 角形 . 
由 此 ,首先 作 人 DME, 延长 BM 到 4, 使 4 
一 W%， 连 结 D4， 过 用 引 平 行 于 D4 的 直线 
CMB， 使 MB=MC=—， 则 人 4BC 即 为 


所 求 . 

2391. 已 知 两 边 4B、40C 之 积 为 她 ， 两 
底 角 B、0 之 差 为 a 中线 4D 一 m， 求 作 
和 人 4BC. 

解 [分 析 ] ”假定 问题 已 解 出 , 设 和 4BC 
为 所 求 的 三 角形 . 作 它 的 外 接 团 0, 设 OD 的 
延长 线 与 风 交 于 点 以。 由 于 放 是 弧 BC 的 
中 点 ， 所 以 4 平分 人 4，AM 与 BC 相交 
于 也, 根据 问题 1074 得 

AB.AC=~AF.AM, @® 
作 人 DFM 的 外 接 贺 ， 与 4D 的 延长 线 交 于 
P， 所 以 


AD.AP=AF.A4M. @ 
由 中 、@, 得 

AD.AP~ AB.AC. @ 
因 4B.40 一 有 2 AD=m, 


所 以 4P 为 定 长 , PP 为 定点 . 
又 DPF 四 点 共 
圆 。 设 过 点 4 作 BC 
的 垂 线 , 其 垂 足 为 刀 ， 
则 
AP=/AAFD SR 
=/AAEF 
+/AEAF. © ~ D 
因 4F 是 人 4 的 平分 线 ; 4BLBO， 由 问题 
56 得 
LEBAFP~3(L0 


-8) =- 亏 o。 
由 加 得 ， LDPM 一 LR+ 地 0. 
又 DM JAB, 所 以 
LZDMF= LEB4B- 亏 ao 
因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 取 4D 一 mo 在 4D 上 作 含 角 喜 < 


的 弓形 弧 , 延长 4D, 截取 4P 使 4D'4R 一 
及 。 过 点 情 作 直线 PM, 使 ; 
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LDPM=~ 人 LR+ 广 al 


与 弓形 弧 交 于 点 开 。 连结 4 用 、DM， 过 点 
DD 向 DM 引 垂 线 BO0， 再 作 4 的 垂直 平分 
线 且 0， 与 2 的 延长 线 交 于 点 O、 以 0 为 
圆心 、O4 为 半径 作 贺 ， 设 过 点 卫 所 作 DL 
的 垂 线 与 贺 交 于 B、0, 则 A4BC 即 为 所 求 . 
如 果 取 直线 P24 与 弓形 弧 相交 的 第 二 个 点 ， 
则 还 有 一 解 。 . 


(7) 已 知 内 切 圆 (或 旁 切 圈 ) 的 大 小 


”2392. 已 知 顶 角 4 一 x， 由 内 切 图 与 边 
BC 的 切 点 刀 所 分 的 两 部 分 BD、DC 的 长， 
来 作 和 人 4BC. 2 

- 解 ，{ 作 图 ] 在 任意 
直线 上 取 点 D， 在 它 的 
两 侧 分 别 取 等 于 两 线段- 
的 BD、DCO， 以 BC 为 


缠 , 作 含 ( 人 ER+ 二 4) 


的 弓形 弧 , 过 了 DD 作 BC 的 季 线 与 弧 的 交点 为 
I, 以 了 为 圆心 ; 7D 为 半径 作 圆 , 过 B、CO 分 
别 引 切线 (BC 除外 )， 设 此 两 切线 交点 为 4， 
则 人 A4BcC 即 为 所 求 . | 

[证 明 ]“ 册 作 图 知 ，BD、DC 等 于 所 给 的 
两 条 线段 , 因 弧 BIC 是 项 角 为 的 三 角形 内 
心 的 轨迹 ,所 以 LBA4C 一 a (问题 1793)。 

2393。 已 知 B0=a，A4AB 一 AC= 二 四， 内 
切 贺 半径 为 ">， 求 作 人 4BC。 

解 [分 析 ] 设 A 
A450 为 所 求 的 
三 角形 , D、 万 、 a > E 
为 内 切 贺 与 边 BC 
CA、AB 的 切 点 ， 

由 问题 444， 


BD—F(4B+B0-A40) 一 于 (m+9). 


因此 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 在 任意 直线 上 顺 次 取 三 点 了 、C、 


C 


G， 使 BC 二 a，CG 一 nw。 在 过 BG 的 中 点 D 


且 垂直 于 BG 的 直线 上 取 战 Di 使 DT 一 7. 以 
了 为 网 心 、DZ 为 半径 作 网 ,过 B 与 0 分 别 引 
圆 江 的 切线 , 设 其 交点 为 4， 则 人 4BC 即 为 
所 求 。 


[证 明 ] 路 ， 

[讨论 ] 如 果 >a， 则 无 解 . 

2394。 已 知 顶 角 4 一 aw， 全 人 
外 接洽 半径 E， 求 作 
人 4BC. 

解 因 人 4 的 大 小 
和 外 接 圆 的 大 小 都 一 
定 , 所 以 BC 为 定 长 ， 
因此 本 题 可 归结 为 : 
已 知 底 边 80, 顶 角 4， 内 切 圆 的 半径 7， 求 
作 和信 4BC( 参 照 问题 2385). 

2395。 已 知 两 边 4B、AC 的 差 为 m, 其 
夹 角 4 一 ww， 内 切 圆 的 半径 ”>， 求 作 人 A4BC, 

解 假定 所 求 A4BOC 已 作出 。 设 BC 的 
中 点 为 到 内 切 圆 与 BC 的 切 点 为 D, 则 

AB- AC=BD-— DO., 


Se 
因此 UD=3m, 
又 了 = 所 以 直角 
三 角形 IMD 可 确 
定 . 又  ¥ MD 


LABIC-90"+ 二 < 《问题 482)， 


已 知 人 AIBC 的 顶 角 BIC, 中 线 IM 和 高 7D， 
所 以 人 BC 可 作出 (问题 2331), 因此 ,首先 
作出 全 1BC， 以 了 为 圆心 ，7D 为 半径 作 欧 ， 
过 BC 分 别 向 贺 引 切线 B4、C4, 设 其 交点 
为 4, 则 人 4BC 即 为 所 求 .。 
”2396， 已 知 两 边 4B、4C 的 差 为 9, 两 
底 角 BB、C 的 差 为 9， 内 切 加 半径” 求 作 
A4BO、 其 中 4 好 > A 
AC. 

解 ”车 符合 条 件 的 
A4BC 已 作出 ， 设 
BC 的 中 点 为 用， 内 
切 圆 的 留心 为 Z， 内 也 M. < 
切 图 与 边 BC 的 切 点 为 也 则 


MD 一 亏 (BD 一 DO) -三 (4B— AC) 
1 
4 
ID=7, LIDM= /R. 


所 以 人 TDM 可 确定 , TM 的 长 度 也 确定 . 在 
人 ZBC 中 ，- 
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即 已 知 两 底 角 的 差 , 高 ID, 中 线 TM; 所 以 可 
根据 问题 2381 作出 此 三 角形 . 先 作 7B0; 
以 了 为 圆心 、7D 为 半径 作 回 ， 过 BC 分别 
向 贺 引 切线 , 设 其 交点 为 4, 则 人 4BC 即 为 
所 求 。 
2397、 已 知 项 角 4 一 c， 内 切 圆 半径 为 
7,4B、BO、CA4 三 边 的 和 为 2s, 求 作 人 4BC. 
解 [分 析 ] 假定 A4BC 已 作出 ， 因 为 
已 知 一 4 的 大 小 和 内 
切 圆 的 半径 >， 所 以 
车 Z4 的 位 置 确定 ， 
则 内 心 工 的 位 置 也 确 
定 . 在 .4 内 作 旁 切 
辆 ， 设 边 4B、40 与 
. 圆 的 切 点 分 别 为 六 
E, 则 AD=AB=s, 
所 以 D、 瑟 也 成 为 定 
点 .因此 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 作 人 人 XAY=a， 十 坝 AX、AY 上 取 
AD.4E 等 于 s。 过 D、 作 与 这 两 边 相 切 的 
,然后 作 与 4D、4E 相 切 且 半 径 为 7 的 
I。 作 这 两 贺 的 内 公 切 线 , 设 4D、 4 加 与 
该 内 公 切 线 的 交点 分 别 为 B、C， 则 和 4BC 


即 为 所 求 。 | 
2398， 已 知人 4BC 三 边 之 和 为 3s, 人 4 
的 旁 切 园 的 半径 7，BC 边 上 的 高 hp,， 求 作 
-人 4B0O。 


解 [分 析 ] 设 4B 的 延长 线 切 于 人 4 内 
的 旁 切 圆 7' 的 切 点 为 D, 则 


4D= 亏 x (4B+BC+04)=s. 


由 于 已 知 4D 和 DY’ 的 长 
度 , 所 以 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 线 段 4D= 
5; 过 DD 作 4D 的 垂 线 DI’ 
取 DI'=7。 以 了 为 圆心 ， 
7 为 半径 作 圆 ， 过 4 引 此 
图 的 切线 4 至。 以 4 为 贺 
心 , & 为 半径 作 贺 . 作 此 两 
加 的 内 公 切 线 ,与 4D、4E 的 交点 分 别 为 B、 
C0, 则 人 4BC 即 为 所 求 。 

2399。 已 知 和 4a, 高 4 有 =h， 内 切 


三 角形 的 作 图 


| 径 作 圆 .过 4 引 切 
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圆 半 径 ”， 求 作 人 4BC. 

解 作 一 人 4F=a: 
切 且 半径 为 的 
圆 1, 又 以 4 为 
冰心 、% 为 半径 
作 圆 。 引 这 两 圆 
的 外 公 切 线 ， 设 
它 与 4 下 .AY 的 
交点 分 别 为 B、 
C0, 则 和 俯 4BC 即 为 所 求 。 : 

` 2400. 已 知 底 边 BC=a, 底 角 B= g, 出 
切 圆 的 半径 7?， 求 作 A 


再 作 与 4Z、A4Y 相 


人 ABC. 
解 [ 作 图 ] 取 f,\ 
以 
BC 一 c 作 与 BC 的 中 
高 为 + 的 80 的 平行 | 2 并、 


线 。 再 作 直线 BT 与 三 
平行 线 的 交点 为 1 使 CTBC= 号 2. BI 


为 圆心 ,7 为 半径 作 圆 。 过 有 0 分 别 引 切线 
4，04, 设 其 交点 为 4, 则 人 4BO 即 为 所 
求 . 


[证 明 3 ”由 作 图 知道 ，B 四 了 是 人 4B0 的 : 


内 切 贺 ， 它 的 半径 为 ?。 又 因 ee 
所 以 ZL4BO=6, 且 BC=a. 

2401。 已 知 高 4 五 =h，LA4 的 平分 } 线 
AD 一 mn, 内 切 贺 的 半径 ?, 求 作 人 4BC. 

解 作 4H=h、ADm、/A4HD= 人/R 
的 直角 三 角形 4 有 D。 在 瑟 4 上 取 HE=7， 
过 召 引 DEH 的 平 
行 线 1, 设 4D 与 
EI 的 交点 为 7， 以 
了 为 圆心 ,7 为 半 


线 4B、A4C, 与 DH 
的 延长 线 分 别 交 于 
B、0, 则 人 4BC 即 为 所 求 。 

2402. 巨 知 内 切 图 的 半径 *y，-4 内 
的 旁 切 圆 的 半径 7 4B~4O=m， 求 作 
A 人 ABOC. 

解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 入 4BC 已 
作出 。 设 内 切 圆 、 旁 切 圆 与 BC 分 别 相 切 于 
及 也 则 

BF=4B~ 40 一 m (问题 447)，、 

\ 
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因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 取 BF=m,， 
侧 作 BF 的 垂 线 三 、 
EIT', 取 18B=7, 7T'F= 
亿 . 分 别 以 工 卫 为 圆心 ， 
7、 ?为 半径 作 圆 ， 引 两 
区 的 外 公 切 线 4B、40， 
设 与 ZF 的 延长 线 分 别 
交 于 BC， 则 人 4BO 
即 为 所 求 。 

2403， 已 知 BC==a，AB+A0=m， 内 
切 贺 的 半径 7, 求 作 人 4B0. 

解 [分 析 ] 设 和 人 4BC 为 符合 条 件 的 三 
角形 ， 内 切 贺 7 与 4B 
的 切 点 为 召 , 在 人 4 内 
的 旁 切 圆 与 45 的 延长 线 
相 切 于 G, 则 


AB~3(4B+A0—B0) 


过 恕 .在 如 FP 的 两 


A 
sD c 


一 到 (nm 一 四 1 全 


(问题 444) 。 因此 可 作 图 
如 下 . 
| 作 直 角 三 角形 4E7， 使 IE=7， 


AB = (mo), 人 如一 人 R.。 以 了 为 圆心 ， 


7 为 半径 作 加 7。 过 4 引 此 圆 的 切线 4F， 
在 AE、4F 的 延长 线 上 分 别 取 G、 瑟 , 使 


4G 一 于 (nm 十 gl) =AH, 


过 豆 作 相 切 于 4G、4 五 的 辑 ， 引 此 加 与 
轩 工 的 内 公 切 线 , 设 它 与 4G、4 互 的 交点 分 
别 为 B、C, 则 和 人 4BC 0 

2404， 已 知 底 边 
BCO=a, AB+.AC=”m, 
在 .4 内 的 旁 切 圆 的 
半径 ?", 求 作 人 入 4BC. 

解 [分 析 ] 设 符 
合 条 件 的 八 4BC 已 
作出 。 边 4B、4C 与 
内 切 圆 、 旁 切 贺 的 切 
点 为 DB, D'、B'。 
则 


AB—AW'—3(4B+BO+C4) 
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一 二 (a+m) (问题 446)， 


DE 一 DE'=BO=a (问题 447)， 
因此 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 作 半 径 为 ”的 贺 I。 过 此 圆 .上 
任意 一 点 肿 引 切线 ,在 切线 上 取 点 4， 使 
AE~=3(a+m). 


过 4 引 贺 了 ' 的 切线 4B', 在 AB、4E' 上 取 
DE=D'B'=Q. 过 D、D' 分 别 作 AB、4E' 的 
垂 线 ， 它 们 的 交点 为 了。 以 了 为 圆心 、ID 为 
半径 作 圆 。 引 两 加 的 内 公 切 线 ， 设 与 4 及 
4 万 ' 的 交点 分 别 为 B,C， 则 A4BC 即 为 所 
求 。 

2405. 已 知 周 长 为 2s, 高 4 及 = 有 ,内 切 
加 的 半径 为 7, 求 作 人 4BC. 

解 设 入 4BC 的 面积 为 S, 则 8S=sr。 过 
4 向 BC 作 垂 线 4 已 ， 


由 于 BC=a, 则 人 
S~ 末 B04 
-or 三， 


h . 
所 以 BC 的 长 度 a 一定 , 从 而 
AB+ A0~2s—a—2s— 2 (一 定 ). 


因此 本 题 可 归结 为 问题 2493. 

2406. 已 知 三 个 旁 切 圆 的 圆心 D、 BZ、 了 
的 位 置 , 求 作 人 A4BC， 

解 设 和 DEF 的 得 足 三 角形 为 人 4BC， 
则 人 就 是 所 人 


设 4D. Bm OF 、 
点 (人 DBE 了 的 重心 ) 
为 I, 在 48 的 延长 
线 上 任意 取 一 点 五 
则 


LEBD=/4BY. 

根据 作 图 , 4、 了 了、B、 了 四 点 共 贺 ， 因 此 
LABF= /AIF. 

又 因 LDBO= 人 DIC(*.“ B、D、C、 了 四 点 
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共 圆 )， 所 以 BD 是 人 B 的 外 角 平 分 线 ， 同 
样 , CD 也 是 LO 的 外 角 平分 线 ， 所 以 也 是 
人 4 内 的 旁 切 贺 心 。 同 理 ，、 了 分 别 是 
《人 B、 人 LC 内 的 旁 切 贺 心 ， 所 以 人 4BC 即 为 
所 求 . 

2407 。 已 知 4B、A4C 两 边 的 和 为 7 人 B 
一 9 内 切 圆 的 半径 为 ”， 求 作 A4BC. 

解 [分 析 ] 设 满足 条 件 的 A4BC 已 作 
出 , 内 心 为 了 过 
C 作 247 的 平行 
线 ， 与 B4 的 延 
长 线 的 交点 为 jg 


D. 则 . 
ACO= 4D, 


因此 BD= AB+AC=17,. 


又 xpor- 寺 (Co+LA 
1 


人 LR- 二 0， 


因此 可 作 图 如 下 。 a 
[ 作 图 ] 作 两 直线 BD、BO, 使 LDBC= 
9。 设 BD=1, 作 与 BD、BC 相 切 、 半 径 为 了 


的 加 了。 设 以 DT 为 弦 , 含 {LB 一半 6) 的 


马 形 弧 与 30 的 交点 为 CO 过 0O 引 贺 工 的 另 
一 切线 与 BD 的 交点 为 4， 则 A4BC 即 为 
所 求 。 

2408.。 已 知 底 边 BC 一 a, 内 切 圆 半径 7， 
乙 4 内 的 旁 切 圆 的 半径 . 

7 求 作 人 4B0， 

解 [分 析 ] 设 入 4BC 
为 所 求 的 三 角形 . 车 它 的 
内 切 贺 ， 旁 切 历 与 4B 及 
其 延长 线 的 切 点 分 别 为 上 上 
D、B, 则 
DE 一 BO 一 a (问题 447). 
郑 此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 1] 作 线 段 DB=ga。 以 D、 吾 两 点 为 
切 点 ,分 别 作 切 于 直线 DE、 县 在 这 直线 同 侧 
的 两 个 图 I 7', 设 其 半径 分 别 为 7 。 则 以 
此 两 贺 的 外 公 切 线 作为 两 边 ， 以 内 公 切 线 为 
另 一 边 的 人 4BC 即 为 所 求 的 三 角形 。 
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2409. 已 知 内 切 圆 的 半径 为 >， 一 个 旁 
切 圆 的 半径 为 7 面积 为 m2， 求 作 人 4B0. 

. 解 [分 析 ] 设 符合 人 
条 件 的 A4BC 已 作出 。 EA 
I 为 内 心 , 了 为 全 在 。 ,i 
人 .4 内 的 旁 心 。 设 NN 

AB+BOC+CA=2s, . EF’ 
A4B50 的 面积 可 用 sy 
表示 ,所 以 

m2=8.7。 © 

设 4B 及 其 延长 线 与 圆 7 及 圆 忆 的 切 点 分 
别 为 及 召 ，4F 一 % 由 加 得 s 一 下 ， 所 以 


4 为 定 长 。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 了 作 半 径 为 光 的 圆 z， 过 圆 也 上 
任意 点 到 引 切 线 4， 设 4=s ( 设 ?为 符 
合 o2? 一 sy 的 线段 )。 过 4 再 作 加 7’ 的 切线 
AF'。 在 LFA4F' 内 ， 作 与 4F、AF' 相 切 
的 半径 为 和 的 圆 7。 引 加 工 了 ' 的 内 公 切 线 
与 4、4 瑟 的 交点 分 别 为 了 3、C, 则 A4BC 
即 为 所 求 . 

2410。 已 知 三 角形 的 内 心 7， 遍 边 BC 
的 中 点 了 L, 及 从 4 
向 BC 所 作 的 垂 线 
的 垂 足 互 三 点 的 
位 置 . 求 作 4BC. 

解 [分 析 了 设 
入 ABC 为 所 求 的 
三 角形 。 内 切 圆 了 
与 BC 的 切 点 为 
也 , 旁 切 圆 忆 与 BC 
的 切 点 为 马 。 则 

BE=CD (问题 448)。 

设 BC 的 中 点 为 ML, 则 

ME—MD,. @ 
由 于 4、I、 了 7' 在 一 直线 上 , 设 17' 与 BC 的 
交点 为 9, 因为 BT、B7' 分 别 平分 人 4BQ 及 
其 外 角 , 所 以 4、 工 8、 工 构成 调和 点 列 ( 问 
题 1479) 。 从 而 人工 9、 卫 在 BO 上 的 射影 
五 、 D、4、 瑟 构成 调和 点 列 . 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 连结 及 ,过 了 向 MM 琅 引 垂 线 
TID， 以 了 为 圆心 ，7D 为 半径 作 圆 .关于 2 
作 点 也 的 对 称 点 如 ,在 DB 上 确定 点 9， 使 


五 、D、@、 恕 板 成 调和 点 列 (问题 2014)。 设 
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过 五 作 忆 及 的 垂 线 , 与 @7 的 延长 线 的 交点 
为 4, 过 4 向 加 了 引 两 条 切线 ， 与 加 及 的 延 
长 线 分 别 交 于 B、 CO， 则 人 4BC 即 为 所 求 。 
2411. 已 知人 B、《 人 C 内 的 旁 切 圆 的 半 
径 71、72, 两 边 4B、AC 的 和 7 求 作 A4BCO. 
解 [分 析 ] 假定 
合 条 件 的 人 4BC 
已 作出 . 设 CO、 人 B A 
内 的 旁 切 圆 与 边 BC 
的 延长 线 的 切 点 分 别 
为 D 吾 , 则 


BE=—3(4B+BO+04) > 


DB CE 


CD=— 寺 (4B +BC+CA). 


0 DE= (BE+DO) — BO 
=AB+AC=1. 


因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 作 DE=?i. 以 D、 且 为 切 点 分 别 
. 作 与 DB 相 切 且 半 径 为 ?>?1 的 两 个 圆 , 引 此 
两 加 的 内 公 切 线 (其 交点 为 4), 设 它们 与 DB 
的 交点 分 别 为 B、C (使 在 <B、 人 C 内 分 别 
包含 半径 为 71、 ?2 的 两 个 贺 )。 则 和信 4BC 即 
为 所 求 。 

2412. 已 知人 B、 人 CG 内 的 旁 切 圆 的 半 
径 71、72, 两 底 角 BC 之 差 9, 求 作 人 4BC. 
其 中 人 人 B< 6， 

解 ， [分析 ] 设 符合 条 件 的 和信 4BC 已 作 
出 , 人 LB、 人 0 内 的 
旁 切 加 的 加 心 分 
别 为 11、 12; 站 
7472) 则 此 连 线 通 过 
顶点 4、 且 是 C4 Y 


的 外 角 平 分 线 . 作 内 角 又 的 平分 线 4AE, 过 


C 向 4 引 疏 线 , 设 其 交点 为 如, 则 
CBN DTa， 人 BOB 一 二 9 (问题 55). 


设 Jizs 与 BC 的 交点 为 D, 则 


所 以 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 人 XDY = 69， 在 DX 上 求 
两 点 Ts 使 与 DY 的 距离 分 别 为 74、72. 然 
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后 以 I、 To 为 圆心 ，71、? 为 半径 作 圆 。 设 
此 两 如 的 两 条 内 公 切 线 ( 其 交点 为 4) 与 DY 
的 交点 分 别 为 B、C (使 在 人 LB、 人 LC 内 分 别 
包含 加 1、12),; 则 和 俯 4BC 即 为 所 求 。. 

2413. 已 知 <B、LC 内 的 旁 切 圆 的 半 
径 4、 72, 底 边 BC=a, 求 作 人 4BC. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 人 A4BC 已 作 
出 。 作 人 B、LC 内 的 旁 切 阅 Is、I1, 与 边 
AB、AC 的 切 点 
分 别 为 D、 互 ， 
五 .F. 由 于 BD、 
0 了 等 于 人 4BC 
的 半 周 长 $, 所 以 

AD=s—AB, AF=s— AO, 
因而 A4D-+4F2s--(4B+A0)=BO, 
DE=ADT+AF= BO=a。 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 取 DEB~a。 在 DB 的 两 侧 作 半 
径 为 714、 yo 且 分 别 以 及 殖 为 切 点 的 圆 Ti、 
Ts， 引 其 内 公 切 线 了 及 ( 设 与 DE 的 交点 为 
4), 再 作 两 见 了 1, 712 的 外 公 切 线 , 设 它 与 DB 
的 延长 线 、 了 及 的 延长 线 的 交点 分 别 为 B.C 
(I 在 :人 B 内 ,IT3 在 LO 内 )， 则 入 4BC 即 
为 所 求 。 . ， 

2414. 已 知 ~4=a， 含 在 4 内 的 旁 
切 圆 的 半径 为 4B~A0C 一 m, 求 作 人 4BC. 

解 [分 析 ] 设 ee 角形 。 
过 人 4 内 的 旁 心 0， 
引 直 线 了 使 与 4B 
40 构成 等 角 。 则 

AE=AF. 
" AB-+BF 
=AC+OE, 
即 A4B-40 
=~0E—BF. 
0 及.BF=0F? (问题 1169)。 
又 CB 一 BF 一 m, 可 知 C、BF 的 差 与 积 是 
已 知 的 ,所 以 CB、BF 可 决定 (问题 2016) . 

[ 作 图 ] 作 人 BA4F=a， 再 作 切 于 这 个 角 
的 两 边 而 半径 为 ?的 贺 0. 过 O 作 垂直 于 04 
的 直线 ， 设 它 与 人 BAF 的 两 边 的 交点 分 别 
为 加 、 耳 。 再 在 4F、4E 上 分 别 求 点 B、0， 
使 


OE- BFP~m, BF.0B=FOa . 
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(问题 1169), 则 八 4BC 即 为 所 求 。 


2415- 已 知 内 切 敬 的 半 公 ?， 人 4 内 的 
旁 切 圆 的 半径 7'， 人 4 的 平分 线 4D 二 mn, 求 
作 和信 4BC.， A 

解 设 信 4BC 为 所 A 
求 的 三 角形 。 车 在 4D 
及 其 延长 线 上 求 出 内 心 本 AH 
了 与 旁 心 7 则 ~ FI° 

47 AB+AC 
TD ~ B80 ~ F 
(问题 1667)， 
~ AD_AI+ID._.AB+AC+BC 
“” _ 7D 1D0 BC 


9 
设 园 IT、 过 的 半径 分 别 为 和 7 (问题 976)， 则 
r'_ AB+BO+CA4 


7” AB+AC—-BO’ 


7 AB+BC+C4 @ 
”” 9 一 28C 
和 AD 27’ 
由 人 @、 回 得 了 7 万 ”7 二 《 定 ) 
由 4D=m, 所 以 
(7r'—7)m 
1D a [(@) 


报 据 DI 的 长 度 变 化 知道 了 是 定点 。 又 4、 
I、D、 了 T' 构成 调和 点 烈 , 所 以 7' 是 定点 。 因 
此 作 内 切 圆 T， 旁 切 贺 TY， 再 作 此 两 贺 的 两 
条 外 公 切 线 和 一 条 内 公 切 线 ， 即 可 求 出 
和 人 4BC. 

2416. 已 知 三 角形 的 三 个 旁 切 圆 的 半径 
7 II 求 作 A4BC， 

解 ” 设 三 角形 的 三 边 BO、4C、4B 分 别 为 
QC、D、c， 设 4 十 D 十 C 一 22D， 
则 

(2 一 9) Va (p ee or”, 
(2 一 0)?”' 部 表示 人 4BC 
的 面积 ， 其 中 TS 表 
示 分 别 切 于 w、&、 2 的 旁 
切 圆 的 半径 。 

《CD 一 0Y 一 (2 一 芒 和 一 《2 一 007 
将 此 式 变形 为 : 


2 一 4 2 一 2 Pe 
| 
La vald vatd 
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.， (Pp~—0)+(n—5) 
1 


iLi ‘ 
La 7 


(np—2) 二 (2 一 c) 
专 + 
7 ? 

一 DZ 一 9 十 (0 一 0) ， 


1 1 
Fr tr 


-+ 二 
7 个 
因此 三 角形 的 三 边 4、5、c 分 别 与 上 上 式 中 三 
个 分 母 的 数 成 比例 ,所 以 先 要 求 出 与 
1 1 1 1 1 1. 
， 2 rr" ry 7 
的 三 个 成 比例 的 线段 。 把 上 式 各 项 筠 以 7 
7“， 则 变 成 : 
TF" 1 nr Lab 

( ym 十 7 ) (? +7"), (r+ 工 777 下 
设 局 一 ms 由 于 w 是 7 7" 的 第 四 
比例 项 ,所 以 mr 可 以 求 出 。 因 此 , 先 由 (和 十 
2)、( 十) 十 1) 三 条 线段 作 人 4B'O'， 
再 作 切 于 4B'，4C' 且 半 径 为 的 阅 T'， 然 
后 作 切 于 圆 7 且 平 行 于 B'O' 的 直线 BO, 使 
贺 7Z 为 人 4BC 的 旁 切 圆 ， 则 人 4BC 即 为 
所 求 。 


(8) 作 三 角形 内 接 . 外 切 于 定 圆 (或 
定 多 边 形 》 


”2417 . 
0 


作 内 接 于 已 知人 4B0 的 PR， 
边 分 别 平行 于 三 条 已 知 直 线 芯 、Y 了 、 


[ 作 图 ] 在 
AB 上 任意 取 点 工 ,过 
工 向 了 引 平 行 线 与 
BC 的 交点 为 好 .过 
工 、 MH 分别 向 2、 了 
引 平 行 线 , 其 交点 为 广 。 设 BN 与 4C 的 交 
点 为 B, 过 五 引 工 N 的 平行 线 与 4B 的 交点 
为 PP。 过 了 引 ZU 的 平行 线 与 BC 的 交点 为 


一 
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@, 则 人 PQR 即 为 所 求 。 

[证 明 ] LM/P9Q, NL/ RP. 

但 ”BN:NR=BL:LP=BM:MQ, 
因此 MN 平行 于 @R。 
". PQ) ZX, QRNY, RP)Z. 

2418. 作 外 接 于 已 知 正方 形 DBFG 的 
三 角形 4BO, 使 4=a, 4D.BD=m?. 其 
中 点 D、 召 分 别 在 边 4B、4C 上 , G8 在 BC 
上 . :0 

解 [ 作 图 ] 以 
正方 形 DBEFG 的 
边 DE 为 弦 ， 在 正 
方形 的 外 侧 作 含 角 
的 弓形 弧 .在 GD BB 6 ，: C 
的 延长 线 上 求 点 五 ,使 DG.DH=m?, 以 DR 
为 直径 的 圆 与 弓形 弧 交 于 点 4， 设 AD、 4AE 
与 GZ 延长 线 的 交点 分 别 为 B.C, 则 人 4BC 
即 为 所 求 。 

` [证明] 人 HGB= 人 k= 人 4B， 因此， 
五、4、G、 巨 四 点 共 贺 . 
, .AD.BD=HD.DG—m?, 
又 4 一 a,， 所 以 人 4BC 即 为 所 求 作 的 三 角 
形 . 

2419。 作 与 已 知 人 4B'C' 相似 且 外 切 
于 圆 0O 的 人 4BC, 并 A 
使 边 BC 过 定点 卫 . 

解 过 忆 向 加 0 引 
切线 ， 在 切线 上 求 点 
B、0, 使 E 


LOBP 一 十 ZB’, 
L00P 一 诗人 0 


过 BC 向 圆 0 引 切 线 ,两 切线 交点 为 4, 则 
个 4BC 即 为 所 求 。 


解 [ 作 图 ] 
过 四 0O 上 任意 点 


D, 引 弦 DB、DF 分 别 平行 于 已 知 直线 卫 了 ^ 
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了 Z'。 以 .0 为 圆心 , 作 相 切 于 了 的 贺 , 过 了 P 
向 此 贺 引 切线 BC， 与 外 圆 0 的 交点 为 B、 
C0. 过 B 引 BA4/XX' 与 外 疗 0 的 交点 为 
4, 则 A4BC 即 为 所 求 . 

[证 明 ] 由 于 EF 与 BC 是 同一 外 圆 0 的 
弦 , 同 是 内 圆 0 的 切线 , 所 以 这 两 条 弦 相 等 。 
因此 , BDF= 人 BAC. 

但 ” 4AB/J DE, .…. DF/ 40. 
因此 4B// XX',，A40 YY', 且 BC 通过 定点 
PP, 故 人 4BC 即 为 所 求 . 


2421. 作 已 知 底 边 BC 二 a, 过 顶点 BB 的 
高 BH =h 的 三 角形 内 A 
接 于 已 知 圆 0。 

解 在 加 0 内 作 弦 


BO=a， 以 Bo 为 直径 
作 半 圆 ， 在 这 个 半 贺 内 
作 弦 如 及 hk. 设 C 的 
延长 线 与 贺 的 交点 为 
4， 则 A4BC 即 为 所 求 。 
2422， 求 作 底 边 为 定 长 , 其 它 两 边 4B、 


tw 
0 


4C 分 别 平行 于 已 知 直线 OX、OY 的 三 角形 ， 


且 内 接 于 已 知 三 角 
形 DEF. 

解 ” 设 符合 条 件 
的 和信 4BC 已 作 晶 . 
此 三 角形 的 外 接 贺 
与 DF 的 交点 为 
4 则 


LBAC= /BA4C= /XOY. 

又 LA'BC= /A’'AC, 
AC HOF, LA'BC (已 知 )， 且 BO=a, 故 
A4BC 的 形状 和 大 小 一 定 。 根据 问题 2292 
先 在 另外 的 位 置 作 与 人 4'BC 全 等 的 三 角 
形 ， 再 作 外 接 此 三 角形 与 人 DEF 全 等 的 
和 人 D'B'F' (参照 问 题 2293) ， 移 至 人 召 DF 得 
内 接 三 角形 4BC。 然后 作 俯 480 的 外 接 
圆 与 DF 的 交点 为 4， 则 人 A4BC 为 所 求 的 
三 角形 。 : 

2423. 求 作 内 接 于 已 知 圆 0 的 三 角形 ， 
且 使 其 底 边 BC 平行 于 已 知 前 线 LU， 其它 
两 边 AC、4B 分 别 过 直线 ZN 上 的 两 个 已 知 
点 P、8. 

解 【 作 图 ] 过 两 点 P、8@， 作 与 岗 O 相 
切 的 圆 (问题 2637)， 设 切 点 为 4, 连结 P4、 
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@4。 其 延长 线 与 圆 0 
相交 于 0C、B, 则 人 A4BC 上 只 
为 所 求 的 三 角形 . 

[证 明 ] 过 点 4 作 切 
线 TAT', 则 

LQPA= /QAT' 

= /TAB 
=/ACB, 
‘. LM BC. 

显然 , 边 4C、4B 过 已 知 点 P、9. 

2424. 设 入 4B0 的 外 接 圆 为 0， 已 知 
弧 BO、C4、4B 的 中 点 已 @、 五 的 位 置 , 求 
作 和 4BC. 

解 设 连 结 OP、09、 
OR 与 人 ABC 的 边 分 别 交 
于 点 D、 召 、F, 则 ODL 
BO OE | AC, OF | AB. 
因此 有 


LC 一 (人 DOB 的 补 角 )， 
人 4 一 (人 EOF 的 补 角 )。. 
因而 ,三 个 角 A4、B、C 一 定 ， 故 本 题 可 归结 
为 与 问题 2273 相同 的 问题 。 
2425. 求 作 内 接 于 贺 0 的 三 角形 4BC， 
并 使 它 的 边 BC 平行 且 等 于 已 知 线段 了 ， 


4 的 平分 线 4 如 过 已 知 点 忆 ， 

解 [ 作 图 ] 作 平 行 且 等 于 之 了 的 弦 BO， 
求 弧 BC 的 中 点 了 ， XY————Y 
设 PD 与 区 0 的 交点 
为 4、 则 人 4BC 即 


[证 明 ] 由 作 图 知 
BOCLXY, AD 过 PDP, 
又 由 也 是 弧 BC 的 中 
点 .所 以 , 4D 是 人 4 
的 平分 线 ， 并 通过 定点 卫 ， 

2426. 求 作 内 接 于 已 知 A4BC 的 三 角 
形 且 PZ, 其 中 互 为 边 BC 上 的 定点 , 了 2Z 的 
方向 是 已 知 的 ， 
且 使 互 也 :和 GE 一 
IN 了。 

解 [ 作 图 ] 
过 边 4C 上 任意 
点 召 ， 向 已 知 方 
向 引 直线 , 设 它 B 
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与 4B 的 交点 为 了 。 以 定 比 m:nw 内 分 与 外 
分 妞 了 的 两 点 为 直径 的 两 端 作 贺 (阿波 罗 
尼斯 网 )， 设 它 与 4Z 的 交点 为 D。 过 蕊 分 
别 作 DD 的 平行 线 与 4C、A4B 的 交点 
分 别 为 卫 、2, 则 人 XYZ 即 为 所 求 。 

[证 明 ] 由 作 图 知 方向 一 定 , DE:DF 
是 定 比 。 又 YDE, XZ1 DF, 因此 


ee EE em Em 


一 定 )。 


2427. 求 作 外 接 于 已 知 正方 形 PQES 


的 三 角形 4BC， 使 顶 角 4 一 忆 、S 分 别 在 
边 4B、A4C 上 , QR 在 DA 


-TT-"~—-~A= 
上 


边 BC 上 , 自 4P:BP 
二 M:N%。 其 跑 、%% 
是 已 知 线段 . 

解 [分 析 ] 设 符 
合 条 件 的 人 4BC 已 了 Qa RC 
作出 ， 过 4 引 QE 的 平行 线 与 4P 的 延长 线 
交 于 点 也, 则 

DP: PQ= AP: PB=m'n. 
又 女 在 以 PS 为 弦 含 角 a 的 弓形 弧 上 ， 故 可 
作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 延长 89P 到 人 DD， 使 DP:PQ=m: 
%， 过 品 作 RE 的 平行 线 , 与 以 PS 为 弦 , 含 
角 忆 的 弓形 弧 交 于 点 4。 设 4P、A65 的 延长 
线 与 BE 的 延长 线 的 交点 分 别 为 8、C， 则 
入 4B0 即 为 所 求 。 

2428。 求 作 内 接 于 定 圆 2 的 三 角形 
4BO， 使 其 边 4B、4C 分 别 通过 定点 P、@， 
且 BC 平行 于 定 直 线 之 YY.。 

解 设 和 4B0 为 所 求 的 三 角形 ， 过 OC 作 
平行 于 PQ 的 弦 CD。 
设 DB 的 延长 线 与 
PQ 的 交点 为 马 ， 则 
LBEP=~/D=/A. D 
因而 8、4、8、 甩 四 点 
共 回 ， 


'. PB.PA=PQ.PE. 
忆 是 定点 ， 所 以 P4.PB 一 定 ( 设 过 卫 贺 
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0 的 切线 的 长 为 m, 则 P4,.PB 一 mm2) ， 由 于 
PQ:PE 一 WV2, PQ 与 是 定 值 , 所 以 加 是 定 
点 。 设 QE8/XY, 人 DCB 人 PQR (一 定 )， 
因此 , 8D 的 长 一 定 。 故 本 题 可 归结 为 : 过 定 
点 召 向 定 贺 0 引 割 线 BD， 截取 弦 BD 为 
定 长 的 问题 (问题 2125) 。 

2429。 已 知 4、B、C 三 点 和 圆 0， 求 作 
入 O 的 内 接 三 角形 DEF， 人 
copa B.C 
中 的 一 点 。 

解 设 符合 条 件 的 
ADB7 已 作出 。 过 上 
五 引 平 行 于 4C 的 纺 
BG, 连结 G 加 , GB 的 


延长 线 与 4C 相交 于 A 了 
P, 刚 LAPE= /PAF= /HDF,. 
因此 P、C、D、 甩 四 点 共 圆 , 从 而 4P.40 一 


AB.AD. 又 4 是 定点 ， 圆 0 是 定 圆 ， 所 以 
AD、4E 的 积 一 定 。 因 此 4C、4P 的 积 也 一 
定 , 所 以 卫 是 定点 。 本 题 便 成 为 作 两 边 GH、 
五 8 分别 过 定点 了、B, 第 三 边 GF 平行 于 定 
直线 4C 的 三 角形 GBF 的 问题 , 可 归结 为 问 
题 2428。 

2430. 作 已 知 圆 0 的 内 接 人 A4BO， 使 
其 底 边 BC 二 ag， 中 线 BD 
一 Wm， 生 其 重心 G 在 圆 O 
的 定 直径 PQ 上. 

解 [分 析 ] 假定 符合 
条 件 的 人 4BC 已 作出 . 
BC 是 定 长 。 因为 外 接 贺 
的 大 小 一 定 , 所 以 4 的 
大 小 一 定 。 可 归结 为 作 
已 知 BO、 一 4、 中 线 BD 
的 人 4Bo 的 问题 (问题 
2303) 。 

[ 作 图 ] 作 贺 0 等 于 定 贺 0, 在 此 贺 内 作 
内 接 三 角形 4'B'C'， 使 B'0' 一 a， 申 线 BT 
一 UW。 设 和 俯 4'B'C' 的 重心 为 G'， 作 过 G' 的 
直径 PY。 在 园 O 上 求 点 4、B、C， 使 P4 
=P'4', PB=P'B', 90=980 则 人 4BC 即 
为 所 求 . 

, 2431.。 求 作 外 切 于 已 知 圆 0 的 人 4BC， 

使 其 三 个 顶点 4、B、.C 分 别 在 由 圆心 所 引出 
的 三 条 定 直 线 OX, OY, 02 上 。 


| 设 其 半径 为 "”， 再 作 与 
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解 [分 析 ] ”假定 符合 条 件 的 人 4BC 已 
作出 。 设 与 圆 

0 的 切 点 分 别 
为 D、B、 也 . 
O04、O0B、00 
与 加 的 交点 分 
别 为 4，B'， 
0C'. 在 贺 O 上 
任意 取 一 点 
P， 设 点 卫 关 
于 OY 的 对 称 点 为 @， 则 PB'~BY, BB'= 
名 %, 因此 ， PP 一 6B， 又 设 ( @ 关 于 02 的 对 
称 点 为 马 则 9C 一 CR，80' 一 2 和， 因此 ， 
人 组 一 航 .同样 , 设 关 于 OX 的 对 称 点 为 
8， 则 豚 一 SD， 因此, 她 = 玉 ,所 以 也 为 
二 的 中 点 。 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 在 人 XOY 内 的 圆 向 上 任意 取 一 
点 了， 按 顺 序 取 此 点 关于 三 条 直线 的 对 称 点 
@、 BR、S。 过 弧 PS 的 中 点 也 引 切 线 与 OX、 
OZ 的 交点 分 别 为 4、B。 过 4, B 分 别 引 切 
线 , 设 其 交点 为 C, 则 人 4BC 即 为 所 求 。 

2432. 在 以 4B 为 弦 的 已 知 马 形 内 ， 求 
作 与 已 知 三 角形 全 等 的 
内 接 三 角形 PQR. 

解 ” 设 法 作出 外 接 于 
人 PQR 的 与 已 知 马 形 
全 等 的 弓形 就 可 以 了 。 
先 作 已 知己 形 为 全 加， 


TS 
人 PQR 全 等 的 人 PR', 作 以 9 为 纺 \ 半 
径 为 了 的 圆 (使 人 PYB' 在 此 圆 内 ) 、 过 号 ' 
作 弦 4'8' 一 4B, 则 把 这 个 马 形 移 到 与 原来 
的 弓形 重合 。 


(9) 已 知 面积 的 作 图 题 
2433. 已 知 顶 角 4( 二 a)， 中 线 Ln 
), 面积 (二 ?m2), 求 作 
A 人 4BO. 
解 ”假定 符 合 条 件 “ 
的 人 4BC 已 作出 . 引 
中 线 BD, 则 B 


© 
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又 人 4=%, 已 知 ee 的 边 BD 的 长 , 顶 
角 4 和 它 的 面积 亏 二 m2， 所 以 人 4BD 可 以 


作出 。 因 此 , 先 作 人 在 4D 的 延长 线 
上 取 DC 等 于 4D, 则 人 4BC 即 为 所 求 。 

2434-. 已 知 顶 角 4( 一 a)， 中 线 4M = 一 
,面积 《=m), 求 作 人 4BC. 

解 ”假定 符合 条 件 的 人 4BC 已 作出 ,延长 
中 线 4MK， 截取 A 

, MD=— AM, 

则 

AAMOCOQADMUB, ge c 
因此 

SA4BD 一 SA4so 一 7202。 

而 AC 1 BD, 所 以 ‘D 
/LA4BD=180°— /BAC=180°—oa, 
AD=24M=2. 

已 知人 和信 4BD 的 面积 、 边 4D 的 长 和 顶 角 
4BD 的 大 小 ， 所 以 可 作出 此 三 角形 。 先 作 
入 4BD， 取 4D 的 中 点 为 对 ,延长 BUM， 取 
WMC 一 BM, 则 和信 4BC 即 为 所 求 。 

2435. 已 知 底 边 BC(=a),， 其 它 两 边 
AB、AC 的 比 《p:9); 面积 (=mm2)， 人 


的 人 4BC 已 作出 .过 B 
4 向 BC 作 垂 线 4 五， 
则 


A4BO- 亏 BC.AH, 


. 2 一 工 
oN 于 4.4 互 。 


因此 4 瑟 为 定 长 。 设 其 长 度 为 x， 则 可 作 图 
如 下 : 作 BC=a, 按照 p:q 求 内 分 与 外 分 BC 
的 点 D、 如 ， 作 以 DB 为 直径 的 加 。 再 作 平 
行 于 BC, 且 距 离 等 于 hh 的 直线 了, 与 阅 的 
交点 为 4, 则 人 A4BC 即 为 所 求 (如 果 能 够 作 
为 4 的 点 有 两 个 , 则 有 两 解 ) 。 


2436 .已 知 底 边 BC (一 c) ,从 顶点 4 向 
BC 所 作 的 垂 线 的 惟 足 A 
互 的 位 置 ， 角 4 的 两 
边 4B、4C 上 的 正方 形 
面积 之 和 (=m”)， 求 作 、 
A4BC， B MH C 


三 角形 的 作 图 
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解 [分 析 ] 设 人 4BC 为 所 求 的 三 角形 ， 
从 和 4 向 底 边 BC 所 作 的 各 线 的 垂 足 为 五, 双 
为 BC 的 中 点 , 则 4M 是 此 三 角形 的 中 线 . 

.。 AB?+ AC?= m=2( AU?+ BM), 

a2 
ee. AM?—3(m 3 A 


因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 线 段 BC 一 0 以 BC 的 中 点 以 


为 四 心 、Y 生 (mr 一生 ) 为 半径 作 园 ， 从 


BC 上 的 已 知 点 五 作 BC 的 垂 线 ， 与 圆 的 交 
点 为 4, 分别 连结 4B、4C. 则 八 4BC 即 为 
所 求 。 

2437. 求 作 三 角形 与 已 知人 4.BC 等 积 ， 
使 在 底 边 上 的 一 个 角 等 于 已 知 角 c， 且 底 边 
等 于 已 知 线段 7. 

解 过 人 入 4BC 的 顶点 户 作 直线 BE, 使 

LHBC=a, F 
再 作 4 五 /BC, 则 A 
SaABc—= SaHBC. © 
在 BO 或 其 延长 线 上 
取 线 段 BH 一 l， 连 结 
加 及 ， 从 CGC 引 BH 的 8 E CcC 
平行 线 , 与 BE 或 其 延长 线 的 交点 为 万 则 


”SABzBc 一 SAzrBP) 


因此 SaArsg 一 &Aac © 
由 @\、@ 得 

SArpg=Sa4apc, BE=!, LFBE=a, 
因此 人 了 BE 为 所 求 作 的 三 角形 . 

2438， 求 作 三 角形 ,使 其 底 边 在 已 知 四 
边 形 4BCD 的 边 4B 所 在 的 直线 上 , 顶点 为 
CD 上 的 已 知 点 P， 且 与 四 边 形 等 积 。 

解 过 DC 分别 
引 直 线 DX、CY 了 平行 
于 了 4PB, 设 与 4B 
的 延长 线 的 交点 为 
及 .了 了 。 则 人 PXY 即 
为 所 求 的 三 角形 。 

注 设 在 4B 上 的 任意 位 置 取 XY'=XY， 
由 于 人 PX'Y' 一 人 PXY, 对 于 本 题 来 说 , 即 
使 再 适当 增加 一 个 条 件 作 图 也 是 可 能 的 。 

2439， 已 知 4( 一 xc)，~B( 一 6)， 面 
积 ( 一 2， 求 作 和 人 4BC. 

解 作 任 意 A4'BO0 使 了 4 一 a， CEB' 一 
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B, 设 与 它 等 积 的 正方 形 的 面积 为 m2, 求 线段 
BO, 使 BO': BO 一 n:m。 在 BO 上 作 与 


人 入 4'B'O' 相似 的 A4DBO， 
使 BC 为 B'C' 的 对 应 边 . 

则 和 信 4BC 即 为 所 求 的 三 a 
角形 。 其 理由 是 : 

A 人 AA4BOWwAA'B'O'’, 
es -Sao -BO 
由 于 SaiaB'c' 一 22 所 以 Se4sco 一 702. 

2440. 过 已 知 点 卫 作 直线 , 与 两 条 已 知 
直线 O0X、O7Y 构成 人 04B， 使 其 面积 等 于 
已 知 面积 。 

解 ” 设 和 矩形 KLMN ed 0 
KN 上 求 点 8S， 使 
ZS8LT= /XOY, 
延长 ZUMU， 取 和 TIT 
和 矩 形 KLMN 面积 

SA408= Sasr7. 
由 04.0 = LS8: 
LT (一 定 )， 可 归 0 
结 为 问题 2098 的 作 图 。 
(10〉 其 他 

2441. 设 在 八 4BC 的 外 侧 所 作 的 三 个 
正方 形 分 别 为 4BDE、A4OFG、BCHK, 已 知 
的 三 条 中 线 分 别 为 b 
A444' BB' CO', 则 

EG~=244’, 
FH=200’, 
DK=2BB' 
(问题 237) . 
因此 本 题 可 归结 为 . 工 H 


一 Sasrzr。 

设 入 40B 为 所 求 

三 条 线段 BG、FH、KD 的 长 度 , 求 作 
和 人 450。 

已 知 三 条 中 线 求 作 A4BC( 问 题 2319) 。 
2442 。 


的 三 角形 , 则 
解 设 人 4BC 


已 知 三 角形 的 一 个 顶点 、 外 心 与 | 


重心 的 位 置 , 求 作 人 4B50. 

解 [分 析 ] 设 入 4BC: 为 所 求 的 三 角形 。 
已 知 顶点 4, 外 心 0, 垂 A 
心 囊 的 位 置 。 过 0O 作 
BC 的 垂 线 OM, 由 问题 A 
$00 和 AH LL20W, OA 
是 外 接 贺 的 半径 . 因此 8B C 
可 作 图 如 下 ， Ne 
[ 作 图 ] 以 0 为 圆心 、.04 为 半径 作 图, 如 


图 所 示 求 点 MX， 使 OM 上 上 喜 4B, 再 过 四 作 


垂直 于 0OM 的 弦 BO, 则 人 4BC 即 为 所 求 ， 
[证 明 ] 由 作 图 知 0 是 人 4BC 的 外 心 ， 


因为 OMLBC, 且 OML 志 4, 所 以 及 就 


是 八 4BC 的 季 心 . 又 4、O、 五 的 位 置 一 定 ， 
所 以 人 A4BC 是 所 求 的 三 角形 。 

2443. 已 知 顶 点 4， 底 边 BC 的 中 点 好 
与 垂 心 互 的 位 置 , 求 作 人 4BC。 

解 [分 析 ] 设 符 合 条 件 的 人 A4BCO 已 
作出 。 作 A45C 的 
外 接 贺 0, 则 ON/ 
4H, 且 OM 地 AH 


(问题 500) ， 因此 可 
作 图 如 下 . 
[ 作 图 3] 过 收 作 


平行 于 瑟 4 的 直线 ， 在 此 直线 上 取 点 0， 使 
OM 一 地 4H (所 取 的 点 0 使 MO 与 瑟 4 同 


方向 ) 。 再 以 O 为 身心 、 04 为 半径 作 圆 , 过 
以 作 垂 直 于 4 号 的 弦 BC， 则 和 4BC 即 为 
所 求 . 

别 解 过 及 作 4 五 的 重 线 MD， 取 五 关 
于 DM 对 称 的 点 互 " 作 4 瓦 ' 的 垂直 平分 线 ， 
再 过 了 L 作 DM 的 垂 线 ， 设 它们 的 交点 为 0. 
以 0 为 圆心 、04 为 半径 作 圆 , 设 此 圆 与 DML 
的 延长 线 的 交点 为 B、C， 则 人 4BC 即 为 所 
求 的 三 角形 . 

2444， 已 知 底 边 BC( 一 a), 外 接 圆 0 的 
大 小 与 位 置 , 全 心 及 的 位 置 , 求 作 A4BC. 

解 [分 析 ] 假定 人 4BC 已 作出 。 过 0 
引 BC 的 垂 线 OY， 由 于 加 O 是 定 圆 ，BO 是 
定 长 , 所 以 OM 的 长 一 定 ，. 因 互 是 和信 4BC 
的 重心， 所 以 由 问题 500 知 4 五 =20M， 因 
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而 4 及 是 定 长 因此 可 作 图 如 下 .… 
[ 作 图 ] 在 圆 O 上 
任 作 等 于 a 的 弦 B'C', 
过 03 引 BO' 的 垂 线 
OM’', 以 了 为 贺 人 心 、 
202M' 为 半径 所 作 的 
圆 与 加 0O 交 于 点 4， 
再 作 弦 BC 与 以 0 为 
圆心 、OM 为 半径 的 圆 相 切 ， 日 要 直 于 AH, 
则 人 4BC 即 为 所 求 . 
[证 明 ] 因为 BC=B'0' 一 a, 4AH 1LBO, 
ALA 一 2O0M, 所 以 了 瑟 是 人 和 八 4BC 的 垂 心 。 
2445. .已 知 两 个 角 与 甜心 豆 到 外 心 的 
距离 ，， 求 作 和 4BC. 
解 [ 作 图 ] 作 已 知 
两 角 的 任意 和信 4B'O', 
设 其 外 心 为 0'， 垂 心 为 
五 .在 4B' 上 取 点 B， 
使 4B: 4B’=?:0'H', 
过 BB8 作 B'C' 的 平行 线 ， 
与 4C' 的 交点 为 CO, 则 人 4BC 即 为 所 求 。 
[证 明 ].， 由 于 A4BC 与 A4'B'C' 是 相似 
三 角形 ， 设 A4BC 的 重心 为 互 ， 外 心 为 0， 
则 OH:O0'H’'=AB: AB'. | 
由 作 图 知 O 五 =l;， 又 两 角 等 于 已 知 角 ， 故 三 
角形 480C 符合 条 件 。 


2446. 已 知 顶点 4 与 重心 G, 另外 两 个 
顶点 B、C 分 别 在 两 了 
定 直 线 了 .上 , 求 作 式 
和 ABO. 

解 [ 作 图 ] 在 


4G 的 延长 线 上 求 点 写 
D, 使 GD= 半 4G， 


连结 怠 和 了 肝 上 任意 
点 五 ， 在 ED 的 延长 线 上 取 万 '， 使 DE'= 
DD 有。 过 如 ' 引 平 行 于 XX 的 直线 XX', 与 直 
线 了 交 于 点 C。 设 0D 的 延长 线 与 直线 之 
的 交点 为 .B, 则 A4BC 即 为 所 求 。 
[证 明 ] ”由 作 图 知 攻 /8'X', BD=DE', 


"，BDDC,， 旦 4G=3 4D. 


因此 G 是 人 4BC 的 重心 。 
2447 。 已 知 重心 G 与 一 项 点 4 的 位 置 ， 


三 角形 的 作 图 
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另外 两 个 顶点 忌 C 分 别 在 两 加 0、O' 上 , 求 
作 人 4B0. 

解 [ 作 图 ] 连 
结 4G， 在 其 延长 ,。 
线 上 取 一 点 D, 使 
GD~ 二 AG. 作 图 
0' 关于 也 对 称 的 圆 0", 设 园 0 与 圆 0" 的 交 
点 为 B, 连结 BD。 延 长 BD 与 加 0' 的 交点 
为 C, 则 人 4B0 即 为 所 求 的 三 角形 。 

[证 明 ] 圆 0" 是 关于 卫 与 圆 0" 对 称 的 ， 

点 分 别 在 两 圆 0 0” 上 的 线段 BDC 被 也 
平分 ， 所 以 也 是 BC 的 中 点 ，4D 是 人 4BC 
的 中 线 。 而 4G=- 吨 4D, 因此 G 是 人 4BC 


的 重心 。 
2448. 已 知 ZXOY 内 的 定点 4 为 一 

顶点 , 在 OZ、0O 了 上 分 别 有 顶 点 8、0, 求 作 

A4BO, 使 4B+A0=m, 人 4BO= 人 人 ACO0. 
解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 人 4BC 已 

作出 。 延 长 4B 至 G, 使 BG=40. 过 G 引 

OX 的 平行 线 GZ， 、 

则 


L9G=L4ABO 
= 人 400. 
过 和 4B 向 OP 了 、GZ 
分 别 引 重 线 4B、 
BH, 则 


A 和 ABGHEQA 人 人 AC 
( A0=BG, /C=/G, 
. LB=AH=/R). 
又 AG=AB+AC=—m, 
因此 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 由 女 向 OX、OY 引 垂 线 4D.4E. 
在 4D 的 延长 线 上 取 点 耳 , 使 DF 一 4, 过 


的 圆 交 于 点 G。4G 与 OX 交 于 点 B。 引 直 
线 40, 使 ZBA4D~ CO4B， 设 与 OF 的 交 
点 为 0, 则 人 4B0 即 为 所 求 的 三 角形 . 
2449。 求 作 底 边 BO(=4),， 人 4(=0)， 
重心 G 与 外 心 0 的 距离 为 m 的 三 角形 
ABC., ; 
解 作 长 为 a 的 线段 BO, 以 BC 为 弦 作 仿 
角 w 的 弓形 弧 ， 此 弧 的 中 心 为 0。 设 BO 的 
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中 点 为 及， 在 MB、MO 上 分 别 取 点 及 了 ， 
使 MB 二 2 = MB. 以 加 为 弦 作 含 角 


2 的 弓形 弧 ， 则 此 弧 A 
是 入 4BC 重心 的 轨 a 
迹 ( 问 题 1881). 在 此 
弧 上 求 点 G, 使 OG 
二 Ur， 延长 MG 与 以 
0 为 中 心 的 绝 的 交点 
为 4, 则 A4BC 即 为 所 求 . | 

2450. 已 知 外 接 贺 0 的 位 置 与 大 小 , 边 
BC 的 长 为 a, 重心 G 的 位 置 , 求 作 人 A4BC. 

解 因 BC 定 长 ， 外 接 图 的 位 置 与 大 小 一 
定 , .4 的 大 小 一 定 。 又 G 的 位 置 确 定 ， 则 
OG 的 长 一 定 ( 设 其 为 ?)， 由 于 人 4=a， 
BC 一 ga，0O0G = m， 作 适合 上 题 欧 另 一 
和信 A4'B'O0', 使 人 4'=a，B'C'=ga，0'G'=m 
(0O' 为 外 心 ，Gz 为 重心 )， 则 人 0'M'G' 确定 . 
若 作 与 它 全 等 的 人 OGM, 从 而 人 4BC 确 
定 。 


2451. 已 知 禄 边 B0(=a)， 人 LB(=9)， 
边 4C 与 高 4 五 的 差 (=m), 求 作 人 4BO. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 人 A4BO 已 作 
出 。 在 高 4 五 的 延长 线 上 取 点 DD 使 4D== 
AC. 过 了 D 作 BO 的 平行 线 ， 则 4C 一 4 万 = 
4 了 一 4 万 = 也 万 一 加。 因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 取 BC X 
一 Q, 过 B53 | 与 BC 
的 夹 角 为 6 的 射线 
BX, 引 与 BC 的 距 
离 为 % 的 平行 线 
五 fF， 在 加 苹 上 取 
一 点 4， 由 4 向 
EP 引 垂 线 4D， 使 4D=4C (问题 1941) ， 
则 人 4BC 是 所 求 的 三 角形 

[证 明 ] 由 作 图 知 BC=a， 人 人 B90， 设 
4D 与 BC 的 交点 为 五 ， 因 为 4C0 二 4D， 所 
以 AC~AH=DH=m. 


2452。 已 知 4 的 平分 线 AD (=D), | 


a 
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人 B(==9)， 从 顶点 0 到 4D 的 距离 (一 7m)， 
求 作 人 420. 
解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 人 4BC 已 


作出 。 设 ZL4 的 

外 角 平 分 线 与 BC 是 

的 延长 线 的 交点 为 “人 \_rAA VE 

五 ， 则 AD jc 下 
BD: DO=BE:CB. B K 

因此 B、D、C、 五 构成 调和 点 列 。 故 可 作 图 


如 下 。 

[ 作 图 ] 作 A4D=1, 以 AD 为 弦 , 作 含 角 9 
的 弓形 弧 。 过 有 女 作 4D 的 垂 线 ， 在 垂 线 上 
以 4D 为 驴 弓 形 弧 的 另 一 侧 取 点 了 ， 使 4F 
一 名 ， 过 达 作 4D 的 平行 线 了 K。 然后 过 DD 
引 直线 与 了 8K 交 于 0' 与 4F 的 延长 线 交 于 
B'. 在 此 直线 上 求 B'， 使 B80':0'D 二 8'B': 
DB'。 连结 B'4, 与 弓形 弧 的 交点 为 ， 连 
结 BD 的 直线 与 了 及 的 交点 为 0, 与 4FE 
的 交点 为 召 , 则 俯 4BC 是 所 求 的 三 角形 。 

[证 明 ] 由 作 图 知 ，B'、D、C'、 有 B' 是 调和 
点 列 ， 所 以 了 FB" FD、 FC'、 BE' 是 调和 线 
束 。 因 而 B、D、C、 召 是 调和 点 列 。 这 样 一 
来 ，4B、AD、AC、A4E 构成 调和 线束 。 又 
AD1AE, 所 以 4D 成 为 CLB40 的 平分 线 . 
根据 作 图 4D==1, 人 B=90. 从 0C 到 A4D 的 距 
离 等 于 了 4 一 mp。 所 以 人 4BC 是 符合 条 件 
的 三 角形 。 

2453。 已 知 人 4 的 平分 线 4D(=?)， 

AB-—BD(=m), AC—0D(=n), 
求 作 人 4B0. | 

解 [分 析 ] 在 边 
BOC 上, 若 取 B4'.04" 
分 别 等 于 B404, 则 
DA'、DA" 分 别 为 m、B 合 
%. 作 外 接 于 和信 44'4” 
的 赔 , 则 此 辆 与 原 三 角形 的 内 接 圆 是 同心 圆 . 

设 人 B、 人 0C 的 平分 线 的 交点 为 0, 则 BO 
是 等 用 人 AB44' 的 顶 角 平分 线 ， 垂直 平分 
44'。 同样 ，CO 也 垂直 平 分 44”。 因此 0O 
也 是 人 44'4” 的 外 心 。 设 4D 的 延长 线 与 
圆 44"4” 的 交点 为 G， 则 AG 是 直径 。 因 
AD.DG==4'D.A4”D, 可 以 求 出 DG。 因 此 可 
作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 求 符合 1x 二 mw 的 线段 2， 以 7 
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十 % 为 直径 作 圆 .在 任意 直径 4OG 上 取 AD 
一 5 设 以 隔 为 贺 心 、” 为 半径 的 网 与 上 面 所 
作 的 圆 的 交点 为 4'，4'D 与 原来 的 贺 的 交点 
为 4", A4444" 的 垂直 平分 线 与 44” 的 
延长 线 的 交点 分 别 为 B、C， 则 人 4BC 部 为 
所 求 的 三 角形 。 
2454，. 已 知 分 别 以 加 ;nn, P:q,，7:s 内 分 
三 边 BC、04、4B 的 点 全 & 互 的 位 置 ， 求 
作 入 4BC. 
解 [分 析 ] 设 和 从 4BC 为 满足 条 件 的 三 
角形 , 从 B 引 40C 的 平行 线 , 与 SP、8EB 的 延 
长 线 的 交点 分 别 为 D、B'， 则 
DP: PO= BP:PC=m:n, 

因此 DD 是 定点 . 同样 ， 
QR:EE'=AR:RB=7:s8, .. 

如 ' 也 是 定点 。 所 以 直线 DE 的 位 置 可 以 确 
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定 ，4C 的 方向 一 定 。 同样, 过 C 点 作 4B 的 
平行 线 与 RP、RQ 的 延长 线 分 别 交 于 了 F、G， 
则 五 、G 为 定点 , BG 
为 定 直 线 ， 因 而 B4 
的 方向 也 就 确定 。 故  E G 
可 作 图 如 下 、 

[ 作 图 ] 在 QP、8E 
的 延长 线 上 分 别 取 点 
D、B', 使 DP:PQ= 
m:n, QR: RE'’=—7:s, Dy 
再 在 BQ, RP 的 延长 线 上 分 别 取 点 G、 了 了 , 使 
QG:08=p:q，RP:PF 一 m:n、 过 QQ BR 分 
别 作 DB、BG 的 平行 线 ， 设 该 两 直线 的 交点 
为 4，A4E、DB 的 交点 为 B，AQ@、GF 的 交 
点 为 C, 则 人 4BC 即 为 所 求 作 的 三 角形 。 


E A 
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1. 平行 四 边 形 


2455. 已 知 对 角 线 的 交角 %, 角 人 4BO 
(6)， 对 角 线 4C( 一 9)， 求 作 平 行 四 边 形 
ABOCD. : 人 A Dp: 

解 [ 作 图 ] 作 长 为 
4 的 线段 40, 以 40 为 
弦 作 含 角 有 的 弓形 弧 。 上 E 


过 40 的 中 点 至 ， 作 与 
4 如 成 角 w 的 直线 吾 B， :与 弓形 弧 的 交点 为 
BB. 在 Bh 的 延长 线 上 取 点 也 使 BD=BB， 
则 4BCD 即 为 所 求 的 平行 四 边 形 。 

[证 上 明 ] 因 对 角 线 40、BD 互相 平分 ， 所 
以 4BCD 为 平行 四 边 形 。 再 由 作 图 知 ，AC 
一 0 人 4BOC 二 Bb， 人 AEB 一 a (对 角 线 的 交角 


=~0). 

2456、 已 知 对 角 线 的 交角 a, 角 人 4BC 
(二 6)， 边 45 (= a)， 求 作 平行 四 边 形 
4BCD. 


解 -[ 作 图 ] 作 长 为 a 的 线段 4B, 以 4B 
鸭 弦 , 作 含 角 a 的 弓形 弧 。 过 4B 的 中 点 妞 ， 
作 /4BE 一 8 的 直线 召 F 与 马 形 弧 交 于 万 
过 4、B 分 别 作 BF 的 平行 线 与 B8 的 延长 
线 和 48 的 延长 线 交 于 点 D 0， 则 480D 


即 为 所 求 的 平行 四 边 形 。 

[证 明 ] 因为 殖 是 .4 妃 的 中 点 ， 且 BF/ 
AD， 所 以 了 为 BD D C 
的 中 点 。 同 理 ， 刀 为 
AC 的 中 点 ， 因 此 
4BOD 为 平行 四 边 
形 。 A E B 


- 由 作 图 , 对 角 线 的 交角 为 a, 4B 一 a， 


LABC= /AEF=B, 
故 4BCD 为 适合 条 件 的 平行 四 边 形 ， 

2457， 已 知 两 邻 边 4B(=)), BC(=m)， 
两 对 角 线 的 交角 (9)， 求 作 平 行 四 边 形 
ABOD. 

解 [分 析 ] 设 适 合 条 件 的 平行 四 边 形 
4BOD 已 作出 . 过 : 
D 引 40 的 平行 线 R、. 
DE, 与 BC 的 延长 
线 相 交 于 五 ， 则 

BE=2BC—2m,  B 
LBDE=0, CD=AB=1. 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 长 为 zm 的 线段 BE, 以 BE 为 
弦 作 含 角 的 弓形 弧 , 与 以 BB 的 中 点 0 为 
加 心 , 长 1 为 半径 的 加 相交 于 D。 若 过 B 作 


540 


平行 且 等 于 CD 的 线段 B4， 则 4B0D 即 为 
所 求 作 的 平行 四 边 形 。 

[证 明 ] 因 4BLCD， 故 4BCD 为 平行 
四 边 形 , 又 4DLCB, 则 407DP 也 为 平行 四 
边 形 。 所 以 AC4DE, 从 而 , 对 角 线 的 交角 
6 等 于 人 BDB， 


县 BO 一 于 BB 一 m， AB~—CD=1. 


2458。.。 作 与 已 知 A4BC 等 积 的 平行 四 
边 形 , 且 使 它 的 一 个 角 等 于 已 知 角 a。 

解 ”[ 作 图 ] 过 BC 的 中 点 开 作 LOMD 
一 @ 的 直线 MD， 过 4 A D E 
作 CM 的 平行 直线 与 NA 
WD 的 交点 为 D， 在 
4 的 延长 线 上 取 点 至， A 
使 DE=MC, 则 DMOCE B M 5C 
为 所 求 作 的 平行 四 边 / 

形 fe 


[证 明 ] 因为 DBLMO, 所 以 DMOE 为 
平行 四 边 形 ,又 4B/ BO, CM 于 BC 所 以 


SA4aBo 一 口 DMO 面积 。 而 LDMC=a, 故 
DMCE 满足 已 知 条 件 。 

2459. 求 作 与 已 知 三 角形 卫 等 积 的 平 
行 四 边 形 , 且 使 它 的 一 边 为 已 知 长 如 一 个 角 
等 于 已 知 角 aw。 

解 [ 作 图 ] 作 平 行 四 边 形 4BOD 与 已 
知 乙 等 积 , 且 4BC A D 下 
等 于 已 知 角 a (参照 
上 题 )， 延长 BC 到 工 ， 

使 CL=i, 过 工作 0D 

的 平行 线 交 4D 的 延 上 M N 
长 线 于 了， 连结 FC 并 延长 交 4B 的 延长 线 
于 召 . 过 轧 作 BL 的 平行 线 分 别 与 DO、FL 
相交 于 点 M、N, 则 CMUNI 即 为 所 求 作 的 平 
行 四 边 形 。 

[证 明 ] 因为 口 4B0D 与 DDCMNL 成 为 
沿 对 角 线 至 8 的 平行 四 边 形 的 余 形 ， 所 以 是 
等 积 的 ,。 而 


L 


DABCD=P, 
. ODOMNL=P 
和 且 CZL=l, 及 人 LM~ 人 4BO~a. 
因此 CMNI 为 所 求 作 的 平行 四 边 形 . 
.2460. 求 作 与 已 知 平行 四 边 形 480D 
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等 角 又 等 积 的 平行 四 边 形 ， 且 使 它们 的 一 边 
长 等 于 定 线段 7 上 CC x 
解 ”[ 作 图 ] 在 
4B (或 它 的 延长  D c 
线 ) 上 作 4 等 于 
定 长 过 吾 作 BC 
的 平行 线 与 DO( 或 A B 
它 的 延长 线 ) 的 交点 为 五 ,4 万 (或 延长 线 ) 与 
BC 的 交点 为 及。 过 玉 作 与 4B 的 平行 线 与 
已 F、-4 (或 延长 线 ) 分 别 交 于 点 G、 五 ， 则 
4EGH 即 为 所 求 作 的 平行 四 边 形 。 
[证 明 ] 三 (或 到) 为 平行 四 边 形 4BKH 
(或 4 有 HFD) 对 角 线 上 的 点 , 由 于 
口 BO8 万 面积 一 口 PFG 互 面积 ( 余 形 )， 


.…。 口 4BOD 面积 一 口 48GH 面积 。 

2461. 求 作 两 组 对 边 定向 ， 且 与 已 知 四 
边 形 4BCD 内 接 的 平行 四 边 形 。 

解 [ 作 图 ] 过 4、B 作 给 定 方向 的 直线 
AC'、BD', 设 它们 与 直线 BC、4D 的 交点 分 
因为 CO、 也 /， CD 与 
CD 的 交点 为 也, 过 卫 
作 与 40'、BD' 平 行 
的 直线 PS、P@， 与 
边 4D、 BO 的 交点 为 
S、Q. 过 @ 作 与 C'4 
平行 的 直线 @B， 与 
4B 的 交点 为 肪 ， 则 四 边 形 PQRS 即 为 所 求 
作 的 内 接 平行 四 边 形 , 

AS CO'P CI AR 

[证 明 ] 击 - 芒 - 奶 - 钥 


PQ、BS 都 与 BD' 平 行 ，PS、RQ 都 与 40 
平行 , 所 以 PORS 即 为 所 求 作 的 平行 四 边 形 . 

2462， 求 作 与 已 知 四 边 形 4BOD 内 接 ， 
且 以 其 已 知 点 0 为 中 心 的 平行 四 边 形 . 

解 [ 作 图 ] 作 边 4D 关 于 点 0 的 对 称 
直线 工 ， 与 BC 相交 于 点 至 . 作 边 4B 关 于 
点 0 的 对 称 直线 1， 与 边 DC 相交 于 点 7. 
设 BO、FO 的 延长 线 


有 NN 
Ty Se I 


a 因为 如 是 电 
直线 工 上 的 点 , 它 是 边 4D 上 点 G 关于 
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对 称 点 , 因此 

.O00G， 同 理 FO0==OH,， 
.大 如 FG 玉 为 平行 四 边 形 ， 它 又 内 接 于 
ABCD, 且 以 点 0 为 中 心 . 

2463. 以 已 知 A4B0 内 的 点 0 为 中 心 
作 平 行 四 边 形 , 且 使 它 的 一 边 在 和 人 4BO 的 边 
BC (或 其 延长 线 ) 上, 另外 两 个 顶点 分 别 在 另 
两 边 上 (或 其 延长 线 上 ) . 

解 [ 作 图 ] 过 O 作 BC 的 乎 行 线 与 4C 
的 交点 为 D, 在 C4 (或 延长 线 ) 上 取 点 召 , 使 
CD 一 DB, 过 恕 作 .BC 的 平行 线 与 PF 
长 线 ) 交 于 点 了，EO 
的 延长 线 与 BC 的 交 
点 为 G， 过 名 作 GF 
的 平行 线 与 BC 相交 
于 点 互 ， 则 EFGH 
即 为 所 求 的 平行 四 边 形 . 

[证 明 ] 因 BFGEH 的 两 组 对 边 分 别 平 
行 , 故 为 平行 四 边 形 。 又 因 

DO/ BC, CD= DB ( 作 图 )， 
.. EO=OG. 
故 0 为 对 角 线 BG、 了 五 的 交点 ， 亦 即 〇 是 
中 心 。 

2464。 求 作 内 接 于 已 知 作 450 上 且 与 已 
知 平行 四 边 形 相 似 的 A 
平行 四 边 形 。 

解 [ 作 图 ] 设 已 
知 平行 四 边 形 的 一 个 
角 为 c， 两 邻 边 的 比 
为 m:n, 过 4 作 直 线 上 D RC 
. 4D 与 BO 相交 于 卫 , 使 /4DC=o, 过 4 作 
BO 的 平行 线 AE, 并 截取 4B, 使 

AD: AB=m:n, 
连结 BB 与 40 相交 于 & 过 5S 作 BC 的 平 
行 线 SP(P 为 SP 与 4B 的 交点 ). 过 P、8 
作 与 4 了 平行 的 直线 P89、5E, 它们 与 BC 的 
交点 分 别 为 8、 有 B， 则 0 即 为 所 求 作 的 
平行 四 边 形 。 

[和 证明] 因 PQ:4D=BP:B4=PS:A4E,， 
所 以 ” PQ:PS8=4D:4B~m:n。 

又 LPQR= LADC=a, 
故 PQRS 与 已 知 平行 四 边 形 相似 ， 

2465. 求 作 内 接 于 已 知 A4BO， 两 邻 

边 BB、BG 分 别 在 边 BC、4B 上 的 平行 四 
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边 形 , 是 使 其 面积 为 m?. 

解 .[ 作 图 1 作 一 边 等 于 人 4BC 的 高 
4D、 面 积 为 ma 的 矩形 BKZM. 在 边 BO 上 
取 一 点 E, 使 | 
BE:BO=BR: HO. 
设 过 召 作 4B 的 平行 
线 如 与 4C 的 交点 
为 ,过 也 作 BC 的 .| 
平行 线 8G 与 4B 的 号 必 
交点 为 G， 则 BBFG 即 为 所 求 的 平行 四 边 
形 . 

[证 明 ] 从 也 作 BC 的 垂 线 了 了 瑟 , 由 于 

AD:FH=0A:CF = BC:EO, 
又 矩形 了 KZM 面积 4D:BK， 
口 BEFG 面积 =FH-.BE, 
矩形 BELM 面积 _ 4D:BK 


”D388G 面 积 BB-BE 
BO-:BK _] 
.ECBF 
故 OBBPG 面积 一 矩形 BKLM 面积 
一 122。 


2466. 作 内 接 于 已 知 AABO 的 平行 四 
边 形 , 使 其 两 邻 边 的 比 为 m;n, 一 边 在 BC 上 
并 以 BC 上 的 已 知 点 了 为 其 一 个 顶点 。 

解 { 作 图 ] 任 作 一 条 平行 于 BC. 的 直线 


QR', 与 4B、40 分 ` A 
别 相 交 于 QB'。 在 .a 
4P 上 取 一 点 Ps, 使 Qa/ 
本 n. 
过 卫 作 了 P'Q' 的 平行 


线 P9， 设 与 4B 的 B 
交点 为 8。 过 纺 作 平行 于 BC 的 直线 QR, 再 

作 平 行 于 OP 的 直线 BS， 则 PQES 即 为 所 
求 的 平行 四 边 形 。 

[证 明 ] 因 忆 9; PQ=A4 ': 4Q-0'B':GR, 
所 以 PQ:QR 一 P'Q':0'R'm:n.. ee. 

注 若 P8':8B'=n;mm, 则 还 有 一 解 。 

2467。 在 定 圆 O 外 有 两 个 已 知 点 4、B， 
在 圆 O 上 求 两 点 CG、D， 使 四 边 形 4BDC 为 
平行 四 边 形 。 

解 [ 作 图 ] 在 “ 
平行 于 4B 的 半径 
(或 延长 线 ) 上 取 
O08=AB。 以 马 为 
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圆心 、 圆 0 的 半径 为 半径 作 贺 ， 设 与 圆 0 的 
` 交 点 为 C。 过 C 作 4 的 平行 驴 CD， 则 
4B0D 为 所 求 的 平行 四 边 形 。 
[证 明 ] 因 BOV/CD, 所 以 
LC00E= /00D, 
两 个 等 腰 三 角形 CEO，00CD 的 底 角 与 腰 对 
应 相等 而 全 等 。 所 以 B0=0D. 
由 作 图 BO=4B，。.…，4B=CD。 
又 4Bf/1OB1CD， 所 以 4BCD 为 平行 四 边 
形 。 
[讨论 ] 以 互 为 圆心 . 圆 O 的 半径 为 半径 
的 弧 与 圆 0 一 般 有 两 个 交点 (C 或 CI， 故 有 


一 解 ; 若 4B 的 长 大 于 圆 0 的 直径 则 无 解 . 


半 ” 在 平生 ,还 有 | 
注 在 平行 于 4B 的 加 0 的 直径 上 , 还 有 | 但 由 于 4A、 人/B 一 定 ，P、S、9 的 位 置 确 


等 于 48B 的 一 点 恕 , 若 用 如 作 图 时 , 原来 的 
点 C 应 为 点 D, 而 点 也 为 点 0。 

2468. 作 以 已 知 两 点 4、C 为 相对 角 顶 
点 ， 其 它 两 顶点 在 两 已 知 贺 0O、0O’ 上 的 平行 


四 边 形 4BOD。 
解 [ 作 图 ] 关于 40 的 中 点 了 , 作 0' 的 
对 称 点 召 。 以 召 为 
等 的 圆 , 与 圆 0 相 A 
交 于 点 B. 在 BP QS 
的 延长 线 上 取 点 全， 

[证 明 ] ”因为 47 一 FC, BF 一 DF， 所 以 
4BOD 为 平行 四 边 形 。 又 加 0'、 贺 如 关于 
点 将 对 称 , 所 以 也 在 圆 0' 上. 


B 
D, 使 BF=FD, 则 4BCD 为 所 求 的 平行 四 
2469。 作 平 行 四 边 形 ,使 它们 的 对 角 线 


圆心 , 作 与 由 0O' 相 
边 形 。 
交点 为 已 知 点 0， 且 四 边 分 别 过 已 知 点 卫 、 


(9 KR、 Ss、 

. 解 . 设 卫 、S 关 于 0 的 对 称 点 分 别 为 P/、 
S'. 连 结 P'E, 8'0， A Ss p 
它们 交 于 点 CQ。 再 人 
作 C 关 于 0 的 对 称 
点 4， 连结 .4P、 中 
AS， 它 们 分 别 与 区 5 
CQ、0B 交 于 点 B、D， 则 4BCD 为 所 求 的 
平行 四 边 形 。 


[征明 ] 因 点 0 为 4O、PP'、8S3' 的 中 点 ， 
所 以 4ROF，48CS' 是 平行 四 边 形 。 因 此 


: 同样 , 设 贺 4PS 与 
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45CD 也 是 平行 四 边 形 。 由 作 图 , 忆 、q、 忆 、 
5 在 4BOD 的 各 边 上 , 又 O 为 对 角 线 40 的 
中 点 ， 故 所 求 四 边 形 适合 于 已 知 条 件 。 再 由 
作 图 ， 从 PR，S'Q 一 定 相 交 可 以 看 出 ， 若 . 
书 与 吾 重 合 或 8 与 @ 重合 时 , 则 本 题 有 无 
数 解 .” 

2470。 求 作 已 知 各 个 角 、 周 长 为 2, 且 
各 边 分 别 通过 已 知 点 只 Q、 有 BR、8 的 平行 四 
边 形 4BCD.。 

解 ” 假 定 符合 条 件 的 平行 四 边 形 4BCD 
已 作出 。 设 入 4PS、 人 入 BPQ 的 外 接 贺 的 第 


. 二 个 交点 为 如 , 过 三 引 任意 的 倍 弦 4.B', 则 
两 解 ; 车 4B 的 长 与 圆 0 的 直径 相等 , 则 有 |: 


AABEwWAA'B'E, 
oo AB:AB=A'B':A’'E. @. 


定 ， 可 作 圆 P45、 
PB9. 因此 如 是 定 
点 。 可 求 出 4B': 
4 加, 故 在 @ 式 中 
设 A4B:AB=m:1. 


圆 DSE 的 第 二 个 


| 交点 为 了, 则 4D;4L4F 是 定 值 ( 设 为 %:1). 因 


此 4B=m.AB, 4Dn.4F. 但 4B-+4D 


二 P， 所 以 了 一 m4B+n-48。 已 经 知道 


和信 ABF 的 边 BF、/BAF 与 加 .AB+n: 


48, 就 可 以 作出 (问题 2317) 。 因此 ， 当 点 


4 确定 后 ,其 他 三 个 顶点 就 能 够 依次 确定 。 
2471. 在 已 知 四 边 形 4BCD 内 求 一 点 


. 卫 。 由 呈 向 各 边 所 引 垂 线 的 垂 足 分 别 为 加、 


了 、G、 及 , 求 作 平 行 四 边 形 BPGH。 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 平行 四 边 形 已 
作出 。 作 外 接 于 四 边 形 4BPH、BEPF、 
CFPG、 DAPH 
的 圆 , 延长 吾 百 、 , 

GF 与 外边 形 
PBBF 的 外 接 贺 、 
分 别 交 于 芭 、 荆 ， 
则 如/FL, 从 
而 天 BD 一 万 P 方 
“» LAKEB+/BPL~ /EBF. 

但 ”LKEB=_ 人 4BH= 人 /4PH, 

LBFL~= /OFG= /OPG, 


第 四 章 ”四 边 形 和 多 边 形 的 作 图 


LAPH+ /0PG= /ABO, 
而 LHPG=2/R- 4DO， 
将 此 两 式 各 边 相 加 , 则 
LAPO= /ABC+2/R- /ADG, 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 以 对 角 线 4C 为 弦 , 在 与 妃 同 一 
便 作 含 角 等 于 (4BO+323L 忆 一 AL4DPO) 的 
马 形 统 。 又 以 对 角 线 BD 为 弦 ， 在 与 0 同一 
侧 , 作 含 角 等 于 (BCD+2LR 一 人 BAD) 的 
马 形 弧 。 设 这 两 弧 的 交点 为 卫 ， 由 P 卫 向 各 边 
引 垂 线 、 其 重 足 分 别 为 五 、 五 、G、 互 ， 则 
加 FGH 为 所 求 的 平行 四 边 形 。 

2472. 在 两 定 圆 O、O' 上 各 有 两 个 顶点 
4、B 与 GO、D， 作 平行 四 边 形 4BCD， 使 
AB=—a, BO=b. ; 

解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 平行 四 边 形 
ABCD 已 作出 。 过 OO 作 直 线 OB, 使 OB 上 
4D, 则 和 作 DEC 和信 40B, 而 4B=a, 04= 
0B=7 (7 为 圆 0 的 半径 ), 因此, A40OB 的 
形状 和 大 小 一 定 。 从 而 和信 DEC 的 形状 与 大 
小 也 一 定 。 故 


器 0' 引 等 于 4 的 弦 DC ， 以 2C' 为 底 边 作 
人 入 B'DO'。 设 召 D' 一 B'C'~=7, 以 0' 为 圆心 、 
0O'E' 为 半径 的 圆 与 以 D 为 贺 心 、 2 为 半径 的 
较 的 交点 为 妃 ， 在 较 0 引 垂直 于 B0' 的 弦 
CD. 设 PO= 过 D、0 引 平行 且 等 于 OE 
的 线段 ， 与 贺 0 的 交点 分 别 为 4. 8B， 则 
4BCD 即 为 所 求 的 平行 四 边 形 . 

2473。 已 知 以 平行 四 边 形 4BCD 的 三 
个 顶点 吾 、C、 为 圆心 的 三 个 定 圆 ， 在 顶点 
4 上 有 已 知 角 c， 
求 作 平行 四 边 形 
A4PQR， 使 含有 
已 知 角 <c， 并 且 
其 他 三 个 顶点 在 
三 个 定 茵 周 上 ， 

解 ” 假 定 符合 
条 件 的 平行 四 边 
形 已 作出 ， 设 4C 的 中 点 为 C"，48 的 中 点 
为 &, 则 
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设 PR 与 BD 的 交点 为 S， 作 ASC'@' 的 外 
接 女 与 和 人 SBP 的 外 接 圆 , 它们 的 第 二 个 交点 
为 O, 则 | 
LBOP= /BSP= /0'00", 
LOPB= /O08SB= /0080', 
. ."» AOBPwAOO'GY, 
因而 ”0B:0C'=BP:0'Y' (一 定 )。 @ 
而 "L080'=/0OP®Y, 
又 LOC'B=2/R~ /OO0'S 
=2/AR— /AO%'S 
一 OP， 
AOBC'w AOPQ’, 
因而 0B:;:OP=BCO': PQ'=2BO':2P@’ 
=BD:PR. 


办 而 


且 " LO0BD= /OPR, 
AOBDw AOPR, 
AO0'Dw AOQ'E, 
» LODO'= /ORQ’, 
即 20DS= /ORS. 
因此 0、S、D、 五 四 点 共 园 ， 八 SBP 的 外 接 
圆 , 和信 SC'8' 的 外 接 DR 
圆 与 ASDR 的 外 < 一 
接 圆 相交 于 一 点 SS 
O， 从 而 7 
AO0'Q'w AODR, & 一 [一 一 
“。 00':0D 学 一 CE) 
一 CQ DR (一 定 )。 © 

由 人 @、\@ 知 O 是 定点 ,又 由 于 

A 人 OBPw AODE, 
所 以 0B:0D=BP:DR, 

LO0BP= /ODR, /OPB= /ORD, 

引 ERE, 使 人 DRBE= 人 /BP4, 
引 DF, 使 LRDF= 人 /PB4， 
设 B、DF 的 交点 为 了 , RE、AP 的 交点 为 
E, 则 人 4BPoAFDPR， 
“ee AB:FD=BP: DR=0B:OD. 
但 LA4BP- /OBP~ /FDR- /ODR, 


即 LABO= /ZFDO, 
所 以 A 人 4BOwA 人 FDO, 

“ LA0B=LFOD.,: 
因此 如 是 定点 。 又 由 


> et 
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LOPA= /0PB-— /APB 
=/ORD-— AFRD 
一 OZ 
所 以 O、 有 B、 卫 、 恕 四 点 共 贺 . 
LPER= LPOR= 一 人 BOD ( 定 角 )， 
*. LARF= /PER- /PAR 
= /BOD~a. 
确定 .关于 BD 在 与 4 的 同一 侧 确 定 0, 使 
OB:00’'= BP:C'®’, 
O00':0D=0'0':DR, } 
确定 点 卫 , 使 
LABO~= /FDO, /A0B= /FOD., 
以 A 为 弦 作 含 角 ( 公 BOD 一 Q) 的 弓形 弧 ， 
设 它 与 贺 相交 于 慷 , 则 驴 即 为 所 求 平行 四 
边 形 的 一 个 顶点 。 因而 另外 的 项 点 卫 、@ 也 
可 求 出 . 


安 。 和 矩形 

2474. 已 知 两 邻 边 的 和 ?mr 与 面积 炉 ， 
求 作 和 矩形， . 

解 [ 作 图 ] 取 A4B=mp， 以 此 为 直径 作 
半圆, 从 和 4 作 4B 的 垂 线 40 等 于 ww, 过 C 引 
平行 于 4B 的 直线 与 圆周 相交 于 D, 由 也 向 
4B 引 垂 线 DB， 以 A 及 、BB 为 两 邻 边 作 矩 
形 4BHG, 则 此 矩形 一 一 2 一 一 一 
即 为 所 求 。 

[证 明 ] 由 于 DE 上 DR 
垂直 于 直径 4DB, 所 6 
以 DE 是 4B 与 BB 
的 比例 中 项 。 A E 8 

.…。 AN.HB~DE?~=A02—n?. 
又 AET+EF~AE+BB-AB=m, 
因此 48FG 为 所 求 的 矩形 。 

2475. 已 知 相 邻 两 边 的 差 和 面积 o2， 
求 作 和 拢 形 。 


解 [ 作 图 3 作 04 圭 AB= Te 


王 人 LE 的 直角 人 04B. 
以 0 为 贺 心 、0B 为 半 
径 作 圆 ， 与 04 的 延长 
线 相交 于 C、C,， 则 以 “5 
4C、40 为 两 邻 边 的 矩形 即 为 所 求 的 矩形 。 
[证 明 ] AC=00~04, 40'=0C+04, 


ww。，4C' 一 LO 一 204 一 C，…. 
且 4C.4C' 一 4B2 一 a2。 
因此 以 4C'、4C 为 两 都 边 的 矩形 即 为 所 求 . 
2476. 求 作 内 接 于 已 知 男 0 的 矩形 ,使 
其 面积 等 于 已 知 正方 形 i 


NY 


求 的 矩形 , 从 4 向 直径 B 
BD 引 垂 线 4 万 ， 则 
LBAD= /RB, 
'. AB.4D=BD.AH.,. . 
设 贺 O 的 直径 为 gr, 4BCD 的 面积 为 m2, 由 
上 式 得 BD.4 玉 ?m2, 所 以 
27.4AH=m2, 
m2 


因此 4 已 为 定 长 。 故 可 作 图 如 下 。 
i ed 引 平行 于 3D 且 


距离 为 3 的 直线 XY， 设 XY 与 圆 的 交点 


为 4. 作 过 4 的 直径 40， 划 4BCD 为 所 求 
的 和 矩形 。 

2477. 试 作 与 定 三 角形 4BC 底 、 等 
积 的 矩形 BODZ 

解 设 边 4B、4C 的 
中 点 分 别 为 用、 办 ， 从 
B、C 向 过 入 的 直 
线 分 哆 引 垂 线 ， 设 其 垂 
是 为 加 、D, 则 BCDE 8B Cc 
为 所 求 的 矩形 。 因为 ， 从 女 向 DE 引 垂 线 
4 肪 , 则 - 

AAMH@ABMUE, AANHEQAOND,. 

“， Sa4ao 一 矩形 BCDB 面积 。 

2478。 求 作 与 已 知 人 4BC 等 积 , 县 一 边 
为 了 的 矩形 。 A 

解 在 BC 或 D 
它 的 延长 线 上 取 
BE=i, 以 BE 
为 边 作 与 人 4BC 
等 积 的 人 DBE,， 起 CE 
只 要 在 号 马上 作出 与 和 DBE 等 积 的 矩形 就 
可 以 了 (参照 上 题 ). 

2479. 以 已 知 长 5 为 一 边 , 作 与 已 知 正 
方形 (面积 0 等 积 的 矩形 。 


和 于 要 全 


NT TO 
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解 (i》 作 一 边 为 a 的 正方 形 4BCD, 在 
边 4 (或 其 延长 线 ) 上 了 


Cc _K 
取 ABE=b, 过 点 五 作 ds 
3: | 
KK, 过 AK 与 BC 的 交 Ak JE 


点 卫 引 平行 于 4B 的 人、 
直线 , 设 它 与 4D、K 的 交点 分 别 为 G、 也 ， 


则 4EFG 为 所 求 
的 和 矩形, : f 
(ii) 取 BH=b， i 
过 互 作 屯 瓦 的 垂 _， 和 
线 4H, 使 AH 一 3 一 5 C 


.过 4 作 .48 的 垂 线 ， 设 它 与 BH 的 交点 
为 0, 则 好 互 、C 就 等 于 所 求 矩 形 的 两 邻 边 , 

2480. 试 作 与 BE 且 其 两 
邻 边 的 比 等 于 m:n 


i 在 BR 
一 直线 上 按 硕 序 取 
4、B、C 三 点 , 使 DD 加 5 


AB=m, BC 一 n。 设 以 4C 为 直径 的 半 加 与 
过 点 吾 垂 直 于 A4C 的 直线 的 交点 为 M， 在 
MB (或 其 延长 线 ) 上 取 点 召 ， 使 用 如 与 已 知 
正方 形 的 一 边 相 等 。 设 过 召 且 平行 于 4C 的 
直线 与 ML4、2C (或 其 延长 线 ) 的 交点 分 别 
为 D、 了 了 ， 则 以 线段 厂 玉 、 五 厂 为 两 邻 边 的 矩 
形 即 为 所 求 。 

[证 明 ] 由 于 A4C /DF， 

.. DE:EF=AB:BO=—m:n. 
而 ADMF 是 直角 三 角形 ,， MB LDF， 所 以 
DE.EF—ME?. | 

因此 DE、BB 等 于 所 求 矩形 的 两 邻 边 . 

2481. 求 作 两 边 的 比 为 m:% 的 矩形 , 使 
它 内 接 于 A4BO, 且 A 
一 边 在 BC 上 . 

解 [ 作 图 ] 过 4 F 
作 BC 的 垂 线 4D 和 
平行 于 BC 的 直线 
AB, 目 使 4D:AE 为 B ; KDG C 
Mm:%W。 连 结 BE 与 4C 交 于 点 ,由 勿 向 BC 
引 垂 线 了 G, 再 从 了 引 BC 的 平行 线 了 及 ,与 
AB 的 交点 为 有 了 ,然后 由 瑟 向 B0 引 垂 线 
如 KK, 则 FHKG 即 为 所 求 的 和 矩 形 。 
“ [证明] 由 作 图 知 BKY4D， 
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所 以 HK:AD=HB:AB. 
又 区 HFEF/ AE, 
所 以 HF:AE~HB:AB. 


°, HK:AD=HF:AE, 
因而 HK:HF=AD:AB=mi:n. 

注 当 人 LC 或 人 B 为 钝 角 时 ， 则 G 或 玉 
便 在 BC 的 延长 线 上 , 此 时 和 矩形 在 三 角形 外 ， 
不 再 是 三 角形 的 内 接 矩 形 。 从 严格 的 内 接 定 
义 来 说 这 是 不 能 成 立 的 . 

2482. 试 在 扇形 04B 中 作 内 接 算 形 ， 
并 使 其 两 邻 边 之 比 为 和 29。 

解 [ 作 图 ] 在 扇形 O04B 的 弦 A4B 上 ,过 
4 引 垂 线 40, 使 4B 
:AC= 二 Nh:n. 连结 00， 
与 弧 4B 的 交点 为 DD， 
过 DD 引 直 线 使 DG/ 
C4, DEN AB/)GE, 
则 DBEFG 即 为 所 求 
的 和 矩形。 

[证明 ] 起 于 6G87 1 4B， GD1LC， 

+ FQ:AB~OG:0A=GD:AO, 
因此 FG:GD=—AB: AC0=m:n. 
而 DEFG 显然 是 内 接 于 扁 形 的 和 矩形. 

2483. 求 作 使 周 长 等 于 已 知 长 度 2 的 
矩形 ， 使 它 内 接 于 已 知 人 4BC, 且 一 边 在 边 
Bo 上. 

解 [ 作 图 ] 从 

4 作 Bo 的 和 三线 nh 
4D， 过 4 引 平 行 
于 BC 的 直线 4D'， 
取 4D' 一 4D.， 青 EQD R EC 
在 BO 上 取 B=p, 由 怠 引 平行 于 4B 的 直 
线 EB, 与 OD' 的 交点 为 了 .过 了 引 平行 于 
BC 的 直线 FP， 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 
P、S, 从 PP SS 向 BC 作 垂 线 PO@、SE， 则 
2PORS 为 所 求 的 矩形 。 

[证 明 ] 由 于 BEF 是 平行 四 边 形 ,所 以 
PF=BE=2y, 
SR:AD=0S8:0A=8F:AD’, 

但 4D=A4D', 因此 SR 一 ASP， 
‘» PS+TSR=PF=y. 
因此 PQ@ES 的 周 长 等 于 22p。 

2484.。 求 作 两 邻 边 的 和 为 已 知 长 oo, 且 
内 接 于 已 知 半圆 的 矩形 4BOD。 
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解 [分 析 ] 设 内 接 于 半圆 的 矩形 4BCOD 


已 作出 ,过 圆心 0 作 48B 的 垂 线 OF, 取 OF 
一 %, 连结 了 D, 设 与 直 下 
径 的 交点 为 召 ，O0DD 的 yc 
中 点 为 G, 则 
EO 1 DG, 
FG= DOC=2DG., EAO 
由 此 FG: DG=FO: EO~=2:1, 


- < -+ 
。 BO=3 F0 FT 


因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 直径 上 取 点 如, 使 BO 一 入 
过 0O 作 2ZO 的 垂 线 O8， 取 OF 一 人 。 连 结 
加 FF 的 线段 与 圆周 交 于 点 D。 然 后 过 点 D 引 
平行 于 直径 的 弦 DC, 过 DC 分 别 向 直径 引 
重 线 D4、CB, 则 4BCD 即 为 所 求 的 矩形 。 

2485。 试 作 周 长 为 2 的 矩形 4BCD， 
使 它 内 接 于 已 知 圆 0. 

解 ” 设 内 接 矩形 4BOD 已 作出 .在 D4 的 
延长 线 上 取 点 吾 , 使 4B=AE, 则 DE=m， 
自 人 LDEB= 45°. 

以 直径 BD 为 弦 ，E 
作 含 角 伯 " 的 弓形 
绑 , 设 它 与 以 DD 为 
回 心 ，m 为 半径 的 
圆 的 交点 为 B,DE 
与 圆 0 的 交点 为 4, 则 以 4B、4D 为 两 邻 边 
作出 的 矩形 4BCD 即 为 所 求 。 

2486. 在 八 4BC 内 ， 求 作 内 接 和 矩形 
DEBFG, 使 DB 一 BF 一 1( 定 长 ), 且 GF 在 边 
BO 上, 

解 [ 作 图 ] 过 B 引 BC 的 短线 ， 与 过 4 
平行 于 BC 的 直线 的 
交点 为 4', 连 结 4'C， 
在 BC 上 取 点 互 ， 使 
BH=,, 引 射 线 互 忌 ， 
使 CT 一 45。， 设 NN 
五 XX 与 4'C 的 交点 为 BG H FF C 
B'. 过 BE' 引 平 行 于 BC 的 直线 ,与 4'B 的 交 
点 为 D'， 与 4 的 交点 为 D， 与 40 的 交点 
为 召 ， 过 DD、 恕 向 BC 引 季 线 DG、B7， 则 
矩形 DBFG 即 为 所 求 。 

[证 明 ] 过 EB' 向 BC 引 垂 线 BF'， 则 
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LF'HB'=45"， 因 此 ,，E'F' 一 HF 
DE: BC 一 也 到 :BC 所 以 DE=~D'E'. 
形 DBZG 内 接 于 和 4BC， 
DE— BF=DB'— BE'F' 
~—BF’—HF' 
BH=1. 


由 于 
因 和 所 


| 因此 DBBG 是 满足 条 件 的 矩形 。 


2487， 求 作 内 接 于 定 A4BC 的 矩形 
DEFG, 使 DG 十 GF=1(l 为 定 长 ), 且 点 轧 、 
五 在 边 BC 上 . 

解 [ 作 图 ] 过 4 
引 BC 的 平行 线 ， 与 
过 B 的 BC 的 化 线 交 
于 点 4 和 ,连结 4'C. 在 
BO 上 取 点 瑟 , 使 BH 
一 2 引 射 线 瑟 了 使 ZBH 叉 =45°, 设 防卫 与 
4 的 交点 为 G'。 过 G' 引 BC 的 平行 线 , 与 
4'B 的 交点 为 D', 与 4B 的 交点 为 也 ,与 4C 
的 交点 为 @。 过 D、G 调 BC 引 和 针线 DE、 
GP， 则 矩形 DEFG 即 为 所 求 。 

[证 明 ] 过 双向 30 引 垂 线 GB， 则 

LF'HG'~45° 
可 知 ，、G'F' 一 了 PF' 耳 。 又 因 DG==D'G', 所 以 
DG++GF=D'G'4AF' 
=BF'+FH=BH=1,。 . 
因此 ,DEFG 为 满足 条 件 的 矩形 。 

2488. 求 作 内 接 于 已 知 直角 三 角形 
4BC 的 矩形 DEBE,， 使 直角 B 为 公共 角 ， 
且 DB-+DF=I, 

解 [分 析 ] 设 满足 条 件 的 矩形 DEBF 
已 作出 。 延 长 了 D， 取 
DF'=DB, 则 FF'=i. 
因此 在 平行 于 BC 
且 与 BC 距离 等 于 ?的 
直线 人 了 上 . 

[ 作 图 ] 在 和 和 俯 4BC 同 侧 引 平行 于 BC 
且 与 BC 的 距离 等 于 ?1 的 直线 和 Z， 设 40 
(或 其 延长 线 ) 与 了 的 交点 为 下 ,连结 区 B. 
过 KOC 上 住 意 一 点 D' 向 了 了 引 垂 线 D'H. 
以 DD' 为 图 心 , D' 瑟 为 半径 作 圆 ,与 区 B 的 交 
点 为 B', 过 B 作 B'D' 的 平行 线 , 与 40 的 交 
点 为 D。 过 DD 向 4B、BO 引 垂 线 DE、 DF， 
则 DEB 即 为 所 求 的 矩形 。 

2489. .在 上 题 中 , 求 作 使 DB 一 DF=m 
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的 矩形 。 

解 延长 DF, 取 DF'= 
与 上 题 一 样 作 
图 . 在 与 和 人 4BC 
相反 的 一 侧 ， 引 
平行 于 BC 且 与 
BC 的 距离 为 
的 直线 且 了 ,4C | 
的 延长 线 与 又 Z 的 交点 为 ,连结 B。 过 
AC 上 任意 一 点 D' 向 了 引 垂 线 D 有 .以 
刀 ' 为 圆心 、DH 为 半径 作 圆 ,与 BB( 或 其 延 
长 线 ) 的 交点 为 B'. 过 B 作 B'D 的 平行 线 与 
40 的 交点 为 D, 过 也 分 别 向 4B、BC 引 垂 
线 DB、DF，, 则 DEBP 即 为 所 求 的 矩形 。 

2490. 求 作 内 接 于 已 知 人 48BC 的 矩形 
DBFG, 使 BG 了 G8 一 l， 上 且 吾 ， 了 在 边 BG 
止 。 
解 作 4BLBO，441 BO。 设 44 与 
4'B 的 交点 为 4', 作 2 人 
以 4' 为 一 顶点 的 直 
角 A4'BC 的 内 接 矩 
形 D'BF'G', BF 
在 50 上， 使 5G' 十 
G'F' 一 1( 问 题 2488) . 

设 DG' 与 4B、 40 的 交点 为 DD、G, 过 

向 BC 引 垂 线 DB、GF, 则 
: 矩形 DBFG'G2 和 矩形 DEFG， 

万 G 二 GZ 一 BG' 十 GT 一 1。 
因此 DBFG 即 为 符合 条 件 的 矩形 。 

2491。 在 上 题 中 , 求 作 使 GB 一 GF=7l 的 
和 给 形 。 

解 作 以 4BTBO、44'1 BC 的 点 4 为 
一 顶点 的 直角 八 4'B0, 再 作 内 接手 人 4'BG 
的 矩形 D'BZAG"，B 到 在 BC 上， 使 G' 了 3-- 
G'F' 一 1 (问题 2489) . 设 D'G' 与 4B、4C 的 
交点 为 D、G， 过 D、G 向 BC 引 垂 线 D 加 、 
GF, 则 和 矩 形 D'BFP'G' 名 矩形 DBFG,， 

GE-GF~GQB-—G'F'=1. 
因此 DEBBG 为 符合 条 件 的 矩形 . 

2492. 求 作 内 接 于 以 人 为 直角 的 

从 4BC 内 的 矩形 DBFE, 使 其 面积 为 mm?. 
解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 矩形 刀 刀 古 媚 
已 作出 。 另 作 4B 为 一 边 的 矩形 4BHK, 使 

AB.BH=m?, 则 AB.BH=BD.BFE. 


Ee 则 FF'= 


DG 
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BH _'BD 
‘BF™ AB 


be BF.FC= BH.BO. 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 BO 上 求 点 及, 使 4B.BH 一 
ml2， 再 求 点 了 内 分 BC, 使 

BE.FC= BH.BC. 
当 作 出 以 BF 为 一 边 的 内 接 短 形 BFBD 时 ， 
即 为 所 求 的 矩形 。 

2493. 求 作 内 接 于 已 知 A4BC\ 面 积 为 
zi2 的 矩形 DEWG, 且 使 九 、 刀 在 边 BQ 上. 

解 设 过 4 所 作 BC "a 
的 平行 线 与 过 所 作 
BC 的 垂 线 的 交点 为 4， 
作 直 角 三 角形 4'BC，D 
则 人 入 A4'BC 与 和 仿 4BC 等 
积 ， 因 此 可 作 内 接 于 
A4'BC 的 矩形 D'BF'G', 使 其 面积 为 m2( 参 
照 上 题 )。 设 D'G' 与 边 4B、4C 的 交点 分 别 
为 D、G, 过 D、G 向 BC 引 重 线 DB、G 甩 则 
DEBG 即 为 所 求 的 矩形 。 

2494. 求 作 面 积 一 定 且 内 接 于 已 知 正 
方形 4BCD 的 矩形 。 

解 [ 作 图 ] 作对 角 线 40. 在 A4BC 
中 ， 作 面积 等 于 已 知 面积 一 半 的 内 接 和 矩形 
HFNM, 目 使 一 边 MMN H 
在 4C 上 (参照 上 题 ), 延 
长 BMEN 与 LDOD 
的 交点 分 别 为 互 .G, 连 

结 互 G, 则 BFGH 即 为 
所 求 的 矩形 。 

[证 明 ] 办 形 关于 对 角 线 对 称 所 以 

矩形 BFNMWS22 上 矩形 HGNM. 
因 和 矩形 了 BFGZ 的 面积 等 于 加 FNM 面积 的 两 
倍 ,所 以 矩形 如 FGEH 的 面积 等 于 已 知 面积 . 

2495. 在 已 知 A4ZBC 的 边 4B 上 求 点 

P, 过 了 引 平行 于 .BC 的 直线 与 边 4C 的 交 


.点 为 8, 过 卫 与 8 向 BC 或 其 延长 线 所 引 的 
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垂 线 足 分 别 为 8@、R, 求 作 矩形 P9RS, 使 其 
对 角 线 的 长 等 于 7. 

解 [分 析 ] 假 
定 符 合 条 件 的 矩形 
PQRS 已 作出 。 设 
过 4 作 BC 的 平行 
线 与 过 C 的 BC 的 3 
牌 线 交 于 点 4', PS 或 其 延长 线 与 B4'、 4'C 
的 交点 分 别 为 P'、S', 则 

BO: PS= BO: P'S'=AB:AP, 
又 PS= P'S'. 
因此 过 向 BC 引 垂 线 PQ', 则 
和 矩形 PRS22 上 矩形 P'Q'CS' 
。 PO=PR=, 

故 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 作 A44'f BO, C4'1 BO， 其 交点 
为 4。 在 A4B 上 求 点 P', 使 CP'=l, 过 PP/ 
引 平行 于 BC 的 直线 与 4B、4C 的 交点 分 别 
为 P、S, 过 已.S 向 BC 引 算 线 PO、RS, 则 
PQRS 即 为 所 求 和 矩形。 

2496. 求 作 矩形 4BCD, 使 其 各 边 分 别 
过 已 知 点 P、@、 有 5, 且 其 中 一 条 边 等 于 已 
知 长 . 

解 设 符合 条 件 的 和 矩形 4BCD 已 求 出 ， 
人 PBQ 一 人 LR， 所 以 B 在 以 PQ 为 直径 的 贺 
周 上 ,又 人 QOR 一 LB， s 
所 以 C 在 8R 为 直径 的 
阅 周 上 ， 又 BC 等 于 已 了 局 
知 长 ， 因 此 根据 (问题 
2191)9 为 两 圆 的 交点 ， 人 
过 @ 的 直线 与 两 圆周 的 
确定 。 连结 BP、CR。 过 8 向 BP、COR 引 委 
线 ， 其 垂 足 分 别 为 4、D， 则 4BOD 是 所 求 
的 矩形 。 

2497 。 求 作 对 角 线 的 交角 等 于 &， 且 内 
接 于 已 知 平行 四 边 形 的 矩形 PORS. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 矩形 PQRS 已 
作出 。 两 四 边 形 的 中 心 。 A Pp p 
应 是 同一 点 。 设 其 中 心 
为 0, 则 OP=098, 由 9 
了 POQ=ga， 所 以 可 作 
出 和 OPQ8.。 因 此 可 作 
图 如 下 。 也 RC 


QQ RC 


D 
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[ 作 图 ] 设 4C、BD 的 交点 为 0， 根据 问 
题 2282, 作 以 O 为 一 顶点 ,在 4B、4D 上 有 
顶点 人 PP 的 AOPQ, 使 0P=09,: 且 人 P08 
一 g。 设 80、PO 的 延长 线 与 CD、BC 的 交 
点 分 别 为 &、 忆 ， 则 PQES 即 为 所 求 的 矩形 . 

2498. 求 作 四 条 边 分 别 过 及、 了 G、 五， 
且 对 角 线 等 于 已 知 长 1 的 矩形 4BCD， 

解 “ 设 符合 条 件 的 一 本 
和 矩形 4BCD 已 作出 ，， 
LAB4 媚 一 R， 所 以 对 
《4 在 以 加 玉 为 直径 的 K 
加 上 。 同样 , C 在 以 NE 
了 G 为 直径 的 咒 上 .再 
过 孔 引 平行 于 了 的 弦 万 友 , 则 

LAHB= /KFEFO, 
因此 , 两 条 强 4B 与 OK 相似 。 又 两 个 圆 与 
点 恕 、 到 确定，40 的 长 等 于 71， 在 这 两 个 圆 
上 分 别 求 点 4、 CO， 使 弧 妃 4. OK 相似 ，4C 
的 长 等 于 7( 问 题 2911), 则 点 4、C 确定 . 从 
而 B、 DD 也 可 求 出 。 


3. 正方 形 


2499。 求 作 内 接 于 已 知 萎 形 4B0D 的 
正方 形 BFGH. . 

解 ” 设 凌 形 4B0D 对 角 线 的 交点 为 0, 作 
2Z4OP、~ BOC 的 平 
分 线 ， 与 萎 形 四 边 的 
交点 分 别 为 B、F、G、 
量 , 则 加 ZG 及 是 所 求 
的 正方 形 。 因为 
4BCD 是 鞭 形 ， 所 以 

和 人 40522A 人 COp5P22ACOF2240D。 
" OEF=OF=0OG=0OH, 
二 BGLFEH. 
故 忆 BFG 是 正方 形 。 

2500， 已 知 对 角 线 与 一 边 的 和 为 mw; 求 
作 正 方形 4BCD. 

解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 正方 形 
4BCD 已 作出 。 延 长 对 角 线 BD， 取 DB= 
DC, 则 

BE=m, 


[了 ] 


连结 B0, 则 
DBC= 亏 LBDC=22.5°。 
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因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 取 线 段 BZ 
一 m， 以 BD 为 斜 边 作 ”全 
等 腰 直 角 ABBP。 设 
BBEF 的 平分 线 BC 
与 BF 的 交点 为 C, 则 疼 一 人 下 
BC 即 为 所 求 正 方形 的 一 边 。 

2501。 已 知 对 角 线 与 一边 的 差 为 加 ， 求 
作 正 方形 450D. , 

解 [分 析 ] 设 符合 条 
件 的 正方 形 4BCD 已 作 
出 .在 对 角 线 BD 上 取 
DE=CD, 则 BE=m， 过 
刀 向 BC 引 甜 线 刀 BFB， 则 83 c 
EC 平分 LDEF. 因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 取 BE 二 =m, 作 以 B 马 为 斜 边 的 等 
采 直 角 入 BBF。 在 BB 的 延长 线 上 取 点 D， 
设 LDEF 的 平分 线 与 BF 的 延长 线 的 交点 
为 0, 则 BC 即 为 所 求 正方 形 的 一 边 。 

2502.。 求 作 内 接 于 已 知 A4BC 的 正方 
形 , 使 其 一 边 在 边 BC 流 
上 


解 [ 作 图 ] 在 边 。 pp K 


4B 上 取 一 点 了 ,过 刀 
向 BC 引 垂 线 DB, 以 
DB 为 一 边 作 内 接 3 MF NS 
于 和 4BC 的 正方 形 DBHG. 连结 BG 并 延 
长 ， 使 与 40 交 于 及 ; 过 下 引 平行 BC 的 直 


线 ,与 4B 的 交点 为 过 工 下 向 BC 所 引 


垂 线 的 垂 足 为 了 、 和 入， 则 KLMN 即 为 所 求 
的 正方 形 。 
[证 明 ]. KN /1 G 冯 ， KL/GD, 
。 GF _BG_GD 


但 ” GF=~GD, 
因此 , KLMN 即 为 所 求 的 正方 形 . 

2503. 
方形 4DBZ 

解 以 3C 为 斜 边 
在 A4BC 的 外 侧 作 
等 腰 直 角 人 .BC 已 , 过 
4 向 号 B、CZ 引 垂 线 
AD、 AF, 则 ADEF 
即 为 所 求 的 正 为 形 。 其 理由 是 : .因为 4 如 平 


WE A4BC 的 正 


从 人 BBC, 则 
LD= LEB- LF ZB, 
所 以 4DEF 是 所 求 的 正方 形 。 
2504. 已 知 定 圆 与 在 圆 内 的 一 点 PP。 . 
(1) 求 作 一 边 过 忆 的 内 接 正方 形 、 
(2) 为 了 完成 作 图 ， 书 应 在 加 的 秆 么 位 置 
上 


解 [分 析 ] 假定 已 作出 边 4B 过 已 知 点 
卫 的 内 接 正方 形 4BCD. 过 中 心 0O 向 4B 作 
垂 线 ON。 若 已 知 贺 的 半径 为 ?+,， 则 

ON=-”， 
2 
. pr ” 
[ 作 图 ] 以 0 为 圆心、 J 


心 外 ,过 也 向 此 回 引 切 
线 PN, .与 已 知 贺 的 
交点 为 4、B. 若 以 4B 
为 一 边 作 内 接 和 矩形 
4BCT， 则 此 和 矩形 即 为 . 
所 求 的 正方 形 。 

[证 明 ] 4N? 一 2 一 二 一 后， 


L004B=45°, 


因此 , 4BCD 是 正方 形 。 又 4B 通过 书 所 . 
以 4BCD 是 所 求 的 正方 形 。 

[讨论 ] ”为 了 完成 作 图 ， 条 件 是 必须 使 点 
己 不 在 以 0 为 圆心 ， 以 了 3 为 半径 的 下 内. 
即 OP 关 -三 : 由 于 多 是 加 内 的 点 ,所 
以 OP<?, 


73 2- 
时 则 有 一 解 。 
2505, 求 作 以 定点 PP 为 顶点 的 正方 形 
P4BC， 使 其 边 4B、BC 或 其 延长 线 分 别 通 
过 另外 已 知 两 点 Q、 友 . 
解 [分 析 ] 这 下 方形 PA4BC 已 作出 . 连 


结 了 PB 则 LPB0 千 BR。 因此 ; B 在 以 
PQ 为 纺 、 含 诗人 BR 的 弓形 弛 上 . 又 GZ 
一 因此 ， 台 在 以 QK 为 直径 的 网 周 上 。 
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改 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 以 PQ 为 弦 作 含 角 号 /人 尼 的 弓形 
统 , .在 同一 向 以 QEK 为 直 


. 径 作 半圆 ， 设 它们 的 交点 及 
为 B. 过 了 向 BQ、BK( 或 


其 延长 线 ) 所 作 的 垂 足 分 

别 为 4.C, 则 P4ZBC 即 为 

所 求 的 正方 形 . . B 
2506.。 求 作 内 接 于 定 扇形 04B 的 正方 


解 [ 作 图 ] 在 启 形 04B 的 半径 04、 
OB 上 分 别 取 点 P、8, 使 i 的 长 
为 任意 ) .以 PQ 为 边 在 
与 0 相反 的 一 侧 作 正方 
形 PQRS. 直线 OS、OR 
与 弧 4 的 交点 分 别 为 
五 、G. 如 图 所 示 作 瑟瑟 
1 SP, GF J 38， 与 
AO、BO 的 交点 分 别 为 
E、F, 则 EFGH 即 为 所 求 的 正方 形 。 

[证 明 ] ”由 作 图 知 BS GH,， 

“, GH:RS=OH:OS=0G:0BR ... 

HE:SP=GF: RQ. 
因为 RS=SP=RQ， 所 以 GH=HE=GF,， 
又 LGHE= /HGF=/R. 

内 此 有 FG 是 内 接 于 扇形 04B 的 正方 形 . 
“2507。 求 作 内 接 于 已 知 弓 形 的 正方 形 ,使 
它 的 两 个 项 点 在 弧 上 , 另外 两 个 顶点 在 弦 上 ， 

解 [ 作 图 ] 过 已 知 c 
己 形 的 弦 4 好 的 一 端 4 
作 4 的 垂 线 40 取 Q 
使 4B=A40。, 连结 4B E 
的 中 点 0 与 0,00 与 弓 
形 弧 的 交点 为 D, 过 DD 
引 平 行 于 48B 的 弦 DE, 
过 D、 加 向 4B 引 垂 线 , 设 和 一 足 分 别 为 GF， 
则 DEFG 即 为 所 求 的 正方 形 . 

”[ 证 明 ] 由 于 4C/GD, 则 04:A0=0G: 
GD. 又 304=40, 则 04:204=0G:GD，, 
因此 20G~GD。 过 0 向 DE 引 垂 线 OK, 则 
算 足 玉 是 DE 的 中 点 ;所 以 2&D=DB。 又 
OGDEK 是 矩形 ,所 以 OG 一 瑟 D 因此, GD 二 
ED。 又 DZ5G 的 各 角 痢 是 直角 所 以 


Ff OE6 A. 
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DBFG 是 所 求 的 正方 形 。 
2508。 求 作 面积 等 于 已 知 和 矩形 的 正方 
形 . TD 

解 ” 设 已 知 和 矩形 的 两 
边 长 为 ?、m， 存 任意 直 eal 
线 上 取 4B、BO 分 别 等 
于 1、m。 以 AC 为 直径 人 © 
作 半 器 , 过 B 作 40 的 垂 线 BD, 设 它 与 半 贺 
弧 4DO 的 交点 为 D， 则 BD 是 所 求 正 方形 
的 一 边 。 其 理由 是 : 

AB:BC=!l.m=BD?,. 

2509。 求 作 与 已 知 人 4B0 等 积 的 正方 
形 。 . 

解 ” 根 据 问 题 2477 作 与 人 4BC 等 积 的 矩 
形 DBOE, 然后 根据 上 题 可 以 作出 与 DBOB 
等 积 的 正方 形 . 

2510. 求 作 正方 形 等 于 已 知 ?w 个 正方 形 
的 和 。 A 

解 ”[ 作 图 ] 设 已 知 
个 正方 形 的 一 边 分 别 E 
为 a、 入 ca、 “**» 先 作 
以 c 与 2 为 直角 边 的 直 b 
角 和 人 4B0, 然 后 过 C0 引 《 
委 直 于 40 的 直线 CD， 取 CD 等 于 c。 再 过 
也 取 等 于 @ 垂直 于 4D 的 直线 DB。 依 次 这 
样 作 下 去 ， 最 后 的 斜 边 4 他 就 是 所 求 正方 形 
的 一 边 。 


[证 明 ] 4B2T BO 一 402， 402-CD? 一 
4D2 
“"，4B2 二 BOzTOD2? 一 4D2， 
a2 十 22 十 c? 一 4D2?。 
同样 ， Qa? 二 2 十 c2 二 02 十 … 二 AX?。 


2511。 求 作 两 个 正方 形 ， 使 其 面积 之 比 
为 m:n， 和 两 个 正方 形 的 一 边 之 和 (或 差 ) 为 
定 长 1。. 

解 ” 设 在 点 己 内 分 (或 外 分 ) 等 于 定 线段 ? 
的 线段 4B, 使 4P3:;:PB?=m:n。 
则 本 题 可 归结 为 问题 1933. 

2512. 求 作对 于 已 知 正方 形 的 比 等 于 已 
知 比 a:2 的 其 他 正方 形 。 : 

解 [ 作 图 ] 在 直线 上 取 三 点 B、F、0， 
使 BF=a，FC==b。 以 BC 为 直径 作 半 圆 ， 
过 也 作 BC 的 垂 线 与 半圆 弧 的 交点 为 4。 设 
已 知 正 方形 的 一 边 为 2 在 4B 上 取 4D=,, 
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过 忆 引 平行 于 BC 的 直线 DE， 与 40C 的 交 | 求 出 。 过 己 引 公 垂 线 4PB, 则 


点 为 妃 ， 则 4 即 为 
所 求 正方 形 的 一 边 。 . 
[证 明 ] 由 于 BO 9S c 
/DZ 则 
4B_4D， 5 E 
AC AE’ 
4B? _ AD 
"” a0 ABi* 
又 人 4BC 是 直角 三 角形 , 4F 上 BC， 
AB: BF a 
Si 0 
AD? _ 4 
AE b* 


又 4D2(=?9) 表示 已 知 正方 形 的 面积 ， 所 以 
AB 即 是 所 求 正 方形 的 一 边 。 

2513. 设 有 三 条 已 知 线段 &、5、c, 将 线 
段 4 分 为 两 部 分 ， 使 其 一 部 分 上 的 正方 形 与 
线段 2 上 的 正方 形 之 比 等 于 另 一 部 分 上 的 正 
方形 与 线段 < 之 比 . 

解 [ 作 图 ] 了 到 线 上段 48B==a, 在 其 延长 线 上 
取 BC=c. 
过 4 作 4B 
的 垂 线 4D， 
使 4D=b， 
过 B3 引 CD 了 A E © 
的 平行 线 BMN， 与 以 4D 为 直径 的 圆 的 交 
点 为 用、 妇 。 连结 DM、DN, 设 它们 与 B84 
的 交点 分 别 为 加 、 了 ， 则 怠 是 所 求 比 的 内 分 
4B 的 点 , 了 是 外 分 点 。 

[证 明 ] 因 4W 垂直 于 DBE, 人 《DAC= 
BE, 因此 

AE’: AD2~ BM: DM. 


出 于 DOW MB，.… EM:DM=EB:BC, 
邑 4 已 2:02 一 五 Bic。 

对 于 了 也 同样 可 证 。 

2514。 求 作 以 已 知 两 条 平行 线 肥 开间 
的 定点 卫 为 一 顶点 ， Q 
另 两 个 顶点 在 ZL、 工 
上 的 正方 形 。 R 

解 (1) 与 点 PP 相 P 
邻 的 两 顶点 8Q@、 5 分 x 训 
别 在 了 工 、 到 上 时。 . 

[分 析 ] 设 符合 条 件 的 正方 形 PQRES 已 | 


. OZ 的 直线 PB， 


LAPQ+ /ABPS= /RR, 
且 . APO= /PSB, 
因为 PQ=PS， 所 以 两 个 直角 三 角形 P49、 
SBP 相等 ,因此 4 一 PB、 BS 一 4P， 由 此 
可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 卫 向 工 、M 引 公 重 线 4PB, 在 
其 同一 侧 的 工 .MX 上 取 点 8.5, 使 49 一 PB， 
BS 一 4P, 设 过 8 与 8 分 别 作 POG、P8 的 和 
线 的 交点 为 BR . 则 PORS 即 为 所 求 的 正方 
(2) 两 顶点 至 .8 分 
别 在 ME 时 。 | 

[分 析 ] 设 符合 条 
件 的 正方 形 PORS 已 
作出 . 过 卫 作 公 垂 线 My 
4PB, 过 3 向 工作 本 
线 SC, 与 (1) 同样， 则 

人 APBSS2ARCS。 
因此 PB=EO, CS=SB=0A4A=AB. 
从 而 . RA=RO+0CA=PB-+COS 
一 PB+4B (一 定 )。 
故 可 作 图 如 下 。 人 

[ 作 图 ] 过 了 P 卫 作 工 ,和 L 的 公 重 线 4PB, 在 
同一 侧 的 工 、 2 上 取 点 万 、, 使 4 一 4B 十 
PB, BS=AB, 过 P 卫 与 及 分 别 作 PS、SBR 的 
导线 ， 其 交点 为 8, 则 PQRS 即 为 所 求 的 正 
方形 . 

(3) 两 顶点 Q、 ER 分别 在 LM 上 时 ,用 与 
(2) 同样 的 方法 可 以 作出 . 

2515. 求 作 以 人 XO 了 内 的 定点 了 为 一 
顶点 , 与 此 相 邻 的 两 顶点 在 两 边 OX、OY 上 
的 正方 形 。 

解 [分 析 ] 
PDEC 已 作出 ， 
过 尸 向 OX 引 
垂 线 P4， 如 图 
所 示 。 引 平行 于 


假定 符合 条 件 的 正方 形 


使 P4=PB, 则 
在 和 八 了 PA4D 与 
人 PBC 中, PA4=PB, PD=PO, /DPA= 
LCPB 

(* LOPB= /R=/BPA). 


552 


.“. APDAQAPOCB, 
ZLOBP= /PAD= /BR, 
因此 可 作 图 如 下 . ’ 

[ 作 图 ] 过 卫 向 OX 引 垂 线 P4, 过 了 作 
OX 的 平行 线 , 并 在 此 直线 上 了 的 两 侧 取 B、 
B', 使 PB=P4~~PB'. 过 8B, .B' 作 BB' 的 
垂 线 BC0、B'C', 它们 与 OZ 的 交点 分 别 为 C、 
C0'。 然 后 从 卫 分 别 引 PC、PC' 的 一线 ， 与 
OX 的 交点 分 别 为 D、D'; 过 C、D 引 PC、 
PD 的 垂 线 ， 其 交点 为 加 ,又 过 0'、D' 引 
了 0O'、PD' 的 垂 线 , 其 交点 为 互 '， 则 PCED、 
了 PO'E'D' 都 是 所 求 的 正方 形 ， 

[证 明 ] LCPD= /R= “4PP， 
“，BPO= 4PD, BP=AP, 
LPBC= /R= /PAD,., 
因为 PBC 入 PA4D, 所 以 PC=PD, 因 而 
了 PDEC 是 正方 形 。 同 理 ，PD'B'C' 也 是 所 求 

的 正方 形 . 

注 ”本题 的 另外 两 顶点 C、 互 或 召 、 吕 分 
别 在 边 0Y、0O 上 时 ， 可 以 接 上 题 同样 作 
图 

2516. 求 五 等 分 已 知 正 方形 4BCD 的 
面积 ， 使 其 中 四 份 是 以 已 知 正方 形 的 边 为 斜 
边 的 直角 三 角形 , 另 一 份 是 正方 形 。 


解 { 作 图 ] 在 边 4B 上 取 BH 等 于 4B 
的 五 分 之 二 ， 过 及 引 平 行 于 BC 的 直线 , 与 
圆 相 交 于 点 了 P， 过 4 
向 BP、 过 DD 向 CP /一 一 

H Fa ‘ 

AAA 

交点 为 B,， 则 PQRS 5 ”5c 
是 正方 形 ,四 个 直角 三 角形 人 PBC, AGCD， 
五 分 之 二 ， 则 和 PBC 是 正方 形 4BOD 的 五 
都 和 人 PBC 相等 。 因此 都 是 正方 形 4BCD 
的 五 分 之 一 的 面积 。 又 因 


CD 的 交点 为 .HK 。 A D 

与 以 BC 为 直径 作 的 

引 的 三 线 足 分 别 为 

S、8。 设 45、D8Q 的 

人 和 BDA4, 人 S4B 与 正方 形 PORS 都 等 积 . 
[证 明 ] 矩形 五 BCK 是 正方 形 4BCD 的 

公 84B 都 是 直角 三 角形 。 它们 的 余 边 与 一 

锐角 都 等 于 人 PBOC 的 斜 边 与 一 锐角 ， 所 以 

PS8=BS— BP=—PC—-00=— PQ, 
所 以 PRS 是 正方 形 ， 哲 面积 等 于 正 为 形 
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4BOD 的 五 分 之 一 . 

2517. 已 知 定 线段 4B 及 其 上 的 定点 
P， 作 以 4B 为 斜 边 的 直角 三 角形 4BC， 在 
40 上 取 点 @, 在 BO 上 取 点 及, 使 P9OR 为 
正方 形 . 

解 ” 设 符合 条 件 的 
图 形 已 作出 ，CP 平 
分 40B， 所 以 CP 
过 以 4B 为 直径 的 圆 
弧 LMWB 的 中 点 M. 
@ 为 PM 与 弧 4ME 
的 共 斩 弧 的 交点 , 可 以 确定 。 

2518. 求 作 与 已 知 正方 形 相 等 的 正方 
形 , 且 内 接 于 另 一 已 知 正方 形 4BCD. 

解 ” 设 正方 形 4BCD 对 角 线 的 交点 为 0. 


设 已 知 正 方形 的 对 角 A 

线 长 为 m, 以 O 为 加 人 > 
心 , 画 多 为 半径 作 贺 ， (全 pA | 
与 4B 的 交点 (有 两 人 < 

个 ) 为 卫 , 在 BC、CD、 区 ~ 一、 pd 
D4 上 上 顺 次 取 B8、 5 一 Qc 


CE、DS 等 于 4P， 则 PQRS 即 为 所 求 的 正 
方形 . 


2519,， 求 作 内 接 于 已 知 正 方形 4BCD 
的 正方 形 召 FG 肪 , 使 
其 面积 等 于 4BCD 的 
3 
豆 。 G 

解 设 适合 已 知 
条 件 的 内 接 正方 形 


BFHGZ 已 作出 , 则 两 ” C 


个 正方 形 的 对 角 线 交 点 是 相同 点 ， 设 此 点 为 
0, 由 此 
正方 形 4BCD 面积 4B? 
正方 形 避 GH 面积 ”7 
OS 
EO7™ 3， 
因此 加 0 可 以 求 出 。 于 是 本 题 可 转化 为 上 题 
的 作 图 . 
2520. 求 作 外 接 于 四 边 形 4BCD 的 正 
方形 BPGH. 
解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 正方 形 BFGH 
已 作出 。 由 于 人 B= 人 LR， 所 以 如 在 以 4AD 
为 直径 的 加 上 。 同 样 G 在 以 BC 为 直径 的 阅 
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上 , 连结 BG 并 与 两 圆 相交 于 点 P.Q@。 由 于 
BFGH 是 正方 形 ,对 角 Ep 
线 瑟 G 平 分 LB 与 人 G， 
因此 ，P、Q@ 分 别 为 弧 
ABD 弧 BGC 的 共 虎 弧 
的 中 点 。 由 已 @ 可 以 
确定 及 G 的 位 置 ,从 而 
正方 形 FGH 即 为 所 求 。 故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 分 别 以 4D、BC 为 直径 作 四 ， 求 
四 边 形 内 缀 的 中 点 P、8, 连结 PQ 的 直线 与 
两 贺 的 另 一 交点 分 别 为 如 G。 连 结 了 4、 


D.GB、GC 并 延长 相交 于 F\ 五 , 则 EFGH | 


即 为 所 求 作 的 正方 形 。 
[证 明 ] 由 作 图 人 4BD、LBGC 都 是 直 
角 , 又 了 、q9 为 弧 D4、CB 的 中 点 ,因此 
TBG= /HGE~45°, 
LH=/LE, 有 HE~HG. 
同 理 LF=LRE, 且 也 万 一 FG。 
因此 EFGEHH 为 所 求 作 的 正方 形 . 

[讨论 ] ”根据 原 四 边 形 4BCD 的 形状 ，P 
和 @ 如 果 在 原 四 边 形 之 外 ， 那 么 无 法 作出 符 
合 条 件 的 正方 形 (不 可 能 作 图 ) 。 当 PQ 重 
合 为 一 点 时 , 可 作 无 数 个 如、G。 因 此 外 接 于 
4BCD 的 正方 形 有 无 数 个 (不 定 的 时 候 ). 其 
他 情况 下 一 般 有 一 解 。. . 

注 设 弧 ABD、BGC 的 中 点 为 P.O， 则 
在 上 图 中 ,车 不 连结 PQ, 而 连结 PQ、P@'、 
P'8'， 则 除 上 述 正方 形 外 还 有 三 个 正方 形 . 
这 些 正方 形 的 各 边 (或 其 延长 线 ) 过 原 四 边 形 
的 各 顶点 , 但 不 是 四 边 形 4BCD 的 外 接 正 方 
形 , 所 以 将 此 省 去 。 如 在 问题 2529 中 , 求 作 
过 四 点 的 正方 形 , 这 里 当然 包含 着 此 情况 . 

2521. 
方形 4B0D, 使 边 BC、CD 分 别 过 已 知 点 书 、 
9。 .. 
解 本 题 是 上 题 的 A 
特例 。 因 此 解法 与 上 
题 相同 。 以 4P、49 
为 直径 的 圆 分 别 过 
五 、 了 .连结 BD 的 
直线 与 圆 相 交 于 点 
互 、 了， 则 及 加 为 弧 A4EP、AFQ 的 中 点 ， 
因此 位 置 都 可 确定 (参照 上 题 ). 


2522. 作 内 接 于 已 知 四 边 形 480D 的. 


作 外 接 于 已 知 三 角形 4PQ 的 正 . 
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正方 形 PQRS. 

解 〈 和 问题 2572) 先 作 外 接 于 任意 正方 
形 PWY'R'S' 且 相 似 于 4BCD 的 四 边 形 
4'B'C'D'、 青 在 4B、BC、OD、D4 上 求 点 
PQ、K、 58, 使 - 

AP:PB=A’'P’': P'B’, 
BQ:QC= BQ':YO’, 
CR:RD-O'R':R'D, . 
DS:SA= D'S':S'A4’', 
因此 , PQRS 与 PQ'R'S' 相似 ， 故 PQBRS 即 
为 所 求 的 正方 形 。 


2523. 求 作 正 方形 4BCD, 使 它 的 两 顶 
点 4、C 在 已 知 圆 O、O' 上 , 而 其 他 两 顶点 在 
己 知 直线 ZY 上 。 

解 [分 析 ] 设 . 
符合 条 件 的 正方 形 
4BOD 已 作出 . 将 
入 DOB 和 圆 O0’' 沿 
XY 了 对 折 ， 由 于 
4BCD 为 正方 形 ， : 
所 以 点 C 与 点 4 重合 , 圆 0' 成 为 加 0" 的 位 
署 ， 而 夯 0” 与 贺 0 的 交点 4 即 是 正方 形 的 
一 个 顶点。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 贺 0 关于 瑟 Z 的 对 称 较 0 
0 同 圆 0" 的 交点 为 4。 再 作 4 关于 XY 
的 对 称 点 CO， 以 4C 为 一 条 对 角 线 作 正方 形 
4BCD 即 为 所 求 。 

2524， 求 作 正 方形 4BCD, 使 它 的 一 顶 
点 为 已 知 点 4， 一 边 E 
BC 过 已 知 点 卫 , 且 另 
一 边 CD 与 已 知 园 O 4 
相 切 。 

解 [ 作 图 ] 作 互 
相 垂直 的 丙 直 线 4 如 、 
AP, 并 取 AE=A4P, B P TC 
过 妃 作 图 的 蕊 线 加 DO, 作 4Bf BO 4D 


-上 EC 。 BPOL EO, 即 得 AB, AD、 DO) 则 . 
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a 


4BCD 即 为 所 求 的 正方 形 。 

[证 明 ] B=AC 一 D= 2, 则 45CDP 
为 矩形 。 在 人 A4BP 与 人 4D8 中 ,人 B= 
LD=LB, 

AP=AE, /BAD= /PAB=/R, 
/LBAP= /DAE. 
和信 ABF2 八 ADE, 
. 4AB=A4AD. 
故 4BOD 即 为 所 求 正方 形 . 

ft 讨论 ] 一 般 切 线 有 两 条 . 又 可 过 4 与 上 
面相 反 一 侧 作 4, 从 而 问题 有 四 解 . 

2525。 求 作 正方 形 4BCD, 使 它 的 一 顶 
点 为 已 知 点 4， 两 条 边 BC、CD 与 已 知 
O、O' 相 切 。 

解 [分 析 ] 设 符合 于 条 件 的 正方 形 
4BOD 已 作出 。 : D 
以 4 为 中 心 ,将 上 | 
正方 形 4BCD 和 
加 0' 绕 4 旋转 
90°,4BCD 成 为 
AB'C'B 的 位 置 ， 
加 0' 成 为 欧 0" 的 位 置 。 因为 4BCD 为 正 
方形 ,所 以 C'、B、C 在 一 直线 上 。 BC 为 两 
加 0 与 0" 的 公 切 线 , 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 连结 A40'’， 过 《4 作 40' 的 垂 线 
A0", 取 4O" 一 40'(O" 取 在 4 的 两 侧 )， 以 
O7 为 圆心 , 圆 0' 的 半径 为 半径 作 加 ,再 作 两 
圆 0、0” 的 公 切 线 CO。 过 4 作 0'C 的 垂 线 
4B， 以 4B 为 一 边 向 加 0' 的 一 侧 作 正 方形 
LBCD 即 为 所 求 。 

2526。 求 作 正 方形 4BCD, 使 它 的 两 边 
AD、4B 分 别 过 两 已 知 点 已 9,， 另 两 边 BC、 
CD 与 两 已 知 圆 0O、0’ 相 切 。 

解 【[ 作 图 ] 作 PO 的 垂 线 0 
GO'"'=PO, 以 07 为 贺 
心 、 圆 O 的 半径 长 为 
半径 作 圆 ， 再 作 两 圆 
OO' 的 公 切 线 CD， 
过 马 作 CD 的 牌 线 ， 
其 垂 足 为 D, 过 -| 全 
CD 的 平行 线 与 
的 交点 为 4。 作 2 
O 相 切 而 与 CD 垂直 的 直线 ， 设 它 与 48、CD 
的 交点 分 别 为 B、C， 则 4BCD 即 为 所 求 作 


并 取 


心 


` 两 边 4D、4'B，， 


的 正方 形 . 

[证 明 ] 人 4= LD= LC = LB， 因 此 
4BCD 为 矩形 。 由 于 @F 1 4DJ OE, PB | 
AB/f O"F, 可 知 POE 和 QO"F. 

*. PE=QF. 
等 式 两 边 减 去 贺 0 的 半径 , 得 4B=AD. 故 
4BCOD 为 正方 形 。 

2527、 求 作 一 边 4AD 过 定点 卫 ， 另外 三 
边 4B、BO、CD 
分 别 与 已 知 贺 
0、O'0" 相 切 的 
正方 形 4BCD.。. 

解 设 两 贺 
O、0” 的 半径 为 
和 La 以 OO" 为 
回旋 、7 十 "之 长 为 半径 作 园 。 过 瑟 、O 作 
边 BC 与 贺 0' 相 切 ， 边 
C'D' 与 圆 0” (半径 为 ?十 7/) 相 切 , 则 得 正方 
形 4BC'D' (参照 上 题 )。 这 里 将 4 有 或 
B'C’ 平行 移动 距离 就 可 以 了 。 用 了 ~ 人 代 
替 了 十 ?由 此 可 得 其 他 解 ， 

2528. 求 作 四 边 与 四 个 已 知 贺 O、O-`、 
0O".. O”' 相 切 的 正方 形 4BCD. 

解 ” 设 四 个 已 知 贺 CQ、0^ 0”、0O” 的 半径 
分 别 为 和 YA 7 II。 以 O7 为 圆心 、7 十 和 
为 尘 径 作 贺 。 以 
O* 为 圆心 、 7 十 
49” 为 半径 作 医 ， 
再 作 两 边 过 0、 
0'， 其 他 两 边 与 
O"、 O( 半 径 
分 别 为 MY 十 2 
十 7”) 相 切 的 正 
方形 4/B'O'D' (参照 上 题 ) 。 若 把 4'B' 平行 
移动 距离 ”， 或 把 4'D' 平行 移动 距离 7'”， 即 
可 得 解 。 如 把 ”二 7 以 7 一 ?代替 ,7' 填 7 
以 人 一 /7 代 蔡 , 又 可 作出 其 他 的 解 。 

2529， 求 作 正 方形 PRBS， 使 它 的 四 边 
延长 线 通 过 在 一 条 直线 上 的 四 个 已 知 点 4、 
B、C、D ( 技 一 定 上 顺序 ) 。 

解 以 4D 为 直径 作 贺 O， 再 作 与 4 垂 
直 的 圈 0 的 直径 MOM'。 以 BC 为 直径 作 回 
0', 再 作 与 BC 垂直 的 圆 0' 的 直径 NON . 连 
结 MN (或 用 N', MI'N，, MXND) 与 圆 O 网 OO 


a 
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的 交点 为 P、 甩 ， 设 两 直线 4, EC( 或 P4， 
BB) 的 交点 为 @， 两 直线 了 PD，RB (或 PD 
RO) 的 交点 为 5， 则 PQRS 即 为 所 求 作 的 正 
方形 。 


M MP 
也 可 先 作 以 4C 为 直径 的 加 ,以 BD 为 直径 
的 圆 ， 再 作 与 4C 垂直 的 直径 MMM' 与 BD 
垂直 的 直径 NN', 连接 MN (或 凡 N' M'N，, 
M'N'), 同上 面 一 样 ,连结 此 两 点 的 直线 与 两 
圆 的 交点 都 可 以 作出 。 
也 可 作 以 4B 为 直径 的 贺 与 以 CD 为 直径 


的 圆 , 可 同上 面 一 样 考虑 。 . 


注 本 题 是 问题 2529 的 特例 , 即 是 四 边 形 
4BOD 的 四 个 顶点 《4、B、 CO、 也 在 一 直线 的 
情形 。 


和 4、 获 形 
2530。 作 与 平行 四 边 形 4BCD 同 底 等 


高 的 姜 形 BCBF.。 4s Dp 

解 【 作 图 ] 以 | 
如 为 贺 心 、BC 长 
为 半径 作 贺 ， 与 直 


线 4D 相 交 于 了 。B 各 
过 C 作 BE 的 平行 线 与 直线 4 相交 于 五， 
则 BOE 即 为 所 求 。 

[证 明 ] BCE 为 平行 四 边 形 , BC= BZ， 
所 以 BCEF 为 凌 形 。 
”2531。 求 作 两 边 
分 别 在 已 知人 4BC 
的 边 4B、4C 上 , 一 
顶点 在 边 BC 上 的 姜 
形 。 
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解 作 4 的 平分 线 4D， 再 作 4D 的 重 
直 平分 线 与 边 4B、4C 分 别 相交 于 马 . 了 , 则 
4DF 即 为 所 求 菱形 。 理 由 是 , 对 角 线 4D、 
了 3 互相 垂直 平分 , 所 以 4BDF 为 所 求 的 获 
形 ， 
2532。 作对 角 线 PE 在 已 知 直 线 XY 了 
上 , 边 PQ、QR、RS 分 别 过 定点 工 、M、 的 
萎 形 。 

解 [ 作 图 ] 作 点 及 关于 XY 的 对 称 点 
M'， 连 结 M'N 与 XY 交 于 点 孔 过 工作 
2M'N 的 平行 线 与 RM 
相交 于 点 Q，QL 与 
XY 相交 于 点 卫 。 设 
过 卫 作 9B 的 平行 线 
PS 与 MN 的 交点 为 
S， 则 PQRS 为 所 求 
的 萎 形 。 ni 

[证 明 ] 很 明显 . YY 
PQRS 为 平行 四 边 形 。 设 Ma' 与 XY 了 的 交 
点 为 豆 , 则 

AMHRAEAM'HE. 


| 所 以 对 角 线 PR 平分 LQRS, 从 而 PQRS 为 


菱形 。 : 
2533。 求 作 已 知 平行 四 边 形 4B0D 的 
内 接 萎 形 , 使 边 4B 
上 的 定点 为 萎 形 
的 一 个 顶点 . 

解 [ 作 图 ] 连结 
P 与 对 角 线 AC、BD 日 QQ 

的 交点 0 的 直线 与 OD 相交 于 过 O 作 


-POBR 的 惟 线 与 两 边 BC、AD 分 别 相交 于 俯 


8, 则 PQRS 即 为 所 求 菱形 . 

[证 明 ] 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 0 为 它 
的 对 称 中 心 。 

POOR, O0=08, 

又 PRLQS, 所 以 PQRS 为 姜 形 . 

2534. 求 作 两 对 角 线 的 比 为 n:n 的 凌 
形 ， 且 使 它 内 接 于 A Dp 
已 知 的 平行 四 边 形 
ABCD. 

解 [分 析 ] 设 内 9 人 
接 获 形 PGRS 已 作 拓 一 一 
出 。 两 四 边 形 对 角 线 的 交点 重合 , i 


为 点 0。 


.在 人 P08 中, LP0Q= 人 BR， 
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PO:QQ= PR:QS— m:nN, 
则 凌 形 一 定 。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 O 作 .48 的 垂 线 OH， 作 直 线 
OF, 使 和 BOF 一 人 /R, 有 08:0F 一 n:m. 再 
过 好 作 Oz 的 垂 线 了 P 与 4D- 相 交 于 P,PO 
与 BC 相交 于 加 ， 设 过 0 作 PRE 的 季 线 与 
AB、CD 的 交点 分 别 为 8、S, 则 PQBS 即 为 
所 求 菱形 。 

2535. 
为 已 知 长 。 

解 [分 析 ] 假定 问题 已 解 出， 
所 求 鞭 形 。 求 网 
AD 的 中 点 下 
连结 OM, 则 
OM=M4=MD 3 D 


作 已 知 圆 0 的 外 切 袭 形 , 且 边 长 


4BOD 为 


于 mw ce 
所 以 可 作 图 如 下 。 
…E 作 图 ] 过 0O 作 长 为 字 " 的 线段 ou, 
再 过 四 作 贺 0 的 切线 。 在 此 切线 上 点 了 ML 的 
两 侧 分 别 取 长 为 各 加 的 线 臣 四 4、MD， 以 


AD 为 一 边 , 作 贺 的 外 切 四 边 形 4BCD, 且 使 
4D=4B, 则 4BCD 为 所 求 芍 形 . 

[证 明 ] 在 人 40D 中 , 4M=MO=D. 
又 . LALAA0D=LR, A4B=AD, 
因此 ， A4ODPEeA40B， 

“. 40B= /A0D= /RB. 
又 BO0、 也 三 点 共 线 ， 且 B00~=OD，BO 是 
乙 4BC 的 角 平 分 线 . 由 B040, 可 知 4B 
王 BO。 同 理 , 4D= DO. 所 以 四 边 形 4BCD 
的 各 边 都 相等 , 它 是 芙 形 。 

2536。 求 作 两 边 分 别 在 已 知 两 平行 直 
线 工 , M 上 ， 另 两 边 分 别 
过 已 知 点 4、 五 的 葵 形 。 

解 ” 设 平行 线 工 2 的 
距离 ( 公 垂 线 的 长 ) 为 js 
以 4 为 直径 作 园 ， 取 长 
为 h 的 弦 4H (或 4H”)，y 和 
过 B. 五 (或 BH') 的 直 《 及 
线 与 区 1 分 别 相交 于 以 妨 ， 设 过 4 作 SR 
的 平行 线 与 工 、 的 交点 分 别 为 忆 、9， 则 
PQERS 即 为 所 求 的 菱形 。 理 由 是 , 由 作 图 , 平 


五 ， 则 


第 四 编 _ 作 题 


行 线 PQ 与 B25 的 距离 和 了 8 与 QB 的 距离 
都 等 于 ,因此 平行 四 边 形 为 菱形 . 
2537。 求 作 边 分 别 平行 于 已 知 四 边 形 
4BCD 的 对 角 线 且 内 接 于 此 四 边 形 的 萎 形 。 
解 [ 作 图 ] 过 和 作 BD 的 平行 线 40'， 


AD 的 交点 为 S, B 
过 5 作 DB、 4C 
的 平行 线 SP、 
SR, 与 4B、 OD 
的 交点 分 别 为 《4 
PR. -过 了 作 4C 的 平行 线 PQ 与 BC 的 交 
点 为 9, 则 PQRS 为 所 求 作 的 次 形 。- 
[证 明 ] PS8/L40 ， 
| ., PS:40= BP:B4. 
又 PO/f AC, ... PQ:AC0=BP:BA, 
因此 PS:A0'= PQ:AO, 
从 而 PS=P@ (… 40=A40"). 
再 由 SR AC 知 ， SR:A4C==DS: Da4。 
而 4C 1/ BD, 因此 
DS:DA— BS8: BC'=~PS: AO', 
“ SE:AC=PS:AO’, 
“ SER=PS. 

又 SBP8Q， 所 以 PQRS 为 凌 形 。 两 组 对 
边 又 分 别 与 已 知 四 边 形 4BCD 对 角 线 平行 
符合 题 设 条 件 。 

2538. 求 作 与 已 知 人 A4BC 等 积 且 一 角 
等 于 60° 的 净 形 . 下 .人 

解 过 点 43 引 BC 的 
平行 线 与 过 点 B 与 BC . 
成 60* 角 的 直线 相交 于 名 


SaA4Bo 一 SAzgso 。 
设 BC 的 中 点 为 W， 在 
边 BC 上 作 与 BB、BMU 的 比例 中 项 相等 的 
线段 BD. 在 BE 上 作 BP=BD, 则 人 BPD 


为 等 边 三 角形 ， 
BE. BM = BD2= BD.BP 
(. BD=BP). 
因此 ， Baapp 一 SAappx 一 于 Snapo。 


再 作 点 卫 关 于 BD 的 对 称 点 8, 则 PB8D 有 即 


第 四 章 、 四 边 形 和 多 边 形 的 作 图 


为 次 形 ， 它 的 面积 为 2SAsgxk， 即 与 4BC 
等 积 . 
2539。. 作 内 接 于 平行 四 边 形 4BCD 且 
面积 为 思 2 的 葵 
形 . 

解 设 PQRES 
为 所 求 作 的 痿 
形 ， 鞭 形 的 中 心 
就 是 平行 四 边 形 
ABCD 的 中 心 . 
在 OP 上 作 与 08 相等 的 线段 08', 那么 


- OP.09=OP.09'- 王 m2 


设 点 卫 在 边 4D 上 移动 , 点 @' 的 轨迹 就 是 一 
个 男 (问题 1874) 。 作 此 加 的 直径 OR， 车 
保持 OP 与 09 垂直 , 也 在 4D 上 移动 , 则 使 
OP.09 一 亏 弛 的 点 @ 的 轨迹 就 是 以 O 为 
中 心 , 把 前 面 的 圆 旋转 90。(O 允 ' 与 08 垂直 
且 相 等 )， 也 就 是 以 0 了 ' 为 直径 的 圆 。 设 此 
圆 与 边 4 的 交点 为 8， 则 8 为 所 求 著 形 
的 一 个 顶点 。 设 80 与 CD 的 交点 为 8, 通 过 
0 与 @8 垂直 的 直线 与 边 4D、BC 的 交点 分 
别 为 卫 、 及 , 则 PQRS 即 为 所 求 作 的 次 形 。 


与 。 梯 形 
2540. 以 线段 wC、2、c、2 为 四 边 作 梯 


形 . 
解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 梯形 4BCD 
已 作出 ,，.4B、BC、CD、D4 的 长 分 别 等 于 
a、b、c、Q, 设 4D1BC, 过 4 作 4BEJDC 交 
BC 于 如, 因此 、 
ABz=DO, 
AD= EO, 
而 BE=B0-AD 
一 0 一 0 让 
故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 AB=a、AE=c、BE =b~a 
的 三 角形 4BE. 在 BB 的 延长 线 上 取 BC= 
d 过 4 作 BC 的 平行 线 并 取 4D=&4， 则 
4BOD 即 为 所 求 作 的 梯形 。 
2541. 已 知 两 底 a、2， 两 对 角 线 、%， 
求 作 梯形 。 
解 . [分 析 ] 设 4BCD 为 求 作 的 梯形 , 过 


全 
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九 作 40 的 平行 线 DE 交 BO 于 点 召 。 则 在 
ADB 中 ， 
DB=—m, DE=AC=n, 
BE=BC+ AD=—at+b. 
故 可 作 图 如 下 . A D 
[ 作 图 ] 作 
人 DBE, 使 Ng 
BE=a+b, 

BD=%m, B . 七 
DE 一 n. 在 BE 上 取 BC=a, 过 D 作 BC 的 
平行 线 并 取 D4 一 6p， 则 4BCD 即 为 所 求 作 
的 梯形 。 

2542。 已 知 两 对 角 线 的 长 为 m、%, 两 对 
角 线 的 夹 角 为 A 5 D 


a, 求 作 梯形 。 

解 上 作 图 ] 

作 和 人 BDE, 使 也 Se 
BD 二 m, DA 一 n, 人 BDE 一 0, 在 BB 上 取 点 
0, 使 BC 一 a. 设 过 C 所作 DB 的 平行 线 C4 
与 过 DD 所 作 BC 的 平行 线 相 交 于 点 4， 则 
BOD 即 为 所 求 作 的 梯形 。 

[证 明 ] 由 作 图 , 4Df/BC， 则 ABCD 为 
梯形 ; 又 A4C DB， 则 4CED 为 平行 四 边 
形 。 因 此 

AC=DE~—n, BD=m, 
而 AC、BD 的 夹 角 为 6。 

2543、 已 知 对 角 线 A0( 一 人 ， 对 角 线 
BD( 二 m), 边 4B+ BO(==n), 4C 与 BD 的 
夹 角 为 a, 求 作 梯 形 4BCD. 

解 [ 作 图 ] 作 人 入 4NO, 使 A4N=”m, 40 
二 1!, 人 人 NAC 二 a; 在 CN 的 延长 线 上 取 点 24， 
使 CM==n。 作 4X 的 垂直 平分 线 与 NC 相 


交 于 点 B. 设 过 有 B Ap 
所 作对 4 的 平行 线 yx 
与 过 点 4 所 作 NC Za 
的 平行 线 相 交 于 MN B [Sl 


D, 则 4BCD 即 为 所 求 作 的 梯形 。. 
AB+BO= MB-+ BO~MO=n, 
又 4NBD 为 平行 四 边 形 , 因此 
BD=NA=m. 
又 A4N 1DB, 则 AC、BD 的 夹 角 与 NAC 
相等 即 为 w。 


第 四 编 作 图 题 


558 
2544. 已 知 两 条 对 角 线 4C(=)，BD | 点 。 
《一 多) 连结 不 平 A D 
行 的 两 边 4B、 MA CA 
CD 的 中 点 恕 \ 卫 9 上 
的 线段 (), 且 G< 1 c 
LABC(=0), 2 


求 作 梯形 4BCD. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 梯形 4BCD 
已 作出 . 过 4 作 DB 的 平行 线 4G 交 CB 的 
延长 线 交 于 点 G， 则 

AG=DB=—m, 4AD=GB, 
. GO~AD+ BC=28F~—2n, 
而 4BC=o, 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 人 入 4G0, 使 4G=m, GC=2n， 
4C=;*。 以 40 为 弦 ， 作 含 角 a 的 弓形 弧 与 
CG 边 相 交 于 点 8B。 设 过 B 所 作 4G 的 平行 
线 BD 与 过 和 4 所作 BO 的 平行 线 相 交 于 点 
D, 则 4BCD 即 为 所 求 的 梯形 。 

2545. 已 知 两 对 角 线 4C(==), BD(== 
D, 连结 它们 的 中 点 五 、 Q@ 的 线段 长 为 mr, 连 
结 相 对 两 边 中 点 且 、 互 的 线段 长 为 %， 求 作 
梯形 4BCD. 

解 (1) 瑟 、 卫 为 两 底 4D、BOC 的 中 点 。 

[分 析 ] 设 符合 条 件 的 梯形 4BCD 已 作 
出 。 过 九 所 作 平 行 于 4C 的 直线 DK 交 BO 
的 延长 线 于 五 ， 设 BK 的 中 点 为 0,， 连结 
DO, 取 CK=A4D, 4C=DEK, 


FO~ BO~BF~3 (BK BO) 


1 
一 二 CKRK=WD 
OK . 


则 到 BOD 为 平行 四 边 形 ，DO 一 巨 F 一 mw G 瑟 
一 训 (80 一 4D), 故 可 作 图 和 如下。 


L 作 图 3] 作 
入 BDK, 使 BD 
一 J, DK 二 Kk, 中 
线 DO 一 n。 在 
BK 上 取 BH'~ 
2m， 设 过 KH' 
的 中 点 C 所 作 平 行 于 DK 的 直线 C4 与 过 D 
所 作 平 行 于 BK 的 直线 相交 于 点 4， 则 
女 BCD 即 为 所 求 作 的 梯形 。 

(2) 至 、 五 "为 不 平行 的 两 边 4B.CD 的 中 


[ 作 图 ] 作 人 BDK, 使 BD=i, BK=2n， 
DK 一 K。 以 下 与 (1) 的 作法 相同 。 
2546. 已 知 高 j， 两 底 4D、BC 的 差 为 
, 求 作 内 接 于 已 知 加 | 
0 的 梯形 4BCD， 一 

解 “[ 分 析 ] 设 适 /NN 
合 条 件 的 欧 O 的 内 接 
梯形 已 作出 . 过 4 作 B C 
DC 的 平行 线 4 了 与 N 
BC 的 交点 为 吾 , 则 | 

下 AD= BO, 
且 BE=BC- AD=1. 
过 4 作 BC 的 垂 线 4 玉 ， 则 瑟 为 BE 的 中 
点 。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 直 角 三 角形 4'B' 及 '， 使 4' 五 
一 h，B'H'= 记 1，LH' 一 90"。， 再 以 等 于 
43' 的 线段 4B 为 缠 作 加 0O。 作 以 4B 为 
直径 的 半 回 ( 贺 O 内 ) 与 以 马 为 罗 心 、 去 1 长 
为 半径 的 圆 相交 于 点 五 , BA 与 圆 0 的 另 一 
交点 为 C， 过 4 作 平 行 于 BC 的 弦 A4D， 则 
4BCD 即 为 所 求 的 梯形 。 

2547. 已 知 面积 为 ?2， 一 腰 长 为 色 ， 求 
作 内 接 于 已 知 圆 O 的 A D 六 
梯形 4B0D， 

解 [分 析 ] 设 符 Ba C 
合 条 件 的 梯形 4BCD 
已 作出 (4D / B0)， 

AB=m, 则 4、B 为 : 

定点 。 设 DC 的 中 点 为 用, 由 问题 811， 
A48B-3 ABCD, 

故 吾 在 距离 4B 为 定 值 的 平行 直线 XY 上. 

设 4B 的 中 点 为 了 ， 则 0B8=08, 故 可 作 图 

如 下 。 

[ 作 图 ] 作 长 为 % 的 弦 4B， 作 距离 4B 
为 h (h 满足 人 M 尺 二 2) 的 平行 直线 XY (与 O 
在 48B 的 同 侧 )。 设 弦 4B 的 中 点 F, 以 OF 
为 半径 的 同心 圆 与 芝 了 相交 点 为 ,过 恕 作 
内 切 圆 的 弦 CD, 则 4BCD 即 为 所 求 的 梯形 . 
2548。 已 知 高 为 h, 两 边 4D、BC 的 和 
为 求 作 已 知 贺 0 的 内 接 涪 形 4BOD。 
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解 ” 设 适合 条 件 的 园 O 的 内 接 梯形 4BCD 
已 作出 。 作 垂直 于 底 边 的 直径 ZX 了， 过 4B 
的 中 点 恕 作 平行 于 底 的 家 线 如 7 与 对 边 交 
点 为 也 与 直径 的 交点 为 G， 则 


BF~(AD+ BO), 


所 以 ”如 G 一 子 (4D+B0) (一 定 ). 


因此 点 召 在 平行 于 
直线 了 了、 上 且 其 距离 
为 工 ; 的 弦 PQ 上 . 
其 次 由 4 向 BC 作 垂 
线 A 且 , 那么 AH =h. 
设 PQ 与 BC 的 交点 
为 玉 , 则 3 已 = 到 瓦 ， 由 此 得 及 是 关于 定 直 
线 PQ 的 点 B 的 对 称 点 。 因 为 B 在 强 PQ@ 
上 ， 所 以 五 在 关于 弦 PQ 与 弧 PBQ 的 对 称 
弧 PHQ 上 。 由 此 得 , 点 4 在 加 0O 上 , 点 互 
在 纺 PHQ@ 上 ,线段 4 等 于 已 知 长 %, 并 且 
平行 于 直线 辽 了 (问题 2160)， 这 样 求 得 点 4 
与 互 . 从 而 由 4 与 互 作 4 互 的 垂直 弦 4D、 
BG, 则 4BOD 为 所 求 的 梯形 。 

2549. 已 知 两 底 4D、BC 的 比 为 斩 :%， 
高 为 h， 求 作 内 接 于 
已 知 贺 0 的 梯形 。 

解 ” 设 适合 条 件 的 
内 接 于 凡 O 的 梯形 
4BOD 已 作出 。 设 
AC、BD 的 交点 为 及 ， 
BACD 的 交点 为 
则 QO、 及 、P 呈 三 点 共 
线 , 由 此 . 

LRKOD= 评 LA40D= /ACD,. 


故 玉 0、C、 中 西点 共 圆 。 
LPKED= /00D= /ODO., 
. 从 而 AOKDw AODP, 
*, OK .0P~O7?. 


其 中 下 、 卫 把 加 了 == 分 为 m%;w 的 内 分 和 外 
分 点 (问题 1041)， 所 以 OP 一 OK 一 PK ( 定 
长 )。 故 本 题 可 归结 为 已 知 0P 与 OK 的 差 
或 积分 别 求 OK 积 OP 的 问题 (问题 2016). 

2550。 已 知 对 角 线 40 人 (==?)，BD(= 


7m%)， 以 及 不 平行 的 两 边 4B(=p)，0CD(== 
q), 求 作 梯 形 4BCD. 其 中 > p<4, 4D 
<BO. 

解 ” 设 梯形 4BCD 
已 作出 . 作 4 五 LBC， 
DF Bo 由 问题 
847， 


?2 一 D2- 二 BO*:— 2BC. BE, 
M2 一 02 二 DO2 一 2BO.OT。 
两 式 相 减 ， 

?2 一 和 2 一 22 一 92 十 2BC. .OF— BE), 
02 一 1 一 (OF?+ DPF?) ~ (BE?+ AE?) 
~0F2— BE?. 
22— m2 (CF— BE) (2B0C—0F.- BE), 
Rm 2BO-_CF-BE 
因而 OF+BE 
_ BC+AD 
B06—A4D* | 
设 人 一 ww2 一 Q?, 9? 一 2 二 5b?, 上 式 化 简 为 
BC+AD _ 
BC-AD WW* 
AD 3 Q2 一 D2 
” BO wi 
设 40 与 BD 的 交点 为 G， 则 


一 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 


由 此 , 对 角 线 的 交点 G 内 分 对 角 线 为 定 比 

Pp 有 
所 二 策 所 以 G4、 GC 以 及 GD、GB 均 为 定 
长 , 而 4B、CD 为 已 知 长 。 先 作 人 GA4B, 分 
别 在 4G、BG 的 延长 线 上 取 点 C、D, 使 4C 
一 7，BD=m, 则 4BCD 即 为 所 求 的 梯形 。 

注 在 1<m, p>g, 4D> BC 的 情形 下 同 
样 可 作 图 ， 重 要 的 是 , 大 小 关系 决定 了 , 即 可 
相应 地 求 出 其 解 。 

6。 一 般 四 边 形 . 

2551.。 已 知 四 边 形 三 条 边 的 中 点 位 置 ， 
和 一 条 对 角 线 中 点 的 
位 置 , 求 作 四 边 形 。 ” 上 2 

解 [分 析 ] 设 本 站 
题 已 解 出 ，4BOD 为 。 EE 


所 作出 的 四 边 形 ， 则 
边 4B、4D、DC 的 中 


Q2 一 2 
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点 加 及 \G 和 对 角 线 40 的 中 点 五 的 位 置 都 
是 给 定 的 。 因 为 4KG 昌 是 平行 四 边 形 , 其 中 
到、G、 瑟 三 点 的 位 置 是 给 定 的 ， 所 以 第 四 个 
顶点 4 也 能 确定 。 因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] ”以 五 、@、 五 为 三 个 顶点, 作 平行 
四 边 形 GEKA4, 得 到 第 四 个 顶点 4。 在 4 琶 
的 延长 线 上 , 作 再 D 一 4 且 , 设 DG 的 延长 线 
和 4 五 的 延长 线 的 交点 为 0。 再 连结 4 马 , 在 
4 的 延长 线 上 ， 取 如 B=AB， 则 四 边 形 
4BCD 即 为 所 求 。 如 果 不 知道 G (或 及 点 )， 
市 知 道 BC 的 中 点 了， 则 因 EHEKA4 也 是 平 
行 四 边 形 , 所 以 可 用 同样 方法 作 图 . 

2552. 求 作 外 切 于 已 知 加 OO， 上 瑟 与 任意 
四 边 形 PQBS 相似 的 四 边 形 4BOD. 

解 [分 析 ] 从 已 知 圈 心 O 作 四 条 半径 
OK、0L、OM、ON, 使 人 NOK、 人 人 EOL、 
7ZOM 分 别 等 于 人 了 、L8Q、 人 RR 的 补 角 . 
由 此 得 五 、 工 、 除 、 四 点 ， 以 此 四 点 为 切 点 
作 切 线 4B、BC、CD、D4, 设 它们 的 交点 分 
别 为 4、5、C、D， 则 4BCD 就 是 所 求 的 四 


[证 明 ] LANO= AR= LAKO, 
LNOK+ ANAK=2LR, 
且 ANOK+ALSPQ=2LR. 
“ZA4A=LP. 

同样 可 得 人 B= 人 8, 人 C= 人 BR, 人 LD= 人 L8. 

2553. 已 知 三 边 4B(=a)，BC(=b)， 
CD(=0), 人 BAD(=0) ,人 4DC( 二 6), 求 作 
四 边 形 4BCD， 其 B 
中 +p>2LR. 

解 [分 析 ] 假定 “ 
满足 条 件 的 四 边 
形 4BCD 已 作出 , 过 
C 作 CD4, 则 

AB=0D=0, D 人 


LDAE~2/R- LD, 


“ LBABE=/A-(2/R-/D) 
—u+B—2LR. 
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图 题 


又 LAEC=/D=8, 
因此 可 作 图 如 下 . B 

[ 作 图 ] 作 和 4BB , 局 
使 4B=a, 4B=c。 并 
使 A 
LBAB=a+B—2/R. 

作 射 线 BEBO， 使 C4EC 

一 B. 以 了 为 圆心 .为 ? 人 
半径 作 罚 ,与 加 C 交 于 点 CGC。 过 C 作 CGD/ 
瑟 4， 且 CD=B4， 则 4BCD 是 所 求 的 四 边 
形 。 

注 在 ga+B<2LB 时 , 先 作 4B~a、 A 
=0、 LBAB~2AR-(a+B) 的 人 4BE, 以 
后 就 和 上 面 一 样 。 

2554. 已 知 四 边 48B(=a)，BC (=b)， 
CD(=0), DA(=0) 

和 两 边 4B 与 CD 的 ， 
夹 角 a,， 求 作 四 边 形 B 
ABCD. 

解 [分 析 ] 假设 E 
满足 条 件 的 四 边 形 上 
4BCD 已 作出 ，A4B、DC 的 交点 为 百 。 作 
CFJ1A4B,，AFIj BC。 设 4F 与 CF 的 交点 
为 , 那么 CF 二 4B, 4F 一 BO. 又 

LFCD= /ABD=a, 
因此 可 作出 AZFCD。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 C8R=a、0OD=c、 GOD=a 
的 人 CDF。 以 百 、DD 为 圆心 ,分 别 以 56、a 为 
半径 作 圆 ， 其 交点 为 4。 其 次 以 4、C 为 圆 
心 , 分 别 以 wa 为 半径 作 圆 , 其 交点 为 B. 则 
ABCD 就 是 求 作 的 四 边 形 。 

2555。 已 知 对 角 线 40(=7)，BD(= 
人 NM), 一 组 对 边 48( 二 a), CD( 二 5)， 这 两 边 
的 夹 角 xc， 求 作 四 边 A 
形 4BCD. 

解 [分 析 ] 从 C 
3 引 直 线 OB'， 人 使 CB/ 
之 4B, 那么 

AC=BB’, 


A 


ty 
已 


县 
LDOB'~2/R-a, B 
在 ADOB' 中 ,CD、CB'"、 人 DCB' 是 已 知 的 ， 
所 以 这 个 三 角形 可 作出 , 故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 人 入 BCD, 使 CEBOCD = 24B 
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一 ca BOC=c, CD 一 b; 其 次 以 B.D 为 圆心 ， 
分 别 以 Zw 为 半径 作 图， 设 其 交点 为 B, 过 
B 作 B4, 使 B42B'O, 则 四 边 形 4BOD 就 
是 所 求 的 四 边 形 。 
2556. 已 知 两 边 4B(=a), 0D(=5b)， 
对 角 线 4AC(=?), 两 角 
LABD(~a), LBDC(= BP, 
求 作 四 边 形 4BCD。 
解 [分 析 ] 4B、OD 的 交角 为 
BDO- /ABD= (8-0). 


如 果 过 CO 作 0B',， 使 0B'44B， 连结 BB'， 
就 有 BB'440， 兄 

并 且 LDOB' 是 ， c 
4B、CD 的 交角 

(8 一 c) 的 补 角 ， 

所 以 ADCB' 可 E Bb 


作出 。 因 此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 作 人 和信 B'CD, 使 人 BCD=2R 一 
(B—a), B'C=a, CD 一 b. 过 杞 作 直 线 DB, 
使 LCDB=B, 且 取 点 B, 使 BB'=i. 其 次 ， 
求 与 DD 在 直线 BC 同一 侧 的 点 4， 使 4B= 
a，AC 二 1。 那么 四 边 形 4BCD 就 是 所 求 的 
四 边 形 . 

注 由 a 和 8B 的 大 小 关系 ， 使 4B 和 0CD 
相交 形式 不 同 , 要 引起 注意 . 

《ou< 的 情形 ) (> 的 情形 ) 


E A 
[so° 
.<0 


LBAC(~=a), LACD(=B), LBDA(=Y), 
求 作 四 边 形 480D， 
解 [分 析 ] 由 C 作 CB'L244B, CD 全 
4D。 那 么 边 4B、CD 的 夹 角 是 
‘LACD~ LBAC= (8B~a)， 
因此 可 以 求 出 
BCDP。 其 次 ， 
LA4DB 
=— /OD'B’ 
as 了 5 
所 以 D' 是 在 以 : 
0B' 为 弦 , 且 含 角 7 的 弓形 弧 上 ， 又 有 . 
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ALACD= /CDD'=B. 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 ABCD, 使 人 BCD 一 2 一 及 一 
(B~a)，B'C=ga，0CD=5。 作 以 CB' 为 弦 ， 
含 角 7 的 弓形 弧 ， 过 D 引 DD', 使 LODD; 
一 6， 并 与 弓形 弧 交 于 点 D'。 过 B'、DD 分 别 
引 DD'、B'D' 的 平行 线 ， 其 交点 为 B。 再 从 
C 引 BB' 的 平行 线 且 取 C4=BB'， 则 四 边 
形 4BCD 是 所 求 的 四 边 形 . 

2558。 已 知 对 角 线 40(=?), BD(=m) 
和 它们 的 交角 9, 相对 的 两 角 人 人 4BO(=a)， 
人 4DC(=B), 求 作 此 四 边 形 48CD， 

解 从 也 引 D4'PB4，PO' 2 BC， 连结 


4C 那么 44 一 BD= 本 
CO'，AC 一 40'， 并 且 

L044'96。 因 此 可 以 a 
作 平 行 四 边 形 400'4'. ES 


又 LABCO= /A'DO' 

一 人 
所 以 也 在 以 40" 为 骇 ， 含 角 ca 人 3 
同样 地 ， 又 在 以 AC 为 弦 ， 含 角 8 的 弓形 
强 上 。 因 此 , 求 两 条 弧 的 交点 D, 就 可 决定 四 
边 形 4BCD. 

2559. 已 知 四边 4B(=a), 'B0(=5)， 
CD(==0c)，DA( 一 Q)， 且 对 角 线 BD 平分 角 
/4B5C, 求 作 此 四 边 形 450D. 

解 [分 析 ] 假设 A 
4BCD 已 作出 . 以 BD 
为 折线 ,把 八 4BD 反 
折 过 来 , 那么 4B 和 BC 
重合 , 妆 与 其 对 应 点 4' B D 
重合 。 由 于 4'D=4D， 

04' 二 4B 一 BO, 可 作出 
和信 4'CD. 故 可 作 图 如 下 . A 

[ 作 图 ] 作 和 4CD, 使 4D=a, CD=c，, 
AC 一 a-b。 在 4'C 的 延长 线 上 取 B, 使 CB 
一 D， 取 44 关于 BD 的 对 称 点 4， 则 4BCD ， 
就 是 所 求 的 四 边 形 。 

2560。 已 知 对 角 线 ACG(=1!)，BD(= 
m) ,它们 的 交角 为 a, 两 邻 边 4B、AD 的 比 
是 4:b, 人 BCD=p, 求 作 四 边 形 4BOD。 

解 [ 作 图 1 作 平 行 四 边 形 A400C'4', 使 
AC=1, 44' 二 Uw，L0OA44' 二 a。 以 OC0' 为 弦 ， 
作 含 角 有 的 弓形 弧 。 再 作 与 4、4' 的 距离 之 
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比 为 5:4 的 轨迹 的 圆 ， 设 此 圆 
点 为 D， 再 过 了 DD 作 
DBF44' 则 4BCD 
就 是 所 求 的 四 边 形 。 
[证 明 ] 路 . 
2561.。 已 知 四 边 
AB(=a), BO(=b),0D(=0), DA(=d), 对 
边 4B、0D 的 中 点 分 D 
别 为 、N， 并 且 
MXN(=M)。 求 作 四 
边 形 4BOD， 4 N 
解 [分 析 ] 假设 F 
已 作出 满足 条 件 的 四 
边 形 4BCD. 如 果 把 3 c 
4D、BC 分 别 平移 到 MBE、 MF 的 位 置 , 因为 
AM 一 BM, 所 以 DBFHC， 因 而 了 DZBOC 是 
平行 四 边 形 , 而 且 BF 过 DC 的 中 点 W。 又 
MN 是 和 人 BMF 的 中 线 , 且 MN =:m, MF= 
BO 二 b, ME 一 4D==Q, 所 以 可 作出 和信 BMF. 


1 
又 DN~3 DO-—30, 
ee ee 
DE~=3 AB- 志 0 
故 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 作 人 BMF, 使 两 边 MX 再 一 6 MP 
一 2 中 线 MN 一 m。 其 次 , 以 如、 为 圆心 
分 别 以 和 全、 邱 为 半径 作 两 个 贺 ， 交 点 为 D. 
将 DN 延长 到 0, 使 NO=DN。 再 过 D、C 
分 别 引 MB、MZ 的 平行 线 ， 并 截取 D4 一 
EM, CB 一 了 FM， 那么 四 边 形 4B0D 即 可 作 
上 1 
2562。 以 两 定点 B、0 为 顶点 ， 作 四 边 
形 4BCD， 合 另外 两 顶点 4、 卫 分 别 在 定 直 
线 民 1 上， 人 B、~C 的 差 为 4， 并且 边 
4B、OD 的 比 为 6:0。 

解 [分 析 ] “假设 已 作出 适合 
形 4BCD， 以 BC 的 M' 
中 生 线 妃 为 轴 , CD 工 
. 和 这 的 对 称 线 分 别 
为 BD' 和 M'。 那 么 

BD'=0D, Ny 
LABD'=/LB~/0O ©&C 


=0, MW 


条 件 的 四 边 


-二 MM' 上 (问题 2282) 。 
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是 定点 ，4 和 D' 分 别 在 工 各 必 上 ， 而 
4AB:;BD' 一 a:b, 因此 入 4BD' 可 作 。 

[ 作 图 ] 以 线段 BC 的 中 垂 线 廊 为 轴 , 作 
及 的 对 称 线 MM'。 由 人 ABD'=0, 4B:BD 
二 4:5, 作 人 4BD'， 使 其 顶点 4、D' 分别 在 
过 0C 作 BD 关于 六 
的 对 称 线 CD， 与 用 相交 于 D， 则 四 边 形 
4BCD 即 为 所 求 。 

2563. 已 知 四 边 形 的 两 个 对 角 ， 面 积 及 
两 组 对 边 中 点 之 间 的 距离 , 求 作 四 边 形 。 

解 ” 设 四 边 形 4BCD 的 对 边 中 点 的 距离 
为 5G、2 五 ， 则 加 FGH 的 各 边 是 平行 于 原 
四 边 形 对 角 线 的 四 人 A 
边 形 ， 并 且 其 面积 
等 于 原 四 边 形 的 面 5 性 
积 之 半 。 由 此 可 知 
边 形 BHGH 的 BB D 
对 角 线 和 面积 ， 从 全 
而 人 FH 的 面 
积 、 底 边 及 底 边 的 中 线 也 是 知 的 ， 所 以 
人 BF 是 可 作 的 .因此 ,4C、BD 的 夹 角 ,BF、 
EH 的 两 售 线段 4C、BD， 也 是 可 求 出 的 . 
故 本 题 可 归结 为 已 知 两 个 对 角 和 两 条 对 角 线 
及 其 交角 , 求 作 四 边 形 的 问题 (问题 2558) . 

2564。 已 知 边 4B(=a),，A4D(=»b)， 
人 4BC( 一 a)， 人 LADC( 二 B)， 两 边 BO、CD 
的 比 是 和 :2 求 作 四 边 形 4BCD. 

解 [分 析 ] 假设 已 作出 适合 条 件 的 四 边 
形 4BCD， 过 5 引 直线 B4'， 并 使 人 4'BC 
一 人 D. 过 G 引 直 人 
线 O4" 并 使 
LA4'0B= /DCOA, 
则 
人 40BwA40D, 

“ee A'B:AD=BO:DO=m:n, 
由 此 可 知 4 吾 是 可 以 求 出 的 。 
芭 : A'C: AC= BC: DCO=m:n, 
故 可 作 图 如 下 。 
{ 作 图 ] 作 人 入 4B4', 使 边 4B=a，4'B 


一 -200， 人 4B4'a+B, 再 作 与 人 4 的 距 


离 之 比 为 wk;w 的 轨迹 的 圆 , 设 它 与 ALLBO= 
% 的 边 BC 的 交点 为 C， 以 直线 40 为 对 称 
划 , 在 点 BB 的 异 侧 ,对 应 于 4C 作 与 人 4CB 


四 边 形 4BCD. 
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相似 的 人 40D, 则 四 边 形 4BCD 即 为 所 求 。 
2565。 已 知 过 对 角 线 的 交点 0 向 各 边 


. 作 垂 线 , 垂 足 为 P、@、E、5 的 位 置 。 求 作 此 


四 边 形 4BOD。 

解 假设 已 作出 满足 条 件 的 四 边 形 
ABCD, 那么 四 边 形 OPBQ、OQCR、ORDS、 
OSAP 都 是 贺 的 内 接 四 边 形 。 在 四 边 形 
OPBQ 中 ， 人 P08 二 2LB 一 LPBQ., 在 
和 BAC 中 ， 

LBAC+/BCA~—2/R— LPBQ. 
LPOQ= /BAC+ LBOA4. 
同 理 ”人 8OR= 人 QBD+ 人 LCDB，, 
又 A 
LBAC= /PSO, 、 
LBCA= /QRO, S 
LCBD= /QPO, 
LCDB=— /RSO. .B D 
“. LPOR 
= LPOQ 
+ 人 LQ0R= 人 PSO+ 人 QRO 
+LQPO+ ZRSO 
= LPSR+ AQRO+ LQPO 
= /PSR+4LR 
.~ (LZPOR+ APQE), 
因而 2 人 人 POR=4 人 人 R+ 人 PSR- LPOR, 
即 


LPOR~2 人 B+ 二 (LPSR- —ALPQR). © 
同 理 得 . 
L008~—2LR+3(LSPO— LORS). ©® 


由 @、 句 可知， 人 POR、 人 QOS 都 是 定 
角 。 因而, 0 是 以 了 R85 为 弦 , 含 @、@ 
定 角 的 两 个 马 形 弧 的 交点 。 因 此 四 边 形 
4BCD 的 各 边 是 过 了 号、Q@、B、8 分 别 与 OP、 
OQ、OR、OS 垂直 的 直线 . 

2566， 已 知 对 角 线 AC(==), BD( 二 7n)， 
LA(~a), LAC0B(=8), 主人 全 


@ 
ER 


解 [分 析 j 假设 已 
作出 满足 条 件 的 四 边 形 
4LPBCD， 因 为 BD 二 mn， 
4=o 所 以 容易 作出 
外 接 锅 。 又 由 
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/ACB=8= /ADB, 
所 以 可 作出 边 4B。 又 4C=7， 故 可 作 图 如 
下 ; 

[ 作 图 ] 取 BD=m, 作 以 BD 为 弦 、 含 角 
的 写 形 弧 的 贺 。 再 作 纺 D4, 使 <4DB= 
B。 最 后 以 4 为 圆心 、? 为 半径 作 圆 缴 和 哆 
《BD 的 交点 为 C， 则 四 边 形 4BCD 即 可 作 
出 《如果 4 各 C 在 3D 的 同 侧 ， 此 题 就 无 
解 ) . 

2567。 已 知 对 角 线 AC(=7)), BD(=m), 
其 交角 为 w 和 人 BDCO(=B), 求 作对 角 互 补 的 
四 边 形 4BOD。 

解 . [分析] 假设 
满足 条 件 的 四 边 形 
4BOD 已 作出 。 过 4 
和 9C 分 别 引 与 BD 
平行 且 相 等 的 线段 
44、 CC 则 4BD4'、BCCO'D、4C0'4 都 
是 平行 四 边 形 。 在 平行 四 边 形 4CCA4' 中 ， 
40O=1，44' 一 人 ，0O44' 一 ww， 所 以 它 是 容 
易 作 出 的 。 

又 因 四 边 形 4BCD 的 对 角 互 补 , 所 以 它 是 
圆 内 接 四 边 形 。 从 而 

LBAC= /BDO=B, 
又 AD)AB, 40'N LO 
。 LDA'C0'=/BAC=B. 
如 果 0D 的 延长 线 积 44' 的 交点 为 召 ， 因 为 
44'| BD, 所 以 L4EC 一 人 BDC=p, 由 此 
可 求 得 点 D。 

[ 作 图 ] 作 平 行 四 边 形 4C0'4', 使 AC( 二 

), A4'(=m), 人 LOA4A'(==a). 过 C 作 
ALACB=2/R- (a+p), 

设 0 与 44 相交 于 点 如 过 4' 引 直线 

4 使 人 FAC' 一 8B。CB 和 A'F 的 交点 为 

D, 以 4、4'\ 听 为 三 个 顶点 , 作 平 行 四 边 形 ， 

其 第 四 个 顶点 为 B, 则 四 边 形 4BCD 就 是 所 
求 作 的 四 边 形 。 

[证 明 ] 略 。- 

2568。 已 知 一 组 对 边 4B、0D 的 中 点 
之 距离 互 8 (一 小 , 两 条 对 角 线 4AC( 一 m) ,BD 
(二 %)， 两 边 4B、 CD 的 比 为 a:5， 另 两 边 
A4D、BC 的 平方 和 (二 如)， 求 作 此 四 边 形 
ABOD. 

解 设 BC、4D 的 中 点 为 G、 有 五 ， 则 四 边 
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形 BGFH 是 平行 四 边 形 , 且 其 边 分 别 等 于 原 
四 边 形 对 角 线 的 一 
尘 。 因为 GF 的 
各 边 和 一 条 对 角 线 是 
一 定 的 ,所 以 可 作出 . 
由 此 可 得 出 4C、BD 
的 交角 。 其 次 , 过 C 
引 CB'、CD' 使 它们 
平行 且 等 于 4B、4D, 则 40=BB'’, LDBB' 
等 于 AC、BD 的 交角 。 因 此 ， 可 作出 平行 四 
边 形 5B'D'D。 又 C 在 满足 条 件 CB':CD= 
a:2 的 轨迹 的 圆 .上 , 又 在 满足 条 件 

| CBE2 十 CD2 一 态 
的 圆 上 , 故 C 是 这 两 个 圆 的 交点 。 于 是 可 作 
出 四 边 形 4BCD. . 

2569。 已 知 一 组 对 边 4B( 一 a), CD( 一 
5)， 另 一 组 对 边 BC 和 4D 的 比 是 :nw， 把 
BC、A4D 内 分 为 mv:w' 的 点 分 别 为 KK、N， 
MN(=?), 两 边 BC、D4 的 夹 角 为 a。 求 作 
四 边 形 4BCD. A 


N 作 BA 2 
2 


线 履 L、NK, 与 
有 


AC、BD 的 交点 B 

分 别 为 荆 ` 五 ， 则 
BM:MO 5 

一 4N:ND， C 

所 以 轩 KNL 是 平行 四 边 形 . 

双 ML:A4B=MCO:BO=%’: (m'-+n'), 

AB=a, 所 以 可 求 得 LM 的 长 度 . 同样 ， 

MK:CD=m’: (十 2 )， 

CD=2。 所 以 可 作出 平行 四 边 形 MKNL( 因 

为 已 知 各 边 和 对 角 线 MXN)。 从 而 可 求 出 

4B、CD 的 交角 。 

其 次 ， 设 BC、A4D 的 中 点 分 别 为 如 、 卫 ， 
AC、BD 的 中 点 分 别 为 P、@， 则 PE8QF 也 
是 平行 四 边 形 。 由 于 ， 

5 _1 
PE— AB, PF 2 0D, 
同时 LBPF~ /MIN. 
所 以 PEQF 也 是 可 以 作出 的 平行 四 边 形 , 从 
而 加 7、PeQ 的 长 可 知 。 再 次 , 设 A4B、CD 的 
中 点 分 别 为 G、 互 ,GPRE9@ 也 是 平行 四 边 形 ， 
则 GP、GQ 分 别 等 于 BC、4D 的 一 半 ， 因 此 
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GP:GQ= BO:AD=m:n, 有 LPGQ==a, 所 
以 这 个 平行 四 边 形 也 是 可 作 的 。 于 是 可 以 求 
出 B80 一 2GP，A4D 一 2GQ。 综 上 所 述 ， 可 知 
四 边 形 4BCD 的 四 条 边 和 一 组 对 边 中 点 的 
距离 。 本 题 可 归结 为 问题 2561。 

2570. 在 给 定 的 人 4B0 内 作 内 接 四 
边 形 D'B'F'G'， 使 它 相似 于 已 知 四 边 形 
DEFG, HE'F' .A! 

在 边 BC 上 。 
解 在 四 边 形 D 
DEFG 的 边 DG、 
DE 外侧， 分 别 作 
含 ZL4、~B 的 弓 号 
形 弧 ， 与 了 B 的 延 
长 线 交 于 B', 与 
B'D 的 延长 线 交 于 
4。 设 4G、BEB jy 
的 交点 为 C， 虽 
人 4'B'0' 和 AABC 
的 三 个 角 对 应 相 J 
守 , 可 知 它们 相位， 了 了 4 
因此 , 在 所 给 人 4BC 的 边 4B、AC 上 求 D'、 
G! 点 ,使 
AD_AD AG'_AG 
D’'B DB GO GO 
在 BC 上 求 点 鼠 、 刀 使 
BE':B'F':FO=B'E:EF:FO', 
则 四边形 DB'P'G' 为 所 求 的 四 边 形 。 

2571。 求 作 一 个 与 已 知 四 边 形 4BCD 
相似 的 四 边 形 ， 使 其 两 个 顶点 在 已 知 半圆 的 
直径 屋 (圆心 为 CO) 上， 另外 两 个 顶点 在 这 
个 半 贺 的 弧 F。 

解 [ 作 图 ] 设 4D 4 
的 垂直 平分 线 和 BC 
(或 其 延长 线 ) 的 交点 为 ”EB 一 6 
0'， 以 0' 为 圆心 、0'4 
为 半径 作 圆 ， 它 和 BC p S 
的 延长 线 交 于 怠 、F. 
其 次 ,过 0 作 两 条 半径 
OP、OS, 并 使 XOP、 . 
人 POS 分 别 等 于 人 BO'4, 人 40'D. 在 XY 
上 求 @、 忆 两 点 ,使 

LOPQ= /0'4B, LO0SR= 0DO， 
则 PQES 就 是 所 求 的 四 边 形 。 


D 


Xa ORY 
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[证 明 ] ”因为 两 个 等 腰 三 角形 40 和 
POS 是 相似 的 。 由 此 
DA:SP=0'A:OP=~0’'D:OS. 

又 AO'4Bw ANOPQ, 
4B、PQ 是 其 对 应 边 ， . 
”", AB:P9=0’B:0Q=0'4:0P 
~O0'D:0S=DA:SP. 
同样 的 , 因为 AOOPDwomAORS, CD 和 RS 是 
其 对 应 边 , 所 以 
O'C:OR=—OCD: RS=O0'D:OS—DA:SP., 
故 
0O'B:00=0'0:0R 
=(O0'B+00’'): (O00+OR) 
~ BO:QR=DA:SP. 
闪 此 两 个 四 边 形 4BCD 和 PQRS 的 对 应 边 
也 成 比例 , 对 应 边 所 夹 的 角 相 等 ,所 以 四 边 形 
4BOD 和 PQRS 相似 ， 

2572. 求 作 已 知 四 边 形 4BOD 的 外 接 
四 边 形 PQRS, 使 它 相似 于 另 一 个 四 边 形 
P'Q'R'S'. 

解 [分 析 ] 设 
PQES 为 所 求 的 四 边 
形 ， 点 己 在 以 4BB 为 
弦 念 LZP' 的 弓形 强 
上 . 点 五 在 以 CD 为 
弦 含 ZB' 的 弓形 强 
上 。 连 结 PE 分 别 与 
它们 的 共 思 弧 相交 于 
加 、 PB, 则 由 APB 有 R’ 
一 人 SP'R' ( 定 角 )， 

可 知 


LABE~ /APE= /8S'P'R' 

( 定 角 ), 所 以 , 如 是 定点 。 同样 了 了 也 是 定点 . 
因此 连结 召 Z， 并 延长 与 两 个 与 形 弧 相交 于 
P、E, 则 这 两 个 点 也 是 确定 的 。 故 可 作 图 如 
下 


[ 作 图 ] 以 4B、CD 为 弦 分 别 作 含 人 P'、 
人 B' 的 弓形 弧 . 在 其 共 轿 弧 的 一 侧 ， 作 等 
于 人 LSP'B8' 的 人 ABB8， 等 于 LB8'R'P' 的 
.DOP , 延长 吾 F， 与 两 个 弓形 弧 相交 于 P、 
RB. 延长 P4、RD 交 于 8,，PB、RO 交 于 ， 
则 四 边 形 PQRS 就 是 所 求 的 四 边 形 。 

[讨论 ] 如 果 直 线 了 2 和 己 形 弧 4PB、 
ORD 不 相交 ， 此 时 本 题 无 解 。 又 当 召 和 万 
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重合 时 , 本 题 有 无 数 个 解 。 

2573. 求 作 已 知 四 边 形 PQRS 的 内 接 
四 边 形 4BCD， 使 它 与 四 边 形 4'B'O'D' 相 
似 。 


R 
(1) (2) 
解 利用 上 题 的 作法 ， 作 出 四 边 形 


4'B'C'D' 的 外 接 四 边 形 P'8'B'S'， 使 其 相似 
于 四 边 形 PQRS [图 (1)]， 把 此 图 形 原 封 不 
动 地 移 到 P9ZES 上 ， 即 在 各 边 上 取 4、 互 、C 
孔 四 点 ,使 

AP: A409=4'P': 4'0', 

QB: BER=0Q'B': B'R'’, 

RCO:OS= RO':0'S’', 
SD:DP=8'D’': D'P'. 
那么 四 边 形 4BCD 是 所 求 的 内 接 四 边 形 [ 图 

(2)]. 

2574， 已 知 四 个 角 w、B、 入 3 和 两 条 对 
角 线 加 、%w。 求 作 四 边 形 4BCD. . 

解 [分 析 1 假设 本 题 已 作出 。 人 4、 
人 《人 B、 人 0、 人 DD 分 别 等 于 0&、B、Y、5,， A4C= 
?2， 万 也 一 0 作 人 4BO 的 
外 接 贺 。A4D、0D 或 其 延 
长 线 与 贺 局 交点 分 别 为 A 
五 、 了 FF。 作 过 点 8 的 切线 
PBQ, 则 了 B 

‘LFBP~ /FOB=Y, 

LEBO= /BAB=a, 

LEDN= /ADO=6, 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 等 于 线段 色 的 弦 40 作 含 
角 8 的 弓形 约 和 圆 。 在 此 圆周 上 任 取 一 点 
五 ， 过 B 点 作 切 线 BO。 作出 弦 BEB、BP， 
使 ~PBR 一 7，@BB=w。 再 以 如 不 为 驴 
作 含 角 5 的 弓形 弧 ， 然 后 以 如 为 国 心 、? 为 
半径 作 圆 与 弓形 弧 相 交 于 D， 加 D、FD 的 延 
长 线 与 岗 相 交 于 4、C， 则 四 边 形 4BCD 就 
是 所 求 的 四 边 形 。 
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CD(=0), DA(=0), 且 内 接 于 某 圆 的 四 边 边 
形 4BOD。 

解 假设 适合 条 件 的 四 边 形 eB0D 已 作 
出 ,过 4 引 直 线 4 有, 使 
4 如 与 4D 的 夹 角 等 于 E 
人 B40, 且 与 CD 的 延 . 
长 线 交 于 点 马 , 则 B 

LADE= /ABO, re 

-。 AABOwAADE, 

BO: DE=.A4B: AD., 
所 以 可 求 出 DE. 又 AC:A48==A4B:AD (一 
定 ), 所 以 CD、DE、AD 以 及 A404AE 可 知 . 
因此 人 A4CEB 确定 ， 人 .4DO 也 可 以 确定 。 这 
样 4B0D 的 四 条 边 和 一 个 角 是 确定 的 , 可 以 
作 图 . 

2576. 已 知 四 边 形 4BCD 的 
BC 的 和 是 7， 求 作 已 知 圆 0 的 内 接 四 边 形 
4BCD. 

解 [分 析 ] 人 
4BOD 已 作出 ,在 弧 4B0 
上 取 点 B', 使 4B'= BO, ® 
连结 4B'、B'C, 则 BC 一 
4B。 于 是 在 同一 个 圆 O 
中 的 内 接 四 边 形 4B'CD， 
相 邻 的 两 边 BC、CD 各 等 于 a、5。 另外 两 
边 是 .4B' 十 4D=1, 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 取 定 圆 0 的 弦 BC、CD 分别 等 
B'CD 所 对 圆周 角 的 一 半 的 弓形 弧 ， 它 和 以 
DD 为 贺 心 ,? 为 半径 的 圆 交 于 点 妃 ， 设 DB 和 
六 0 的 交点 为 4， 再 在 弧 4BO 上 取 点 了 五 ， 
使 48B=B'C。 则 四 边 形 4BCD 就 是 所 求 的 
四 边 形 。 2 

2577. 求 作 圆 的 内 接 四 边 形 4BCD， 使 
AD4BP( 一 a)，40OB(=B)， 对 角 线 BD( 一 
已 ，4C 被 BD 分 为 两 部 分 4B 和 BC， 生 
AE: EC=m:n. 

解 假设 已 作出 四 边 形 
4BCD, 因为 

BD=!, LBAD=a, 
所 以 外 接 贺 0 可 以 确定 . 
， 其 次 ， 人 4CB~B, 所 以 弦 


一 组 对 边 
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2575. 作 四 边 为 4B(=a)，BC(=5),， 


4 万 的 长 可 以 确定 . 因此 , 只 要 确定 BD,4 也 
随 之 确定 .再 次 , 过 恕 作 召 P00, 与 半径 04 
交 于 加 .由 于 AF:FO=AE:EC=m:n, 卫 成 
为 定点 。 又 O00: BF 了 =A0:AE= (m+n):m， 
万 也 的 长 也 可 求 出 。 以 也 为 团 心 , 加 也 为 半 
径 的 品 和 纺 BD 的 交点 就 是 点 如。 因此 可 作 

出 四 边 形 4BCD. 

2578. 已 知 一 组 对 边 AB(=a) OD(= 
2), 另 一 组 对 边 BC 和 4D 的 比 是 m:n。 求 
作 四 边 形 4BCD。 

解 [分 析 ] 假设 满足 条 件 的 四 边 形 
4BCD 已 作出 。 在 弧 4BO 上 取 点 B' 使 
AB'= Bo, 则 BO=4LB=a， 有 CD=b, AB!’ 
“4D 一 BO;AD 二 m:n。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 圆 O 上 任 
取 一 点 C， 在 C 的 两 侧 A 
分 别 取 等 于 a、 2 的 纺 ab -NN 
CB' CD, 再 作 到 B'.D ) 

的 下 高 的 比 等 于 mo SN 
的 点 的 轨迹 (阿波 罗 尼 SN | 
斯 贺 ), 设 该 轨迹 和 回 0 四 

的 交点 为 4, 在 弧 4B'O 上 取 点 B, 并 使 4B 
=B'C, 则 四 边 形 4BCD 就 是 所 求 的 四 边 
形 .- a 
2579. 求 作 外 切 于 圆 的 四 边 形 4BCD， 
使 两 边 4B(=a), 4D(=b), 人 4DO(=0)， 
LABO(=B). 

解 [分 析 ] 假设 已 求 得 满足 条 件 的 四 边 
形 4BCD, 在 4B 或 其 延长 线 上 取 4D'， 使 
4D'=AD. 过 C 引 L4 mp 


的 平分 线 4 区 的 垂 线 OF QE/X 
过 了 作 内 切 圆 的 切线 C 
DC' 和 CF 的 交点 为 0'， E 
和 0B3 的 交点 为 至。 则 由 站 
DC、D'C' 关于 4 对 称 ， B 


可 知 点 0' 是 C 的 对 称 点 。 
又 因 BD'=AD~AB=:b~a; 
LEBD'—2/R-8, 
LBD'B= /D=0, 
所 以 人 BD'E 可 以 作出 。 故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 和 BD'E, 使 LBBD'=2_/R 
8B, BD'=b~g，LED'B=w。 和 让 D'B 的 
延长 线 上 取 B4, 使 B4=a。 在 人 BD'R 内 
作 人 入 BD'EB 的 旁 切 加 。 过 点 & 作 此 圆 .的 切 
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线 4D， 使 4 一 2， 过 人 DD 作 这 刚 的 切线 和 BB 
的 延长 线 相交 于 C, 则 四 边 形 4BCD 就 是 所 
求 作 的 四 边 形 。 

.2580。 作 已 知 圆 的 内 接 四 边 形 4BCD， 
使 其 对 角 线 -40、BD 为 已 知 长 ， 且 使 对 角 线 
BD 两 个 端点 的 相 邻 边 的 积 的 和 为 定 长 m2. 

解 ” 设 此 四 边 形 4BCD 已 作出 ， 分 别 过 
B、D 作 4C 的 垂 线 BB、DE, 再 过 B31 4C 
的 平行 线 与 DF 的 延长 线 相 交 于 G。 设 四 边 
形 的 外 接 圆 半径 为 互 则 

BA.BC=2R.BE (问题 1318)， 
DA-D0O 一 2R .DF (问题 1318)， 

。“ BA.BC+DA.DOC=2R.(BE+DF) 

=2R.DG, 

故 m=2R.DG. 
因此 DG 是 定 长 。 由 此 , 在 定 贺 内 作 定 长 的 
纺 23D， 并 以 2D 为 斜 
边 、DG 的 定 值 m%? 二 2R 
为 直角 边 、 人 BSD 为 直 
角 作 直角 三 角形 BDG. 
在 同 钢 内 作 平 行 于 BG 
的 定 长 弦 A0， 那 么 5 
ABCD 就 是 所 求 的 四 边 形 。 

2581. 作 定 区 0 的 内 接 四 边 形 4BCD， 
使 其 对 角 线 4C= (7m) ,两 条 对 角 线 的 交角 为 
Qs 并 外 切 于 某 圆 。 

解 [分 析 ] .假设 加 0O 的 内 接 四 边 形 
4BOD 已 作出 ， 则 40= 
m， 两 对 角 线 4C、BD 的 
交角 为 a. 车 4C 一 定 , 那 
么 BD 就 是 定 方向 的 弦 ， 
因此 两 弧 BCD、DAB 的 
中 点 召 、 也 为 定点 。 所 
以 4 有 CF 分 别 平分 四 边 形 的 4、 人 LC, 并 
且 它 们 的 交点 工 就 是 内 切 圆 的 圆心 ， 因 而 
BI、DI 过 40 所 对 的 弧 CDA、ABC 的 中 点 
G、 及 。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 3 在 任意 位 置 上 作 圆 0 的 等 于 
的 弦 4C， 再 作 与 4 的 交角 为 wc 的 任意 
弦 B'D。 设 弧 BCOD'、D458' 的 中 点 为 办 
万 ,4B、CF 的 交点 为 I 弧 CD'4、4B'C 的 
中 点 为 G、 互 。 GT、 互 7 再 与 如 0 分 别 相交 
于 B、D，, 则 4BCD 即 为 所 求 的 四 边 形 。 

2582， 已 知 了 PP、8、 怠 是 定 阅 0 内 的 定 


.567 


点 。 作 圆 O 的 内 接 四 边 形 ,使 对 边 4B、CD 
分 别 过 了 P、B, 对 角 线 相交 于 点 @。 

解 了 [分析] 假定 满足 条 件 的 四 边 形 
ABOD 已 作出 --. 作 人 DQC 的 外 接 圆 与 @R 
的 延长 线 相交 于 点 . 

S, 则 BOQ:ES=BED-. 
BRO。 又 五 是 定 圆 0 
内 的 定点 ， 所 以 不 论 
弦 CD 的 位 置 如 何 ， 
积 甩 D.BC 是 一 定 的 ， 
因此 RQ-RS 也 一 定 , 而 BR、Q 是 定点 ， 所 以 
& 也 是 定点 。 
又 LRSC= /QDC= /L048B, 
如 果 延 长 SQ 与 4B 相交 于 7, 则 4、T、C、S 
四 点 共 圆 ， 
“QS.:9T=AQ-.Q0 (一 定 ). 
因此 点 人 的 位 置 可 定 . 从 而 过 PP、 了 的 弦 45 
可 定 。 由 此 , 可 得 如 下 作 图 . 

[ 作 图 ] 车 圆 0 内 关于 @、 忆 两 点 的 圆 苦 
分 别 为 Wi2、22 (问题 1246)， 在 8R 的 延长 线 
上 求 一 点 S, 使 GR.RS 一 22, 再 在 SQ 的 延长 
线 上 求 一 点 T, 使 SQ.8T=mw?， 过 P、T 作 
纺 4B, 延长 4@、BQ 分 别 与 圆 相交 于 C、D， 
则 4BCD 就 是 所 求 作 的 四 边 形 。 

2583。, 已 知 四 边 的 长 和 面积 ， 人 人 B、 和 人 D 
均 为 鱼 角 ， 求 作 四 边 P， 
形 4BOD。 

解 ”假定 本 题 已 解 ， 
出 ，4BCD 为 所 求 的 
四 边 形 。 作 对 角 线 Py 
AC, 由 0 引 AD、4B B Q 
的 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 号 .@, 那么 , 在 人 4BC 


AC?= AB?+ BC?2+24B.BQ., @ 
同样 ,在 人 4DC 中 

402 一 47D2 二 DO2 二 2324 站 书 。 © 
由 图 -四 , 得， 

(AB?-+ BO2) — (AD?+ DC?) 
=2(AD.DP— AB. BQ). @ 
根据 题 设 ，4B、BC、CD、D4 都 是 给 定 的 ， 
因此 @ 式 的 左边 是 定 值 。 为 了 方便 , 把 它 改 
写 为 
(4B2 二 BO2) 一 (4D2 十 DO2) 一 24 忆 .M， 

那么 多 是 一 个 定 值 。 车 在 DP 上 取 点 2 使 
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DM 一 m, 则 开 也 是 定点 。 出 图 式 有 
2(4D:DP— AB.BQ)=24D.DM. 
 .%, AD(DP- DM)=AB-:.BQ, 


亦 即 AD. PM=4B. BQ. 图 
. AB_ PM ; 
. A25 B09° ©® 


其 次 ， 设 四 边 形 4B0D 的 面积 为 gq， 在 PC 
或 其 延长 线 上 取 一 点 S, 使 
AD.PS~2g. ©® 
因为 4D、4 都 是 定 值 , 所 以 PS 也 是 定 值 . 因 
PC1L4D, 所 以 4D.PC~2Saapc. 因此 人 @ 
式 和 本 式 两 边 相 减 , 便 有 
4D(PS 一 PO) 一 2g 一 2SAapo， 
4D.OS 一 28A4sc。 


于 是 AD.0S—AB.0Q. 
用 @ 式 的 两 边 除 以 @ 式 的 两 边 得 
PM _ BY 四 
-丁克 


作 上 矩形 PMNS, 连结 CON, 在 ACNS 和 
人 和信 CBQ 中 ， 因 为 CS 一 Ag= 有 由 四 2 
有 0S:SN 一 C08: BQ， 因 此 
AOSNew ACQB. 
CN -SN 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 : -一 一 一 


再 由 轿 便 有 
与 7 二 与 


即 CN 是 给 定 的 三 条 线段 4D、BC、AB 的 
第 四 比例 项 , 也 是 定 值 。 由 此 ,可 得 如 下 的 作 
图 . 

[ 作 图 ] 在 给 定 线段 4D 的 延长 线 上 截取 
DM 一 m, 过 用 作 A4M 的 垂 线 六, 使 他 N 
等 于 报 据 @ 确定 的 线段 PS。 然后 根据 @@ 
作出 4D、 BC、A4B 的 第 四 比例 项 CN, 利用 
ON 和 0CD 作 人 DCN、 其 它 的 一 个 顶点 B 
的 位 置 立 即 可 以 确定 。 

2584。. 从 正方 形 420D 的 边 4B 上 的 一 
点 向 箭头 所 示 的 方向 击 球 ， 球 在 点 电磁 到 边 
BO, 然后 如 图 所 示 再 次 反射 ， 最 后 回 到 出 发 
点 。 那 么 人 QPB 应 该 是 多 少 度 ?又 , 为 了 使 
四 边 形 PQRS 的 面积 达到 最 大 ， 己 的 位 置 应 
该 在 哪里 ? 


第 四 编 作 图 题 


解 设 LQPB = a, 
LPRB=B, AB=0, 
PB=%. 因 c 十 B 一 90"， 
所 以 

人 BPQWwACRQ 
WADRSwAAPS, 
故 690. SD 84. 


设 比值 为 %, 则 @B=mPB, QC=mRC, SD 
=mRD, S4=mP4. 
“, QB=mr, QO=a—my, 
“. mRC=a— my, 


因而 


RO~ -二 一 力 


FD-a-BO=a-( 和 -zj=~ 


了 


SD—mBD~—m( 也 一 a+zj 


一 (和 2 一 轧 C 十 70; 
故 8S4=a 一 SD=4 一 [2 一 Daimz] 
= (2—m)a—mz. 
而 SA=mPA=m(a—7)=ma— my, 
(2—m)a— mi=ma— mst, 
2a==2ma， 即 m=1, 
,. QB=PB, QC=RC, 
SD= RD, SA=PA4. 
.“. Q 一 8 一 45?*， 
即 人 QPB 应 为 45*。 那么 四 边 形 PQRS 是 
5S 与 4B、BC、CD、DA4 的 中 点 重合 , 即 把 点 
卫 取 在 4B 的 中 点 就 行 了 。 


了 7 了。 多边形 


2585., 0DEFG 是 已 知 线段 CD 上 的 已 
知 多 边 形 ， 在 另 一 已 知 线 . 下 


段 4B 十 作出 它 的 相似 多 ol 

边 形 。 G 

解 [ 作 图 ] 连结 CE， 

COF。 先 作 人 AB4Z， 使 C D 
LBAL= /DOB, 以 
ZABL= /CDE., 

再 作 人 4LM, 使 ™ 


LLAM= /BOF, 
LALM~ /OERF, 


> 
色 
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再 次 , 作 人 4JN, 使 
LMAN= /FOG, /AMN = /CFG, 
则 4BLMN 就 是 所 求 的 多 边 形 。 
[证 明 ] 人 和 俯 4BLew 作 0DE， 
AB_BL_Ahk 
oD DE CX’ 
AALMw ACHF, 


因而 65 一 了 ~ 太一 0 
AAMNwACFG, 
AM MN NA 
7 
AB BL LM 
出 三 -二 ”5 
MUN_NA 
-Fa ~ G0 


并 且 人 4= 人 0, LB= 人 D, LL= LB, 
公 放 一 人 FP，,LN 一 LG, 所 以 多 边 形 CDEBFG 
co 多 边 形 4BLMN， 

2586. 求 作 一 个 多 边 形 ， 使 它 与 已 知 五 
边 形 4BCDB 相似 , 且 对 应 比 为 5;3. 

解 [ 作 图 ] 连结 4C，4D。 截 取 4B'、 
A0'"、4D'、4E'， 使 它们 分 别 等 于 4B、AC、 


AD、4E 的 计 ， 则 4B0'D'B' 就 是 所 求 的 


多 边 形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 , BC Bp 
“J BC CD CO'D, DEY 
D'B', 所 以 五 边 形 4BCDE 
co 五 边 形 4B'C'D'B'， 和 且 
对 应 边 的 比 是 4B:.4B'=5:3。. 

2587。 求 作 多 边 形 ， 使 它 与 已 知 多 边 形 
4BCD… 相似 , 且 其 周 长 等 于 定 长 1. 

解 作 4 一 5 从 人 4 引 任意 直线 4S, 在 
AS 人 AH、 
HK、...、 MS 分 别 
等 于 4 万 、 BOC. 
EBA. 过 HK、 s 
各 点 作 SF 的 平行 人 2 
线 ,分 别 与 4'F' 相 
交 于 B'、 CO、…. 在 S 
4B' 上 作 多 边 形 @， 使 它 与 4B 上 的 已 知 多 
边 形 卫 相似 , 则 @ 就 是 所 求 的 多 边 形 。 其 理 


四 边 形 和 多 边 形 的 作 图 
由 是 ， 两 个 相似 多 边 形 对 应 边 的 比 等 于 局 长 
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的 比 ， 在 上 述 作 图 中 , 9 的 周 长 等 于 而且 
Q@ 与 卫 相 似 ,因此 是 所 求 的 多 边 形 . 

2588， 求 作 与 已 知 多 边 形 书 相似 ， 且 与 
另 一 已 知 多 边 形 @ 等 积 的 多 边 形 BB。 


解 . 把 PP、@ 变 为 等 积 的 正方 形 , 其 面积 分 
别 为 m2 他 。 假定 与 刀 相似 且 与 @ 等 积 的 
多 边 形 妃 设 己 和 已 的 一 组 对 应 边 为 

:pr AB?2 
AB 和 4'B', 见 = Si 

mm__ AB .AB _m 

nl AB?2’ “* AB’” n°" 
而 AB、 Mm NR 是 一 定 的 ， 所 以 4 也 是 定 
长 。 因而 只 要 在 4'B' 上 作 与 了 相似 的 多 边 
形 肪 即 可 . 

2589. 在 下 面 的 图 (1) 中 , 要 把 甲 地 和 乙 
地 的 分 界 小 道 4BC 改 为 由 4 直通 公路 的 直 
道 , 但 又 不 想 改变 甲乙 两 块 地 的 面积 , 问 应 如 
何 作出 直道 ? 如 果 小 道 象 图 (2) 中 的 4BCD 
那样 , 又 应 该 怎么 办 ?对 于 图 (1) 要 给 出 作 图 


和 证 明 , 对 于 图 (9) 只 要 求 作 图 。 


(1) (2) | 

解 在 图 (1) 中 ， 过 驴 作 40 的 平行 线 与 
公路 相交 于 D，AD 就 是 所 求 的 直道 。 对 于 
从 B40、 八 DAC 来 说 ， 底 边 4C 是 公共 的 ， 
因为 BD/ 4C， 边 4C 上 的 高 是 相等 的 ， 所 
以 SAsasc 一 Spao, 因 此 两 块 地 的 面积 没有 改 
变 . ， 

在 图 (2) 中 , 作 BEf/ LC (如 是 CD 上 的 
点 ), BPA4D, 4F 就 是 所 求 的 直道 


A .a 
四 人 /NS 
At FA 
CD FD 
(1) (2) 
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2590. 已 知 两 个 相似 的 多 边 形 P、8&， 求 
作 多 边 形 , 使 其 面积 为 P+@ 或 P~8. 

解 [ 作 图 ] (i) 作 且 = 了 +8@。 设 卫 和 
@ 的 一 组 对 应 边 为 4、5、。 作 人 4= LB 的 直 
角 三 角形 4BO, 使 4B=o, 4C 一 5, 再 使 BC 
对 应 于 a 而 在 BC 上 作 与 了 相似 的 多 边 形 己 
即 可 。 其 理由 是 , 因为 P08@ 吕 ER, 则 

P:@:B=a?:b?2: BO2。 
所 以 ”RBR: (了 TO 一 BO2:(a2 士 22) 。 
根据 作 图 人 4 三 人 EK, 所 以 
BO2 一 a2 十 22， 故 R=P+8@. 


(ii) 作 瑟 =P-@(P>Q)。 可 作 和 人 DE， 
使 和 D= 人 BB, BF-a, DB=b, 在 D 上 作 
与 上 而 同样 的 相似 多 边 形 就 行 了 。 

-2591. 求 作 多 边 形 8, 使 它 与 给 定 的 多 边 
形 己 相似 , 且 其 面积 为 过 的 包 倍 。 

解 [ 作 图 ] 在 一 直线 上 顺 次 取 三 点 人 
B、0, 使 .4B=BCO。 由 B 作 .AB 的 垂 线 ， 
与 以 4C 为 直径 的 举 涡 相交 于 D. 在 D4 (或 
其 延长 线 ) 上 取 恕 ,使 D 
DB 与 忆 的 一 边 等 


一 ZE 
行 线 , 与 DC (或 其 延 Us 


长 . 从 吾 作 4C 的 平 
长 线 ) 相 交 于 也 ,以 DF 与 多 边 形 P 的 边 Dp 
对 应 , 在 DF 上 作出 与 卫 相似 的 多 边 形 @ 即 
可 . 
[证 明 ] 因为 Poo8, 所 以 
P:0=DE?: DF?, 
AB: BOC=AD?: DO? 
二 DE2:; DF? (问题 1136)， 
"， PP:Q=A4AB:BC. 
又 4B: BC 二 1:n, 因此 P:@=1:n, 
P= 
2592、 已 知 回 0， 求 作 它 的 内 接 或 外 切 
正四 边 形 、 八 边 形 十 六 边 形 、 三 十 二 边 形 。 
解 ” 作 互相 垂直 的 两 条 直径 4C、BD， 则 
4BCOD 是 内 接 正 四 边 形 。 过 4、B8、C、D 作 


但 是 ， 


报 据 问题 1514, ?一 ， 
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圆 的 切线 , 它们 的 交点 为 忆 .9、R、S， 则 a 


就 是 外 切 正四 边 形 ， 
设 弧 4B、BC、CD、 ZN 
NZ 


DA 的 中 点 分 别 为 
EK、IZL MN, 则 
AKBICMDN 就 是 
内 接 正八 边 形 ,过 到、 


| 忆 、2、 六 的 加 的 切线 与 pa 的 和 这 的 


点 所 成 的 多 边 形 就 是 外 切 正八 边 形 。 
都 可 按 同样 的 方法 求 得 . 

2593， 在 已 知 圆 内 作 正 五 边 形 和 正 十 边 
形 。 

解 ” 设 已 知 圆 的 半 
径 为 7， 它 的 内 接 正 
十 边 形 的 边 长 为 由 


其 它 的 


7 (7— 2) (中 外 EE), 
所 以 w= 7?+ (分 ) -全 。 故 可 作 图 。 作 
正 十 边 形 后 , 再 把 它 的 顶点 隔 一 个 连结 起 来 ， 
就 可 得 到 正 五 边 形 。 

2594. 求 作 已 知 圆 的 角 
正六 边 形 ， 正 十 二 边 

各 设 已 知 贺 为 0， 用 
它 的 半径 的 长 去 截 圆周 ， 
就 可 得 到 内 接 正 六 边 形 
4BCDEF. 再 过 各 顶点 作 
切线 , 便 可 得 到 外 切 正六 边 形 。 区 内 接 正 
六 边 形 的 顶点 隔 一 个 连结 起 来 ， 就 得 到 内 接 
正三 角形 40B。 再 过 各 顶点 作 切 线 , 可 得 外 
切 正三 角形 。 然后 ， 把 弧 4B、 BC、 和 平分 ， 
将 所 得 的 分 点 和 4、B、C、.… 连结 起 来 ， 就 
可 得 到 所 求 的 内 接 正 十 二 边 形 4GBHO,…。 
再 过 各 顶点 作 切 线 , 就 可 得 外 切 正 十 二 边 形 。 

2595. 作 已 知 圆 的 内 接 正 十 五 边 形 。 

解 ” 设 已 知 贺 0 的 内 接 
正六 边 形 的 一 边 为 4B， 
内 接 正 十 边 形 的 一 边 为 
4LC, 则 


L40B= 和 他 LR, 


L400= 亩 LE, 
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5 _ 4 
所 以 ” ”LB00= 备 LE。 


由 此 ,可 作 图 如 下 。 

E 作 图 ] 设 贺 0 的 内 接 正六 边 形 的 一 边 为 
AB, 在 驱 4B 上 求 一 点 0， 个 弦 4C 等 于 内 
接 正 十 边 形 的 一 边 (问题 2593). 那么 CB 就 
是 所 求 的 内 接 正 十 五 边 形 的 一 边 。 

.2596. 作 已 知 正方 形 4B0D 的 内 接 正 


AF=AO. 在 BC 上 取 呈 、 
G、H, 使 BH=CG~ 2 
B0, 同样 , 在 CD、 DA 
上 取 点 ,， 加 FG 了 H… 就 是 所 求 的 正八 边 形 。 
[证 明 ] 和 人 4OF 是 等 腰 三 角形 ， 了 LO 
一 45°, 所 以 人 AOF=67.5*， 从 而 
ZBOF=90°~—67.5°=—22,5° 
. = 人 /AOBR. 
因此 人 EOF 一 45°。 同样 , ZFOG 一 2 人 BOF 
“=45°， 目 O08=08=0G， 所 以 BF=FG.， 
间 理 , 也 可 证 明 其 它 的 六 条 边 和 人 角 都 相等 。 
2597. 作 已 知 正 % 边 形 忆 的 内 接 多 边 
形 ， 使 它 与 男 一 已 知 正 % 边 形 @ 相等 。 
”人 解 [分 析 ] 设 一 为 4BODZB，@8 为 
A'B'IO'D'B', 多 边 形 41B101D1B1 与 纺 相 等， 
并 内 接 于 已。 那么 这 两 个 


A 
岁 边 形 的 中 心 重合 于 点 。。 HE 
0, 而 且 A41=BB1=C0t 人 E 
一 DD1~ 思 BE1，。 故 可 作 图 NE A™ 


如 下 。 
…[ 作 图 ] 求 卫 的 外 接 


加 0。 设 @ 的 外 接 圆 的 半 Bx* E’ 
径 为 0'4’， 以 0 为 圆心 、 \ 
0'4' 为 半径 作 圆 与 4B < 
相交 于 点 41 (一 般 有 两 个 交点 )。 在 证 的 其 
它 各 边 上 求 与 441 相等 的 线段 BBI，CO1， 
DDi, Bi1, 则 A1B1C1D1B1 就 是 所 求 的 多 边 
形 。 

2598。 已 知 正 % 边 形 4BCD…， 求 作 与 
它 等 积 且 边 数 为 2 的 正 多 边 形 。. 

解 【 作 图 ] 设 已 知 正 多 边 形 的 中 心 为 
0O, 人 A0B 的 平分 线 与 4B 的 交点 为 之 ， 求 


八 边 形 . a 
解 [ 作 图 ] 设 对 角 | 
线 的 交点 为 0, 在 4B E Co 
上 取 、 了 ,使 BE 二 7K 


又 


G 


ce 
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04, OX 的 比例 中 项 i. 在 04, 0B, 00,… 
和 A0B, 人 BOC, …. 
的 平分 线 上 求 04/， 
O00'，0E'，.… 和 OB’, 1 ~ 
OD',…, 使 它们 的 长 都 A 下 DD’ 
等 于 1。 则 4'BOC'D'... ' B 一 
就 是 所 求 作 的 正 多 边 形 。 
[证 明 ] 04'=0B'=00' 二 0D' 二 …, 而 且 
L400B'=/B'O0'= /0'0D' 
=ZAD'OR'=..., 
所 以 4'B'C'D'… 是 正 多 边 形 且 边 数 是 2. 
区 
SAAOX: SAA4'08'— (O04 ‘OX) ? (04'.0B’), 
04' 一 0B' 一 1， OA4A.0X=2, 
“04:0X~04'.0B', 
Sas0x =SA4'08’, 
oe Zn°SA407=2N: SA408e。 
而 4Z=XB， 
"2%°Sa4a0rz=%* S408, 


因而 


NSaa0B—2n° SA4'08’。 

于 是 多 边 形 4B0CD.…= 多 边 形 4'B'C'D'.…. 

2599， 把 已 知 三 角形 4BC 的 三 个 角 切 
下 来 ， 使 它 成 为 三 组 对 边 互 相 平 行 的 正六 边 
形 。 A 
解 ” 作 与 BC 平行 的 
任意 直线 ,与 4B、4C 
分 别 相交 于 D^ B'。 在 
D'B、E'C 上 分 别 取 点 
J 了、 了， 使 DT’ 二 BE 
二 D'E', 作 直 线 J 卫 ^ 
PP'G', 使 J'H'& B'F', 
ZG'LDT', 那么 D'H'BG', 所 以 D'E'L 
吾 G'， 因 此 六 边 形 DB'F'G'H'T' 的 各 边 相 
等 且 三 组 对 边 分 别 平行 。 另 外 , 设 AH'、4G’ 
的 延长 线 与 BC 分 别 相交 于 五 、G,， 以 HG 
与 囊 'G' 对 应 ， 作 出 如 图 所 示 的 六 边 形 
DEFPGHJ, 使 GF NG'F', HIN H'J', EF 
二 GH, DJ 二 有 J， 很 明显 , 这 两 个 六 边 形 相 
似 , 因此 六 边 形 DB8GHY 是 正六 边 形 , 三 
对 边 分 别 平行 。 . 

2600. 已 知青 数 边 多 边 形 各 边 的 中 点 ， 
求 作 这 个 多 边 形 。 

解 ”为 了 说 明 上 的 方便 ， 把 已 知 点 暂 定 为 
五 全 如 4、42、 4sg、 4f、45， 任 取 一 点 Pr 


/ 
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设 Pi 关于 41 的 对 称 点 为 Pa 关于 4 的 
对 称 点 为 Ps 如 此 依 
次 取 点 Ps、Ps、Ps. 
设 PiPe 的 中 点 为 
且 1, 有 1 关于 41 的 对 
称 点 为 祥 ，， 之 2 关于 
4 的 对 称 点 为 和 3， 
如 此 依次 求 出 并 4， 
及 5y 则 1 人 oa 5 就 是 所 求 的 多 边 形 . 

其 理由 是 :根据 作 图 ，41 是 X1Xo 和 PiP 
的 中 点 , 所 以 P11 及 2Po, 同样 地 ,及 2Po 和 4 
XPsL RP XsPsL PeR1， 因此 XsX1 被 
45 平 分 .其 它 的 边 有 1Xo、 有 2s、 之 ;X45 
的 中 点 显然 是 41、A2。、4A3、As4， 所 以 人 1X 
及 saXs 就 是 所 求 的 多 边 形 。 这 种 解法 对 于 
任意 的 奇数 边 都 是 成 立 的 。 

2601. 已 知 偶数 边 的 多 边 形 各 边 的 中 点 
Ai1, 4,, As, * 能 作出 这 个 多 边 形 吗 ? 

解 为 了 说 明 上 的 方 Ps Ap, 
便 ， 暂 定 中 点 的 个 数 是 ”3 全 oC 

4 个 ， 如 A1, A», : As, Ps 
44。 和 上 题 一 样 ， 取 任 
意 点 Pi 设 已 关于 41 
的 对 称 点 为 Pp»,，P2 关 志和 ~、 
于 4 的 对 称 点 为 PY 训 
依次 作 Psa、Ps。 设 PiPs 的 中 点 为 也， 以 
A1、A4s、43 为 对 称 中 心 ,- 依次 作出 1 的 对 
称 点 有 a, 子 2 的 对 称 点 及 3, 了 3 的 对 称 点 及 4， 
和 上 题 同样 考虑 ， 因 为 PLX14P2X 4PsX3 
二 PaXa， 所 以 PsPst。 因为 X13X4 妈 
PaPs, 所 以 Z1Xs 不 通过 44. 如 果 Ps 和 Pi 

合 , 则 县 1X4 与 PaPs 也 重合 , 这 时 无 论 Pi 
的 位 置 如 何 都 行 , 因而 这 个 问题 是 不 定 的 .由 
于 这 种 证 明 对 于 任意 的 偶数 边 都 成 立 ， 所 以 
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本 题 有 不 定 解 或 无 解 . 
边 形 不 能 作出 。 

2602， 已 知 多 边 形 的 各 个 角 的 求 分 线 
了 了 , Z, 2 且 一 边 过 定点 ， 能 作出 这 个 多 
边 形 吗 ? 

解 [分 析 ] 假定 所 求 的 多 边 形 4BCDEF 
已 经 作出 ,~- 设 4B 通 
过 点 卫 . 因为 了 是 
人 BB 的 平分 线 ， 所 以 
情 关 于 了 的 对 称 点 
Pi 在 边 BC 上 .同样 ， 
Pi 关于 8 的 对 称 点 
了 在 边 CD 上 ,了 Ps 关 
于 了 的 对 称 点 Ps 在 
边 DB 上 …。 由 此 , 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 书 点 关于 工 的 对 称 点 Pl，P1 

关于 了 的 对 称 点 P2, 反复 用 这 种 方法 , 依次 
作出 关于 U、 V、 了 三 、 蕊 的 对 称 点 oa、 PE5、 
Pe。 设 呈 、Pe 所 在 的 直线 与 . 卫 、 了 了 分 别 相交 
于 4、 B, DBP1 与 .Z 相交 于 'C， CP> 与 U 相 
交 于 D, 依次 得 到 刀 、 卫 。 
.这 合作 图 只 有 在 五 和 Ps 的 连 线 通 过 4 的 
时 候 才 有 可 能 ， 但 由 于 ZX， 了 > 2Z, -WW 的 位 
置 , 一 般 地 也 和 Ps 的 连 线 不 通过 4, 所 以 本 
题 一 般 不 能 解 。 例 如 三 角形 三 个 角 的 平分 线 
一 定 相交 于 一 点 (内 心 )， 所 以 已 知 的 三 条 直 
线 必须 具备 这 个 性 质 才 行 。 如 果 已 知 的 三 个 
角 的 平分 线 不 相交 于 一 点 , 很 明显 本 题 无 解 . 
如 果 边 数 大 于 四 的 多 边 形 ， 各 个 角 的 平分 线 
不 一 定 要 求 相交 于 一 点 。 上 面 作 图 中 最 后 一 
个 对 称 点 Pe 是 否 落 在 4B 上 还 不 一定， 因 
此 当 书 和 Pe 的 连 线 与 了 平行 的 时 候 , .本题 
无 解 。 车 书 和 Pe 重合， 则 有 无 数 解 ， 即 不 
定 。 


一 般 地 说 , 这 样 的 多 
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1。 基本 作 图 

2603， 作 已 知 三 角形 4BC 的 外 接 四 。 

解 过 48B 的 中 点 妞 作 4B 的 垂 线 ， 过 
AC 的 中 点 了 百 作 40 的 垂 线 ， 以 两 垂 线 的 交 
点 0 为 圆心 、O4 为 半径 作 圆 即 可 。 其 吾 由 


AOAESQAOBE, 

.,. O04=0B. 
AO0A4F AOCF, 

.“. 04=00. 
. .因而 04=08=00. 
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也 、O 三 点 , 即 是 人 4B0 的 外 接 圆 。 

2604。 在 已 知 线段 4B 上 作 含 已 知 角 
LC 的 弓形 弧 。 

解 [ 作 图 ] 作 BAD AQ， 过 
LD 的 垂 线 4O。 作 -4 了 
的 垂直 平分 线 了 O， 设 它 
与 40 的 交点 为 0。 以 0 
为 阅 心 、O4 为 半径 作 圆 。 
设 BAD 外 面 的 弧 为 
AFB， 则 弓形 485B 即 为 
所 求 。 

[证 明 ] 因为 4、 BB 到 
0 的 距离 相等 ,因此 B 在 加 上 ， 所 以 这 个 
马 形 在 4B 上。 其 次 , 在 这 个 弓形 内 作 一 个 
AFB, 因为 4D 是 半径 04 的 垂 线 ， 因 而 
AD 也 是 圆 的 切线 ,所 以 人 4FB= 人 人 BA4D= 
CC， 故此 弓形 48B 上 的 圆周 角 等 于 人 0， 

2605. 作 已 知 弧 4CPB 的 全 圆 . 

解 ” 作 线段 40、C 的 垂直 平分 线 ， 设 它 
们 相交 于 O， 则 以 O 为 加 
心 、04 为 半径 的 圆 , 即 为 
所 求 的 全 圆 。 其 理由 是 
因为 O 到 4、 BC 三 点 的 A 
距离 相等 ,所 以 以 O 为 图 
心 .O04 为 半径 的 贺 一 定 过 
B.C 两 点 。 因 此 , 圆 408B 为 所 求 的 全 圆 。 

2606.， 以 已 知 点 0 为 圆心 作 贺 ， 使 与 直 
线 也 了 相交 而 规 得 的 马 形 弧 含 有 已 知 角 
Q。 

解 过 0O 作 有 了 的 垂 线 0O4， 队 0O 作 0B 
使 /504=a。 设 0B 
与 X 了 相交 于 3， 则 以 . 
O 为 圆心 .OPB 为 半径 的 
圆 即 为 所 求 的 圆 。 其 理 x 2 
由 是 ， 此 圆 与 Z 了 的 交 ”DA 一 

点 为 B、C， 设 在 了 与 0 同 侧 的 弓形 为 
BPo, 则 


; 人 BPC 一 疗 LBOC=a, 


故 贺 BPO 序 为 所 求 的 贺 . 

若 已 知 点 0 在 已 知 直线 ZY 之 外 : 当 90。 
叶 a<180" 时 ,本 题 有 一 解 ( 若 90"-<w<180。 
时 ， 可 作 与 0 在 XZ 的 同 侧 且 含 角 180° 一 


寸 4 作 


的 弓形 ); 当 wx 一 90? 时 无 解 . 若 O 在 XY 了 上 ， 
当 w 一 90” 时 解 不 定 , 当下 90° 时 无 解 。 


它 。 作 切 于 已 知 直线 (或 已 知 多 
边 形 ) 的 圆 或 与 已 知 角 相交 的 圆 

2607， 求 作 过 已 知 点 4 且 切 于 已 知 直 线 
上 定点 互 的 圆 。 

解 设 4 的 垂直 平分 
线 CO 和 过 所 作 有 了 的 A 
垂 线 相交 于 0O， 则 以 O 为 
圆心 、OB 为 半径 的 圆 就 
是 所 求 的 圆 。 其 理由 是 ， 
因为 CO 是 4B 的 垂直 平分 线 ， 所 以 0B=. 
O04, 从 而 这 个 圆 过 4 点 。 又 OBLXY, 所 
以 该 圆 在 点 B 与 X 了 相 切 。 | 

2608， 过 已 知 点 4 作 半 径 为 * 的 贺 ， 使 
它 与 定 直 线 工 相 


的 直线 及 . 在 荆 与 4 的 同 侧 ， 以 4 为 圆心 、 
?为 半径 作 图, 设 与 下 的 交点 为 0. 过 O 作 工 
的 垂 线 OC， 则 以 O 为 圆心 、OC 为 半径 的 圆 
即 为 所 求 的 圆 。 其 理由 是 , 因 04=00=7， 
OC 工 ,所 以 圆 O 过 点 4, 与 也 切 于 点 CO, 且 
其 半径 为 了 。 

以 4 为 圆心 的 加 〈 即 圆 4) 与 验 的 交点 ， 
一 般 有 两 个 , 故 本 题 一 般 有 两 解 。 如 圆 4 与 
慨 相 切 , 则 本 题 有 一 解 ; 如 圆 .4 与 到 无 公共 
点 ; 则 本 题 无 解 。 

2609, 作 过 已 知 点 4 的 圆 ， 使 其 圆心 在 
定 直线 工 上 , 且 与 另 一 直线 办 相 切 . 

解 作 点 4 关于 荆 的 对 称 点 4， 再 过 4、 
4' 作 与 让 相 切 的 圆 ， 即 为 所 求 的 阿 。 本 题 
可 归结 为 作 过 两 定点 且 与 男 一 直线 相 切 的 贺 
的 问题 (参照 问题 2618) 。 
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2610。 求 作 与 两 直线 工 、 了 ix 相 切 且 圆心 | 如、 也 的 加 , 设 召 与 工 的 交点 为 P. 过 卫 作 


在 定 直 线 入 上 的 酌 。 

解 ” 设 两 直线 工 _M 的 交角 人 LIAM 的 平 
分 线 与 六 的 交点 
为 0, 过 0O 作 二 的 
垂 线 0B, 则 以 0 
为 心 、 OB 为 半 
径 的 泣 即 为 所 求 的 
六 其 理由 是 : 因 
辆 心 0 在 ZL4M 的 平分 线 上 ， 又 在 NWN 上， 
且 0814L， 所 以 加 OO 的 圆心 在 人 上 县 与 
工 、 2 相 切 。 

人 人 LAM 为 两 定 直线 五 了 的 交角 ， 它 的 
平分 线 有 两 条 , 故 本 题 在 一 般 情况 下 有 两 解 . 
如 一 条 平分 线 与 W 平行 ， 则 本 题 只 有 一 解 ; 
如 工 / 戏 ， 它 们 交角 的 平分 线 就 是 它们 的 公 
垂 线 的 垂直 平分 线 。 当 四 与 工 下 不 平行 
时 ， 只 有 一 解 ， 当 N 与 Js M 平行 时 ， 无 解 ; 
又 刀 是 到 邓 的 公 研 线 的 一直 平分 线 时 , 有 
无 数 多 个 解 。 

2611. 求 作 切 于 直线 了 上 定点 4 的 
圆 ， 且 使 由 该 直线 上 另 
外 两 个 定点 B、O 作 该 
圆 的 两 条 切线 平行 . E 

解 过 4 作 及 了 的 x- 训 
垂 线 和 以 BC 为 直径 的 
圆 相交 于 0O， 则 以 O 为 
圆心 、04 为 半径 的 贺 即 为 所 求 的 圆 。 其 理 
由 是 : 由 B、G 引 四 的 切线 BB、 OF。 因 网 
0 与 了 相 切 于 点 4， 则 OB、OC 分 别 是 
人 4BE、 人 AOF 的 平分 线 ,所 以 

人 OPC 十 LOC0B= /RR 
(** LBOC=/R), 
", LEBC+/AFOCB=2/8, 

因而 “ BE/f CF. 

当 B、C 在 4 的 异 侧 ,本 题 有 两 解 ,其 他 情况 
则 无 解 . : 

2612. 求 作 切 于 直线 工 上 的 定点 4 县 与 
已 知 贺 O 相交 于 B、 人 
C( 使 B0 一 有) 的 圆 .其 
中 7 为 已 知 长 。 B 

解 ” 任 作 一 个 与 已 
知 直线 工 切 于 定点 
4 且 与 已 知 圆 相交 于 


加 0 的 割 线 PBCO， 使 BO 一 7， 则 过 三 点 B、 
CO、4 的 圆 0' 就 是 所 求 的 圆 。 其 理由 是 : P4 
与 圆 加 #4 相 切 于 4， 所 以 P42 一 PE ,PE, 
而 在 圆 O 中 

PB.PO=PE.PF, 

“. PB.PO=PA?, 


| 从 而 圆 BC4 和 工 相 交 于 点 4, 又 B02, 故 


圆 0' 为 满足 条 件 的 圆 。 

注 过 忆 引 BC=! 的 6 
弦 一 般 有 两 条 ， 故 本 题 一 | 
般 有 两 解 。 若 BF//L, 引 卫 下 
与 BF 平行 的 弦 BC 使 
BC0=l， 则 过 B、0、4 三 i, 
点 的 圆 即 为 所 求 的 贺 。 

2613. 求 作 切 于 定 直 线 荆 上 定点 B 的 
圆 , 使 从 定点 4 对 该 圆 的 张 角 等 于 已 知 角 c， 

解 [分 析 ] 设 适 合 条 件 的 圆 0 已 作出 ， 
LAC4D=ow 则 Si 

LO40= 亏 2 


L004= LR. 

所 以 人 004 的 三 个 角 一 
定 . 又 因 -59 为 定 值 , 00 一 0B, 所 以 .OB 
也 为 定 值 。 设 其 比值 为 二, 则 可 得 如 下 作 图 . 
[ 作 图 ] 设 到 两 定点 3、-4 的 距离 的 比 为 
定 比 守 的 点 的 轨迹 (阿波 罗 尼 斯 圆 ), 与 从 点 


BB 所 作 直 线 工 的 收 线 相交 于 点 O， 即 为 所 求 
的 团 心 。 以 0 为 贺 心 、0B 为 半径 的 圆 , 即 为 
所 求 的 圆 。 

[证 明 ] 显然 ， 圆 O 在 点 如 处 与 工 相 切 。 
其 次 ， 由 双向 圆 O 引 切线 4D、&LC, 报 据 作 


号 


L040~ 子 &, LOAD—a. 
[讨论 ] 由 B 作 直线 工 的 重 线 ， 与 到 万 、 
4 的 距离 之 比 为 定 比 字 的 点 的 轨迹, 一 般 有 


两 个 交点 , 故 本 题 一 般 有 两 解 . 
2614. 作 切 于 定 直线 工 上 的 定点 马 的 
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圆 , 从 定点 4 向 该 圆 作 切 线 4D， 使 4D= : 本 所 以 ，00' 与 以 4B 为 真人 径 的 辆 相 切 于 忆 
解 因 人 4DO 是 直 《PO 与 半圆 4DB 相 切 )。 


角 三 角形 , A402 一 0DD?== 
而 OD=0B， 因 此 
0O42 一 0B2 一 2 (一 定 ) 。 
报 据 问题 1834, 到 两 定 
点 4、B 的 距离 的 平方 B L 
差 等 于 定 长 如 的 点 的 轨迹 是 垂直 于 4B 的 直 
线 , 这 直线 和 过 BB 所作 工 的 垂 线 的 交点 O 就 
是 所 求 的 六 的 圆心 。 

2615。 作 圆 ， 使 它 切 于 定 直线 工 上 的 定 
点 4， 且 与 已 知 圆 O 的 交角 等 于 已 知 角 a。 

解 [ 作 图 ] 过 妈 作 工 的 牌 线 4C。 再 过 
4 作 吉 线 4D, 使 人 C4D 一 a. 在 D4 的 延长 
线 上 取 一 点 B, 使 4B 等 于 圆 O 的 半径 。 设 
0B 的 垂直 平分 线 与 
AC 相交 于 0, 则 以 C 
为 圆心 ,C4 为 半径 的 
圆 ， 即 为 所 求 。 

[征明 ] 设 器 0 和 
贺 0 的 交点 为 G, 在 
和信 C4B 和 和信 CGO 由 

CA=0CG, 二 > 
根据 作 图 0G = 二 4B， 
» A 人 CA4BG@ACGO, 

因而 ZCGO= LC0AB. 

而 根据 作 图 ZO4D==a, 所 以 
人 04B 一 180° -a ( 定 值 )， 


故 LCGO=180° —a., 
因此 由 两 圆 的 交点 G 作 两 圆 的 切线 ， 其 交角 
等 于 c。 


2616， 作 互相 外 切 的 两 个 圆 , 使 它们 与 已 
知 直线 且 分 别 相 切 于 该 直线 上 的 两 个 已 知 
点 4、B, 而 且 两 贺 半 径 的 比 为 多 :9。 

解 [分 析 ] 假定 本 题 已 解 ， 设 所 求 两 贺 


的 圆心 为 O、O， C 
[AAAN> 
A MB P 


O00' 的 延长 线 与 
=AO: BO'=m:n. 


之 相交 于 呈 。 则 

PA:PB 
由 于 4B 是 定 线 段 ,所 以 卫 是 定点 , 设 圆 0、 
0O' 的 切 点 为 D, 过 DD 作 00" 的 垂 线 与 4B 相 
交 于 人， 则 

MA=MD= MB, JADB /RB, 


[ 作 图 ] 在 48 的 延长 线 上 求 点 PP， 使 
PA:PBm:n. 议 4B 为 直径 作 半 圆 , 由 书 
作 它 的 切线 ， 切 点 为 D。 由 4、B 分 别 作 尺 
的 垂 线 4O、BO'， 与 PD 或 其 延长 线 相交 于 
0O、O', 则 以 0O、0' 为 图 心 。 分 别 以 04、0'B 
为 半径 的 两 个 圆 , 就 是 所 求 的 阅 。 

2617 . 在 已 知 的 等 边 三 角形 4BC 内 作 三 
个 互相 外 切 的 加 使 它们 分 别 与 三 角形 的 两 
边 相 切 。 

解 设 之 4、 人 B、《 人 0 的 平分 线 相交 于 
点 QO。 因为 四 边 形 
AFOE、 BDOF., 
DOERC 都 相等 ， 只 要 
作 它 们 的 内 切 圆 就 行 
Ts 

人 0DB 的 平分 线 
与 BO 的 交点 01 就 
是 四 边 形 BDOF 的 内 切 圆 的 圆心 。 
圆 也 可 间 样 作出 。 

2618. 作 过 两 个 定点 4、B， 且 与 定 直 线 
XY 相 切 的 圆 。 

解 过 4、5 两 点 作 任意 圆 。 设 42 的 延 
长 线 与 了 相交 了 ， 由 号 作 这 个 圆 的 切线 
PT, 在 了 7 上 取 2C 
(和 PC)， 使 它 等 于 
PT。 过 4、B、C (和 
4A4、B、0') 三 点 作 圆 ， ~ 
这 个 贺 即 为 所 求 。 其 XE SY 
理由 是 ; 因为 PT 是 加 4BT 的 切线 ,所 以 

PT2=— PA.PB., 

*. PA.PB=PO? (*.. PT=PO). 
因此 过 4、B、C 三 点 的 天 与 X 了 相 切 于 C，- 
至 于 C' 也 是 同样 的 。 

2619. 作 圆 ， 使 它 过 定点 上 并 与 定 角 
及 OQ 了 的 两 边 OX, OF 相 切 。 

解 [分 析 ] 人 设 所 求 圆 


其 它 两 


的 圆心 为 0， 则 CO 
在 人 XOY 的 平分 A z 

线 O2 上 ， 车 设 点 4 请 
也 关于 02 的 对 称 NS 

点 为 己 ， WP fA 7 
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P' 作 与 OY 相 切 的 六 的 问题 (上 题 )， 

别 解 ” 也 可 用 如 王 的 相 
似 法 来 解 。 

先 作 与 O 有 .OY 相 切 的 
任意 网 , 设 圆心 为 D. O、P 
的 连 线 与 加 也 相交 于 《 
积 Q'. 过 情 作 QD (或 
@'D) 的 平行 线 PC 与 0D 相交 于 C， 则 以 C 
为 圆心 、CP 为 半径 的 圆 即 为 所 求 。 其 理由 
是 : 车 过 D、C 分 别 作 0Y 的 垂 线 DB、CF， 
由 D8Q==D 有 BB 可 得 CP=0F, 因此 别 0C 与 OY 
相 切 于 卫 , 同样 地 , 网 C 也 和 OX 相 切 ， 

2620。. 以 ”为 半径 作 陪 ， 使 它 与 已 知 的 
~XO7 的 一 边 OX 相 切 ,与 另 一 边 OZ 的 交 
角 等 于 已 知 角 %. 

解 [分 析 ] 假定 
本 题 已 解 出 ，C 是 所 
求 回 的 圆心 园 C 与 
OX 相 切 于 点 4， 与 
OY 相交 于 点 PP、 49. 
过 P 卫 作 圆 C 的 切线 - 
PD 与 OX 相交 于 D, 那么 ZOPD 就 是 OZ 
和 和 贺 C 的 交角 , 那么 
* AOPD=a 有 OPD=90。。 

所 以 LCPQ 一 90° 一 ax， 因而 LCPQ 的 大 小 
一 定 。 过 0 作 PQ 的 垂 线 OF, 则 人 OPE 的 
形状 一 定 , CP:0E 一 定 . 又 因 CP=C4, 所 
以 C4:C 一 定 。 根 据 问题 1855, 到 定 角 
改 OY 的 两 边 的 距离 之 比 C4:0 有 为 定 值 的 
点 的 轨迹 是 过 O 的 一 直线 02。 故 可 作 图 如 
下 


D A 


[ 作 图 ] 在 02 上 求 点 0, 使 C4=r。 以 
C 为 圆心 、C4 为 半径 作 圆 ， 此 圆 即 为 所 
2621. 求 作 贺 , 使 它 与 已 知 角 ZXZOZ 的 
一 边 OX 相 切 ， 与 另 一 边 OY 的 交角 等 于 已 
知 角 w 并 且 过 OZ 
上 的 定点 4. 

解 [ 作 疼 ] 和 
上 题 同 祥 考 虑 ， 求 
与 OX 根 切 与 OY 
的 交角 等 于 已 知 角 ; 
a 的 贺 的 圆心 的 轨 ? 

迹 ， 得 直线 02。 从 02 上 的 任意 一 点 0' 作 


| OX 的 重 线 0"B'。 以 0' 为 加 心 、0'B' 为 半 


径 作 圆 0' 与 OX 相 切 , 且 与 OZ 的 交角 为 a。 
设 04 与 贸 0' 的 交点 为 4 (因为 交点 有 两 
个 ,所 以 一 般 有 两 个 解 ), 由 4 作 4C 的 平行 
线 与 02 相交 于 C0， 由 C 作 OX 的 各 线 0B. 
因为 40'=0'B', 所 以 4C 一 0B. 因此 ,以 C 
为 圆心 ,C08B 为 半径 的 圆 与 OX 想 切 , 且 过 点 
4， 并 与 OZ 的 交角 等 于 a.。 故 贺 C 就 是 所 
求 的 圆 . 

2622. 以 定 长 7 为 半径 作 贺 ， 使 它 与 已 
知 的 二 和 OF 的 两 边 OX、OZ 的 交角 分 别 为 
a, B. . 

解 [分 析 ] 假定 本 题 已 解 出 ，C 为 所 求 
圆 的 山 心 , 咬 C 与 OX、 
OF 的 交点 分 别 为 4、 
4', BB,B', 圆 C 与 OX、 
OF7 的 交角 分 别 等 于 w、 


LXAC—-90° a, 计 
LYBC—90°—B. 

所 以 由 CO 作 OX、0OY 全 

的 垂 线 C、C 工 ， 则 S 


AcC4M、ACBL 的 形状 是 一 定 的 。 又 CB、 
C4 等 于 定 长 7, 那么 两 个 直角 三 角形 C4M， 
0BL 的 大 小 就 知道 了 ,CM、CL 也 就 为 定 长 . 
从 而 点 C 的 位 置 可 以 确定 。 故 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 以 等 于 > 的 线段 P9 为 半径 作 圆 ， 
由 卫 引 两 条 弦 PS、PER, 使 人 SPQ==90° 一 
&， 人 RPQ 一 90° 一 B8。 在 人 XOY 内 求 一 点 
C0, 使 由 点 C 向 OX、0OY 作 的 垂 线 CCP 
分 别 等 于 S8、@R. 以 C 为 圆心 .了 为 半径 作 
回 , 这 个 圆 就 是 满足 条 件 的 圆 ， 

2623。 作 贺 , 使 它 与 已 知 人 XO 了 的 两 边 
OX、OY 的 交角 分 别 等 于 定 角 a、B， 而 且 过 
已 知 点 4， 

解 设 0 为 适合 条 件 的 咒 的 园 心 , 两 C 与 
OX、0OY 的 交角 分 
别 等 于 a、8。 根据 
上 题 ， 作 CAM 和 
和信 CBL 的 形状 是 
一 定 的 ，C4:0OM，。 
CB:CL 的 比值 也 
分 别 是 一 定 的 。 设 


一 
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CM _n COL_g 陪 。 

CA m’ OB ww’ [和 证明] BOJN AP, 

_%. _g. LOBD»= /DPA. 
则 CM~—*04, CL, 2 0B, 又 /0DB- /aDP, 

OM _n.g . 又 因 0B=0D,.…， /0BD= /ODB, 

风 C4=6 刀 所 以 “元 gqg” ne ADP4= 4DP， 
的 比值 是 一 定 的 。 根 据 问 题 1855, 圆心 0 的 .*. AD=~AP, 


轨迹 是 一 直线 02， 

在 O02 上 任 取 一 点 C0’, 以 0’ 为 al 心 作 与 
OX 的 交角 为 a 的 贺 ， 设 它 与 O4 的 交点 为 
4' (各 4"), 由 已 知 点 4 作 4'C' 的 平行 线 与 
02 相交 于 C, 则 以 C 为 园 心 、C4 为 半径 作 
吏 , 即 为 所 求 (问题 2621) 


3。 作 与 已 知 圆 相 切 的 加 

2624， 以 给 定 的 半径 7 作 贺 ， 使 它 的 
心 在 已 知 直 线 工 上 , 并 与 已 知 贺 O 相 切 。 

解 ”[ 作 图 1 以 O 为 圆心 , 分 别 以 欧 O 的 
半径 马 和 已 知 圆 的 半径 > 的 和 或 差 为 半径 作 
圆 ， 与 直线 工 相交 于 四 
O、O:. 再 以 Ot、 O02 L ~ CD) 
为 圆心 ， 以 > 为 半径 
作 园 ， 那 么 这 些 圆 都 
是 所 求 的 圆 。 

[证 明 ] O01、 0 都 
在 直线 L 上 ;> 并 且 OO1 一 已 十 7， O02=E—?, 
因此 贺 0:、0O2 分 别 与 0 相 切 。 这 种 圆 一 
般 有 四 个 。 

如 果 以 五 一 y 为 半径 的 圆 与 世相 切 ， 则 有 
三 个 解 ; 如 果 以 且 一 ? 为 半径 的 圆 与 工 既 不 
相交 又 不 相 切 ， 而 以 有 十 7 为 半径 的 圆 与 工 
相交 , 则 有 两 个 解 ; 如 果 以 如 十 为 半径 的 加 
与 工 相 切 ， 则 只 有 一 个 解 ; 如 果 都 与 工 没 有 
任何 公共 点 , 就 无 解 。 

2625. 求 作 切 于 定 圆 0， 圆心 在 定 直 线 
有 XY 上 ， 并 且 过 这 


定 阅 的 圆心 0 引 与 
定 直线 和 平行 的 
直径 BC， 连 结 BP 的 直线 和 定 圆 0 相交 
于 D, 连结 OD 并 延长 和 XY 相交 于 4， 则 
以 4 为 圆心 、4P 为 半径 的 圆 ， 就 是 所 求 的 


故 圆 4 过 点 D，4D 是 它 的 半径 。 从 而 圆 O 
各 4 的 连 心 线 等 于 这 两 个 圆 的 半径 之 和 ， 
这 两 个 圆 外 切 。 因 此 , 现 4 就 是 所 求 的 圆 . 
结 OD' 并 延长 入 了 
交 于 4， 则 以 4 为 \ 
va i 

此 , 一 般 有 两 个 解 。 CY 

如 果 PB 或 PC 为 

贺 O 的 切线 ， 则 仅 有 一 个 解 。 如 果 定 直线 
2626， 求 作 与 两 个 已 知 圆 0、O' 相 切 , 且 
半径 等 于 已 知 长 的 四 。 

解 “ 设 两 个 已 知 圆 O Co 
Rr， 并 把 4 为 加 心 、” 】 2 
为 半径 的 贺 记 作 (24,7)， . 
设 圆 (0, 五 十 r) 和 加 

表示 两 个 点 ; 当 两 圆 相 切 时 ，4 表示 一 个 点 
即 切 点 ; 当 两 圆 相 离 时 , 4 不 表示 任何 点 ), 如 
以 又 为 圆心 、 人 为 半径 画 贺 (4， 7)， 则 这 个 
所 以 这 个 阅 就 是 满足 已 知 条 件 的 圆 。 
设 贺 (0, 互 十 六 和 贺 (O', BR~7) 的 公共 点 
(交点 、 切 点 ) 为 B, 画 贺 ( 刀 ,>)， 则 这 个 圆 外 


同样 ， 连 结 PC 的 直线 和 圆 0 交 于 D'， 连 
图 也 是 所 求 的 阅 。 因 
XY 和 定 贺 0 相 切 , 且 切 点 为 P, 则 无 解 . 
和 O' 的 半径 分 别 为 刀 、 
(0 允 ' 十 作 的 公共 点 为 4( 当 两 圆 相交 时 ,4 
圆 和 两 个 已 知 较 0 和 0' 外 切 ， 且 半径 为 7 
切 于 刺 O、 内 切 于 圆 0'， 且 半径 等 于 ” 所 以 


」 这 个 圆 也 是 满足 已 知 条 件 的 圆 。 


设 圆 (0, 如 一 信和 圆 (0', 马 十 7) 的 公共 点 
(交点 或 切 点 ) 为 0, 画 圆 (2, 7), 则 这 个 敬 内 
切 于 贺 0, 外 切 于 0', 且 半 径 等 于 ”% 所 以 
这 个 圆 也 是 满足 已 知 条 件 的 两。 

设 贺 (0, BR~7) 和 国 (O', Br~v7) 的 公共 点 . 
《交点 或 切 点 ) 为 D, 画 贺 (D, +), 则 这 个 贺 
内 切 于 已 知 的 两 个 园 O 和 0', 且 半径 等 于 7，. 


所 以 这 个 加 也 是 满足 已 知 条 件 的 回 。. 
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综 上 所 述 , 如 4、B、C、 DD 都 表示 两 个 点 ， 
则 本 题 有 八 个 解 。 但 是 其 中 有 的 不 是 交点 而 
是 切 点 或 没 公 共 点 等 情况 ， 所 以 本 题 的 解 也 
包括 七 解 、 六 解 、 五 解 、 四 解 、 三 解 、 二 解 、 一 解 


或 无 解 等 情况 。 ， 

2627. 求 作 过 一 定点 B、 切 于 定 园 4\ 且 
半径 等 于 定 长 7 的 网 。 

解 【[ 作 图 ] “ 设 已 知 加 4 的 半径 为 ,以 
和 4 为 圆心 ,五 +7? 为 半径 7 
画 团 0. 又 以 B 为 图 心 、 Ch 

“了 为 半径 画 圆 D。 设 圆 

C 和 圆 卫 的 交点 为 O， OY ) 
则 以 O 为 圆心 、> 为 半 
径 的 贺 , 就 是 所 求 的 四。 2 


[证 明 ] 0B=7+， 所 以 欧 0 过 点 B， 又 贺 
C 的 半径 为 有 +7, 即 加 4 
和 加 0 的 中 心 距离 等 于 这 
两 个 圆 的 半径 之 和 ， 所 以 
此 贺 CF 就 是 所 求 的 贺 。 
如 果 定 点 也 在 已 知 圆 4 
内 , 则 以 4 国 心 、 玉 和 ?7 的 差 为 半径 作 圆 C. 
当 园 C 和 圆 DD 相交 时 ,本题 有 两 解 ; 当 锅 
也 不 相交 时 , 本题 无 解 . 
2628. 分 别 以 已 知 点 4、B、0 为 圆心 ， 
作 互 相 相 切 的 四. 
解 [ 作 图 ] 设 以 4、 
的 内 心 为 0， 过 0 分别 
作 边 BC、CA4、4B 的 垂 
线 .0D、OB、OF, 以 A、 
B、C 为 圆心 ， 分 别 以 
三 个 圆 ， 则 这 三 个 圆 互 
相 外 切 。 
又 从 人 4 内 的 旁 心 
0O' 向 边 BC 及 4C、AB 
4、B、C 为 贺 心 ,分别 以 4B', BF', CD' 为 
半径 作 三 个 圆 ， 则 有 了 两 个 圆 外 切 且 它们 和 第 
三 个 圆 内 切 。 从 人 B、~C 内 的 旁 心 可 以 类 
似 地 作 四 。 


网 O 外 切 于 已 知 圆 4. 因 

C 和 圆 品 相 切 时 ,本 题 有 一 解 当 贺 C 和 图 

五 、0 为 顶点 的 三 角形 

4 五 BF、CD 为 半径 作 

的 延长 线 分 别 引 垂 线 @'D'、0O'E'、O'FP'， 以 
[证 明 3 O 为 人 480 的 内 心 , 所 以 
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是 

AE=AF, BF=BD, CD=0CE., 
因而 加 4、B、C 分 别 在 点 D、 加 、 了 了 处 互相 
外 切 。 

其 次 ， 因 为 0' 是 旁 心 ， 所 以 旁 心 圆 0 和 
BC、 O04、 AB 的 切 点 分 别 为 D'\ 五 、 从 
而 

ABE'=AF', BD'=BF’, OE’'~=CD’, 
因此 , 以 4、B、C 为 圆心 ,分 别 以 4E', BD'、 
GD' 为 半径 的 三 个 圆 中 ， 轿 B 和 回 C 外 切 ， 
且 它 们 都 和 加 4 内 切 ， 

2629， 求 作 过 定点 4 且 和 已 知 圆 O 切 于 
该 圆 上 定点 号 的 贺 。 

解 [ 作 图 ] 设 线 段 4B 的 垂直 平分 线 
CD 和 0B 或 其 延长 
线 相 交 于 了， 则 以 他 人 

圆心 、 DB 为 半 径 SS 
的 圆 就 是 所 求 的 加 NS 

[证 明 ] CD 是 距 
4 五 等 距离 的 点 的 轨迹 ， 

“"。 DA=DB. 
从 而 辕 也 过 B， 又 定 圆 0 和 贺 忆 的 公共 点 
也 在 这 两 个 圆 的 连 心 线 上 ， 因 而 它们 相 切 于 
5, 于 是 圆 卫 就 是 所 求 的 医 。 

[讨论 ] 当 4B108B 时 ， 本 题 无 解 ; 当 点 
双 和 点 召 重 合 时 ， 本 题 有 无 数 多 个 解 ; 除 此 
之 外 , 本 题 仅 有 一 解 。 

2630. 4、 BB 是 已 知 两 贺 的 贺 心 ， 孔 是 加 
4 上 的 定点 ， 求 
作 一 加 和 圆 忌 相 
切 且 积 回 4 相 切 
于 忆 。 

解 [ 作 图 ] 
设 贺 已 的 半径 为 
;在 直线 4DP 上 
的 点 万 的 两 便 分 “4 
别 取 召 、 了 , 使 局 瑟 = 了 RE 一 ”。 设 线段 瑟 刀 的 
垂直 平分 线 GC 和 4 了 或 其 延长 线 相交 于 〇 ， 
则 以 C 为 圆心 以 CD 为 半径 的 加 ,就 是 所 求 
的 圆 。 

明 ] GC 是 各、B 等 距离 的 点 的 轨 
过， 


CH=0B, 
又 CE—0D+DE=0D+7, 
“CB=CD+7, 


第 五 章 的 作 
| 故 以 五 为 圆心、 五 互 为 半径 的 圆 与 直线 0 届 


因此 圆 C 和 加 4 外 切 于 也 ， 且 和 圆 B 外 切 。 
”同样 可 以 证 明 , 线段 了 了 B 的 中 翟 线 互 C' 和 
D4 的 延长 线 相交 于 0 则 以 0" 为 圆心 .0'D 
为 半径 的 圆 也 适合 于 已 知 条 件 . 

2631， 求 作 半径 为 7 的 圆 , 使 与 半径 为 忆 
的 半圆 内 切 。 

解 [ 作 图 ] 以 半 贺 的 
圆心 0 为 圆心 ,再 一 7 为 半 全 
径 画 圆 弧 ， 这 个 园 弧 和 距 个 了? 3 
半圆 的 直径 4B 的 距离 为 ?的 平行 线 相交 于 
0, 则 以 OC 为 圆心 、”? 为 半径 的 圆 就 是 所 求 的 
回 . 

. [证 明 ] 从 C 引 4B 的 垂 线 CD, 连 结 0C， 
并 延长 和 半圆 0 相交 于 则 由 CD=vr 可 
知 况 C 和 直径 4B 相 切 .又 

有 OR—R, O0=R—7, 

" CB=R— (BR—?)=?. 
故 图 C 与 半圆 0 相 切 于 加。 因此 吧 C 就 是 
满足 条 件 的 贺 . 

如 果 互 > 朋 圆 弧 CO' 和 平行 线 CC 相交 
于 两 点 C0、0', 则 有 两 个 解 ; 如 贺 弧 00' 和 平 
行 线 CC' 相 切 , 即 C 与 C 重合, 则 有 一 个 解 ; 
如 果 圆 缴 CC' 和 平行 线 CC' 无 公共 点 ， 则 无 
解 。 

如 果 忆 大 7, 则 本 十 无 解 . 

2632， 求 作 已 知 扁 形 0DB 的 内 切 贺 。 

解 【 作 图 ] 作 DO 的 平分 线 00, 说 
它 和 了 名 相交 于 点 0， 从 00 上 的 任意 一 一 点 
引 OE 的 垂 线 ， 垂 
足 为 G. 以 也 为 圆心 、 
BFG 为 半径 画 圆 , 设 它 
和 00 的 交点 为 W、 
M(ON<OM). GO 
引 2G 的 平行 线 和 
O 刀 相交 于 互 ， 再 从 
五 引 OB 的 垂 线 和 0C 相交 于 x 则 以 互 为 

圆心 .KH 为 半径 的 圆 就 是 内 切 于 扇形 OD 
的 贺 。 

[证 明 ] 因为 CH/f/ MG, HK J/GF, KO 
和 也 下 都 在 直线 OC 上 ,所 以 

ACHRWAMGNE. 
., KH:FG~KO:FM,- 
但 ”FG=FM, . ‘KH=EKO, 


, OAG .OBC, OBD.、 
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和 DE 相 切 。 又 因 癌 玉 、0D 和 0 都 关于 
OC 对 称 , 所 以 圆 到 也 和 OD 相 切 。 因此 , 加 , 
EK 就 是 内 切 于 扁 形 OD 的 加 、 

2633, 在 圆心 角 为 60° 的 已 知 扁 形 04B 
中 , 试 作 尽 可 能 大 的 三 个 等 圆 。 

解 ”因为 圆心 角 是 60°， 义 考 虑 到 所 求 三 
个 等 圆 的 圆心 应 为 正三 
角形 的 顶点 ， 可 得 如 下 . 
作 图 ， 
_ 作 ‘Zo 的 平分 线 和 
4B 相交 于 点 C。 在 扇 
形 0OAC、OBOC 内 分 别 
作 其 内 切 阅 O*、Os ( 参 
照 上 题 ), 以 O02Os 为 边 作 正三 角形 O10: EO 旭 


| i 在 OC 上， 所 以 从 O03 引 A40 的 平行 线 和 


OC 的 交点 即 为 QO1。 以 O1 为 圆心 、 园 0, 的 
半径 为 半径 画图 ， 则 回 O1、 O2、 Os 就 是 所 求 
的 三 个 等 圆 。 


2634. 求 作 互相 外 切 的 三 个 等 图 和 与 这 
三 个 等 圆 相 切 的 圆 ， 

解 ” 作 任意 的 正三 角形 
4BC， 则 以 这 个 三 角形 的 
各 顶点 为 圆心 、 各 边 的 一 
半 为 半径 所 画 的 贺 ， 就 是 
互相 外 切 的 三 个 等 圆 。 

再 作 A4BC 的 外 心 0。 设 04 及 其 延长 
线 和 圆 4 分别 交 于 P、98， 则 以 0 为 圆心 、 
OP 或 09 为 半径 所 画 的 圆 就 和 三 个 等 区 4、 
DB、C 都 相 切 。 

2635. 在 已 知 圆 名 站 的 
等 圆 ， 且 使 它们 都 
和 况 0 内 切 。 

解 ”在 贺 0 内 作 
互相 垂直 的 直径 A 
AOB 和 C0OD, 则 贺 
O 被 分 成 四 个 扇形 


04D. 在 这 些 扇形 
内 分 别 作 其 内 切 贺 ( 参 照 问题 2632) ,: 则 这 四 
个 内 切 贺 就 是 所 求 的 四 个 圆 ， 

2636. 求 作 与 已 知 辑 0 外 切 的 八 个 等 


园 , 且 使 这 八 个 等 圆 也 两 两 外 切 。 


解 ”假设 所 求 的 八 个 等 圆 已 经 作出 ， 其 贺 . 
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心 分 别 为 Oi、 Os、 Os、 Sy Og, 这 些 圆 和 已 知 
圆 0 的 切 点 分 别 为 4、B、C、.…、 吾 . 圆 0 
和 六 0 的 切 点 为 P， 


Os 和 圆 03 的 切 点 
为 8@, …， 贺 08 和 加 


Ci 的 切 点 为 环 , 所 以 
4 应 在 OO 上, B 应 
在 00， 上 上, ……， 五 应 
在 008 上 . 生 : 
OA=0B=...=0OH, 
AO1= 502> 一 … 一 刀 Oa。 

所 以 001==002=—.……=008. 
又 O10o=01P+POs.=20.P=24A0i, 
同样 ， O03 二 2BO2,…, OsO01= 二 280s, 
“. O10,=0203=.….=OgO1, 

人 0010: 名 人 入 00,0; 
魏 … 思 人 O00;s014。 
因此 八 边 形 0102…08 和 八 边 形 4B… 瑟 都 
是 正八 边 形 . : 

LO100s= /O0008=……=4ZR-8 

1 
一 可 LR, 


从 而 


“*， L0010,=(2LE- 妾 ZB):2 
= 工 ps 
*, LOiAP=—(2ZE— 王 ALE):2 
~ LB, 
LO04P—2LR- 避 LB- 里 LR, 


又 L010P 一 闻 LR+2— LE. 


因为 04 为 定 长 ,所 以 人 O04P 的 大 小 和 形状 
都 可 确定 , 从 而 AOPO1 可 以 作出 , 因此 贺 O1 
的 半径 就 可 确定 , 可 作 图 如 下 .， 
先 作 贺 O 的 内 接 正八 边 形 4BC… 互 . 再 作 
和 04P 和 人 O01P 以 确定 Oi1. 以 Oi 为 圆心 、 
.O14 为 半径 画 圆 0， 再 在 0OB 上 取 00: 一 
O01， 以 0s 为 网 心 、02B 为 半径 画 圆 0?. 其 
他 的 圆 可 类 似 地 作出 . 
2637 . 求 作 过 两 个 定点 4、 五 且 和 定 贺 
0 相 切 的 国 。 
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解 ” 先 作 过 定点 4、B 且 和 贺 O 相交 的 
圆 。 设 这 两 个 圆 相交 于 
点 C、D，4B 和 0D 的 
延长 线 相交 于 P， 从 媚 了 
引 现 0 的 切线 PT 和 
PT 其 切 点 分 别 为 Z、 ”着 训 ==74 
2 则 过 点 4、B、7T 和 4、B、7' 的 加 就 是 
所 求 的 圆 . 

[证 明 ] PT 是 定 加 O 的 切线 ， 

PT2=— PC. PD. 
又 因 0、D、B、4 四 点 共 圆 ， 
POCO.PD=PA.PB, 
PT2=—= PA.PB. 
因此 过 三 点 4、B、 了 的 贺 和 直线 PT 相 切 。 
设 这 个 回 的 圆心 为 马 ， 则 PT 为 圆 O 和 圆 刀 
的 公 切 线 ， 即 圆 0 和 圆 如 外 切 于 7 所 以 加 


ve 


加 就 是 所 求 的 贺 ， 
同样 , 可 以 证 明 过 三 点 和 、B、 7' 的 圆 也 是 
所 求 的 圆 . 


当 4BVCD 时 , 则 过 线 刀 4B 的 垂直 平分 
线 和 定 网 O 的 交点 以 及 4、 五 三 点 的 圆 ， 就 
是 所 求 的 图 。 

2638. 求 作 与 已 知 两 吏 0、0' 相 切 的 圆 ， 
且 使 连结 其 切 点 4、 如 的 直线 过 定点 P. 

解 ”假定 所 求 圆 已 经 作出 , 设 其 圆心 为 C， 
4B 和 00' 的 交点 
为 58，4B 和 圆 0 
的 另 一 交 点 为 D, 
则 圆心 0 是 04 和 
0'B 的 交点 , 且 

ZC0AB= /0BA= /0'BD= /0'DB, 

-04/0'D, 

因而 O08:0'S—04:0'D, 

所 以 为 两 加 O、0' 的 相似 外 心 。 可 作 图 如 
下 : 先 求 两 圆 0、0' 的 相似 外 心 8 相似 内 心 
S', 当 人 SP 或 SP 和 两 较 O、0O' 相交 时 , 则 以 
其 非 对 应 点 (在 SP 上 , 如 图 是 4、B, 或 DD、 
妃 ) 为 切 点 画 贺 ,就 是 所 求 的 圆 。 当 SP 与 贺 
0、0' 相交 时 , 可 以 得 到 两 组 非 对 应 点 。 对 于 
S'P 也 一 样 , 故 本 题 的 解 的 个 数 可 以 是 四 个 、 
两 个 或 无 解 。 当 圆 0、0' 的 半径 相等 时 ， 直 
线 P4B 和 00' 平行 ， 这 时 容易 作出 所 求 的 
圆 . 如 点 了 在 OO' 上 , 则 有 了 四 个 解 〈( 设 00' 
和 贺 O 的 交点 为 召 、4, 和 吏 0' 的 交点 为 B、 
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了 D, 则 在 点 4、B 处 与 已 知 加 O、0' 分 别 相 切 


的 圆 ,在 点 4、D 处 , 加 、 BB 处 , 召 、D 处 与 两 
力 0、0’ 分 别 相 切 的 贺 ， 这 四 个 圆 都 是 所 求 
的 圆 )， 如 了 不 在 CO' 上, 从 三 引 O0' 的 平 
行 线 , 如 该 平行 线 和 已 知 两 圆 相交 , 则 有 两 解 
( 设 它 和 国 0 的 交点 为 互 、4， 和 图 0' 的 交 
点 为 B、D， 则 在 点 4、 刀 处 臣 召 、 处 分 别 
和 两 图 O、0' 相 切 的 圆 都 是 所 求 的 圆 ). 如 从 
卫 所 引 OO' 的 平行 线 和 两 网 0O、0' 都 不 相 ， 
交 , 则 无 解 。 特别 地 , 当 点 卫 为 线段 OO 的 
中 点 时 , 则 有 无 数 多 个 解 . 

2639 ， 求 作 圆 C 使 与 两 个 定 贺 4、 吾 相 
切 , 且 其 两 个 切 点 的 连 线 与 定 喜 线 XX 了 平行 . 

解 [分 析 ] 假设 所 求 贺 已 经 作出 ，C 为 
其 圆心 ,也 刀 分 别 是 加 C 和 两 定 圆 4、B 的 
切 点 ， 报 据 问题 1131， 则 DB 过 两 一 4、B 
的 相似 外 心 卫 或 相似 内 心 P' 中 的 一 个 。 因 
此 可 作 图 如 下 。 


Ky 


[ 作 图 ] 先 求 两 定 较 4、B 的 相似 中 心 三 
及 PP 从 P 忆 或 P' 引 定 直线 卫 了 的 平行 线 ， 
它 和 两 加 相交 于 了 、 召 ，D、G， 则 以 非 对 应 
点 (F, G) 或 ( 召 , D) 为 切 点 可 作出 与 已 知 两 
A4、B 相 切 的 圆 , 这 就 是 所 求 的 圆 . 

2640， 求 作 一 圆 与 已 知 的 两 圆 4、 吃 外 
切 (或 内 切 )， 且 在 过 已 知 两 阅 的 相似 外 心 的 
给 定 直 线 上 截取 定 长 的 蓄 。 

解 ” 设 所 求 的 贺 的 圆心 为 O， 与 已 知 两 贺 
别 为 B、 了 了 。 因 
辐 0 与 加 4、5 
同时 外 切 (或 内 
切 ), 所 以 BF 过 
相似 外 心 3( 问 
题 1181)。 设 园 
O 和 给 定 直线 SP 相交 于 C、D， 则 SC.SD 
为 定 值 ， 又 因 SC 和 SD 的 差 是 一 定 的 , 报 据 
问题 2016 可 求 出 SC、S 的 长 , 从 而 确定 点 
C、DD 的 位 置 。 因 此 作 过 G、D 且 切 于 已 知 图 


《4( 或 马 的 圆 (问题 2637)， 就 是 所 求 的 圆 。 

2641， 求 作 过 定点 4 且 与 已 知 两 况 O、C' 
相 切 的 网 C。 

解 { 分 析 ] 假 
定 所 求 的 圆 已 经 作 黄 
出 ， 设 其 圆心 为 CO 
圆 C 与 已 知 两 加 
0O、0 ' 分别 外 切 于 
RE、 8S, RS 和 O00’ A 
的 交点 为 总 根据 问题 1181, 点 卫 是 两 贺 O、 
0' 的 相似 外 心 , 它 是 定点 。 

设 连 心 线 00’ 的 延长 线 和 两 图 O、0’ 的 交 
点 分 别 为 及 、 工 , 则 报 据 问题 1409 知 

PR.PS=—PEK.PL. 
由 于 卫 、 玉 、 工 都 是 定点 ，PK.PL 是 定 值 ， 
所 以 了 PEPS 为 定 值 。 设 P4 和 圆 C 相交 于 
B, 则 了 4.PB 一 PRE.PS (一 定 ). 所 以 B 也 
是 定点 。 于 是 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 1 作 两 贺 O、0' 的 相似 外 心 了 P， 设 
PO' 和 圆 0' 的 交点 为 ZK，P0 的 延长 线 和 圆 
0 的 交点 为 及 ,过 及 、 工 、 4 三 点 的 阅 和 了 4 
的 交点 为 BB， 过 点 4、B 且 和 加 0 相 切 的 贺 
C( 问 题 2837) ， 就 是 所 求 的 圆 . 

[证 明 ] 设 贺 0C 和 加 0 的 切 点 为 有 R，PR 
和 圆 C 的 交点 为 8, 则 


PA:PB=~PR.PS. © 
报 据 作 图 , 六、 刀 、 万、4 四 点 共 加 ,所 以 
PR.PL~PA.PB. © 


从 回回 知 PR.PS=PEK.PL. 
因而 瓦 、 忆 人、 妃 四 点 共 较 ， 因为 忆 是 两 网 
0、0' 的 相似 外 心 , 如 是 圆 O 和 国 C 的 切 点 ， 
则 由 PK.PL=PRE.PS 知 , 8 是 圆 C 和 图 0 
的 切 点 。 故 圆 0 满足 题 设 条 件 、 

注 在 上 面 的 解法 中 ; 贺 C 和 两 已 知 剧 0、 
0' 外 切 ， 如 右 图 ， 当 圆 


C 外 切 于 一 个 国 0 且 内 AHAF 
切 于 另 一 加 0 连接 两 

切 点 及 S 的 直线 和 0O0 

相交 于 P, 则 为 两 加 

0、0' 的 相似 内 心 。 因此 作 图 方法 和 上 面 一 


样 。 当 圆 O、O' 都 内 切 于 圆 C 时, 作 图 方法 
也 一 样 

2642， 求 作 和 已 知 三 圆 4、B、C 相 切 的 
圆 ， 
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第 四 编 作 图 题 


解 [分 析 ] “假设 所 求 的 与 三 加 和 4 Bo | 解 [ 作 图 ] 先 从 同心 圆 的 贺 心 0 引 任 意 


外 切 的 网 已 经 作出 ， 其 
圆心 为 D。 以 DD 为 阅 
心 ;. DC 为 半径 男 圆 , 设 
它 和 D4、DB 的 交点 分 
别 为 4、B"， 吏 4、B、 
C 的 半径 分 别 为 a.5、c， 
则 


| Ad'=a—c, BB'=b—c。 
因此 可 按 以 下 方法 作 图 . 

[ 作 图 ] 设 圆 《4、B、C 的 半径 分 别 为 &、 
b、c (a>b>c)， 以 4、B 为 贺 心 ， 分 别 作 半 
径 为 C 一 c, 5 一 6 的 两 男 . 再 过 点 C 作 与 这 两 
个 圆 相 切 的 贺 (参照 上 题 ), 设 该 贺 的 阅 心 为 
了 DD， 则 以 DD 为 圆心 且 外 切 于 贺 C 的 加 ， 就 是 
所 求 的 圆 。 

[证 明 ] 报 据 分 析 容 易 证 明 , 所 以 省 略 、 

注 设 团 4 外 切 于 
加 DD, 而 贺 B 内 切 于 
辕 DD， 以 DD 为 图 心 ， 
DC 为 半径 画 加 ， 则 
有 44'=a 十 c，BB’ 
一 6 一 c。 因 此 ， 以 4、B 为 贺 心 , 分别 以 4 十 
c, 5b 一 C 为 半径 画 两 贺 , 就 可 以 如 上 作 图 。 同 
样 , 圆 马 和 加 4、B、C 有 以 下 八 种 情况 : 

(i ) 三 个 加 4、B、C 都 和 圆 马 外 切 ; 

(二 ) 贺 4 外 切 于 圆 D, 而 圆 B、C 内 切 于 
贺 D; 

(iii) 贺 外 切 于 阅 DD, 而 贺 0、4 内 切 于 

D: 


(iv) 圆 C 外 切 于 圆 D, 而 辑 4、B 内 切 
于 圆 D; 

(v) 贺 4 内 切 于 贺 D, 而 贺 B、C 外 切 于 
阅 DD; 
(vi) 图 B 内 切 于 圆 D, 而 圆 C、4 外 切 于 
圆 D; | . 
(yii) 网 C 内 切 于 殴 D, 而 园 丸 、B 外 切 
于 圆 也 ; 

(viii) 三 个 圆 4、B、C 都 内 切 于 圆 DD。 
- 以 上 无 论 那 种 情况 ， 都 可 先 作 以 4、B 为 
中 心 , 分 别 以 C 土 c、2 士 c 为 半径 的 两 个 辅助 
图 。 

2643. 求 作 一 贺 切 于 以 0 为 圆心 的 两 个 
同心 圆 和 另 一 圆 0'。 


,两 条 直线 的 交点 为 


的 射线 ， 它 和 这 两 个 同心 。 \ 
网 分 别 交 于 4、B, 设 4B / ~\ 
的 中 点 为 0, 以 O 为 圆心 、{ 

00 为 半径 画 圆 . 其 次 ,在 
加 0' 的 任意 半径 0'D 上 > 

和 它 的 延长 线 上 分 别 取 

FE, 使 DE=DF=AC. A 

再 以 O' 为 圆心 ，0'Z 和 
OZ 为 半径 画 两 圆 . 设 这 两 圆 和 以 O 为 圆心 、 
0C 为 半径 的 圆 分 别 交 于 P、P' 和 @、9'。 如 
分 别 以 卫 、P'、@、8' 为 同心 、40 为 半径 画 
圆 , 则 这 些 圆 就 是 所 求 的 圆 。 

[证 明 ] 以 0 为 留心 、0C 为 半径 的 圆 , 是 
与 以 O 为 阅 心 的 两 个 同心 图 相 切 的 四 的 现 心 
的 轨迹 ， 并 且 所 求 阅 与 同时 切 于 这 两 个 同心 
圆 的 吏 ， 它 的 半径 相等 .又 和 图 0' 相 切 的 医 
的 较 心 的 轨迹 是 以 0 为 圆心 、 分 别 以 0' 卫 、 
0'F 为 半径 的 两 网 ， 因 此 这 两 个 轨迹 的 交点 
P、P'、Q、8' 就 是 所 求 圆 的 圆心 。 分 别 以 这 
些 点 为 圆心 、40 为 半径 画 圆 , 则 这 些 圆 就 是 
和 以 O 为 圆心 的 两 个 同心 圆 及 圆 0' 相 切 的 
贺 。 
因为 解 的 个 数 和 以 上 两 种 轨迹 的 交点 的 个 
数 有 关 , 所 以 最 多 有 四 个 解 。 


和 祭 。 作 与 定 直 线 、 定 圆 相 切 的 贺 

2644， 求 作 一 贺 使 和 已 知 融 、 已 知 直 线 
相 切 , 且 其 半径 等 于 定 长 >。 

解 [ 作 图 ] 设 圆 0 的 半径 为 妃 以 0 为 
阅 心 ， 以 及 二 7+、 有 ~7 为 半径 的 两 加 和 距 定 
直线 4B 的 距离 为 
7\ 且 与 4B 平行 的 3 ss 


FF', G、G， H、 i 
H', K、EK', 则 以 A 
这 些 点 为 图 心 ， 以 ”HK 
7 为 半径 的 圆 , 就 Ne 
是 所 求 的 图。 

ft 证 明 ] 以 O 为 圆心 ， B+?、 E~7 为 举 
径 的 圆 是 距 圆 0 的 距离 等 于 7 的 点 的 轴 迹 , 
距 直 线 4B 的 距离 等 于 7 的 两 条 平行 线 是 距 
4B 的 距离 等 于 7 的 点 的 轨迹 。 所 以 上 述 八 
个 点 就 是 所 求 圆 的 圆心 。 
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因为 这 两 个 轨迹 交点 的 个 数 决定 本 题解 

的 个 数 , 所 以 本 题 的 解 不 能 超过 八 个 . 
2645， 已 知 辕 0O 和 两 直线 4B、AC 相 
切 , 求 作 一 图 使 和 直线 4B,、LC 及 全 0 相 切 。 
解 连结 4 0 的 直线 和 园 O 相 交 于 必 、 
马 . 过 D、 恕 分 别 作 加 0 的 切线 ,它们 与 直线 
4C 的 交点 分 别 为 及 G。 再 作 和 48D 的 平 
分 线 和 4 刀 交 于 ， 则 以 卫 为 圆心 、ZD 为 
半径 的 圆 , 就 是 所 求 的 圆 . 其 理由 是 :点 卫 是 
4 的 平分 线 和 公 4FD 的 平分 线 的 交点 ， 
所 以 点 了 与 4B、 了 FD、AF 等 距离 , 从 而 贺 
也 切 于 直线 4B、AC， 上 且 与 已 知 加 0 切 于 


以 ZBGEH 的 平分 线 和 40 的 延长 线 的 交 
点 有 为 圆心 、9 召 为 半径 的 圆 ， 也 是 所 求 的 
圆 。 即 使 以 平行 两 直线 4B、4C 代替 相交 两 
直线 4B、4C， 人 也 容易 知道 它 有 相同 的 两 个 
解 。 

2646， 求 作 在 定 直线 了 上 的 定点 己 处 
与 真 线 及 了 相 
切 且 和 定 圆 O 相 
切 的 圆 。 

解 从 点 0 引 . 
定 直 线 了 了 的 垂 
线 00, 设 这 条 重 
线 和 加 0 的 交点 . 
分 别 为 4、4 连结 4P，A'P， 它 们 和 贺 0 
分 别 交 于 B、B'。 再 过 了 引 XY 的 垂 线 ， 它 
和 0B、B'O 分 别 相交 于 D、D， 则 以 D、D' 
为 圆心、 DP、DTP 为 半径 分 别 画 融 ， 就 是 所 
求 的 圆 。 其 理由 是 : 

DP140, 04=O0B。 
DB=DP. 
故 圆 孔 必 过 点 了 P、B。 因 为 DPPLXY, 所 以 
也 和 直线 辽 了 切 于 点 卫 。 又 因 OZ 是 两 圆 
半径 0B、BD 之 和 ,所 以 两 网 在 点 处 相 切 。 


一 人 De i 
人 
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因此 阅 也 就 是 所 求 的 加 . 

同样 ,加 D' 和 直线 XY 相 切 于 点 了 P， 和 定 
0 内 切 于 B', 圆 D' 也 是 所 求 的 四。 本题 
一 般 有 两 个 解 . 

2647. 求 作 和 定 圆 0 上 的 定点 4 处 相 切 
且 和 定 直线 XY 相 切 的 圆 。 

解 过 点 4 引 网 0 的 切线 和 定 直线 XY 
相交 于 B。 再 作 人 4BY 和 人 4BX 的 平分 
线 和 04 的 延长 线 分 别 交 于 C、D. 以 0、D 
为 圆心 ,分 别 以 C4 和 D4 为 半径 画 圆 , 这 些 
圆 就 是 所 求 的 吏 。 


D’ BB C’ 

其 理由 是 :从 C 引 有 ZY 的 垂 线 CO. 因 4B 
是 定 圆 0 的 切线 ，4BTO4， 所 以 两 个 直角 
三 角形 4BC 和 0'B0C 全 等 。 从 而 LO 一 CC 
又 CC XY， 故 加 GC 和 定 直 线 了 了 切 于 点 
0C'。04LA4B， 所 以 圆 C 也 与 4B 相 切 ， 即 
48 为 加 0 与 加 0C 的 公 切 线 ， 故 这 个 圆 在 点 
筷 处 相 切 ,因此 品 0 就 是 适合 已 知 条 件 的 图. 
同样 ， 以 也 为 贺 心 、D4 为 半径 的 圆 也 与 定 
洲 0 切 于 定点 4, 且 和 定 直 线 了 了 相 切 , 所 
以 圆 必 也 是 适合 已 知 条 件 的 回 。 

当 4B 与 XY 相交 时 , 有 两 解 。 当 4B 与 
之 了 平行 时 有 一 解 ， 即 以 4B 和 XY 的 公 垂 
线 为 直径 的 圆 。 

2648.， 求 作 一 来 ， 使 该 圆 过 定点 4 且 和 
定 圆 O、 定 直线 XY 相 切 。 

解 ”假定 所 求 圆 已 经 作出 , 设 其 圆心 为 C。 
从 O、C 分 别 引 之 了 的 垂 线 OH、CF, OH 和 
0 的 交点 为 B、B'. 

(1) 当 贺 C 和 圆 0 外 切 时 ， 其 切 点 召 为 
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BF 和 00 的 交点 。 (2) 当 圆 C 和 贺 0 内 切 
时 , 其 切 点 如 为 BF 和 00 的 交点 ， 
在 (1 的 情形 下 , 设 连结 B4 的 直线 和 圆 C 
交 于 点 4 则 
BA.B'A'=BFEF.BE, 人 
LBEB' 和 人 BHF 都 是 直角 ， 所 以 四 边 形 
加 B'HF 为 图 内 接 四 边 形 。 从 而 
BF.BE-BH.BB', © 
由 @.® B4.B4’~BH.BB'. 四 
在 图 中 ，BH、BB'、B4 都 是 定 值 ， 所 以 
B4' 也 是 定 值 , 从 而 4' 是 定点 。 因 此 ,本 是 
可 归结 为 求 作 过 两 定点 4、4' 且 和 定 直 线 
XY 相 切 的 吕 的 问题 (问题 2618) . 
在 (2) 的 情形 下 , 设 连结 B'4 的 直线 和 贺 
C 相交 于 4 则 
B'A.B'A"=B'F.B'E'. @’ 
这 时 人 BB'B'(~ 人 BE'F) 和 人 BHF 都 是 
直角 ,所 以 BB' 肥 了 为 团 内 接 四 边 形 . 从 而 


B'F.B'E'~B'H.B'B, ©®' 
由 @' 知 
B'L4.B'A4 mm 万 .也 万. 3 


在 图 ' 中 ， 了 五、B'B、B'4 都 是 定 值 ， 所 以 
B'4" 也 是 定 值 , 从 而 4" 为 定点 。 因此 , 本 
题 可 以 归结 为 求 作 过 两 定点 4、4” 且 和 定 直 
线 XY 相 切 的 圆 的 问题 (问题 2818). 

在 (G) 的 情形 下 , 如果 点 4、4' 分 别 在 直线 
XY 的 两 侧 , 则 无 解 ;如 果 了 了 /44', 则 有 一 
解 ; 如 果 4.4 的 延长 线 和 有 了 相交 , 则 有 两 
解 。 在 (2) 的 情形 下 , 也 是 一 样 , 不 过 要 以 4” 
代替 4' 罢了 、 因 此 , 本 题 的 解 不 超过 四 个 。 

2649。. 求 作 切 于 两 定 直线 I、 用 和 定 
O 的 圆 。 2 

解 ”假定 所 一 RN 
求 圆 已 经 作 7 
出 , 设 0 为 其 
圆心 。 以 C 为 
国 心 .CO 为 半 
径 作 圆 。 引 平 
行 于 直线 工 且 和 这 个 贺 相 切 的 直线 5 引 平 
行 于 直线 MX 县 和 这 个 欧 想 切 的 直线 政 ， 风 
直线 政和 收工 和 荆 的 距离 都 等 于 加 0 的 
半径 。 因 此 得 作法 如 下 。 

分 别 引 平行 于 直线 二 、M 且 其 间距 离 为 定 
史 0 的 半径 的 两 直线 忆 、M'。 作 过 定 圆 的 阅 
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心 O 且 和 两 直线 乙 、 到" 相 切 的 圆 (问题 
2619), 设 其 圆心 为 G, 则 可 作出 以 C 为 圆心 
县 切 于 两 定 直线 工 、 用 和 定 圆 0 的 阅 。 

注 “分 别 与 五 \ 好 平行 的 直线 到、M"'， 可 
在 工 、 M 的 两 侧 各 作 一 条 ， 且 过 一 点 O 并 切 
于 两 直线 LM' 的 圆 有 两 个 , 所 以 本 题 有 四 
个 解 。 如 圆 O 和 工 、 相交 时 ，Z MY' 的 选 
择 可 有 四 组 ,所 以 可 能 得 到 八 个 解 . 

2650， 求 作 切 于 两 个 定 贺 O、O' 和 定 直 
线 B4 的 圆 。 

解 [分 析 ] 假定 所 求 加 已 经 作出 ， 其 加 
心 为 D， 切 定 直 
线 BB4 于 有 及, 切 
两 定 贺 0、0' 于 
加 、G。 以 DD 为 
心 作 过 点 0 
的 圆 和 8O 或 其 
延长 线 相 交 于 
C. 设 圆 0.O' 的 
半径 分 别 为 ?、 
7’, RECOF=0'G 
二 7'。 所 以 在 图 (1) 中 有 0C=7 一 7', 在 图 (2) 
中 有 0C 二 7 填 r'。 再 作 
平行 于 4B 上 且 与 以 D 为 
殴 心 、 DO' 为 半径 的 加 
相 切 的 直线 4B', 设 其 


切 点 为 召 , 则 
HBE=0'G~n, A TB， 
| Ee B 
因此 ， 可 按 如 下 方法 作 E 
图 (2) 


{ 作 图 ] 以 O 为 圆心 ， 以 7+7', 7 一 7 为 
半径 作 圆 . 再 作 与 4 的 距离 等 于 7 的 平行 
线 4.B'. 然后 根据 问题 2648 作 加 ， 使 它 过 
定点 0' 与 直线 4'B' 相 切 且 与 以 2 为 圆心 、 
以 * 士 为 半径 的 园 相 切 。 设 该 圆 的 圆心 为 
DZD， 再 作 以 刀 为 圆心 且 与 定 直 线 4B 相 切 的 
圆 , 就 是 所 求 的 贺 . 

注 一 般 地 , 本题 有 八 个 解 。 

2651。 求 作 一 圆 , 使 它 和 定 直 线 工 及 定 圆 
O 相 切 , 且 圆 心 在 另 一 条 定 直 线 允 上 。 

解 [分 析 ] 假定 所 求 贺 已 经 作出 ， 设 其 
圆心 为 了, 和 定 直 线 工 切 于 4， 和 定 图 0 切 
于 CGC。 在 PP4 的 延长 线 上 取 4B=00 得 点 
B， 从 B 引 以 己 为 贺 心 、PO 为 半径 的 圆 的 
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切线 ， 则 工 /， 而 且 这 两 条 平行 线 间 的 
距离 等 于 定 圆 0 的 半 
径 。 因 此 可 作 图 如 
下 


we 
oo ~ 


[ 作 图 ] 作 定 直线 
工 的 平行 线 并 且 使 这 
两 条 平行 线 间 的 距 
离 等 于 定 贺 0O 的 半 
径 (Z 在 工 的 两 侧 备 
有 一 条 )， 根 据 问题 
2609， 作 圆心 在 直线 
ML 上 、 过 定 圆 的 圆心 
0 且 与 定 直 线 乙 相 
切 的 圆 ， 设 其 图 心 为 
己 , 再 作 以 卫 为 圆心 上 且 和 定 直线 世相 切 的 圆 ， 
则 这 圆 乙 就 是 所 求 的 圆 .本 题 一 般 有 四 个 解 ， 
2652， 求 作 园 0', 使 它 相 切 于 定 圆 0 的 
直径 8C 上 的 定点 .4 
而 且 和 圆 O 相 切 。 


” 解 设 网 0O' 为 所 求 / 
的 圆 , 00' 和 图 0' 的 交 a 


点 为 五 D， 凡 0' 和 加 A 
0 的 切 点 为 D, 则 04?=08.0D. 
其 中 OQ4、0D 是 定 长 ， 由 此 可 确定 OE、 从 


而 加 0' 的 半径 为 寺 (OD 一 0Z)。 于 是 较 0 


即 可 作出 。 

25653， 求 作 一 圆 , 使 它 内 切 于 半圆 4BC， 
并 且 与 直径 4B 及 它 的 垂 线 CD 相 切 。 

解 ” 设 凋 0 为 所 求 的 贺 , 它 和 AB、CD 及 
半圆 4BC 的 切 点 分 别 为 妃 、 有 、G, 则 B、F、 
G 在 同一 直线 上 ,所 以 

BE?~ BF.BG., 
因为 4DEFG 为 圆 的 内 接 四 边 形 , 所 以 
BF.BG=BD.BA. 


又 BD.BA=BO?, 

*». BE=BO. 
又 OF=DE, 

OB 1DE. 

故 力 为 定点 ，OB eit 
是 定 长 ,从 而 0 是 SR 
定点 。 因 此 可 作 图 0 
如 下 。 MA 


[ 作 图 ] 在 34 A Ek DD B 


.| 点 ， 求 作 与 直线 
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上 取 BF=BO, 得 到 点 如. 过 如 作 4B 的 垂 
线 , 在 其 上 取 点 0 使 08 一 BD， 则 以 O 为 圆 
心 、O 为 半径 的 圆 , 就 是 所 求 的 圆 。 

其 理由 是 由 作法 知 圆 0 与 直径 4B 祖 切 
于 点 如 设 吏 0 和 CD 的 切 点 为 了 ,BP 的 延 
长 线 和 圆 0 的 交点 为 G, 则 

BE?~— BF.BG, BE= BO, 

* BO=BF.BG. 

2 BO== BD, BA, 

., BF.BG—BD.BA. 
故 四 边 形 4DFG 为 车 内 接 四 边 形 。 从 而 

AGB=/ADF= /RR. 
所 以 G 为 弧 4OB 上 的 点 ， 而 且 G 和 直径 的 
一 端 B、 垂 线 CD 和 四 0 的 切 点 了 在 同一 直 
线 上 ,因此 G 是 较 O 和 圆 弧 A0B 的 切 点 ,这 
样 , 圆 0 就 是 适合 条 件 的 圆 . 

2654. 已 知 4、B 是 两 个 等 史 的 圆心 (4 
在 加 BB 上, B 在 
圆 4 上 ), C 是 
这 两 个 圆 的 交 


4B 和 两 条 弧 
AC、B0C 相 切 的 


解 [分 析 ] 假定 所 求 加 已 经 作出 ， 没 其 
圆心 为 0， 在 圆 4、B 内 分 别 引 半 径 4OB、 
BOF, 则 

AW=BF, OER=OF. 
所 以 A0=—BO. 
故 O 在 线段 4B 的 垂直 平分 线 C0' 上。 再 
设 线 段 4B 的 中 点 即 园 O 和 4B 的 切 点 为 
D, 则 OD 一 OE， 所 以 在 A4DO 中 ，4D 是 
确定 的 , 40+0D 一 A4E, 人 4DO 是 直角 . 因 
此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 设 两 贺 的 连 心 线 4B 和 该 两 贺 的 
公共 纺 的 交点 为 D， 在 CD 上 取 点 0 使 40 
+OD-yr (7 是 等 六 的 半径 ) (参照 下 面 的 
注 )， 则 以 O 为 圆心 _OD 为 半径 的 圆 就 是 所 
求 的 图. : 

别 解 等 分 线段 48 得 中 点 D, 在 DC 上 取 


点 0 使 DO~ 训 4B， 则 点 0 就 是 所 求 加 的 


| 贺 心 ， 其 理由 是 : 


586 
4D~ 亏 4B, OD=3 AB, 
., A0=~vVADT DO = 也 4B。 


从 而 OB AB=0D. 


以 下 从 格 。 

注 在 上 面 的 作 图 中 , 设 A40+0D=7, 在 
DO 上 取 DP=” 然后 作 4P 的 垂直 平分 线 ， 
它 和 CD 的 交点 就 是 所 求 的 点 O。 


S. 作 在 定 直线 (或 贺 ) 上 截取 


定 长 线段 (或 弧 ) 的 贺 

2655. 求 作 一 圆 , 使 它 在 已 知 A4BC 的 
各 边 上 分 别 截取 
定 长 力 的 线段 。 

解 ” 设 所 求 欧 
”的 圆心 为 0， 和 
边 BO、C4、4B 
的 交点 分 别 为 
P、9, B, 8, T、 
0, 且 


PQ=RS—TU~m, 

则 O 距 三 边 4B、BC、04 的 距离 相等 。 过 

O 作 三 边 的 垂 线 分 别 为 OBE、OF、0D，, 就 有 

OBR=OF=0D, 

因此 0 为 人 4BC 的 内 心 。 故 可 作 图 如 下 。 

首先 求 人 4BC 的 内 心 0, 再 从 0 引 边 BC 

的 重 线 O08， 在 BC 上 求 点 了 使 PB 一 二 7 

则 以 O 为 欧 心 、OP 为 半径 的 团 ， 就 是 所 求 
的 欧 。 

2656。 已 知 在 定 直 线 了 Y 的 同 侧 有 两 个 
定点 4、B, 求 作 一 贺 , 使 它 过 两 定点 且 在 定 
直线 X 了 上 截取 定 长 7 的 弦 。 

解 ” 过 两 定点 4、B 作 一 个 直径 比 定 长 7 
大 的 加 0, 在 辑 O 内 
引 等 于 定 长 的 任意 纺 6 
PQ。 青 作 以 0 为 网 
心 且 和 PQ 相 切 的 同 
心 圆 ， 然 后 从 B4 和 x 
XY 的 交点 C 引 这 个 
画 的 切线 CFG, 这 条 切线 就 是 原来 的 圆 0 的 


| 点 4、B、D 的 圆 也 
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割 线 。 最 后 在 X 了 上 取 两 个 点 D、D', 使 
CD=0D'~—0OF. 
则 过 三 点 4、B、 思 的 圆 和 过 三 个 点 4、B、 
D' 的 贺 就 是 所 求 的 回 。 其 理由 是 : 设 过 4、 
B、D 的 加 和 且 了 的 另 一 交点 为 鼠 则 
. CD:08=04.0B=0F.0G. ， 


根据 作 图 , CD 二 C8, .“.CE= 二 CG。.， 


从 而 DE—7G=PQ=,, 
故 过 4、B\ 卫 的 圆 适 
合 条 件 。 同样 ,过 三 


适合 条 件 。 因此 , 本 

题 一 般 有 两 解 。 
当 ABf XY 时 , 设 ' 

线段 4B 的 垂直 平分 线 和 XY 了 相交 于 0， 在 

XY 上 取 CD~ 去 思 则 过 4、 BD 的 园 0 就 


是 所 求 的 园 。 其 理由 是: 如果 了 XY 了 制 罗 4BD 
的 另 一 点 为 D 则 
.CD=0PD'，.…，DD'=20D=7。 
2657 .过 两 定 线段 4B、0D 的 延长 线 的 
交点 0 作 一 个 圆 和 4B 
割 于 点 并 ， 和 CD 割 于 
了 ， 使 4X :CY， XB: 
YD 分 别 等 于 给 定 的 
比 。 1 
解 假定 所 求 加 
OZXY 已 经 作出 , : 它 和 
区 040 的 交点 为 P， 


则 在 A4PX 和 ACPF 中 ， 
LOXP= /OYP, 
/0O4P= /OO0P, 
*. ZXAP= /YOP, 
于 是 ”Ad4PZcoACPY， 


因而 ”PA4:PO=AX:CY (一 定 )。 
根据 阿波 罗 尼 斯 定理 , 点 卫 是 在 贺 O4C 上 ， 
且 使 卫 4:PC 等 于 给 定 比 ， 所 以 点 卫 的 位 置 
可 以 确定 。 再 作 人 0BD 的 外 接 贺 ， 设 它 和 
团 OXY 的 交点 为 8, 则 和 上 面 一 样 可 知 

. AQXB%AQYD, 
QB:QD 二 BX:DY (一 定 )。 

因此 , 点 @ 在 人 0BD 的 外 接 加 上 , 且 使 @B: 
QD 等 于 给 定 比 ， 从 而 点 9 的 位 置 也 可 以 确 
定 。 
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综 上 所 述 ， 所 求 较 OXY 过 三 点 O、P、9. 
所 以 首先 确定 P、@ 两 点 的 位 置 ， 然 后 过 三 
点 0、P、@ 作 圆 , 就 是 所 求 的 贺 。 

2658. 已 知 定 直线 4B 上 的 一 点 PP 和 该 
直线 外 的 一 点 0， 求 以 定点 O 为 圆心 作 圆 和 
AB 相交 于 用 、NW， 且 使 PM.PN 一 22 (其 中 
7 为 定 值 )。 

解 (i) 也 在 线段 MT 上。 

过 点 卫 作 OP 的 垂 线 , 在 这 条 垂 线 上 取 点 
D 使 PD=?,。 再 以 O 
为 圆心 、OD 为 半径 
画 圆 和 4B 相交 于 
M、N， 则 较 0 就 是 人 NS 
所 求 的 圆 . 其 理由 是 
设 DP 的 延长 线 和 这 GD 

' 个 圆 相交 于 点 轧 , 则 DP 一 PE=1. 
又 PM.PN=DP.PE=DP?=D, 
» PM.PN=2. 

(ii) 王 在 线段 MX 的 延长 线 上 。 

设 以 了 为 圆心 、? 为 半径 的 圆 和 以 OP 为 
直径 的 圆 的 交点 为 了 , 再 以 O 为 圆心 .OD 为 
半径 作 贺 和 .4B 相交 于 M、N， 则 加 DMN 
就 是 所 求 的 圆 。 其 
理由 是 : :PDO= 
和 RB, 所 以 PD 与 加 
O 相 切 于 Dy 从 而 

PD?= PM.PN. 

报 据 作 图 PD=， 

所 以 (2) 
PM .PN 一 7 

因此 加 DMN 适合 条 件 . 

从 0 向 4B 引 垂 线 OF， 其 自足 为 也 ， 则 
当 1>PF 时 本 题 无 解 。 

2659。 已 知 两 直线 04、OB 相交 于 点 O， 
求 作 一 圆 ， 使 它 的 半 0. 

径 等 于 定 长 2 且 在 
O4、OB 上 截取 的 驴 
等 于 定 长 wa。 


,使 OK 一 于 4. 从 从 > 


O3 引 O4 的 重 线 OF，D 
取信 = 二 5b。 过 点 工 
引 04 的 平行 线 和 A . 
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.40 万 的 平分 线 相交 于 了 P， 则 以 呈 为 圆心 、 
2 为 半径 的 圆 就 是 所 求 的 圆 。 其 理由 是 : 如 
图 ， 在 圆 王 中 ，PO 1O4,， 引 半径 了 PD, 则 
APCDEAIORE， 
.…。 PD=LE=b, 
20D=20K =a, 
又 因 点 卫 在 A408 的 平分 线 上 ， 它 和 两 边 
OA、0B 的 距离 相等 ， 所 以 贺 卫 在 O04、0B 
上 截取 的 弦 相 等 。 

2660. 求 作 一 圆 ,使 它 的 圆心 卫 在 定 直线 
芝 人 XX' 上 ， 半 径 等 于 定 长 +， 和 另 一 直线 了 Y' 
相交 于 4、B 且 人 A4PB==al(o 为 定 角 ) 。 

解 ” 假 定 所 求 阅 已 经 作出 ,了 为 其 圆心 .从 
P 忆 引 了 Y' 的 垂 线 PM， 则 在 直角 三 角形 
PAM 中 ， 


PA=7, LA4PM 二 a, LPMA=— LR. 


因此 在 AP4M 中 ， 可 知 PM 为 定 长 , 设 它 
为 mw。 于 是 可 按 以 
下 方法 作 图 。 

作 与 定 直线 YY' 
平行 且 与 YY' 的 * 
距离 等 于 和 的 两 
条 平行 线 ， 它 和 定 
直线 了 XX' 的 交点 YX 
为 也 (一般 有 两 个 交点 ), 则 以 卫 为 圆心 、7 为 
半径 的 圆 就 是 所 求 的 圆 。 

2661. 求 作 圆 也, 使 它 过 定点 4， 圆 心 卫 
在 已 知 直线 也 XX' 上 ， 在 已 知 直线 了 了 ' 上 所 
截取 的 弦 所 对 的 圆心 角 等 于 已 知 角 ac。 

解 ”假定 所 求 圆 已 经 作出 , 设 卫 为 其 团 心 ， 
和 了 了 ^ 的 交点 为 B、C， 人 BPC 等 于 已 知 
角 w 则 


LPBO 一 二 (32LBR 一 o) 罗 LB- 地 a 
(一 定 )。 


所 以 如 从 P 引 Y 了 YY' 
的 甜 线 PM， 则 
和信 PMB 的 形状 一 
定 ， 了 B:PM 是 一 
从 而 PA4: PM 一 3 
定 。 因此 , 本 题 可 
归结 为 在 XX 上 
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求 一 点 忆 使 PA 和 了 PX 的 比 一 定 。 根据 问 
题 1941， 就 可 确定 点 己 的 位 置 . 

2662. 求 作 两 贺 0、0', 使 它们 的 半径 分 
别 为 定 长 马 和 7, 欧 0 在 定 直线 上 上 截取 的 
蓄 等 于 定 长 ,而 加 0' 在 定 直 线 必 上 截取 的 
弱 等 于 定 长 罗 ， 且 两 圆 相 切 其 公 切 线 的 方向 
一 定 。 

解 ”假定 所 求 的 国 O、0' 已 经 作出 ,如 图 . 


从 0 引 蓄 48 的 垂 线 OF, 则 
O04=, 4 一 雪 2, 


所 以 在 直角 三 角形 04B 中 ，0 加 可 以 确定 ， 
从 而 点 0 在 与 定 直线 工 的 距离 等 于 0 好 的 
一 组 平行 线 及 、X' 上 . 同样 , 0' 在 与 定 直线 
2 的 距离 为 定 值 的 一 组 平行 线 了 、YZ' 上 , 又 
0O0' 二 +7, 00' 与 公 切 线 垂直 ,所 以 00' 
也 是 确定 的 。 因 此 可 作 图 如 下 . 

先 引 两 端 分 别 在 也、 了 上, 长 度 为 及 十 7 与 
7 垂直 的 线段 00 则 以 O、0' 为 圆心 , 分 别 
以 五 .7 为 半径 的 圆 就 是 所 求 的 吏 。 

[讨论 ] 线段 00' 可 作 在 两 定 直线 全、 了 
交点 的 两 侧 ， 所 以 关于 和 、YZ 有 两 个 解 。 如 
取 及 、 了 '， 芳 了, 及 '、 了 '， 同 样 可 作出 适合 
条 件 的 圆 , 故 一 般 有 八 个 解 。 

如 果 现 O、0O' 内 切 , 则 00' 一 忆 一 7, 同样 有 
八 个 解 。 所 以 本 题 有 16 个 解 。 

2663. 求 作 一 车 , 使 它 过 两 定点 4、B, 在 
定 直线 XY 上 截取 
纺 MN, 下 

AB.MN=m? 
(其 中 仅 为 定 值 ) 、 

解 ”假定 适合 条 
件 的 欧 4BNM 已 
经 作出 . 设 48 和 YY x 
XY 了 的 交点 为 D， 
4B.MN=m2,， 4、DP、N、 好 为 共 了 图 点 , 则 

. PDN=DA4.DB, [NN 


rr 
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DM—DN= MUN. @ 
在 4B.MN=m? 中 ， 4B 为 定 长 ,mm 为 已 知 
正方 形 的 一 边 ， 所 以 站 N 的 长 度 一 定 ， 用 ? 
表示 用 WH， 则 本 题 可 归结 为 ， 求 作 过 两 定点 
4、23， 且 在 定 献 线 X 了 上 截取 定 长 弦 的 锅 。 
根据 问题 2856， 可 以 作出 . 

注 如果 直 线 XY 了 和 线段 48 相交 , 则 DD 
在 半 和 丸 之 间 ,所 以 上 面 的 全 应 为 

DUDN=1. 
这 时 , 可 根据 问题 2656 求 寻 ,N、 

2664. 求 作 一 贺 , 使 它 通过 两 定点 了、@， 
且 把 定 锅 O 的 区 局 
分 成 两 部 分 的 比 为 
1:2, 

解 ” 设 加 PQCD 
为 所 求 的 贺 , 则 D、 
C 把 定 圆 0 的 贺 周 
分 成 4;2， 所 以 
心 角 COD=120"，、 
从 而 DO 的 长 为 定 
长 。 因此 , 本 题 可 归结 为 : 求 作 过 两 定点 卫 、 
久 ， 且 在 定 加 0O 上 截取 定 长 弦 的 加 (问题 
2673). 

2665， 求 作 一 圆 , 使 它 过 两 定点 4、B, 且 

和 定 贺 的 公共 弦 平 行 于 定 直线 

解 { 作 图 ] 过 9 引 上 的 三线 OB, 设 0 
或 其 延长 线 和 
线段 48B 的 牌 
直 平 分 线 FO' 
相交 于 0， 则 
以 0' 为 圆心 、 
0'4 为 半径 的 
珊 就 是 所 求 的 圆 ， 

[证 明 ] FoO' 是 线段 4 万 的 垂直 平分 线 ， 
40' 一 BO， 所 以 贸 0' 过 两 定点 4、 刀 。 又 
OO ' 是 两 圆 的 连 心 线 ,垂直 于 公共 弦 CD, 而 
O42, 所 以 CD 平行 于 定 直线 ?。 因 此 网 0 
是 适合 条 件 的 通 。 

2666、 求 作 一 侦 ， 使 它 过 定点 B 并 和 以 
0 为 圆心 的 定夺 0 在 定点 委 处 直 交 。 

注 两 圆 直 交 ， 就 是 两 圆 在 其 交点 处 的 妃 
线 的 夹 角 为 直角 。 

解 { 作 图 1 设 定 圆 9 在 点 4 处 的 切线 
和 线段 4B 的 垂直 平分 线 相 交 于 CG， 则 以 CG 
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妃 的 报 轴 上 ， 人 也 在 两 贺 B、0 的 根 轴 上 .所 


[证 明 ] 点 C 在 过 
园 O 点 4 的 切线 上 ， 

所 以 圆 C 和 困 0 直 > 
交 . 又 点 0 在 4B 的 

垂直 平分 线 上 ， 它 和 A) 
4、 卫 的 距离 相等 ,所 

以 四 0 通过 B。 因此, 欧 0 就 是 适合 条 件 的 
加 . 

2667。 求 作 过 两 定点 4、B， 且 和 定 网 0 
直 交 的 图. 

解 [分 析 ] 假定 过 两 定点 4、B, 且 和 定 
加 直 交 的 加 已 经 作出 , 设 0' 为 其 圆心 。 连 
结 04 的 直线 和 加 0 8 
交 于 4 因 加 0 和 四 


0' 直 交 ， 设 其 交点 为 I 
T， 则 OT 和 贺 0' 相 [ / 
切 ( 因 O7 LO7) Nese 
'". O04.04A'=—0OT? 
一 72. 


从 而 知道 4 是 定点 ， 故 过 4、4、B 三 点 的 
圆 就 是 所 求 的 圆 。 故 可 按 以 下 方法 作 图 。 

[ 作 图 ] 设 定 贺 O 的 半径 为 ,在 04 上 
确定 点 4, 使 04.04'=7?， 则 过 4、B、4 
三 点 的 圆 就 是 所 求 的 贺 ， 

2668.， 求 作 过 定点 4 且 和 两 定 贺 O、C- 
分 别 直 交 的 圆 
PP. 


解 设 卫 为 所 
求 贺 的 贺 心 ， 因 
P 卫 和 两 贺 0、 
0' 直 交 ， 所 以 点 
也 在 问题 1835 
的 轨迹 上 .又 点 
三 到 4 的 距离 等 于 从 点 三 向 圆 2 所 引 切 线 
的 长 ,所 以 点 书 也 在 问题 1836 的 轨迹 上 . 因 
此 点 己 可 由 这 两 
个 轨迹 的 交点 所 确 
定 


2669. 求 作 与 
分 别 直 交 的 圆 . 

你 设 0 为 所 求 
贺 的 圆心 , 根据 问题 1835 可 知 0 在 两 区 4、 


以 由 这 两 个 轨迹 的 交点 ， 就 可 确定 圆心 。 
注 .本 题 也 可 写成 “ 求 作 一 圆 , 使 从 三 定点 
4、B、C 向 该 加 所 引 切 线 的 长 分 别 为 6、 以 
ce。 其 中 4、5、c 分 别 是 圆 4、B、C 的 半径 . 
2670。 求 作 一 圆 , 使 它 过 两 定点 4、B, 和 
定 圆 0 相交 于 : 


及 本. 设 4B 和 | 
已 8 的 交点 为 一 , 过 呈 引 加 0 的 直径 CD, 则 
过 四 点 4、B、C、 呈 的 圆 就 是 所 求 的 圆 。 

[证 有 明 ] 因为 四 点 4、B、、 妞 共 贺 ， 所 
以 


PA.PB=PE.PF. ©® 
又 在 圆 0 中 ， 

PE.PF=PO.PD,. @@ 
由 四 @ 知  P4.PB=PO.PD, 


故 四 点 4、B、C、D 共 圆 , 且 CD 是 圆 O 的 直 
径 。 因 此 这 个 圆 就 是 
所 求 的 圆 . 

别 解 设 0' 为 所 
求 圆 的 圆心 ,延长 40 
和 圆 0 的 交点 为 4， 
则 四 点 4、D、4'、C 
共 贺 ,所 以 

AO:0A’'=0D.00=r7?, 
其 中 是 圆 O 的 半径 。 因 为 4、O 是 定点 , 7 
是 定 长 ,所 以 4' 是 定点 .因此 过 三 点 4、4、 
互 的 圆 就 是 所 求 的 回 . 

2671. 求 作 通过 定 
点 4 且 把 两 定 吏 B、C 
二 等 分 的 圆 。 

解 ”假定 所 求 的 圆 已 
经 作出 , 设 其 圆心 为 0， 三 
设 4B 的 延长 线 和 圆 0 
的 交点 为 五 则 和 上 题 、 
的 别 解 一 样 有 = 
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4 万 .已 万 一 72， 
其 中 7 是 加 BB 的 半径 ， 从 而 五 是 定点 、 同 
样 ，4C 的 延长 线 和 国 0 的 交点 并 也 是 定 
点 。 因 此 , 过 三 点 4、 五 、 互 的 加 就 是 所 求 的 
国 。 
二 等 分 的 四 。 

解 [分 析 ] 设 0 
为 所 求 圆 的 圆心 ， 根 
据 问 题 1756, 点 0 由 
把 两 四 4、B 二 等 分 
的 圆 的 圆心 的 轨迹 和 
把 两 贺 BB、C 二 等 分 
的 圆 的 圆心 的 轨迹 所 决定 。 因此 , 如 已 求 出 
点 0, 再 作 与 04 垂直 的 圆 妈 的 半径 4D, 则 
以 0 为 圆心 、 以 0OD 为 半径 的 圆 ， 就 是 所 求 
的 网 , 

2673。 求 作 过 已 知 两 点 4、B， 且 在 定 贺 
O 上 截取 定 长 7 的 弦 的 圆 。 

解 ” 过 两 点 4、B 作 和 泗 O 相交 的 任意 的 
贺 C， 设 两 加 的 交点 
为 4、B'"，B4 和 
. BB'4' 的 交点 为 从 
点 卫 弛 加 O 的 割 线 
了 PEF, 使 有 Fe? ( 问 
题 2125), 则 过 4、B、 
环 、 刀 的 圆 就 是 所 求 


E 


的 加 。 其 理由 是 ; 在 
团 C 中 
PA.PB=P4A'.PB'. 中 
在 加 0 中 ， 
PE.PF=PA'.PB', ©® 


从 @Q@ 得 PA4.PB=PE.PF, 
所 以 和 4、B、 五 、 了 为 共 贺 点。 又 报 据 作 图 知 
五 5 一 7， 因 此 圆 4B8E 就 是 适合 条 件 的 圆 。 
2674. 已 知 网 心 为 O 的 圆 积 与 此 欧 不 相 
交 的 直线 
45B, 求 作 切 
于 直 浅 4B 
上 的 定点 4 
且 把 圆 0 二 
等 分 的 加 
解 .[ 作 
图 3 先 作 
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切 于 4B 上 点 4 且 和 辆 0 相交 的 任意 的 
照 ， 设 两 敬 的 交点 为 CO、D，DC 的 延长 线 和 
AB 的 交点 为 P。 连结 PO 和 加 0 交 于 吾 、 
也， 则 过 三 点 加 、4、 了 的 太 , 就 是 所 求 的 圆 。 

[证 明 ] 根据 作 图 ， 直线 P4 和 贺 4CD 
在 点 4 处 相 切 ,所 以 | 


PA?~PO.PD., © 
又 因 CO、 D、 五 、 允 四 点 共 圆 ， . 
POC.PD=PE.PF, 加 


由 OO 加 知 PE.PF=PA4, 

所 以 贺 4BF 在 点 4 处 和 直线 4B 相 切 。 又 
BF 是 贺 0 的 直径 ， 因 此 圆 4B8 是 适 食 条 
件 的 贺 。 

2675， 求 作 在 定 直线 了 上 截取 定 长 的 
纺 4B、 把 定 圆 O 二 等 分 且 半 径 等 于 定 长 7 
的 圆 C。 

解 [分 析 ] 假定 所 求 圆 C 已 经 作出 。 设 
圆 0 的 半径 为 7', 则 和 POC= 人 BR, 所 以 

O02 二 PO? 一 PO? 一 72 一 7 (一 定 》， 
从 而 CC 的 长 为 W 只 一 742. 故 点 0C 在 以 0 为 
贺 心 、YM?2 一 73 为 半径 的 园 上 . 设 4B 的 中 
点 为 用 ， 则 : 


0M? 一 4 4Mz?-:72 一 ( 言 路 


故 点 C 又 在 与 XY 的 距离 等 于 7? 一 万 的 
平行 线 上 。 因 此 可 按 下 法 作 图 。 
[ 作 图 ] 先 作 以 0 为 贺 心 、 V7773 为 半 
oy 
径 的 六 。 再 作 与 ZY 的 距离 等 于 和 7? 一 也 
的 平行 线 (在 直线 , 
XY 的 两 侧 各 有 一 Q 
条 ). 设 这 个 贺 和 这 
条 直线 的 交点 (一 
般 不 多 于 四 个 ) 为 
0, 则 以 C 为 圆心 、 
把 圆周 O 二 等 分 的 ”区 Y' 
贺 就 是 所 求 的 贺 。 
2676. 求 作 一 圆 , 和 三 条 直线 了 G。， GERK， 
ZY 分 别 在 4、B, C、D, 如、 也 各 点 处 相 截 ， 
并 使 C40B=a /COD=B, 人 EOF=Y。 
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解 [分 析 ] 假定 适合 条 件 的 圆 0 已 经 作 
出 ,过 O 向 4B、OD、 
BF 引 二线 ， 设 其 垂 
足 分 别 为 了 、@、 玉 ， 
则 

LA40P=30 


L000~= 二 8 
LBOR=37. 

所 以 LO4P 一 人 LR 十 (一 定 )， 

L008 LB 地 8B (一 定 )， 


LOBR LR- 三 Y (一 定 ). 


故 三 个 三 角形 人 OA4P， 人 和 008， 人 0E 有 BR 的 
形状 一 定 , 由 于 04 一 00 一 OE, 所 以 OP:0@ 
:08 的 比 一 定 。 根据 问题 1855，OP:09 是 
定 值 的 点 0 的 轨迹 为 过 Z 的 直线 20。09: 
OR 是 定 值 的 点 Q 的 轨迹 为 过 并 的 直线 
之 0。 因 此 , 这 两 条 直线 的 交点 就 是 所 求 圆 的 
圆心 。 


2677 ， 求 作 圆 P， 使 它 把 定 贺 0 的 圆周 


二 等 分 ， 且 过 两 定点 4、B 作 阅 卫 的 切线 分 
别 等 于 定 长 入 双 。 

解 【分析 ] 假定 
所 求 圆 已 经 作出 ， 设 了 
问心 为 了 ,过 4、B 作 
PP 的 切线 分 别 为 
AD BE, 则 


D 


十 D42 
一 PD2LP2，@ 4 B. 
PB?~— PE BR?~PE?+m?, ©@ 
了 4?--PB?=2 一 m2? ( 定 值 )。 
由 问题 1757 知 ， 点 卫 的 轨迹 为 垂直 于 4B 
的 一 条 直线 。 又 
PG?= PO?-+ OG?— PPO? 7 ® 
因 PE=PG, 由 四、 国 知 
PB —m—PFO2+73, 
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.。 PB2 一 PO? 一 72 十 m? ( 定 值 )。 
同上 面 一 样 ， 到 两 定点 B、0 的 距离 的 平 
方差 为 定 值 的 点 卫 的 轨迹 ， 是 与 9B 垂直 的 
一 条 直线 。 综 上 所 述 ， 可 知 这 两 条 轨迹 的 交 
点 就 是 所 求 赔 的 圆心 P。 

2678。 设 0 是 定点 , 书 是 定 直线 4B 上 
的 定点 。 求 作 以 O 为 圆心 的 圆 , 使 它 和 4B 
相交 于 及 、N， 且 P9? 一 到 92 一 202， 其 中 人 


为 线段 MN 的 
中 点 。 
解 ” 假 定 问题 
已 解 出 ， 设 OXL Sd 
为 所 求 圆 的 半 MF HO B 
径 , 则 
2 一 4 


PQ2? 一 MG9? 一 PN,PM ~—O0P?~—OM?=n?. 
因为 OP 一 定 ,所 以 OM 长 也 -- 定 . 设 OP= 
2M 则 O 私 一 Vi2 一 02, 以 O 为 圆心 、VW12 一 邓 
为 半径 作 图, 设 与 4 已 的 交点 为 政 、NW, 则 此 
欧 即 为 所 求 的 圆 。 其 中 OP>?2。 

2679、 求 作 一 圆 , 其 圆心 在 定 加 B 上 , 半 
径 等 于 已 知 长 
哆 和 女 的 公共 
弦 CD 等 于 定 
上 长。 

解 ”假设 问 
题 已 解 出 ，PP 为 所 求 欧 的 贺 心 。 设 公共 弦 
CD 与 4P 的 交点 为 轧 ， 由 于 怠 是 CD 的 中 


点 , GB 是 定 长 ,所 以 在 直角 A4CZ 中 ,'4C、 


G 思 为 已 知 ，4 刀 可 作出 。 又 在 直角 人 PCE 
中 , PO、0B 为 已 知 , 所 以 PB 也 可 作出 .从 
而 4P 长 为 已 知 , 设 4 一 2， 以 4 为 圆心 .7 
为 半径 的 圆 驳 与 加 于 的 交点 P， 即 为 所 求 加 
的 贺 心 。 

2680. 过 定点 妃 求 作 圆 P， 使 与 定 圆 4 
的 交点 为 C、 卫 ， 
CD 一 m， 且 使 加 
的 半径 等 于 定 
长 7。 

解 “与 上 题 一 
样 ， 4P 的 长 ER - 
定 , 且 4 是 定点 , 所 以 点 卫 的 轨迹 是 以 4 为 


| 圆心 4 了 为 半径 的 图 , 又 刀 是 定点 ,了 3P 一 六 
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所 以 点 卫 的 另 一 条 轨迹 是 以 B 为 圆心 、? 为 
半径 的 圆 . 故 这 两 条 轨迹 的 交点 了 即 为 所 求 
贺 的 贺 心 。 

2681. 在 以 0、0: 为 圆心 的 两 个 定 图 上 
分 别 有 两 个 定点 
A、B; 过 A4、B 
求 作 一 回 ， 与 两 
定 殴 分 别 相交 的 
另 两 点 为 及 、 了 Y， 
且 使 人 40X = 
ZBO'Y. 

解 [分 析 ] 
设 所 求 圆 为 4 了 B, 因为 

LAOX= /BO'Y, 
所 以 A 人 40XoABO'Y. 
由 于 对 应 边 的 交角 相等 ,所 以 点 卫 在 和 4BC 
的 外 接 园 上 (P 是 4 了 、BY 的 交点 )。 又 四 
点 4、 且 、 了 、B 共 加 ,因此 
PX.PA=PY.PB. 


.所 以 点 卫 在 两 图 0O、O' 的 根 轴 上 。 故 点 卫 
可 作出 (一 般 地 有 两 点 P、P') .假设 点 卫 已 
- 定 ， 则 P4、PB 与 圆 O、O' 的 交点 也 .了 就 
， 可 确定 。 


6， 杂 题 

2682.， 已 知 一 加 ， 求 作 两 个 同心 圆 将 其 
面积 分 成 三 等 分 . 

解 ” 已 知 贺 的 圆心 为 4、 半径 为 4B， 及 
全 
把 4B 分 成 三 等 分 ， 

分 点 为 如、 了 过 加 
作 4B 的 垂 线 BC、 了 FD， 
设 与 半圆 弧 4B 交 于 
C、D， 再 以 4 为 圆心 ， 
AC、4D 为 半径 分 别 画 


两 个 圆 , 则 此 两 贺 即 为 所 求 之 同心 圆 。 其 理 
由 是 : 以 4 为 圆心 、4B3 为 半径 的 圆 用 


(4B) 表 示 , 那么 
(4B) 的 面积 一 z-4B2 
圆 (4C) 的 面积 =w* A0? 一 ww. 4B.4B, 
团 (4D) 的 面积 =x+4D?=m.AF.4B. 
园 (4D) 的 面积 “zw:4F.4B 
因此 加 (4D) 的 面积 x-AB2” 


| 相等， 
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AF 2 


AB 3 
同 理 ， 加 (40) 的 面积 一 亏 图 (4B) 的 面积 。 


2683. 求 作 一 个 与 已 知 加 同心 的 图 ,把 已 
知 贺 分 成 们 :名 。 
解 ”在 已 知 圆 0 的 半径 04 上 取 点 戏 , 使 
OM:MA=m:n, 
由 下 作 O4 的 垂 线 ， p 
设 与 以 04 为 直径 的 
半 贺 的 交点 为 P， 则 A 
以 O 为 圆心 、OP 为 
半径 的 加 将 圆 0 分 
成 tj:%w。 其 理由 是 : 
加 (04) 面 积 =w:04. 


但 是 由 LOPA 一 /AR, PM 1O4, 有 


OP2 一 0M.O4. 
圆 (OP) 面 积 _ wz-:OP? _ OM:04 
贺 (0 面 机 WwOL OZ 
OM_ m 
“OA min’ 
故 圆 (OP) 面 积 一 


2684， 已 知 平面 上 有 四 个 定点 4、 B、C、 
也, 求 作 一 圆 , 使 这 四 点 到 此 圆周 的 最 短 距离 


(1) 设 所 求 的 辆 已 作出 ， 四 


A c 
XN 
， H 
及 0B、00、0D YE/ 

与 圆周 的 交点 分 


别 为 了 、G、 五 、K, 则 有 
BG—CH=DK=— A7F, 

但 是 OG=0OH=0K=OF, 

所 以 0B=00=OD。 由 此 知 点 B、C、D 是 

在 以 O 为 圆心 的 圆周 上 . 因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 过 三 点 B、C、 了 作 贺 9， 设 此 贺 

与 04 的 交点 为 召 ，B4 的 中 点 为 了 ， 则 以 

0 为 圆心 、08 为 半径 的 同心 圆 即 为 所 求 的 

圆 。 这 里 对 四 个 定点 中 有 一 点 在 圆 内 或 在 图 

外 , 另外 三 点 在 圆 外 或 在 圈 内 , 一 般 地 所 求 的 


解 [分 析 ] 
个 定点 中 有 一 点 
4 在 圆 外 ， 其 他 
三 点 B.C、D 在 
圆 内 ， 假 设 求 作 
的 圆心 为 O， 04 
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圆 有 四 个 。 

[分 析 ] (2) 有 两 
个 定点 4、 也 在 所 求 
的 圆 外 , 另外 两 点 5、 


C 在 圆 内 的 情况 , 设 人 
求 作 的 贺 心 为 O， 假 ~ 二 AAA 
设 04、OPB、OC、OD Van 


与 贺 的 交点 分 别 为 了 卫 、G、 有 五、 及， 则 应 有 
AF= BG~OH= DK. 

于 是 AO=0D, 0B=00. 

因此 点 0 至 4、DD 的 距离 相等 ,又 点 0 至 B、 

C 的 距离 相等 ， 所 以 可 作 图 如 下 ， 

[ 作 图 ] 作 A4D 的 垂直 平分 线 与 BC 的 垂 
直 平 分 线 的 交点 DO， 则 点 O 为 所 求 的 历 心 ， 
以 O 为 圆心 、OB 为 半径 画 圆 ， 设 此 网 与 O4 
的 交点 为 加 ， 有 4 的 中 点 为 了 ， 则 以 O 为 图 
心 、07 为 半径 作 同 心 贺 , 此 圆 即 为 所 求 作 的 
一 个 圆 。 这 里 四 个 点 中 有 两 个 在 贺 内 ， 两 个 
在 区 外 , 一 般 地 所 求 的 园 有 六 个 。 

[讨论 ] 在 (了) 中， 有 三 个 点 在 一 条 直线 
上 时 ， 有 三 个 解 ; 四 个 点 在 一 条 直线 上 时 无 
解 ;如 果 四 个 点 在 同一 加 周 上 时 有 无 穷 多 解 . 

在 (名 中 , 四 点 不 是 圆 内 接 梯形 的 顶点 时 ， 
有 两 解 ; 四 点 在 局 一 圆周 上 时 ， 有 无 穷 多 个 
解 ; 如 果 四 点 在 同一 直线 上 时 , 内 侧 两 点 间 线 
段 的 中 点 与 外 侧 两 点 闻 线 慌 的 中 点 重合 有 无 
穷 多 解 ,不 重合 无 解 。 

2685.， 求 作 两 加 O、O'， 使 鲍 O、O' 的 半 
径 之 比 为 1:m% 其 两 加 ec 
的 面积 之 和 等 于 定 贺 
面积 xy?2。 . 

解 到 线段 4B= 
7, 以 4B 为 直径 作 半 
贺 ， 在 此 半 贺 上 求 一 点 C0, 使 04:0B=l:m 
《问题 1856), 分别 以 C4、0B 为 半径 所 作 的 
锅 , 即 为 所 求 的 贸 . 其 理由 旦 : 所 据 作 图 , C4: 
CBE 一 1 所 以 

圆 (C4) 面 积 一 wxLC2 
圆 (CDB) 面 积 一 mw.082. 
""， 圆 (C4) 面 积 十 圆 (CB) 面 积 
一 Tv.( 4402 二 CD2) 
一 mv (4B)2 一 zy72。 

2686、 求 作 任意 个 圆 ， 使 其 半径 之 比 等 

于 相同 个 数 的 线段 之 比 ， 其 面积 之 和 等 于 已 


Mo - 
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知 贺 的 面积 . 

解 [ 作 图 ] 已 知 任意 个 数 的 线段 为 和 
MN 3 已 1 
知 面积 的 网 心 为 ”2 
0, 半径 为 04. 

以 ?与 hk 为 两 直 
角 边 作 直 角 三 角 
形 ， 求 出 其 斜 边 
Q. 其 次 以 4 与 % 
为 两 直角 边 作 直 角 三 角形 , 求 出 其 斜 边 3。 继 
续 这 样 作 下 去 , 最 后 得 斜 边 则 有 

Kk:OA=1: R=m: RI =n:R—..., 

求 出 及, Ri, Bo,…, 即 为 所 求 作 的 圆 的 半径 。 

[证 明 ] 因为 雄 :042 一 22; 有 R22 一 m2: RY 二 =,… 
oe KOA a (29N2 N+ ): 

(2 十 型 十 码 十 …)、 
2 一 22 二 22 十 02 十 …， 

"， OA4A=R?+ RY BR?+. 

设 已 知 贺 的 面积 为 S, 半径 为 BE, Rl, Ro 
的 圆 面积 为 L, NM, », i: 则 
S:L=0A42:R?, ‘8:M =O0A?: RI, .. 


3 


但 是 


(二 十) 
， 一 O42: (R2+ RY+.), 
因为 O42= R?+ RYI+ RS+..., 
“， S=L+M+TN+.… 
即 所 求 作 的 圆 的 半径 与 2 7 x, … 成 比例 ， 
且 其 面积 之 和 等 于 已 知 圆 的 面积 。 


2687.， 通过 定点 已 圆心 在 已 知 ZXOT 
的 线段 BC 所 张 的 圆心 角 等 于 定 角 wa. 

解 [分 析 ] 设 求 作 的 泗 已 作出 ,， 则 
和信 4BC 是 项 角 PR 
为 a 的 等 膜 三 角 
形 , 于 是 ~4CO 


=/R 一 号 (一 
定 )。 又 4P = 


40 所 以 可 作 图 如 下 . 


[ 作 图 ] 在 OZ .上任 取 一 点 4'， 引 直线 
LG' 与 OK 交 于 点 0 使 
L400~AR-$. 
连结 0 PP, 在 直线 OP 上 求 一 点 Po 使 
A'P'=40', 
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其 次 ， 设 由 点 卫 引 P'4' 的 平行 线 与 O07 的 
交点 为 4, 则 点 4 即 为 所 求 的 圆心 。 

[证 明 ] 由 4 引 4'C' 的 平行 线 , 设 与 OZ 
交 于 点 0, 则 有 了 4 一 AC。 其 理由 是 : 因为 
P'A'~A'0', PAJ P'A', A0) A'C', 又 


L0=/L0'= LR-$, 


所 以 LBAC=a. 

2688. 求 作 一 圆 ， 使 其 面积 与 已 知 效 面 
积 之 比 等 于 m%:%w。 其 中 避 、% 表示 定 长 线段 . 

解 [ 作 图 ] 在 任意 直线 上 取 4、B、C 三 
点 ， 使 . 

AB: BC=m:n. 

设 过 点 召 垂 直 于 M 

AC 的 直线 与 以 
AC 为 直径 的 半 
圆 交 于 点 用 则 
在 24 或 其 延 
长 线 上 取 一 点 F 
加, 使 收 户 等 于 已 知 加 的 半径 ,过 点 召 作 4C 
的 平行 线 ， 与 下 C 或 其 延长 线 交 于 点 了， 则 
以 办 为 半径 作 圆 , 就 是 所 求 之 圆 。 

[证 明 ] 因为 4MC=R，MBTdLO， 
所 以 1 
MA?: MO2= AB: BC=m:n. ® 
而 及 BE:MF 一 MA:MC， 因 此 由 名 @ 有 办 ?2 
:有 M2 二 m:n。 于是, 设 以 用 恕 、 和 了 为 半径 
的 圆 面 积分 别 用 ac、2 表示 ， 则 

虹 :0=%*: MB:w MEF? NE?: ME? 

二 ;NN。 
故 以 下 加 为 半径 的 贺 是 所 求 之 圆 。 

2689. 已 知人 4BC 的 边 4B 的 长 及 位 
置 ，~4 的 大 小 ， 过 顶点 C 的 直径 与 4B 的 
交点 也 的 位 置 , 求 作 此 三 角形 的 外 接 贺 .。 

解 [分析 ] 设 所 求 的 圆 已 作出 ， 假 定 其 
事 心 为 0,， 则 

LBOC=2/4, A 

LDOB=2/BR 

一 BO0 
~2(LB— /4) 
(一 定 ), 因此 点 O 在 卫 
以 DB 为 弦 、 张 成 定 
角 2( 人 LB 一 人 4) 的 弓形 弧 上 。 又 点 0 在 4B 
的 垂直 平分 线 上 , 从 而 这 两 个 轨迹 的 交点 ,就 
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是 所 求 的 圆心 。 所 以 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 设 以 DB 为 弦 ， 作 张 成 定 角 
2( 人 LB 一 和 4) 的 弓形 弧 与 4B 的 垂直 平分 线 
交点 为 0， 则 以 O 为 团 心 、04 为 半径 的 圆 ， 
即 为 所 求 之 圆 。 

2690. 已 知 四 点 4、B、0C、D，, 求 作 一 贺 
过 4、 如 两 点 , 且 使 从 C、 向 此 贺 所 引 的 切 
线 相 等 。 

解 [分 析 ] 设 O 为 所 求 圆心 ，CBE、DP 
为 相等 的 切线 , 则 人 CBO 只 人 DFO， 从 而 有 
CO=DO， 即 点 0 
至 C、D 的 距离 相 
等 。 然 而 , 点 0 至 
4、 殖 的 距离 了 世相 A 
等 。 因 此 作 图 如 


下 。 

[ 作 图 ] 设 4B、 
CD 的 垂直 平分 线 WO、WNoO 的 交点 为 O， 则 
以 0 为 圆心 , 04 为 半径 所 作 的 圆 即 为 所 求 . 

[讨论 ] 4B、CD 的 垂直 平分 线 平 行 时 无 
解 ,又 点 CO 也 之 中 的 一 点 在 圆 内 时 也 无 解 。 

2691.， 以 平行 四 边 形 4BODD 的 对 边 4B、 
CD 为 弦 , 求 作 A_F Db 
两 个 相等 的 圆 ， 

使 这 两 区 的 交 
点 召 、 卫 分 别 在 
AD、 BO 上, 

解 上 [分析] ET 

设 所 求 的 圆 已 作出 , 则 由 两 图 相等 ,所 以 公共 


| 编 了 2 在 各 圆 中 所 对 的 圈 周 角 相 等 , 即 


LEBF~ /EOF. 
由 此 得 BB=CE， 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 3] 引 边 BC 的 垂直 平分 线 ， 与 4D 
的 交点 为 孔 则 A4BZB、 和 人 了 DO 的 外 接 贺 
即 为 所 求 之 圆 。 

[证 明 ] 设 入 4BEB 的 外 接 加 与 BC 的 交 
点 为 了 H, 则 

LA+/BRFB=2/B. 
又 因 4BCD 是 平行 四 边 形 ,所 以 
LA+/LD=2/R, 
, LABFB=/D. 
因此 圆 DC 过 点 了。 而 BF 是 两 咽 的 公共 
弦 , 且 和 人 BBC 二 人 人 BOB, 故 了 两 圆 相等 。 
2892， 以 定点 0 为 圆心 ， 求 作 一 加 与 已 


~ 
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知 两 条 平行 线 信 、 分 别 相交 于 4、B,，C、 
D, 使 4BT4CD=1 或 4B~CD=1. 

解 [分 析 ] 假定 
所 求 之 贺 0 已 作出 。 
设 BD 的 中 点 为 名， 
4B、CD 的 中 点 分 . 
别 为 G、 瑟 , 则 GO、 
互 在 一 条 直线 上 ， 且 
GZ L4B。 设 G 互 的 (1) 
中 点 为 五， 则 BF_LGH,， 


BF 一 地 (4B++CD) -于 ? (已 知 )， 


且 G8 一 8 互 。 忠 此 点 马 确 定 ， 所 以 可 作 图 
如 下 。 

[ 作 图 ] 从 点 0 作 好 、N 的 公 垂 线 ， 其 垂 
足 分 别 为 G、 五 ， 从 GH 的 中 点 了 了 作 G 玉 的 


短线 fF， 使 B= 了 1 其 次 ,连结 OB, 由 


引 08 的 生 线 与 9 A 
M、 的 交点 分 别 为 
B、D。 然后 以 O 为 
圆心 .0B (或 OD) 为 ， 
半径 画 网 ， 即 为 所 求 
之 四 、 

[证 明 ] 略 。 (2) 

[讨论 ] 在 这 个 作 图 中 ， 若 点 B 与 妃 在 
G 的 同 侧 ， 则 有 48++CD=? (图 也 , B 与 
也 在 GE 的 异 例 , 则 有 4B~CD=? (图 2). 

2693. 已 知 直线 MN 上 一 定点 4 及 线 
外 两 个 定点 B、 
其 过 点 4、0 与 
MN 交 于 点 了 
且 使 BD 成 为 加 
O 的 切线 。 

解 ” 设 园 0 为 
求 作 的 加 , 则 BD 为 此 圆 的 切线 , 于 是 

人 BDC 一 LC4AD (一 定 )。 
以 BC 为 弦 , 作 张 成 圆周 角 等 于 LOA4M 的 马 
形 弧 与 MTWN 交 于 点 D， 则 贺 4CD 即 为 所 求 
之 圆 。 其 理由 是 : 因为 CLBDO= LC4D, 所 
”以 BD 在 点 也 处 与 圆 40D 相 切 ,用 D' 代替 

也 或 者 弧 与 MN 不 相交 , 无 解 。 

2694.， 求 作 一 贺 , 使 从 已 知 三 点 4、B、C 


看 , 视角 分 别 等 于 角 a、B、7， 
解 设 园 0 Se BF 为 切线 ， 


则 ZL04E~ 三 0 LOBP 也 B i 二 


是 和 人 04B、 Ro 的 形 
状 一 定 。 由 此 04:0E， 

OB:0 了 了 一定。 从 而 04: 
0B 也 一 定 。 同 理 ，0B: 
00 一 定 。 所 以 点 0 是 满 
足 04:0B 时 的 轨迹 的 加 
(问题 1856) 与 满足 0B: 

CC 时 的 轨迹 的 加 的 交点 。 其 次 。 从 点 4 引 


直线 4E, 使 L048 oa， 从 O 51AE 的 


垂 线 08。 则 以 0 为 圆心 、O 了 为 半径 的 贺 ， 
即 为 所 求 之 圆 。 

注 两 条 轨迹 圆 的 交点 一 般 有 两 点 ， 所 以 
本 题 一 般 有 两 解 。 

2695。 求 作 一 个 半圆 ， 使 它 切 于 已 知 
人 A4BO 边 BO 上 的 定点 P, 且 它 的 直径 的 端 
点 分 别 在 三 角形 另 
外 的 两 边 上 . 

解 设 所 求 的 半 
BPF 已 作出 。 ， 
在 FP 的 延长 线 上 
取 PD=PF, 从 DD 
引 40 的 平行 线 
D9, 设 与 CB 的 延 
长 线 交 于 点 G, 则 PC 二 PG。 从 而 点 是 定 
点 。 设 半圆 的 圆心 为 0， 则 ZF= 人 OPF. 
又 LF= 人 人 BD8,， 因而 人 OPF= /BDP, 
所 以 OP1/ EBD。 因为 半 敬 召 PF 在 点 避 与 
BC 相 切 有 OPLBC, 

了 0D 1 Bo. 


由 此 直角 三 角形 PED 的 直角 顶点 卫 的 位 
置 确定 , 斜 边 BD 是 定 方向 (与 BC 垂直 ), 点 
如 在 定 直 线 4B 上 , 点 马 在 定 直线 (从 定点 
G 引 4C 的 平行 线 )GD 上 , 根据 问题 2264 知 
这 个 直角 人 BPD 可 作出 。 显然 点 也 也 可 作 
出 。 

2696， 已 知 两 圆心 为 4、B3， 求 作 一 四 ， 
使 它 过 4、B, 与 已 知 两 圆 在 4B 的 异 侧 分 别 
交 于 也 、 了 , 且 4R 了 、 人 人 BAX 之 和 等 于 已 
知 角 &。 


Gs ret 7 
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第 四 编 作 图 惹 - 


解 ” 设 所 求 之 圆心 为 0, 点 卫 关 于 4B 的 | SPT 的 圆心 在 CO9 上 , 了 且 过 点 了. 


惟 直 平分 线 0 工 的 对 称 点 为 了 ', 则 
LABY= /BAY'. 
ZXAB+/AABY=/XAB 

+ 人 ALBAY'=—o 
中 ， ZXAY' 是 
定 的 . 又 4X、4Y!' 
分 别 是 定 陪 的 半 
径 ， 是 定 长 。 从 
而 ，A 人 4XY' 的 两 
边 4 有 、AY' 和 
芝 有 AY' 大 小 一 定 ， 
所 以 这 个 三 角形 为 
已 知 。 册 此 这 个 三 角形 外 接 贺 的 半径 4C 的 
长 也 是 一 定 的 。 其 次 , 因为 圆 C 过 4、B, 因 
而 点 C 在 4 的 垂直 平分 线 也 上, 故 较 C 的 
圆心 C 即 可 决定 ,于 是 问题 得 解 。 

2697. 求 作 一 陪 , 使 它 过 两 已 知 点 4、 忆 
与 已 知 贺 :.O 有 公共 弦 ， 且 使 此 公 弦 切 于 另 一 
已 知 圆 O 

解 作 过 点 4、 
B 的 任意 圆 与 加 0 


由 此 在 


了 ， 从 点 卫 向 圆 O' 
作 切 线 PEF, 与 顺 
O 交 于 召 、 了 了， 加 
24 召 即 为 所 求 作 
之 圆 。 其 理由 是 : 
因为 PA4.PB=PCO.PD=PE.PF.， 因此 ,点 
环 在 圆 BA 上 .所 以 如 PF 是 圆 0 与 天 BAE 
的 公共 弦 。 因为 从 点 卫 向 加 0' 可 引 两 条 切 
线 , 故 本 问题 一 般 地 有 两 解 . 

注 若 4ZB 与 CD 平行 时 ， 引 加 0' 的 切线 
也 平行 于 4B. 

2698， 设 过 点 0 的 已 知 直线 08 及 线 外 
一 点 乙 ， 求 作 一 加 ， 使 圆心 在 O08 二， O08 与 
该 贺 相 交 于 S、7, 且 使 05:07T 等 于 已 知 比 . 

解 { 作 图 ] 在 08 上 任 取 两 点 4、B, 使 
04;0B 等 于 已 知 比 ， 以 4B 为 直径 夯 贺 与 
OP 的 交点 之 一 为 0。 由 卫 作 C4、CB 的 平 
行 线 PS、PT, 与 08 交 于 8S、7T, 则 以 8 为 
直径 画 圆 , 此 圆 即 为 所 求 之 贺 ， 

[证 明 ] 因为 ZSPT= 人 LR， 内 此 这 个 图 


又 PS (04, PT /CSB, 
04_0O0 0B_ 0 
于 是 OS OP’ OF OF* 
04 -0OB 
0OS OF?’ 


O04 0S 、OS es 


[讨论 ] 以 4B 为 直径 的 圆 在 OP 上 截 两 
点 C、D， 从 呈 引 D4、DB 的 平行 线 也 还 可 
作出 一 个 圆 。 一 般 地 本 题 有 两 解 。 如 果 以 
4B 为 直径 的 圆 与 OP 相 切 , 本 题 有 一 解 , 与 
OP 不 相交 则 本 题 无 解 . 

2699. 求 过 已 知 两 点 4、B 作 一 贺 , 与 定 
圆 0 相交 ， 使 从 已 知 两 定点 也 、 了 至 公共 纺 
的 距离 之 比 等 于 已 知 比 . 

解 、 过 已 知 点 4、B 作 任 一 加 与 定 四 O 相 
交 ， 设 其 交点 为 
C.D, 4B 与 OD 
的 交点 为 P。 其 


点 名 使 ZX:2ZY 
一 mMXK 已 知 比 ). 
设 过 点 名 与 P 
的 直线 与 圆 0 相 YY 
交 于 吾 . 8， 则 贺 
4B3 刀 就 是 所 求 作 的 圆 。 其 理由 是 : 因为 4、 
B、D、C 是 共 圆 点 ,因此 P4.PB= PC.PD. 
又 C、D、 了 了 、 召 是 共 贺 点 ， 
PO.PD=PE. PF, 
“. PA.PB-PE.PF. 
所 以 4、B、 了 也是 共 贺 点 , 报 据 作 图 知 
ZX:ZIY =M:n., 
由 且 、Y 向 直线 P2 作 冬 线 卫 X'、YY'， 则 
XX':YY'=m:n, 
2709. 在 定点 4 上 求 作 交 角 为 a 的 两 个 


第 五 章 圆 的 作 图 


等 圆 , 且 使 此 两 等 圆 分 别 与 两 条 定 直线 二 、 六 
相 切 。 
解 [分 析 ] 设 问 题 已 解 志 ，O、C( 为 所 


的 交角 为 %, 则 
L040'’=2/R 

一 《一定 )， 
从 点 4 作 直 线 六 
的 王 线 4D， 又 
从 4 引 直 线 4D' 使 

LDAD'= /O040', AD== AD', 

则 D' 是 定点 ， 过 D' 作 4D 的 垂 线 D'N，, 
汝 网 0、C' 是 等 贺 ， 所 以 NW'D' 与 中 0 相 切 . 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 由 4 向 六 作 垂 线 4D, 在 点 4 
引 直 线 4D', 使 人 DAD'=2 人 Ra, 且 4D 
三 4D'. 过 DV 作 4D' 的 垂 线 DN', 过 定点 4 
作 圆 0 与 两 条 直线 入 '、 工 相 切 (问题 2619). 
连结 4O， 由 4 引 直 线 40', 使 40'=40， 
人 040' 二 2 人 LB 一 &,. 则 0、0' 是 所 求 作 的 图 . 

2701. 过 定点 44 求 作 相交 的 两 圆 ， 使 其 
交角 为 g， 半 径 之 比 为 m:n， 且 各 贺 与 已 知 
直线 L、W 分 别 相 切 。 

解 [分 析 ] 设 问 题 已 解 出 , 了 P、8 为 所 求 
辕 的 圆心 ， 半径 之 比 为 19， 圆 P、 © 分 别 与 
直线 L、W 的 切 


垂 足 为 豆 ， 在 
AP、AQ@ 上 作 与 
形 4EDP 的 
相似 比 为 各 :% 
的 相似 图 形 
AH'D'Q, 则 AH: 4H'=m:n, 有 
LHAH'~= /PAQ=2/R~a, 

由 此 得 点 五 ' 是 定点 ， 从 而 瑟 'D' 是 定 直线 ， 
设 它 为 直线 .又 由 4P=PD 有 A489=@D,， 
因此 点 D' 在 网 @ 上 . 由 LQD'H’'= 人 甩 知 ， 
是 加 8@ 的 切线 . 

[ 作 图 ] 由 点 4 作 工 的 垂 线 4 及 ， 设 
LHAH'~2/ZR~—a, AH:4H'=m:n,， 则 可 
求 出 点 豆 "。 过 及 ' 引 AH’' 的 垂 线 乙 ， 则 过 
点 4 即 可 作出 与 也 、Y 相 切 的 网 9 (问题 
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2619). 

由 人 QA4AP-2AR-a，AP:;AQ 一 m:n, 求 
出 点 卫 。 以 也 为 贺 心 ,PP4 为 半径 作 闸 , 则 秽 
P、@ 就 是 所 求 的 两 蜗 、 

2702. 在 直径 4B 上 求 作 一 条 垂 线 分 已 
知 半圆 4CB 为 两 部 分 , 使 其 两 部 分 上 分 别 作 
内 切 圆 的 半径 之 比 等 于 定 比 m:%， 

解 [分析] 设 半 贺 40B8B 的 圆心 ( 即 直径 
4B 的 中 点 ) 为 ,ce 


把 半 贺 分 成 两 训 
分 ， 其 中 一 部 分 .人 
DAC 上 的 内 切 圆 0', 在 D4、DC\ 弧 40 上 的 
切 点 为 如 、 瑟 、MK， 另 一 部 分 上 的 内 切 吏 0” 
在 DB、DC、 弧 BC 上 的 切 点 为 F、 工 、N， 
则 


O'E~O0'K~O0'M 71, 
O"F=O"L =O"N 7,, 
且 71:72 一 :Wp ( 定 比 )。 
由 作 图 及 假设 知 O、O”、N 在 一 条 直线 上 ,所 
以 人 L 人 ONALO"NLIL, 从 而 4、L、W 在 一 条 
直线 上 。，,, 4L.AN 一 4F?， 又 LANB 及 
人 LDB 都 是 直角 ， 因 此 LDBN 是 加 内 接 四 
边 形 。 
。 AL.AN=A4D.4B=4C?. 
， 402? 一 472， 因而 40C=4F. 
故 A40 是 等 腰 三 角形 ， 
LACF= /AFC. 

但 是 ”LACD+4+ DCF /A0F 
及 LABC+ /FOB=/AFOG, 
又 LACD= /4BO, 

. LDOF= /FCB. 
因此 CF 平分 CDCB， 不 
同 理 CB 平分 ~4CD. 
由 此 得 LBCF=45° 是 

BD: DF=O'K:O"L 
=Mm:n, ! tL 

即 可 作 图 如 下 。 ee 

[ 作 图 ] 取 任 意 线段 BF', 在 其 上 取 比 为 
如 :94 的 肉 分 点 D。 设 以 如 FB' 为 弦 作 含 45° 
角 的 弓形 弧 ， 此 马 形 弧 与 过 点 也 且 垂直 于 
五 4 的 直线 交 于 点 C'。 在 人 BIC'F' 的 外 侧 . 
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引 直 线 0'4'、0'B' 使 

LAO'E'= /BC'D', 

LBO'F'= /FO'D, 
延长 BF' 与 C0'4'、0'B' 的 交点 分 别 为 41、 
B'( 人 4AC'B' 二 90°)、 其 次 ,在 半 罗 ACB 上 ， 
引 4C 使 人 B40 二 人 B'4'0' 目 与 半 阅 的 交 
点 为 C0， 由 C 作 4B 的 垂 线 CD。 由 题 意 知 
CD 就 是 所 求 的 直径 4B 的 垂 线 ， 它 将 半 
4CB 分 为 所 求 的 两 部 分 。 

[证 明 ] 路 。 

2703. 已 知 两 加 4、 BB 及 三 点 也 及、 也 
过 点 卫 求 作 一 贺 C， 使 站 4、C 的 根 轴 过 点 
五， 网 B、C 的 根 

解 ” 设 适合 于 
条 件 的 吏 已 作 
出 。C 为 此 圆 的 . 
山 心 。 从 点 马 
向 圆 4 引 切 线 
五 P， 从 点 五 向 
加 B 引 切线 8Q, 设 ED 与 贺 C 的 交点 为 G， 
FD 与 出 C 的 交点 为 瑟 ， 则 点 召 是 圆 4、C 
根 轴 上 的 点 ， 因 此 有 BD.BG 二 加 PD。 但 是 
万 已、 瑟 刀 的 长 是 已 知 的 , 所 以 点 G 确定 。 同 
理 了 D.F 有 = 了 QO， 所 以 点 五 也 确定 。 由 于 
贺 C 上 有 三 点 D、G、 匡 已 确定 ， 所 以 求 作 
的 圆 C 即 可 作出 。 . 

2794、 求 作 三 个 圆 B、C、D， 从 一 点 4 
看 这 三 个 圆 的 视角 相等 ， 且 使 每 个 融 分 别 过 
义 及 从 点 4 到 圆心 距 BC、BD、DC 的 视角 
分 别 等 于 已 知 角 w、B、?-。 

解 ” 设 所 求 之 加 B、C、D 已 作出 ， 从 点 


4 引 图 的 切线 4 加 、4F, 在 直线 4B 上 取 
点 0'、D', 使 40'=40、4D'=AD. 以 CO'、 
也 为 圆心 分 别 作 圆 C、 的 等 圆 ， 此 两 回 显 
然 与 4、4F 相 切 。 其 次 设 CC4B=o 从 
女 引 直线 49， 使 C@49' 一 o、48 一 49 由 


由 点 @ 在 圆 C 上 , 知 点 8' 在 加 0C' 上。 又 设 


延长 49' 与 加 交 于 点 8”"”， 则 两 园 B、0" 
是 以 点 殷 为 相似 中 心 , 所 以 

AQ': AQ”"=0'Q’: BQ". @ 
根据 假设 吏 8、.C、D 的 半径 之 比 为 92:7， 
所 以 0'@': BO" 一 m:i (一 定 )。 连结 定点 4、 
9， 在 直线 48 上 作 夹 角 为 c 的 C94G@' 及 
AQ' 一 4@。 在 49' 的 延长 线 上 取 点 8"。 使 
A489':48" 二 m:l, 则 8" 是 圆 号 上 的 定点 。 
4 一 45 在 4B' 的 延长 线 上 取 Br', 使 

ABR': AR'"=%n:l, 

则 BB" 在 加 上 且 决 定 了 BE" 的 位 牧 。 因此 
BB 过 三 个 定点 瑟 、&、R"。， 所 以 贺 已 即 
可 作出 。 设 癌 避 已 作出 , 则 因 三 个 圆 的 半径 
之 比 与 相似 中 心 4 的 位 置 一 定 ， 所 以 加 CC、 
园 D' 已 决定 ,从 而 贺 C、 圆 D 的 大 小 已 决定 
了 。 


第 六 章 最 大 最 小 


《包括 证 阴 题 ) 


1。 线段 的 最 大 、 最 小 

2705. 设 4B 是 定 圆 的 定 弦 ， 动 弦 XY 
的 中 点 2 在 4B 上 , 求 XY 的 最 大 及 最 小 位 
置 ， 又 当 点 2 越 接近 于 4B 的 中 点 ,ZY 
之 增 大 , 试 证 明之 。 


解 ” 设 定 品 的 圆心 为 区 
0O， 则 因 Z 为 XY 了 的 中 A B 
点 有 024 XY.。 又 
4 号 的 中 点 为 C 有 COC Y 
了 4B, .… 02 宇 0C (等 
号 仅 在 点 2 与 C 重 合 


第 六 章 最 大 、 最 小 


时 成 立 )。 由 此 得 了 了 三 4B。 于 是 了 最 大 
是 由 02 的 最 小 而 决定 。 当 02 垂直 于 4B 
时 ， 即 点 2 在 4B 的 中 点 C 上 时 , 显然 卫 了 
与 4B 重合 , 此 时 XY 了 最 大 。 同 理 , XY 最 
小 就 是 02 最 大 ， 即 点 2 与 4 或 者 B 重 合 
时 , 这 时 弦 X 了 为 0 时 最 小 。 

其 次 。 当 点 和 从 4 向 点 C 菲 近 时 ，O2Y 由 
大 变 小 ,了 由 小 增 大 ,在 点 C 处 最 大 。 当 尹 
越过 点 O 靠近 于 点 时 ，XY 由 大 变 小 至 
0。 

2706., 求 由 加 外 一 定点 向 加 所 引 的 最 大 
与 最 小 线段 。 

解 ” 设 点 己 为 定 圆 0 外 的 一 定点 ，PO 或 
其 延长 线 与 圆 的 交点 为 4、B， 点 0 为 不 在 
OP 上 的 圆周 上 
的 任意 一 点 ， 设 © 
点 和 了 在 点 0 
的 同 侧 , 则 在 了 3 
入 POC 中 有 PO 
-O00 二 PC, 又 
O00 一 04.! 因 此 PO--04<PC, 即 4P 一 PC. 
又 PCO<PO+C0, 而 CO=OB， 有 PC<PO 
+0B 邑 PCO<PB,. 所 以 从 点 卫 作 贺 O 的 最 
类 \、 最 小 线段 是 : 连结 PO 的 直线 与 圆 的 交点 
4、B, PB 最大, P4 最 小 。 

2707. 设 定 贺 0 的 定 弦 4B， 在 贺 0 上 
求 一 点 号 ,使 人 4PB 
的 中 线 4D 为 最 大 或 
最 小 。 

解 因为 PB 的 中 \ 
点 卫 的 轨迹 是 以 BO 下 
为 直径 的 圆 〈 问 题 
1630) 。 因此， 问题 就 是 从 点 4 至 这 个 辐 的 
距离 为 最 大 、 最 小 , 即 在 此 加 上 求 一 点 , 使 其 
距离 最 大 或 最 小 就 可 以 了 。 出 上 题 知 , 从 点 
4 引 过 贺 B0 的 圆心 C 的 直线 ， 设 与 圆 相交 
于 D、D”，， 则 在 图 上 的 4D 为 最 大 ， AD' 为 
最 小 。 因此 BD 
及 BD' 的 延长 线 
与 贺 O 的 交点 分 
别 为 卫 、P，， 即 
为 所 求 之 点 。 

注 本 题 是 与 
问题 “ 设 定 团 0 


点 4、B, 过 点 4、 


的 定 弦 4B, 在 圆 上 求 一 点 卫 , 使 以 4P.4B 
为 邻 边 的 平行 四 边 形 了 PA4B8 的 对 角 线 4@ 
的 长 为 最 大 或 最 小 ”一 样 。 

2708. 人 相识 的 网 害 风 IO、O' 上 
一 点 ， 使 它们 
连结 的 线段 为 
最 大 最 小 。 

解 [ 作 图 ] 
设 00' 与 两 圆 
分 别 交 于 4、B， 00， 的 延长 线 与 两 名 分 别 交 
于 CGC、D, 则 有 4B 为 最 小 ,CD 为 最 大 。 

[证 明 ] 引 任 一 直线 与 两 圆 相 交 ， 设 交点 
为 4 B'”， 则 4'B'+04'40'B'>00'"。 从 
两 边 减 兴 04'~=04，0'B'=0'B 得 4'B'> 
AB。 其 次 , 04'+00'+0'B'> A4'B' 

即 COT+00’+O'D>4'B', 
.“, CD>A4'B', 

2709. 在 定 直 线 芝 了 上 求 一 点 ， 使 从 这 
点 向 定 贺 CO 所 引 的 切 
线 最 短 。 

解 [ 作 图 ] 过 0 
向 ZX 了 作 垂 线 ， 设 其 
垂 足 为 乙 , 由 卫 向 加 
0 引 切 线 PQ(Q 为 切 
点 ), 则 PQ 即 为 所 求 
之 最 短 切 线 。、 

[证 明 ] 设 由 ZY 
上 任意 一 点 4 向 加 0 引 切 线 4T7T (T 为 切 
点 ), 则 472 一 042 一 072，PO? 一 OP2 一 092 
而 OP 是 XY 的 垂 线 , 于 是 OP<04, 但 OT 
一 09， 


上 分 别 求 


.…。 PO2<472，PQ 一 47。 
故 切线 PQ 是 最 短 的 。 
2710. 设 在 已 知 直线 UN 的 异 侧 有 两 定 


荐 下 MN 的 线段 
CD ( 即 为 弦 ) 为 最 

解 [ 作 图 ] 过 
2MN 与 4B 的 交点 
五 作 MX 的 垂 线 , 与 4B 的 垂直 平分 线 相交 
于 点 0 虽 以 0 为 圆心 、 人 
为 所 求 作 之 回 。 
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[证 明 ] 因为 80:BD=B4.BB (一 定 )， 
即 两 条 线段 之 积 一 定 ,在 BC~=BD 时 线段 之 
和 C+D 一 CD 为 最 小 。. 由 此 所 求 的 圆心 
O 在 过 点 召 且 垂直 于 MN 的 直线 上 。 又 因 


为 圆 过 定点 4、B， 所 以 圆心 0 在 4B 的 垂 


直 平分 线 上 , 故 过 点 如 的 MN 的 垂 线 与 4B 
的 垂直 平分 线 的 交点 O 即 为 所 求 圆 之 圆心 

2711. 设 4、B 是 已 知 圆 0 内 的 两 个 定 
点 ， 在 圆周 上 求 一 点 p 
P, 使 当 延 长 P4、PB Za 
与 圆 于 分 别 交 于 CD 
时 , 弦 CD 为 最 大 。 Ep 2 

解 ” 以 4B 为 直径 
作 圆 ， 与 圆 O 的 交点 
设 为 (或 P)， 则 
LA4PBm 人 BR， 延长 下 
P4、PP 与 加 0 交 于 
点 0O、D, 则 CD 为 加 
O 的 直径 。 因 此 CD 2 
是 最 大 的 弦 。 如果 以 WW 
4B 为 直径 的 圆 与 贺 
0 不 相交 时 ， 那 么 就 P 
过 4、 了 3 作 圆 0 的 内 切 圆 ， 则 其 切 点 卫 即 为 
所 求 之 点 。 

其 理由 是 , 因为 人 4PB 是 最 大 的 锐角 , 它 
所 对 的 弦 CD 也 是 最 大 。 这 时 在 4B 的 两 侧 
可 作 圆 0 的 两 个 内 切 圆 ， 从 而 有 两 个 切 点 . 
落 切 点 为 P、BP' 时 ， 则 LZ4PB、 人 4P'B 中 
的 大 角 所 对 的 弦 也 大 。 

2712. 过 两 四 的 交点 之 一 求 作 一 条 直线 ， 
”使 被 两 圆 割 下 的 线段 最 大 。 


解 [ 作 图 ] 设 O、O' 为 两 圆 的 圆心 ， 其 
交点 之 一 为 6， 


是 所 求 之 最 大 的 
线段 . 

下 证 明 ] 过 C 引 任意 直线 56， 时 0、0' 
向 DB、FG 分 别 作 垂 线 OH、O'K, OL、.O'M. 
”再 由 0' 引 FG 的 平行 线 0'N, 与 OL 相交 于 
点 W， 则 00' 是 直角 人 ONO' 的 斜 边 ， 于 是 
00'>NO', 而 00'=HK, NO'~ LM, 2HK 


FE 
过 点 0 引 00' 的 一 人 
平行 线 DOB, 设 3 cm 
与 两 圆 的 交点 为 /A 
D、E, 则 DE 就 \ 
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-DE, 2LM= EG, 
DE>FG. 
故 DB 是 最 大 的 线段 . 
2713. 求 作 入 4BC， 使 其 顶 角 与 面积 一 
定 ， 底 边 BO 为 最 小 . 
解 ” 因 为 底 边 BC 一 定时 ， 人 4 的 大 小 也 


| 一 定 的 人 4B0 中 ， 其 面积 最 大 的 是 4 为 等 


腰 三 角形 的 顶点 ， 因 此 在 顶 角 及 面积 一 定 的 
A4B0O 中 ， 是 4B8=4C 的 等 腰 三 角形 和 的 底 
边 BC 最 小 . 

注 1 本 题 可 应 用 余弦 定理 求解 

在 人 4BC 中 , 人 4 一定 ,其 面积 也 一 定时 ， 
则 夹 <4 两 边 的 积 4B*AC 一 定 。 然 后 根据 
余弦 定理 知 

BO?= AB?-+ AC?—2A4B.ACcos 4 
= (AB+ AC)?—2A4B.AC0 
~2AB.ACcos 4 
=(4B+AC)?~24B 
XxAC(l1+cos 4), 
由 于 4B.46 及 一 4 一定, 所 以 4B+ AC 最 
小 时 ， BC 就 最 小 。 而 4B、AC 之 积 一 定时 ， 
其 和 4B+ AC 为 最 小 ,根据 问题 2761 知 4B 
一 40, 所 以 当 4 万 一 40 时 ，BC 最 小 。 

2 与 这 个 问题 一 样 ,下 面 的 问题 也 可 解 。 

(1) 引 一 条 直线 与 定 角 的 两 边 相 交 作 成 面 
积 一 定 的 三 角形 时 ， 站 
线段 最 小 。 

(2) 设 人 XAY 为 定 角 , 求 作 一 条 直线 ， 设 
与 定 角 两 边 4 和 、 4Y 分 别 交 于 也 .CO, 当 4B、 
AC 之 积 等 于 定 值 如 时 ,使 BC 最 小 . 

2714. en 点 的 高 ， 
求 作 三 角形 ， 使 其 
底 边 最 小 。 

解 .因为 高 一 
定 ， 因 此 这 个 问题 
是 求 底 边 最 小 ， 或 & 
者 面积 最 小 。 所 以 
与 问题 2799 一 样 , 高 和 顶 角 为 已 知 的 等 腰 三 


角形 , 底 边 最 小 。 
”2715. 已 知 人 B4C 的 两 边 4B、4C 切 于 


定 贺 0， 在 4 内 的 点 4 与 0 之 间 求 作 一 
条 最 短 的 切线 29。 
解 [分 析 ] 设 和 4=a, 则 
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LPOQ= ZB- 0. 


又 从 0 作 PQ 的 垂 线 A 
OH, 则 OH=7r (7 为 
叹 0 的 半径 )。 在 
小 与 高 都 一 定 ， 所 以 
当 0P 一 08 时 P@ 为 
最 小 (参照 上 题 )。 由 
此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 连结 40 
的 直线 与 圆 交 于 点 互 ， 过 总 引 O4 的 垂 线 ， 


设 与 4B、40 的 交点 分 别 为 了 P、8@, 则 PQ 即 


为 所 求 之 最 小 切线 . 

2716。 过 正方 形 i 4 引 一 条 

直线 ， 与 CB 的 C 
延长 线 交 于 PP， * 
与 CD 的 延长 线 
交 于 点 龟 。 为 使 
线段 PQ 最 短 ， 
那么 点 P、49 应 
到 在 何 处 ? 

解 当 ZF9 被 点 4 平分 时 ，PG@ 垂直 于 
AC, 则 PQ 为 最 小 。 其 理由 是 , 设 PQ LA40， 
了 P'8' 是 不 垂直 LC 的 任 一 条 直线 ， 若 卫 ' 在 
B、P 了 之 间 ,， 过 @ 引 BC 的 平行 线 与 P'8' 的 
交点 为 吾 ， 这 时 有 

人 AA4PP'@AAQR, 

“， Secpe 一 四 边 形 CP'RG 而 积 <Sacpo， 
而 从 C 向 P9' 引 垂 线 小 于 C4. 因此 人 CPQ 
的 面积 小 于 人 CP'8' 的 面积 。 从 廊 边 P9 上 
的 高 大 于 PQ' 上 的 高 , 所 以 底 边 PQ 比 底 边 
PWY' 小 , 改 PQ 垂直 于 4C 时 , 即 PQ 被 点 4 
平分 时 ， PQ 最 小 。 、 

2717， 已 知 定 角 B4C 的 两 边 切 于 定 圆 


0， 求 作 切 线 BEC， 使 
BC 的 长 最 小 、 

解 设 所 求 的 直线 pa 
BC 已 作出 ， 则 由 O 是 
和信 4BC 的 内 心 , 知 


LABOC 一 90* 二 到 ZL4. 


A A 
又 从 OO 向 BC 引 高 为 


0R， 则 OH ==7《7 为 圆 0 的 半径 ) 。 由 此 得 
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人 0 的 大 小 及 商 OR 一 定 ， 所 以 当 0B==0C 
时 BC 最 小 (问题 2714) 。 故 在 4B 二 AC 时 ， 
BC 为 最 小 
2718. 求 作 一 条 直线 , 被 已 知 A4BOC 的 
两 边 48、4C 割 下 线 A 
段 P88， 使 BP+CQ 
一 PY, 且 PQ 为 最 小 ， 
解 设 所 求 直线 
PQ 已 作出 , 则 由 
PO=PB+EO 
知 人 4PQ 的 周 长 
4D 十 40 为 定 值 。 作 
和 A4Pe 的 旁 切 圆 0， 
设 与 4B、4C 的 切 点 分 别 为 召 、 万 ， 则 


4 了 =- 48 于 (4B+4O) 。 


因而 召 、 加 是 定点 , 加 O 的 位 置 一 定 。 所 以 
就 归结 为 问题 2715, 当 4P=AQ 时 ， PQ 就 
是 所 求 之 最 小 线段. 

2719， 以 4B 为 弦 的 已 知 园 周 上 有 两 定 
点 CGC、D， 在 弧 4B 上 求 一 点 了， 使 当 PCO、 
PD 与 4B 的 交点 为 加 . 卫 时 , 恕 F 为 最 大 。 

解 从 0 引 4B 的 平行 弦 08， 在 其 上 取 
一 点 ,使 CF 一 斩 Wz， 则 四 边 形 0 有 BFF' 是 
平行 四 边 形 , 从 而 

LF'BD= /CPD= 098D， 

过 D、8、 了 "的 太 与 
4B 相交 于 点 ,或 
是 切 点 。 在 圆 D8F' 
与 43 相 切 时 如 8( 即 
C0") 最 大 ,由 此 作 过 
D、9 的 圆 与 4B 相 
切 ， 设 切 点 为 了 ， 此 
圆 与 08 的 交点 为 WF"。 设 延长 DF 与 弧 A4B 
交 于 点 已 则 点 卫 即 为 所 求 之 点 。 

2720. 若 4B=20cm, CD=16cm,AB 
与 0D 相交 于 CD 


D 
的 中 点 好 ,为 使 点 区 
4、B、C、 呈 在 同 人 和 全 B 
长 是 多 少 ? 过 四 点 


毛 、B、C、 忆 的 圆 的 大 小 是 随 2 而 变化 。 将 
半径 已 表示 为 2 的 函数 , 并 求 五 的 最 小 值 , 
解 设 4M=x, MB~20-z，MO=MD 
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一 8。 由 4MX 2 p 口 KOLQ 面积 一 口 4BPG 面积 〈 一 定 )。 
w(20—z)=82, 人 由 DO=0C9, ADY QU 
解 出 s 得 “一 4 或 - 知 AD=QM. 
X 一 16. 若 z 一 和 则 C 又 由 AABD2AHEQ 
MN=6, 而 知 AD=HQ, 
ADMB=6 “ HOA~QMU. 
有 ZNMO=90° ~0 因此 8 是 人 8OM 的 一 边 瑟 玫 的 中 点 。 从 
[ON~MN .tg(90° —06) MN ctg6 而 总 KOIQ 是 人 HOM 内 最 大 的 平行 四 边 
从 而 ON=—6ctg0。 形 (问题 2813) 。 如 果 过 点 卫 ( 除 BQ 外 ) 引 


设 贺 的 半径 为 有 , 则 
五 一 042? 一 ON2 十 4N 2 一 (6ctg0)2 十 100 
一 36ctg20 十 100 一 4(9ctg20 十 25) 。 

当 ctg20=0 即 9=90° 时 达 最 小 。 这 时 五 一 
10。 

2721. 过 已 知 角 4Y 内 的 定点 书 作 线 
段 BPC， 设 从 点 4 向 BC 所作 垂 线 为 4P, 
则 当 PB=DO 时 ，BPC 最 小 。 


解 我 们 证 明 , 当 PB 一 DC 时 ，BC 最 小 . 
设 图 中 DBP 一 PR 一 DO=09，PG1 PO/ 
AB, AG0) EPF, EH QE) AY, QL1) AB, 
HQ Y AD, 则 PR=00, PG1 RE, GO/ 
KK， 因此 GPCwAKRQ， 从 两 边 减 去 
人 ORC 得 
四 边 形 GPRO 面积 一 四 边 形 KOCQ 面积 . 
Ra 


但 是 PR=C@, PF CL, RF /QL, 所 以 
APFR2ACLG. @ 
由 @、@, 得 
襄 GPFO 面积 = 口 人 OTLG 面积 。 @ 
但 是 PB~=PR, BE/ FR, 和 FP=PE, 
“， 口 4EPG 面积 一 口 GPFO 面积 。@ 
由 人 @、 名 得 


任意 直线 B'%', 除 口 OLQ 外 , 作 另 一 个 平 
行 四 边 形 K'O0'L'Y', 与 上 面 一 样 有 
口 K'O0'L'Y' 面积 = 口 4BPG 面积 
一 口 KOL8 面积 。 

但 是 口 KOLQ 是 人 HOM 内 面积 最 大 的 , 因 
此 与 它 等 积 的 口 'O0'Z'@' 不 可 能 在 人 HOM 
内 , 从 而 8' 在 A 互 OM 之 外 .可 是 PQ 二 BO， 
PQ' 二 Bi0' 有 BO< BO 故 BO 为 最 小 。 

注 这 条 直线 是 用 圆规 、 直 尺 作出 的 , 它 原 
是 初等 几何 作 图 不 能 问题 ， 这 条 直线 呀 做 弗 
尔 洛 线 。 


乙 。 角 的 最 大 、 最 小 


2722. 已 知己 形 的 弦 4B 上 有 两 定点 C、 
DD， 在 弓形 弧 上 求 一 点 PP， 使 LCPD 为 最 
大 。 


解 过 C、D 两 点 
作 弓 形 弧 的 内 切 圆 ， 
其 切 点 己 即 为 所 求 
之 点 。 其 理由 是 ， 因 
为 圆 CPD 与 弓形 弧 
相 切 ， 因 此 在 弓形 弧 人 
AB 上 任意 取 一 点 Po 则 P' 在 弧 CPD 之 
外 ， 


" LCPD>/CP'D, 
故 点 一 是 适合 条 件 的 点 。 . 

2723. 在 已 知 阅 0 内 有 两 定点 4、B, 在 
圆周 上 求 一 点 ,使 
/4PB 最 大 。 

解 过 点 4、B 作 
O 的 内 切 较 ， 设 其 
切 点 为 卫 , 则 点 己 是 
使 和 4PB 为 最 大 的 
点 ,证明 与 上 题 相 同 。 
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2724。 已 知 在 圆 0 外 有 两 定点 4、B, 在 | 因而 A 
圆周 上 求 一 点 卫 , 使 C4PB 为 最 大 或 最 小 ，| 人.LOP 一 ~A4PBP 
其 中 设 4B 与 圆 0 不 相交 。 一 AL4O'P-A 人 .4BP 
解 [ 作 图 ] 过 妈 、B 作 加 0 的 外 切 阅 ， =LBPO’. . 
其 切 点 己 即 为 所 求 的 因此 使 CBPC' 为 最 C 
使 :人 4PB 为 最 大 的 点 。 大 就 可 以 了 .过 点 B、 
其 次 ,过 毛 .8 作 加 的 0' 作 与 4X 相 切 的 B 
内 切 圆 , 其 切 点 P' 就 是 咒 , 则 其 切 点 卫 即 为 P 
使 C4P'B 为 最 小 之 所 求 之 点 。 x 
点 。 2727. 在 已 知 人 4BC 的 人 4 平分 线 
[证 明 ] 在 已 知 吏 局 AX 上 求 一 点 卫 , 合 
上 作 ( 除 卫 外 ) 任 一 点 人 PBO~ LPOB 为 | \ 
Q@, 则 点 8 在 园 4PB 之 最 大 。 
外 ， 因 此 人 4PB> 49B5B。 所 以 点 己 是 使 解 设 人 4BC 
4PB 为 最 大 之 点 。 又 点 8@ 在 圆 AP'B 内 | =0, 人 40B=B，B 
部 ， 因 此 人 4PB< 人 48B。 所 以 P' 是 使 | 则 
4P'B 为 最 小 之 点 。 LPBO 
2725. 在 锐角 与 OZ 的 一 边 0 了 上 有 两 = /A4BP-a, 
点 4、B, 在 OX 上 求 一 点 PP,， 使 L4PB 为 LPOB= /ACP—B, 
最 大 。 当 04=4cm，4B=5cm 时 ,， 求 OP | 因此 
之 长 。 LPBC~ /POB=(/ABP~ /ACP) 
解 过 44、B 作 与 — (a~B). 
OX 相 切 的 贺 。 设 切 但 是 (ac~ 6) 一 定 , 为 使 ZPBC~ 人 PCB 为 


点 为 P, 则 卫 即 为 所 
求 之 点 。 其 理由 是 ， 
因为 OX 上 的 点 与 弧 9 : 
4PB 在 4B 的 同 侧 。 在 弓形 4PB 外 ( 除 点 
P) 的 OX 上 任 取 一 点 P', 则 

ZAP'B</APB., 

点 己 的 作 图 方法 如 下 。 

过 4、B 作 任意 贺 ， 由 点 0O 引 此 圆 的 切线 
OT, 在 OX 上 上 取 OP=0OT， 则 点 卫 即 为 所 
求 。 事 实 上 , 由 作 图 知 

OP?~O0T2~04.0B, 
所 以 过 点 4 了 的 图 ,在 点 卫 与 OX 相 切 . 
其 次 , 当 OA 一 4cm, 4B=:5cm 时 ， 
OP2 一 04.0B=4(4 十 5) 一 36， 
oOP 一 6cm。 

.2726， 在 已 知 作 4BC 的 人 4 平分 线 4X 
上 求 一 点 卫 , 使 CPPB4~ PoOad 为 最 大 . 

解 设 4B>A40, 在 4B 上 取 40'=40,， 
连结 PO', 由 于 4 及 是 人 4 的 平分 线 , 所 以 

LACP=~/AO'P,. .- 


最 大 , 只 要 人 ABP~ 人 ACP 最 大 就 可 以 了 。 
+ 从 而 本 题 的 结论 包含 在 上 题 中 。 

2728. 设 在 已 知 直线 卫 了 的 同 侧 有 两 定 
点 44、B， 在 此 直线 上 求 一 点 P, 使 和 4PB 
最 大 。 

解 [ 作 图 ] 
小 贺 与 直线 
的 切 点 三 即 
为 所 求 的 使 
人 APB 为 最 
大 的 点 。 

[证 明 ] 设 * 3 Y 
直线 XY 了 与 小 圆 的 切 点 为 P， 大 圆 的 切 点 为 
P'。 在 X7 上 任 取 一 点 @, 与 了 在 AB 的 同 
例 , 则 点 @ 在 小 圆 之 外 ,有 .4PB> 人 48B. 
同 理 , 在 4B 同 侧 的 点 中 , 有 人 A4P'B 最 
大 。 而 圆 4BP' 比 圆 4BP 大 ， 所 以 在 间 一 
弦 4B 上 的 角 ZL4PB> 一 4P'B, 故 点 也是 
使 C4PB 为 最 大 的 点 。 

2729. 在 已 知 直线 过 上 求 作 等 于 定 长 加 


过 4、B 作 两 加 与 也 了 相 切 ， 
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使 24PB 最 大 . 

解 [分 析 ] 在 直线 荆 上 取 长 等 于 n 的 
线段 4'B', 从 呈 引 工 的 平行 线 PX. 在 PX 
上 求 一 点 P', 连结 P'A', P'B', 使 人 4A'P'B' 
最 大 , 则 贺 4'P'B' 在 点 P' 处 与 PX 相 切 .由 
此 可 作 图 如 下 . 


Xx Pp’ 卫 


A A 

[ 作 图 ] 在 工 上 取 长 等 于 ?的 线段 4'B'， 
过 卫 引 工 的 平行 线 了 ZX， 以 4B' 为 弦 作 
与 PX 相 切 ，P' 为 其 切 点 。 再 从 卫 引 平行 
于 P'4'\、P'B' 的 直线 , 设 它 与 工 的 交点 分 别 
为 4、B, 则 4B 即 为 所 求 作 之 线段 。 

2730. 设 有 两 条 平行 线 用 入 、M'N' 及 平 
行 线 外 一 定点 4， 在 WN、2 和 之 间 求 作 
一 条 公 垂 线 PQ, 使 CP49 为 最 大 。 


解 从 点 4 引 愉 NN 的 平行 线 4X, 在 好 N、 
M'N' 之 间 任 引 一 公 垂 线 PY， 在 4 上 求 
一 点 4 使 LP'4'%' 最 大 ， 根 据 上 题 知 ， 圆 
也 4 全 ' 与 4X 相 切 于 点 4 过 点 P98" 作 
切 于 4 的 贺 ， 设 其 切 点 为 44。 过 43 引 
A'P'、A'8' 的 平行 线 4P、AQ， 设 它们 与 
2MN、M 的 交点 分 别 为 P、@， 则 

. APAGLAP'A4'Q', LPAQ= LP'A'QY', 
故 PQ 是 所 求 的 适合 于 条 件 的 公 垂 线 。 

2731. 在 人 4BC 的 人 4 平分 线 4D 上 

求 一 点 1， 使 LZDMB~ 人 DMO 为 最 大 . 
A 


C2 
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解 设 B 点 关于 4D 的 对 称 点 为 B， 则 
由 人 DMB=ADMB' 有 
LDMB~ /DMO= /DMB'~ /DMO 
~/B’'MC. 
六 此, 求 点 站 使 <B' WO 最 大 就 可 以 了 。 由 
于 BC 是 定点 ， 且 4D 是 定 直线 。 由 此 过 
BC 作 切 于 4D 的 末 有 两 个 , 其 中 小 圆 的 切 
点 好 部 为 所 求 之 点 。 
2732. 已 知 卫 为 人 4BC 外 一 定 点 ， @ 为 
其 一 边 上 的 定点 。 过 过 A 
卫 引 一 条 直线 截 三 角 
形 的 另外 两 边 于 及、 
了 ,使 人 XQ 了 等 于 已 
知 角 %. 又 使 LXQY .EE 
ti 求 直线 的 位 首 一 > 
解 设 @ 为 BC 边 上 的 定点 ， 且 适 合 题 意 
的 直线 PXY 了 已 作出 .从 @ 向 40、4B、PXY 
分 别 作 垂 线 @D、8RB、8N， 则 
DNE=/ A+/AABN+/ADN 
=/A+/AYONTAXON 
一 一 4 十 人 XGO 
一 人 4 十 人 % (〈 一 定 ) , 
因此 点 为 在 以 如 D 为 弦 合 定 角 人 LA 人 a 
的 弓形 弧 上 。 叉 人 QNP 为 直角 , P、Q@ 都 是 
定点 ， 所 以 广 在 以 PQ 为 直径 的 贺 周 上 ， 从 
而 点 丸 在 这 两 个 圆 弧 的 交点 上 ， 故 直线 
PXY 即 可 作出 。 如 果 点 四 在 人 4XYTZ 的 内 
部 时 ， LDNE= 2a 一 4, 与 前 面 一 样 ， 直 
线 了 ZY 了 亦 可 作出 ， 
其 次 ， 当 直线 PX 了 过 ;点 @@ 时 人 XQ 了 Y 最 
大 , 即 为 所 求 。 


3. 两 条 (或 几 条 ) 线 段 的 和 、 差 
的 最 大 最小- 

3733. 已 知 直线 XX 了 外 有 两 定点 4、 te 
在 也 了 上 求 一 
点 0, 使 4C+ 
BC 为 最 小 。 

解 [ 作 图 ] 
(i) 若 4、B 
在 之 了 的 同 侧 
时 , 取 点 女 关 . 
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于 XY 的 对 称 点 罗 连结 BB， 设 与 XY 了 交 
于 点 C, 则 C 即 为 所 求 之 点 。 

(ii) 车 4、5 在 和 XY 的 两 侧 时 ， 则 4B 与 
及 了 的 交点 C 即 为 所 求 之 点 。 

[证 明 ] (i) 在 节 了 上 男 取 一 点 了 P， 由 于 
C、 王 都 是 4 刀 的 垂直 平分 线 上 的 点 ， 于 是 
AC=EC, 4P= 了 3P， 

.-。40+BO= TO+EBO=BD， 
AP+BP~ BP+ BP. 
而 BE<EP+BP, … .AC+BO<AP+BP. 


(ii) 设 在 X 了 上 任 取 一 点 号 , 则 在 人 4BP |.、 


中 有 
AB<AP+BP, 
即 ‘AAC+ BO<AP+ BP. 

2734, 在 已 知 直线 X 了 的 同 侧 有 两 定点 
4、DD, 在 XY 
上 求 两 点 B、 A 
0, 使 BC 之 长 
等 于 已 知 线段 y 
2, 量 4D、BC、 

OD 之 和 为 最 
小 。 
解 设 点 B、C 未 出， 由 D5 引 BOC 的 平 
行 线 DE 二 BC, 则 
AB+BO+CD=AB+ED+BE. 
因为 BC 一 ;， 有 DE=l， 从 而 点 媚 是 定点 . 
由 此 要 使 4B+BE+ED 最 小 ， 必 须 使 4B 
十 BR 为 最 小 。 故 得 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 取 点 女 关 于 了 的 对 称 点 4 
由 D 引 攻 了 的 平行 线 DE 且 等 于 1. 设 4 万 
与 及 了 的 交点 为 8B 由 D3 引 BE 的 平行 线 
DC， 与 X 了 的 交点 为 0， 则 B、 0 即 为 所 求 
之 点 (参照 上 题 ) . 

2735., 已 知 直线 卫 了 外 有 两 点 4、B, 在 
XY 了 上 求 一 点 0, 使 40~B0 为 最 大 . 

解 [ 作 图 ] (i) 若 4、B 都 在 XY 了 1 
侧 时 ,延长 4B 与 XY 了 
的 交点 为 C， 则 0 即 
为 所 求 之 点 。 

(ii) 车 4、B 在 A 
民工 的 异 全 时 , 设 点 4 
关于 XY 的 对 称 点 为 * Y 
五 , 则 延长 BB 与 XY 了 的 交点 C 即 为 所 求 之 


@ 
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[证 明 ] (i) 在 和 YY 上 另 取 任意 点 已 ， 则 
在 A4BP 中 4B> B 
AP~BP， 即 AC~ > 
BO> AP~BP. 

(过) 设 在 XY 上 
另 取 任意 点 乙 则 。 Xt Y 

A4PC2ABPC， 
‘, AC= TO， 
AP=—EP. 
因而 AC 和 ~BO-B0~BO~EB, 
AP~BP—EP~BP. 
但 是 在 人 BEP 中 BE>PE~BP，, 
., AC~BC>AP~BP. 

2736. 在 以 4 为 纺 的 圆 弧 上 求 一 点 也， 
使 4P+BP 为 最 大 . 

解 【[ 作 图 ] 设 弧 4B 的 中 点 为 P, 则 AP 
+BP 最 大 

[证 明 ] 由 于 PP 是 
弧 4B 的 中 点 ， AP= 
BP， 因 此 以 卫 为 圆 
心 、P4 为 半径 的 
过 点 ,延长 4P 与 
圆 交 于 点 C， 则 PB=PO, 

., AP+PB~AP+PC=AO., 
又 在 弧 4PB 上 另 取 任意 点 9@， 延 长 49 与 
弧 LCB 交 于 点 也 则 4CB= 人 4DB， 


而 王 LAPB= /40B, 


.. /40B= LADB. 
9D=-9B， 

AYQ+QB=AQ+QD= 4AD. 

由 于 点 卫 过 4、 C、D、B 的 圆心, 因而 4PC 
是 其 直径 。 
*, AC>AD, 4AP+PB> A400B, 

卫 是 所 求 之 点 、 

2737. 设 两 条 线段 为 i 加， 车 及 十 M2 是 
一 个 定 值 2(%>>0), 求 ? 十 的 最 大 值 . 

解 ”因为 22 一 72， 
若 40、BC、4B 分 别 
等 于 人 m、k 的 人 4BC 
是 人 40B 为 直角 的 三 、> 
角形 ， 从 而 本 题 就 是 讨 Zr N 


论 ， 当 直角 三 角形 鲜 边 “A 和 避 


因而 
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是 一 定时 , 求 其 他 两 边 之 和 为 最 大 。 由 此 与 
上 题 一 样 ， 以 4B 为 直径 作 半 阅 ， 然 后 按 前 
面 的 作 图 就 可 以 了 (最 大 值 是 M3 2D). 

2738. 已 知 XOY 内 有 一 定点 4. 在 
OY 上 求 一 点 P, 从 了 呈 击 OX 作 垂 线 PQ, 使 
4P+PQ 为 最 小 . 设 ZXOY 和 45°. 

解 [ 作 图 ] 取 点 女 关于 0 了 的 对 称 点 
4'.。 从 4' 向 OX 作 垂 线 ,其 柔 足 为 @。 设 此 
和 OZ 的 交点 为 

三 ， 则 三 即 为 所 求 之 
二 

[证 明 ] 在 OY 上 
( 除 点 一 外 ) 任 取 一 点 
2 由 了 向 OZX 作 垂 
线 , 垂 足 为 久 。 连结 
4P'，4P 则 4P' 一 
4'P'。 于 是 


人 


A'P'+P'Q’'> AQ, 
从 而 AP'+P'Q'>AP+PQ. 

注 ”本题 是 设 人 XO 了 45°. 如 果 人 XOY 
45°, 在 人 XOY 内 引 直 线 OY' 使 LYOYF’ 
为 CXOZ 的 余 角 。 若 4 在 LXOY' 内 部 
时 ,点 和 4 关于 0 了 的 对 称 点 4, 由 系 向 OX 
作 垂 线 4@， 当 在 OX 的 延长 线 上 ， 则 不 
能 作 图 。 当 人 人 XO? 了 >45", 且 4 在 人 YOY' 
内 时 , 上 述 的 作 图 总 是 可 能 的 。 

2739. 设 定点 4 在 定 圆 0 内 , 定点 B 在 
圆 0 外 , 且 04:0B3 一 双 :2( 已 知 比 ) .在 此 加 
周 上 求 一 点 卫 , 使 %-PA~m*PB 为 最 大 。 

解 [ 作 图 ] 过 4、O、B 作 圆 , 与 园 O 的 
交点 为 P, 且 点 了 与 点 0 在 4B 的 同 侧 , 划 
点 也 即 为 所 求 
之 点 。 

[证 明 ] 在 区 
0 上 ( 除 点 卫 
外 ) 另 取 任 意 点 
P'"， 则 四 边 形 
AO0P'B 是 贺 内 接 四 边 形 , 因此 OB.A4P'< 
“BP'--OP'. 4B( 问 题 1504) 即 

OB.A4P’~04: A 


根据 假设 一 一 也， 则 
Ne i 区 OP'.4B., | 
因为 四 边 形 4OP 是 圆 内 接 四 边 形 , 因此 


O4 


二 即 为 所 求 之 点 。 


-ZY' 的 交点 为 


图 题 


OB. AP~0A.BPT+OP.4B. 
“, NAP—m.BP=—K.OP.AB, 
故 n-4P'~m.BP'<n-AP—m.BP. 
2740. 在 凸 四 边 形 4BCD 的 平面 上 求 一 
点 忆 , 使 P4+PBT+PCT+tPD 为 最 小 。 
解 ” 设 两 条 对 
角 线 40、BD 的 
交点 为 P， 则 邓 


其 理由 是 ， 任 取 
一 点 P 连结 
P'4，P'B，P'C，P'D, 则 
PAT+PO<P'A+P'O, 
PB+PD<P'B+P'D. 
若 P' 在 对 角 线 上 时 ,上 述 两 不 等 式 中 有 一 个 
为 等 式 , 所 以 下 列 关 系 总 成 立 。 
*. PA+PB+PO+PD 
<P'A+P'B+PC+P'D. 

2741, 在 平面 上 有 两 条 平行 线 XX 了 、 
玉 了 '， 它 的 两 侧 各 有 一 个 定点 4、B。 求 从 
一 个 定点 至 另 一 个 定点 的 最 短 距 离 。 其 中 经 
过 平行 线 间 的 线段 是 平行 线 间 的 公 垂 线 。 

解 [ 作 图 ] 设 定点 4 在 了 的 外 侧 , 定 
点 如 在 了 Y' 的 A 
外 便 。 从 4 沿 
XY 作 垂 线 ， 在 
其 上 取 等 于 平行 
线 间 的 距离 的 线 
段 40. 设 0B 与 :。 


8, 从 @ 作 太子 " 
的 垂 线 QP, 与 了 交 于 点 了， 则 4PQB 即 
为 所 求 之 最 短 距离 。 

[证 明 ] 在 叉 了 /上 ( 除 点 @ 外 ) 任 取 一 点 
8&8'"， 由 8' 向 了 了 作 垂 线 QP'， 则 有 P'Q'L 
POLAC, … AP'=008’. 
因而 A4P'+PQ'+Q'B=00'+Q'B+ A0， 
AP+PQ+QB=00+0QB+4C 

=0B+AO. 
CB<09'+0'B. 

", AP+PQ+QB<AP'+P'Q'40'B. 

2742. 已 知 两 条 平行 线 XY、XY', 4、B 
是 平行 线 两 侧 的 点 。 试 在 此 平行 线 间 作 已 知 


“方向 的 直线 KN，. 使 折线 4MNB 为 最 短 。 
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解 [ 作 图 ] 设 XY 了 外 侧 的 定点 为 4， 
屋 ' 外 例 的 L 

定点 为 B。 县 
蕊 知 方向 的 直 
线 为 ZZ 荆 在 . 
平行 线 间 的 线 

“ 段 为 PQ. 如 图 
作 线 段 4C, 使 
ACLPQ。 连 
结 CB 与 孔 了 的 交点 为 W， 过 人 3 引 平 行 
于 工 的 直线 与 了 了 的 交点 为 加， 则 折线 
4MNB 即 为 所 求 之 最 短 折线 。 

[证 明 ] 在 互 了 ' 上 ( 除 点 外 ) 任 取 一 点 
VW'， 过 WW 引 平行 于 工 的 直线 与 了 了 交 于 点 
了， 则 

MN' LMNALAC, “. AM'mON'. 
而 AM'+M'N’'+N'B-ACON’'+N'B, 
又 AMIMNT+NB=AC+ON+NB 
=AC+OB, 
目 CB<CON’+N'B, 
AMAMNINB<AM'+ M'N'+N'B, 
改 折线 4MNB 为 最 短 。 

2743. 在 已 知 角 4OB 内 有 两 定点 C、D， 
以 O 为 圆心 求 作 一 圆 与 角 两 边 分 别 交 于 芝 、 
了 了, 且 使 C 卫 十 DY 为 最 小 . 

解 ”[ 作 图 ] 作 .40O8B 的 平分 线 OE, 设 
点 也 关于 0B 的 对 称 点 为 D'， 和 O04 
的 对 称 点 为 0 
连结 C0'D' 与 04 
的 交点 为 也 。 以 
0 为 贺 心 , OZ 为 
半径 作 圆 ， 设 与 
0B 的 交点 为 了 ， 
则 及 、 了 即 为 所 
求 之 点 。 E 

[证 明 ] 在 04 上 ( 除 点 芝 外 ) 任 取 一 点 
写 /， 以 0 为 圆心 、OZX' 为 半径 作 圆 与 0OB 的 
交点 为 了 则 

CX’'+ DY'~0'X'+ DR, 
OX+DY=0'X+D'X=0D’, 


Cr’ 


而 0O'D'<OX'+ DX’, 
“» OX--DY<OX'TDY,, 
故 0X 二 DT 为 最 小 。 


2744， 在 人 B44 内 有 两 点 卫 、8@， 在 边 
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AB、AEB 上 分 别 取 点 有 收 、N， 使 PM--MN 
十 入 @ 为 最 小 。 

解 [ 作 图 ] 了 关于 4 的 对 各 点 为 
C, 点 @ 关 于 4 也 
的 对 称 点 为 卫 . 
设 CD 与 4B、 
4 的 交点 分 别 


[证 明 ] 因为 了 PP 
PM=CM, NOQ=ND, 所 以 
PM-+MN-+-NQ=CD. 
在 4B、AB 上 取 另 外 的 点 MA 则 
PM'+M'N'+N'Q=OM'AHM'N' +N'D, 
而 CD<OCOM’'+ MN'4N'D, 
因此 PM4FMN+NO<PM! 
+MN’'+N'GQ. 
故 M、N 分 别 在 4B、4 刀 上 使 PM 十 MN 二 
NQ 为 最 小 的 点 。 . 

2745. 在 平面 上 两 条 平行 线 信 1 之 间 有 
两 个 已 知 点 人、 
B, 在 Z 上 求 eS 
点 全 ,在 上 求 
一 点 了 ， 使 AX 
土 及 了 十 了 B 为 
最 小 。 

解 取 4 关 于 
?的 对 称 点 4',B 
关于 名 的 对 称 点 B'， 则 

AZ+XY+YB=ARXT+ZY+YB’, 
要 使 A4 玉 十 人 了 十 了 B 为 最 小 只 要 4A'K+ 
这 了 -+ 了 B' 最 小 即 可 。 为 此 , 连结 4'B' 的 直 
线 与 1 入 的 交点 分 别 为 卫 、Y， 则 及、 了 即 
为 所 求 之 点 。 事实 上 ， 若 在 i、*r 上 任 取 点 
《至 少 有 一 个 与 芝 、 了 不 同 )X'、 了 则 由 

AX+XY+YB=A'X+XY YB 
=A'B’ 

一 4 区 /十 六 /了 /二 
.>>4'B’', 

a A RP IYBCAX' LRP!LY'B. 

2746. 已 知 两 定点 4、B, 平行 于 4B 的 
直线 XY, 在 且 了 ,上 求 一 点 了 ,使 P44+PB 
为 最 小 。 


AX'+XY'+Y'B= Y'B' . 


or va sag ze 
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解 设 点 关于 ZY 的 对 称 点 为 B', B'4 
与 及 了 的 交点 为 己 , 则 己 即 为 所 求 之 点 。 其 
如 果 在 了 了 上 (《 除 也 


理由 是 ， 因 为 B、B' Bp? 
Kr 
点 外 ) 任 取 一 点 书 ， 


是 关于 XY 了 的 对 称 
点 ;所 以 4、P、B' 在 

则 了 'B=P'B'. 因 此 P'4+P'B=P'4+P'B' 
>4B'. 


一 条 直线 上 ， 因此 
PA-++PB=PA+PB’ 
=A4AB'. 


.. P'4+P'B>PAT+PB. 

注 这 时 有 P4=PB. 

2747. 设 三 为 定 直线 XY 外 的 定点 , 在 
直线 了 了 上 求 两 点 4、B, 使 P4-+4B+BP 
为 最 小 。 其 中 4B 等 于 定 长 7. 

解 设 4B 一 1, P44B+ BP 为 最 小 ,就 
是 P4 十 PB 为 
最 小 。 由 此 作 图 2 
如 下 。 

在 了 了 上 取 
等 于 ?7 的 线段 
4B, 从 P 引 平 、 
行 于 了 的 直线 人 . 
PZ， 与 上 题 一 样 ， 在 P2 上 求 一 点 P'， 使 
P'4'+P'B' 为 最 小 。 过 点 P 引 P'4A'、P'B' 
的 平行 线 与 了 的 交点 分 别 为 4、B， 则 4、 
5B 即 为 所 求 之 点 。 

2748. 在 定点 4 悬挂 电灯 五 。 车 在 4 已 
上 一 定点 C 将 灯 拉 至 桌子 附近 , 使 桌子 上 的 
定点 也 至 电灯 的 距离 为 最 小 , 那么 点 C 应 在 
什么 位 置 ? 其 中 4D> 4B. 

解 ” 由 桌面 上 的 点 忆 作 一 根 羽 线 , 在 其 上 
取 D 用 等 于 0B， A 


也 P 
BA 


将 0C 引 至 4B 上 

时 , 从 电灯 如 至 

点 DD 的 距离 为 C 

最 小 ,事实 上 ,如 RE 

果 另 取 A0'B' 的 BA 

位 置 , 则 了 
AE<AC'+O'E, 

即 ACT+OR<AO'+OE. 

而 ACw=AC', . OR<COB.' 


第 四 编 作 图 是 


CE=BD, 0'E= B'D, 
., BD<B'D., 

夏 C 在 A4EB 上 时 ,所 灯 至 DD 的 距离 最 小 。 

2749， 已 知 园 O 及 两 定点 4、B, 在 圆周 
土 求 一 点 卫 ， 使 了 P4+PB 为 最 小 .[ 阿 勒 哈 
森 问 题 ] 

解 在 圆周 上 作 点 
了 使 


又 


LOPA= /OPB, 
则 刁 即 为 所 求 之 点 .XX 
其 理由 是 , 过 书 引 贺 
0 的 切线 也， 设 点 4 
8B 关于 了 XY 了 的 对 称 点 为 B'， 则 OP_LXY， 
人 0PA 二 人 OPB， 从 而 4、P、B' 在 一 条 直 
线 上 。 

., AP+PB=AB'. OO 
在 圆周 上 ( 除 点 了 外 ) 任 取 一 点 @, 则 8B> 
9DB， 
QATQB'>AB', 94+QB>AB'. 
由 @、@ 得 94+9B>PA4+PB, 


从 而 点 卫 是 适合 条 件 的 点 。 

注 点 卫 的 作 图 是 以 4、B 为 焦点 的 椭 回 
与 圆 O 的 切 点 ,此 问题 一 般 地 在 解析 几何 中 
解决 . 

2750. 过 已 知 人 4BC 的 边 BC 延长 线 上 
一 定点 D, 求 作 人 
直线 DPQ, 与 
4B、40 的 交点 
分 别 为 P、8, 由 
PQ 向 BC 作 垂 
线 ， 设 其 垂 足 为 
瑟 、 了 ,使 PB~QF 为 最 大 . 

解 “[ 作 图 ] 在 边 BC 上 取 一 点 G, 使 DG 
为 DB、DC 的 比例 中 项 。 过 点 G 引 4C 的 平 
行 线 与 4B 的 交点 为 P,， 设 延长 DP 与 40 
的 交点 为 8, 则 DPQ 即 为 所 求 作 之 直线 。 

[证 明 ] 由 作 图 知 DG? 一 DB DO， 


©® 


DG _ DO 
-De 中 
Dp9_ D0 ， 
因 PG / 4C， Te 四 
DG _ DQ 
由 .得 ”了 5- 荐 
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因此 , 四 边 形 4PG9 为 平行 四 边 形 。 而 四 边 
形 4PGQ 为 平行 四 边 形 时 ， 则 人 GPQ 面积 
最 大 (问题 2821) 。 但 是 


8 AGPQ 一 SApee 一 SepcpP 
= DG.0F_.L DG. 
3 DG"QF-3 Da.PE 


一 和 DG. (QF ~ PE). 


由 于 D、G 的 位 置 是 确定 的 , 因此 当 人 GPO 
面积 最 大 时 , 9F 一 PB 也 就 最 大 . 

2751。 过 已 知人 4BC 的 顶点 4 求 作 一 
条 直线 ， 由 BB 及 OG 向 这 条 直线 作 垂 线 BP、 
C98, 使 4P+4Q Q 
为 最 大 。 

解 〈i) 当 己 
@ 在 点 4 的 异 侧 妃 
时 , 则 过 4 引 BC 
的 平行 线 ， 即 为 

合 条 件 的 最 大 
直线 . 其 理由 是 ，PG / BO, 因 BP、CG 垂直 
于 PQ, 因此 

AP+AQ= PQ= BO., 
过 4 另 作 一 条 直线 P'A8', 由 B.C 向 P'4@ 
作 垂 线 ， 其 垂 足 为 P'、8'， 由 B 向 CQ' 作 和 
线 BE, 与 前 面 一 样 
AP'+AQ'=P'Q’'= BE, 
由 BC>>BRE 有 
AP'+A®'<AP+ AQ= BC. 

(ii) 当 P、 8 在 
点 4 的 同 侧 时 , 则 
过 4 引 和 人 4B0 的 
中 线 4D， 即 为 所 
求 适合 条 件 的 直 。 cs 
线 。 其 理由 是 ，D 
为 BC 的 中 点 ， 且 
BP、09 垂直 于 4D。 因 此 

AP+AQ=24AD.; 

在 4DD 外 另 引 一 条 直线 , 由 B.C 向 这 条 直线 
作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 P'、@'， 由 D 引 这 条 直 
线 的 垂 线 DB， 与 前 面 一 样 有 

.AP'+ AQ'=24%, 
由 于 4AD>AE, 有 

AP+AQ=24D, 248= AP'+.4Q', 

归纳 (i)、(ii), 在 情况 ()24D< Bc, 情况 (ii) 


24D> BC 时 AP+A8 为 最 大 ， 即 车 人 4> 
一刀 时 ，BO1/ 4P; 人 LA4<LR, 4PQ 过 点 4 
的 中 线 4D; 人 4 一 人 BR 时 , (让 、(ii) 的 4P+ 
49 的 值 相同 ,都 使 4P 十 49 为 最 大 值 。 

2752. 已 知 P 为 人 4BC 内 一 定点 , 在 
边 4B、AC 上 分 别 求 点 办 也 使 BD=0%， 
且 PD+PE 为 最 小 . 

解 ” 四 边 形 A4DPBE 为 圆 内 接 四 边 形 时 ,， 
PD+PBE 最 小 . 其 
理由 是 , 在 人 4BC 
的 外 侧 引 直线 CG， 
使 \ Np 
LABP= 40G， 
延长 PB 与 OG 交 
于 点 G， 由 于 四 边 也 
形 4DPE 是 贺 内 接 四 边 形 , 因此 

LBDP= /AABP= /CEG, 
且 BD=0E, .“. A 人 BDPE@ACEG. 
因而 PD=EG, PE+PD=PG. ©® 
除 D、 召 点 外 ， 在 4B、AC 上 分 别 取 任 意 点 
D'.B', 使 BD'=08', 连结 D'P, 8'P, EB'G， 


与 上面 一 样 得 

人 BPD'LACGE', .“, PD'=GE' 
由 此 得 PD'+PE'=GEB'+PE'’. © 
但 是 PE'+ GE'> PG, 
由 @、@, 得 PD'+PB'>PE+PD. 
故 PB 十 PD 为 最 小 . 


2753。 在 每 个 内 角 小 于 六 过 如 的 三 角形 
4BC 内 求 一 点 了 ,使 P4+PB+PO 为 最 小 。 
[此 点 称 为 人 4BC 的 费 尔 马 点 ] 

解 a 在 和 八 4BC 的 各 边 内 侧 分 别 


作 含 子 ZB 的 弓形 弧 , 设 其 交点 为 则 P 
2749 知 , 它 在 以 4 为 


即 为 所 求 之 点 。 

[证 明 ] 在 人 4BC 

内 任 取 一 点 卫 , 设 4P 

不 变 ， 则 使 BP4+CP 

为 最 小 点 ， 报 据 问题 < 仆 
团 心 、4P 为 半 色 的 BL 一 一 一 
圆周 上 ， 且 使 /APB= LAPC. 同 理 ， 洲 BP 
不 变 , 当 人 APB~ BPC 时 .AP 二 OP 为 最 
小 ， 由 此 推 知 ， 在 
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时 , P4+PB+PC 为 最 小 。 

2754. 在 人 XO7 内 的 圆 0' 的 圆周 上 求 
一 点 卫 ， 使 号 至 角 两 边 OX、0OY 的 距离 之 
和 了 4 十 PB 最 大 或 最 小 . 

解 ” 作 与 0X、0OY 成 等 角 的 贺 > 的 切线 ， 
设 离 点 9 近 切 
点 为 £; 远 切 
点 为 9， 则 点 
已 、 纺 即 为 所 
求 的 最 小 点 与 
最 大 点 。 

[证 明 ] 与 

OX、O07 夹 成 等 角 的 贺 0 的 近 切 线 与 OX、 
OY 分别 交 于 点 D、B， 设 DFJLOY, PAL 
OX, PB_LOY, 则 

PA 十 PB=DF (问题 159) 。 
又 在 圆 0' 上 取 点 P', 过 了 P' 引 直 线 DB', 使 
OD'=08', 设 D'F'1OY, P'4’ LOX, P'B' 
OF, 则 


P'A'+P'B'’=D'F'. 
由 于 DF<D'F', 所 以 

PA+PB<P'A4'4P'B’, 
同 理 可 证 最 大 点 @ 的 情况 

2755. 过 已 知 园 O 上 两 定点 4、8, 引 两 
条 平行 弦 , 使 两 条 平行 弦 之 和 4P+ Be 为 最 
大 。 其 中 4P、 BQ 
是 同 向 平行 。 

解 过 4、B 作 
垂直 4B 的 两 弦 
AP、Be, 即 为 所 求 
的 两 弦 . 其 理由 是 ， 
另 引 两 条 平行 弦 
AP' BQ', 设 AB 
的 中 点 为 有 衣 ， 过 有 寻 引 MC/14P' 与 以 轩 O 
为 直径 的 圆 相交 于 点 C， 则 


MO=T (AP+ BQ), . 


MC- 了 (4P'+BO)。 


但 MO>MC, 所 以 4P+BQ>4P'+BQ'。 
2756. 过 已 知 国 O 外 一 定点 4 引荐 线 
XAPQ， 使 由 全 与 8 向 40 所 作 的 垂 线 之 差 


ee 


第 四 编 作 图 题 


了 PB~QC 为 最 大 。 
解 ”因为 Sosoo 一 地 40.90， 


Sasop=- 志 AO.PB., 


所 以 
诗 40- (QO0—PB) 


一 SA4o89 
一 Saaop 
一 SAzoe。 
要 使 QC 一 PB 为 
最 大 ， 只 须 使 和 POQ 的 面积 为 最 大 就 行 了 。 
从 而 得 
LPOQ= /ZR. 

2757， 已 知 定点 4 在 圆 O 内 ，B 在 贺 O 
外 ,和 且 04:0B=m:n, 在 圆周 上 求 一 点 也, 使 
n.:PA4+m*PB 为 最 小 。 

解 [ 作 图 ] 过 
所 、0、B 的 贺 与 加 
0 交 于 点 卫 ， 一 在 
点 0 关于 4B 的 异 
侧 , 即 为 所 求 之 点 . 

[证 明 ] 在 圆 C 
上 ( 除 点 卫 外 ) 任 取 一 点 P' 时 , 因为 四 边 形 
A40BP' 不 是 圆 内 接 四 边 形 , 因此 有 
OB.P'A4+04.P'B>AB.P'O (问题 1504)， 


O44 也 
而 OB %’ 
C4_08_1 
7 包 x” 
于 是 nn:PATMm:PBS>Ek-AB.PO, 


由 于 四 边 形 卫 40B 是 圆 内 接 四 边 形 , 与 前 面 
一 样 有 
Nn:PA+m.PB=%. AB.PO, 

“» %:PA+m-:PB<n-:P'A+m:P'B. 

27S8. 已 知 04、b 是 正 数 ， 在 以 4B 为 直 
径 的 定 加 0O 上 求 一 点 P, 使 4:.P4+4+b.PB 
为 最 大 。 

解 [ 作 图 ] 到 直径 两 端 4、B 距离 之 比 
为 &:5 的 阿波 罗 尼 斯 贺 ， 与 以 4B 为 直径 的 
已 知 贺 的 交点 忆 ， 即 为 所 求 之 点 。 

[证 明 1 取 e 为 单位 长 ， 以 ae、 be 为 直角 
两 边 作 直角 三 角形 , 其 斜 边 的 长 设 为 co 则 
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(ce 2 二 (be)2 一 (ce) 2 
“。 = 
车 以 任意 长 ”、ar、 p 
br、c7 为 三 边 考 虑 三 
角形 , 由 
(ar)?+ (or)2 全 B 
一 (G2 十 22)72 
一 c272 一 (cy)2? 
知 是 直角 三 角形 。 这 4 
里 由 cr 一 4B 决 定 7, 8B8=af, 84=brY， 作 
直角 三 角形 84B。 以 48 为 直径 作 圆 , 此 圆 
过 顶点 @@( 人 人 48B 一 人 B), 设 取 点 @ 关 于 4B 
异 侧 的 圆周 上 一 点 已, 则 
QB.PA+QA4.:PB=AB.QP, 
Q7r.PA-+b7.PB=cr.QP, 
“» GG:PAT+0.PB=c:P. 
因为 c 是 定 值 ， 所 以 使 .PA4+b.PB 为 最 


大 ， 只 要 RP 最 大 就 可 以 了 ， 即 只 要 @P 等 
于 直径 4B. 

设 8@P=4B, 则 PA4=8®B=ar, PB=Q@4 
=br， 所 以 当 PP4:PB=ar :07=g:b 了 时 ， 
Q:P4+0-PB 为 最 大 . 

2759. 让 已 知 贺 0 内 求 作 等 腰 和 人 45C， 
使 底 BC 与 高 4D 之 和 为 
最 大 . 

解 [分 析 ] 首先 考虑 | 
AD++ BC 等 于 定 长 % 的 作 
图 ， 延 长 4D， 在 其 上 取 
DB 二 BO, 于 是 4 万 一 4D A 

TBO=m, 县 

BD: DE=1:2. 

由 此 可 知 直角 俯 BDB 的 
形状 ， 忆 至 的 大 小 是 已 知 
的 ， 加 B 是 定向 的 ， 由 此 使 加 为 最 大 ， 只 要 
AB 为 最 大 就 可 以 了 。 这 时 妃 B 是 贺 0 的 切 
线 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

ee 作 直 径 4 下 ,从 4 引 切 线 4L, 设 
AL= 到 40 引 平 行 于 ZY 有 旦 与 圆 相 切 的 
直线 ， 设 雪 点 为 上 8, 延长 4M 与 切线 相交 于 
加, 过 B 作 垂直 于 4 的 弦 BO， 则 人 A4BC 
即 为 所 求 之 三 角形 。 

2760. 已 知 半圆 上 的 定点 为 4， 设 定 半 
径 ON 的 中 点 为 B， 在 半圆 上 求 一 点 P， 使 
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A4P+2BP 为 最 小 . 

解 [ 作 图 ] 设 0 为 已 知 : 半 加 的 国 心 ， 
点 4、O、B 的 加 
与 半圆 相交 于 点 
了 ， 则 卫 即 为 所 


AP.0B+0A.BP=AB.OP 
[ 托 勒 密 定理 ]。 
设 阅 CO 的 半径 为 7, 则 
AP.S+7-BP=AB.?, 


从 而 AP -+2BP=24B. @ 
在 贺 O 上 ( 除 点 卫 外 ) 另 取 一 点 P'， 则 有 
AP'.0B-+04:BP'> A4B.OP'’ 
(问题 1504)， 
即 4P' 可 二 7 BP'>4B.7， 


从 而 AP'+2BP'>24B. ©® 
由 @、@ 得 4P'+3BP'>4PT3BP. 
2761， 若 两 条 线段 长 的 积 为 矩形 的 面积 
是 定 值 , 则 两 条 线段 相等 时 其 和 为 最 小 。 
解 ” 设 线段 为 m%、n， 由 题 意 有 她 2 一 及. 
十 为 最 小 ,或 (tm 二 ?为 最 小 。 


(m+ = + mn 
= (Nn—%)2+ 4mn, 
议 "% 一 要 《一 定 )， “， 一 % 二 0。 


此 时 〈m 二 2 为 最 小 ， 即 名 一 % 时 名 十 2 为 
最 小 。 


生 。 平方 和 与 差 的 最 大 、 最 小 


2762. 若 把 已 知 线段 分 为 两 部 分 ， 当 线 
段 等 分 时 这 两 部 分 上 的 正方 形 之 和 最 小 。 
解 ” 设 已 知 线段 4B 
的 中 点 为 0。 若 将 4B 人 ”5c 名 
分 成 两 部 分 的 分 点 C 在 OB 上 , 则 
AO2+-CB?= (A0--O00)?+ (0B—0O0)? 
=AO?-+-240.00 革 00?.-+0B? 
—20B.0C+002 
一 2(402 十 0O0C2) 
(. 40=0B). 
为 使 402+CB? 为 最 小 , 由 于 40? 是 一 定 的 ， 
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只 要 00? 最 小 , C 与 0 重合 即 可 。 当 点 C 在 
AO 上 , 也 完全 一 样 . 

2763. 已 知 两 定点 4、B 及 定 直线 XY 了 . 
在 XY 了 上 求 一 点 了 PP， A 
使 了 4 十 PPB 为 最 M 
小 。 B 

解 在 和 了 上 取 一 点 
P', 设 

P'A24P'B2—m? 

(m 表示 线段 )， * PP 
取 4B 的 中 点 下, 连结 到 已 ， 则 
P'42 十 P'F? 一 2(P'M2 二 .42)， 
“. 2PM1T2 十 2442 一 Mr2、 

这 里 4MW 是 已 知 线段 ， 为 使 m? 最 小 ， 只 要 
MP' 为 最 小 就 行 了 、 但 是 由 是 定点 ,从 用 
到 XY 的 最 短 距 离 是 从 放 向 XY 了 引 的 垂 线 
UMP。 故 这 个 重 足 一 即 为 所 求 之 点 。 

2764. 已 知 圆周 上 的 两 个 定点 P、%, 在 
这 个 圆 局 上 求 一 点 ,使 这 点 至 点 已 .9 的 线段 
上 的 正方 形 之 和 为 最 大 . 

解 ” 设 已 知 圆周 上 任意 点 4，PQ@ 的 中 点 
为 HM， 则 4P2? 十 482 一 2(P2 十 4MN2 。 但 
是 Ea2? 是 一 定 的 ， 为 使 4P2 十 人 为 最 大 ， 
只 要 4M12 最 大 , 从 而 
44 为 最 大 就 可 以 
了 . 因此 所 求 之 点 4 
应 是 优 PQ 的 中 

如 果 PQ@ 是 圆 的 直 
径 时 , 则 


AP?+ AQ?= PQ? 
是 定 值 , 这 时 既 不 是 最 大 也 不 是 最 小 。 

2765. 设 4、B 为 已 知 圆 外 的 两 定点 , 在 
圆周 上 求 一 点 P， 使 
4P2 十 BP2 为 最 大 或 
最 小 . 

解 设 忆 为 圆周 上 
的 一 点 ,4B 的 中 点 
为 1, 则 

了 42 十 PB2 一 2PM3 
+24M2, 
但 是 4 是 定 长 , 要 使 P4? 十 已 B2 为 最 大 或 
最 小 , 只 须 PM 为 最 大 或 最 小 就 行 了 。 设 轩 
心 为 0， 若 MO 及 其 延长 线 与 圆周 的 交点 
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题 
P'、P， 则 了 P、P' 即 为 所 求 之 最 大 、 最 小 的 
点 


2766， 已 知 癌 0 外 有 两 定点 4、B, 在 加 
周 上 求 一 点 卫 , 使 下 4 PB2? 为 最大 。 

解 ” 设 书 为 已 知 画 周 上 的 一 点 ， 从 王 向 
4B 引 垂 线 , 设 其 垂 足 为 媚 , 4 万 的 中 点 为 
及， 则 

PA2~PB~ P'A2~P'B? 
一 24B.MNP (问题 894). 

这 里 4B 一 定 ， 要 使 P4?~PB? 最 大 ， 只 项 
要 MP 为 最 大 . 
而 MP' 为 最 大 
是 引 4B 的 垂 线 
且 切 于 圆 O, 设 其 
线 足 分 别 为 己 、 
8' 时 ， 放 P' 最 
大 , 若 涂 忆 >M@', 则 也 即 为 所 求 之 点 , 其 
理由 是 ， 在 圆周 上 除 点 卫 外 的 点 , 其 垂 线 足 
在 点 媚 与 @' 之 间 ， 因 此 到 点 好 的 距离 比 
必 P' 小 , 故 点 卫 是 所 求 之 点 。 


2767. 已 知 圆 的 外 部 有 两 定点 4、B 及 . 


锐 上 定 长 的 弦 PQ， 问 定 长 弦 P8 的 端点 在 
圆周 上 移动 到 怎样 的 位 置 时 ，4BP2 十 4Q92 十 
BP2? 十 392 为 最 小 或 最 大 。 

解 ” 设 M、N 分 别 为 4B、PQ 的 中 点 ， 则 

AP?+ AQ?=24N?+2PN’, 
BP?+ BOQ2=2BN?-+2PN?, 
， AP?+AQ+BP?+ BO? 
=4PN?+2(AN?+ BN’)., 

由 假设 知 PQ 是 定 长 ， 因 
此 PN 是 定 长 ， 于 是 本 题 也 
是 讨论 4N?+ BN? 为 最 
小 或 最 大 。 因 为 

LN2 十 BFN2 一 34MN2 

+24M?, 

所 以 本 题 可 归结 为 MN 
是 最 小 或 最 大 .而 PQ 是 定 长 , 其 中 点 W 的 
轨迹 是 以 0 为 副 心 的 一 个 网 。 过 及 、O 的 直 
线 与 圆 的 交点 中 , 设 关 于 点 0 与 点 M 同 侧 的 
点 为 W'， 异 侧 的 点 为 入", 在 和 W'、.N” 上 引 内 
网 的 切线 与 外 大 的 交点 分 别 为 P、.8 及 PP'、 
g', 则 PQ 就 是 所 要 求 的 最 小 弦 的 位 置 , P'9 
是 最 大 弦 的 位 置 。 
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2768. 在 已 知人 4BC 内 求 一 点 P， 使 
了 4? 十 已 B2 十 PCO2 为 最 小 。 

解 A 人 4BO 的 重心 G 即 为 所 求 的 点 。 其 
理由 是 , 设 G 是 人 A4BC 的 重心 , 则 

PA?.++ PB?4+ PC? 

“GA GBI+GO 4 IPG) 

(问题 884) . 要 使 已 42 十 PB?-+PO? 最 小 ,只 
须 使 G42 十 GB2 A 
十 GO? 十 3PG? 为 
最 小 . 但 是 G4? 
二 GB? 十 GC2 是 
了 PG? 为 最 小 就 可 ~ 
以 了 。 所 以 应 有 PG 一 0， 即 呈 与 G 重合 时 
最 小 . 

2769. 在 正方 形 4BCD 内 求 一 点 P， 使 
P42? 十 忆 B2? 二 PO2 十 书 D? 为 最 小 ， 

解 对 角 线 4LC、BD 入 D 
的 交点 书 即 为 所 求 之 Wy 
点 。 其 理由 是 , 设 ( 除 点 NS 区 
己 外 ) 取 一 点 Pp’, 则 < 全 > 


P'A2+ P02—2PP'? ~ 
| AO? 
Ta 


P'B?+P'D?=2ppr BP. 


" P'A4?+P'B?+P'O?+P'D2 
- =4PP?+ AC2(.* AC= BD). 
因为 40? 一 定 , 当 PP'~0 时 , 即 P' 与 40、 
BD 的 交点 卫 重 合 时 ，P4?+ PB? 十 PO? 十 
PD? 为 最 小 
2770。 求 到 四 个 定点 4、B、C、 卫 距离 的 
平方 和 为 最 小 的 P 
解 设 4B、0D 
的 中 点 分 别 为 M、 站 N 
人 ,连结 PM ,PN,， 
(根据 问题 874) 有 2 
PA?+PB?—2PM?24+2ANM 2, 
POI+ PD?2—2PN? -20NS, 
“» PA+PB?+ PO PD? 
=2(PM?4 PN?) 
+2(4M2 CN?). 
设 了 LD 的 中 点 为 0, 连结 OP, 则 


Cc 


-| 的 夹 角 相 等 时 AC， 
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PM2+.PN?~—2PO?-+2MO?, 
‘, PA?+PB?+PO?+PD? 
=—4PO2+4MO? 
”+2(4M2+CN’). 
这 里 M、 太 是 定点 ， 因 此 43f、MO、CN 是 
定 长 . 所 以 4MO? 十 2344LM2 二 ON2) 是 定 值 。 
故 当 4PO? 即 PO 最 小 时 ，P43 十 一 B2 十 PO2 
十 PD? 的 值 为 最 小 。 从 而 当 点 也 与 点 O 重 
合 时 ， 了 P42 十 PB?+PO? 十 PD? 为 最 小 ， 故 
MN 的 中 点 O 即 为 所 求 的 适合 条 件 的 点 。 


5S。 两 条 线段 的 积 (或 比 ) 的 最 
大 、 最 小 

2771. 已 知 圆周 0 上 两 个 定点 4、B, 在 
四周 上 求 一 点 P， 使 
4P-BP 为 最 大 . 

解 ” 设 点 了 为 优 弧 
4PB 的 中 点 , 则 卫 即 
为 所 求 的 适合 条 件 的 
点 。 其 理由 是 , 设 优 
弧 A4PB 的 中 点 为 
延长 PO 与 贺 交 于 点 
9,，P9@ 与 4B 的 交点 为 C。 而 在 加 上 另 取 一 
点 了 引 PDL4B, 设 PP 妃 为 直径 , 则 

P'4.P'B=~-P'D.P'B (问题 1318). 
又 P4.PB 一 PC.PQ, 侦 是 PB 一 PQ, 又 因 
PO>PD,， 所 以 PA4.P'B<P4-.PB, 故 P 
是 适合 于 条 件 的 点 ， 

2772. 过 定向 0 内 一 定点 P， 求 作 互相 
生 直 的 两 弦 4B,CD， 8 
使 4C.BD 为 最 大 或 
最 小 。， 

解 4B.CD 与 OP 


BD 最 大 , AC、BD 中 
有 一 条 与 OP 垂直 时 ， 
LC.BD 最 小 。 其 理由 是 ， 过 B 引 CD 的 平 
行 线 , 与 加 O 交 于 点 恕 , 连结 CB， 因为 4B 
-LCD， 所 以 人 4BEB 一 LR。 于 是 4、O、 琅 
在 一 条 直线 上 , BD~0CB, 

. eo'. AC-.BD= AC0.0R=2Sa408, 

为 使 40.BD 最 大 ， 只 要 人 4CB 的 面积 最 
大 , 即 4C~0B 时 最 大 ,所 以 
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40=0 刀 = 了 3D， 

从 而 4B=CD，AB、CD 与 OP 夹 角 相 等 。 

在 个 40B 的 面积 最 小 时 40. BD 最 小 , 因 
为 4 如 是 一 定 的 , 因此 从 点 C 至 4 如 的 高 为 
最 小 就 可 以 了 。 从 而 当 0 加、A4C 之 一 为 最 小 
时 , 和信 40E 为 最 小 。 而 <APC 一 人 LR,P 了 是 
定点 ,于 是 4C( 或 BD) 为 最 小 的 充 要 条 件 是 
40C1LOP. 故 这 时 40. BD 最 小 ， 

2773. 过 已 知 圆 0 内 的 定点 己 求 作 互 相 
下 直 的 两 弦 4O、BD, 使 40. BD 为 最 大 . 

解 A4C、BD 与 OP 夹 角 相等 时 ，AC.:BD 
最 大 。 其 理由 是 , 设 .A 


40、BD 为 任意 垂直 pf 入 发 
相交 的 两 弦 ， 连 结 

AB, Bo, CD, DA, O 

它们 的 中 点 分 别 为 


H、 E、F、G, 则 瑟 、 
如、 了 、G 在 以 并 (OP c 
的 中 点 ) 为 贺 心 的 圆周 上 。 而 HG/ BD/ 
EF,GF)ACIHE, 
o AO.:BD~4HG.GF 

on 一 和 矩形 且 BFG 面积 . 
当 和 矩形 五 BBG 是 圆 内 接 正 方形 时 ， 其 面积 
最 大 ,其 有 B=BF~FG=GH. 当 A0~“BD 
时 ,和 矩形 瑟 BFG 即 4C. BD 最大。 这 时 4C 
王 也 D 即 4O、BD 与 OP 的 夹 角 相等 。 
“2774, 在 已 知 加 O 的 直径 4B 上 取 一 点 
C, 过 点 CO 引 .4B 的 垂 线 与 团 周 交 于 点 DD, 则 
点 C 在 什么 位 置 时 ; . 
40.0D 最 大 . 

解 点 C0 在 OB 
的 中 点 上 时 40. A 
CD 最大。 其 理由 
是 ， 延 长 DO 与 贺 
交 于 D', 则 


: 40.0D 一 Sadpp'。 
因此 4C.0D 最 大 , 就 是 人 4DD' 面积 最 大 。 
当 A4DD 为 正三 角形 时 最 大 (问题 2829)， 
从 而 DD' 过 0B 的 中 点 0.。 


2775. 已 知 角 了 邓 4 了 的 边 与 加 0 在 点 B、| 


C 相 切 ,在 圆周 上 求 一 点 卫 , 从 忆 向 4Z、AY 
引 垂 线 PD、PE, 使 PD.P 为 最 大 或 最 小 。 

解 [ 作 图 3 设 优 弧 的 中 点 为 P， 劣 弧 的 
中 点 为 8, 则 点 卫 即 为 所 求 适合 条 件 的 最 大 
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点 ,点 @ 为 适合 条 件 的 最 小 点 。 

[证 明 ] 从 三 向 BC 作 垂 线 PF。 在 圆周 
上 (只 点 已 外 ) 取 一 人 
点 已 ， 设 丛书 向 
AX、AY 了 、BC 作 
垂 线 分 别 为 P'D'、 
PE PE', 风 
APDFwAPFE, 
由 此 . 

PD.PE=PF?. 六 
同 理 AP'DF'wWwAP'R'E', 
“ PD'.P'E'~P'E?, 
但 是 PP' 在 切线 与 BC 之 间 , 于 是 PF>P'F'， 
oo PF2>P'E®, 

因而 PD.PE>P'D'.P'E' 

即 点 号 是 适合 条 件 的 最 大 点 。 同 理 可 证 点 
9 是 适合 条 件 的 最 小 点 。 

2776. 在 以 O 〇 为 圆心 的 定 贺 上 有 两 定点 
4、B, 在 圆 上 求 一 点 
也, 使 过 点 4、B 向 过 
也 的 切线 所 引 生 线 之 ， 
积 44'.BB' 为 最 大 
或 最 小 。 

解 ” 从 优 弧 4B 的 
中 点 卫 向 45 作 垂 线 
PD。 在 圆周 上 (除了 点 外 ) 取 一 点 P', 从 4、 
向 过 P' 点 的 切线 引 垂 线 44"、BB”, 又 从 
己 向 4B 引 垂 线 P'D', 则 由 

人 PA'AwWwABDP, 八 BB'PwAPDA 
知 ， . A4'.BB'~PD?, 

同 理 A4'".BB’"=P'D™. 

由 于 P' 在 4'B' 与 4B 之 间 , 于 是 PD>P'D', 
*, A4'.BB'>A4A4".BB"', . 

即 点 也 是 所 求 的 适合 条 件 的 最 大 点 。 

同 理 容易 证 明 ， 劣 弧 中 点 8 是 所 求 的 适合 
条 件 的 最 小 点 。 

2777. 已 知人 40B 内 一 点 P， 过 P 忆 求 
作 一 条 直线 与 O04、0B 分 别 交 于 点 BR、S, 使 
PR-.PS 最 小 。 

和 解 ”过 点 已 引 与 已 知 角 两 边 夹 角 相 等 的 
直线 及 PS, 即 为 所 求 之 直线 。 其 理由 是 , 过 
P 引 另 一 条 直线 SR 过 4S、 S'、 E 作 殴 ， 
人 SRR'> 人 SS'R。 设 S'R' 与 贺 的 交点 为 CO， 
则 人 PEBR'>LPRC， 从 而 C0 在 了 与 妃 之 
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间 ， 

oe PR.PS=PO.PS'<PR'.PS', 
又 过 点 乙 引 直 
线 PKT 与 角 
的 一 边 及 另 一 太 
边 的 延长 线 夹 工 
角 相 等 ， 则 当 
LA0B< /RBR 
时 , SPR 适合 B 
最 小 条 件 的 直线 , 人 40B> LR 时 ,PKT 是 
适合 最 小 条 件 的 直线 .过 40B 一 LR 时 ， 两 
条 直线 都 适合 最 小 条 件 的 直线 。 其 理由 是 ， 
当 人 40B< LR 时 ,在 和 人 PKR 中, RP 垂直 
于 人 4OB 的 平分 线 , 因此 人 KPR= 人 人 E, 


LPER= 坪 ZA40B< 去 LR, 


LPER< /PRK, 
因而 PR<PK. 
同 理 在 人 PST 中， 
LPTS</PST, .. PS<PT, 
从 而 PR.PS<PK.PT. 

同 理 可 证 , 当 人 40B> 人 R 时 , PE.PS> 

PK.PT; 当 /40B 一 /BR 时， 
PR.PS=PK.PT, 

2778。 过 两 敬 0、0' 的 交点 之 一 的 点 4， 
求 过 4 作 一 条 直线 
与 两 欧 再 交 于 了 如 、 

CO, 上 且 使 4 到 .40 为 全 
最 大 。 

解 过 4 引 
0' 的 直径 4D， 从 
点 马 作 D4 延长 : 
线 的 和 线 BE, 则 LBE4= 人 40D= 人 RB, 

。» AB.40=AD.AE. 
因为 4D 一 定 , 因而 只 要 4 最 大 ,就 有 4B 
"40 最 大 。 因 此 , 作 平 行 于 BB 的 贺 O 的 切 
线 , 切 点 为 B', 过 B' 引 直线 B'40', 设 与 阅 
CO: 交 于 点 C' 则 B'L4C' 即 为 所 求 的 适合 条 件 
的 直线 。 

2779， 过 已 知 圆 O 上 的 两 定点 4、B, 作 
一 组 平行 弦 4P、B@, 使 4P、BQ 为 最 大 。 

解 当 AP、BQ 与 4B 垂直 时 ，4P、BO 
最 大 , 其 理由 是 , 另 引 一 组 平行 弦 4P'、 BQ 


\ 
+ 


作 轴 O 关 于 4B 对 称 的 加 0 延长 P4、P4 
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与 圆 0' 分 别 相 
交 于 CD, 过 点 
C 作 贺 0' 的 切 
线 与 B4 延长 线 
交 于 点 互 ， 过 
点 卫 引 C 妈 的 乎 
行 线 ， 设 与 媚 召 
的 交点 为 卫 ， 
则 


LACB+ AAOCB~ /R. 
又 LP+LABP= /SB, 
LA0B= /P, 
ee .40 有 8 一 LABP, 
由 此 BB、P、、C 共 贺 。 

。。 AP.BQ9=AP.A0=AB.AE. 
AF /B=ALAPeLP, 因此 B、P'\F,、 
D 共 圆 。 

»» AP'.BQ'~AP'.AD=AB.AF, 
由 于 DF 是 割 线 , 4F<AE, 
, AP'.BQ'<AP.PQ, 

2780. 设 人 45C 的 外 心 为 0, 求 一 点 乙 
使 (P4+PB+P0O) :PO 为 最 小 。 

解 设 入 4BC 外 接 加 半径 为 7, 己 为 任意 
点 ,OP 或 其 延长 线 与 外 A 
术 圆 的 交点 为 力 ， 在 过 
点 OQ、P、D 的 直线 上 求 
一 点 PP’, 使 

OP .0P’~0D?=~—04? 
=O0B?=~002, 


则 有 -i 
AOAPwAOP'A4, . PP 
AOBPw AOP'B, 
AOCPw AOP'C. 
. PA_PA, PB_ PB 
PO 4O ” PO OB ’” 


因而 
PA+PB+PO _P'A+P'B+P'O ® 
PO 人 


(人 …O4=0B=00=7)。 要 使 (P4 十 PT 十 
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PO) :PO 最 小 ,只 要 了 PA+P'B+PC 最 小 就 
可 以 了 。 根据 问题 2753, 点 P' 是 费 尔 马 点 ， 
因此 可 以 求 出 。 求 出 点 P', 可 求 出 满足 条 件 
@ 的 点 卫 , 则 尸 即 为 所 求 之 点 。 

2781， 以 0 为 圆心 的 贺 外 有 两 定点 4、 
B， 在 并 周 上 求 一 点 卫 ， 使 4P:BP 为 最 大 
或 最 小 . 

解 在 贺 0O 上 取 一 点 P， 设 人 4PB 及 其 
补 角 的 平分 线 与 4B 的 交点 分 别 为 忌 了, 则 

PA_AX_ 4 了 @ 


因此 4、X、B、 了 了 成 调和 点 列 。 设 4B 的 中 
点 为 四， 网 
MX.MUMY 一 MB? (问题 1480) 。 © 
MX 小 于 MY 了。 而 点 卫 总 是 在 以 XY 为 直 
径 的 圆周 上 (阿波 罗 尼斯 较 ) 。 要 使 书 各 最 
大 , 根据 @ 知 只 要 台 生 ，: 最 大 就 可 以 
了 . 由 加 有 MX 最 大 (MY 为 最 小 ) 就 可 以 
了 ， 当 加 XPY N 
与 较 0 外 切 时 ， 
线段 了 X 最 大 ， 
设 其 切 点 为 P， 
则 P4:PB 最 大 . 
点 卫 由 以 下 方法 
来 决定 其 位 置 . 

设 圆 XPY 与 
网 O 在 点 卫 上 
外 切 ，C 为 XY 
的 中 点 ， 则 O、 了 C 在 一 直线 上 ， 且 A、 斑 、 
B、 了 成 调和 点 列 ,CP? 一 C4.CB( 问 题 1480). 
由 此 CP 在 点 P 上 与 加 4PB 相 切 ， 设 04 
与 贺 4PB 的 交点 为 D， 则 04-.0D=0P2, 
但 是 04、 OP 都 是 定 长 ,所 以 CD 也 是 定 长， 
点 也 为 定点 ， 故 过 4、D、B 三 点 作 圆 ,此 贺 
与 圆 0 的 交点 己 即 为 所 求 之 点 . 

由 了 引 圆 0 的 一 条 切线 MP 则 P' 是 所 
求 的 适合 条 件 的 最 小 点 。 

注 上 述 情况 是 在 圆 0 与 4B 的 垂直 平分 
线 MN 相交 时 求解 的 。 如 不 相交 ， 设 关于 
MN 圆 O 与 点 如 在 同 侧 时 , 则 过 和 、 了 与 加 
O 内 切 圆 的 切 点 P'， 就 是 所 求 的 适合 条 件 的 
最 小 点 。 
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各 。 三 角形 (或 多 边 形 ) 周 长 的 
最 大 、 最 小 

2782. 在 面积 一 定 的 矩形 中 ， 周 长 最 小 
的 是 正方 形 。 

解 设 矩 形 人 
4BCD 的 面积 一 
定 、 延 长 4B 至 
B, 设 BB=BC，Al 


交 于 点 孔 则 7 
LAFE=/R, FBLAE, 
.. AB.BE=BF?, 
即 BF 是 面积 一 定 的 正方 形 的 一 边 。 而 OF 
>BF, .,40F>4BF, 
从 而 2(4B+BC) >>4BF. 


故 在 等 积 和 矩形 中 正方 形 的 周 长 最 小 。 
2783， 正 方形 的 周 长 比 与 它 等 积 的 平行 


四 边 形 的 周 长 小 。 

解 设 口 4BCD 
的 面积 为 c2 从 B、C 
向 4D 作 垂 线 BE、 
CE, 则 有 
D4BCD 面积 

一 矩形 五 FBO 面积 

一 02。 

但 是 BF < 4AB, 0E 
<CD， 所 以 48+ BCT+CD+ DA 大 于 矩形 
互 FBC 的 周 长 。 由 上 题 知 ， 面 积 相等 的 矩形 
中 正方 形 的 周 长 最 小 ， 故 正方 形 的 局 长 比 与 
它 等 积 的 平行 四 边 形 的 周 长 小 . 

2784. 在 同 底 BC 等 积 的 三 角形 中 , 求 其 
周 长 最 小 的 三 角形 。 XX 一 人 一 

解 在 人 4BC 中 ， 

BC 是 定 长 ,因为 其 面 

定 长 。 过 顶点 4 引 

2C 平行 线 民 了。 根据 

问题 2746， 当 48B= 4C 时 ,三 角形 的 周 长 最 


小 


2785， 过 已 知 /B4C 内 一 定点 忆 , 求 作 
直线 辽 PP， 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 了、 
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了 , 使 人 人 4XY 的 周 长 最 小 ， 

解 【 作 图 ] 过 定点 卫 作 切 于 4B、4C 的 
辑 0( 问 题 2619), 由 PP 引 贺 0 的 切线 PY， 
即 为 所 求 之 直线 。 设 点 4 与 男 0 在 过 点 己 
切线 的 两 便 。 

[证 明 ] 过 点 三 另 引 一 条 直线 与 4 AC 
. 交点 分 别 为 X'、 

， 则 因 PY 是 圆 
6 在 点 一 的 切线 ， 所 
以 区 'PY 必 与 圆 O 
相交 。 因 此 作 园 0 的 
切线 平行 于 之 'PY，, 
与 4B、AC 的 交点 分 
别 为 五 也 则 BF 在 
人 4X'Y' 内 部 (因为 
点 4 与 加 0 在 XY 
的 两 侧 ), 于 是 互 了 < 叉 了 '， 

*, AB+BEF+AP<AR'+RY'+AY', 

但 是 AR+XY+AY=AE+EF+AF 
2AK 
(及 是 4B 与 团 0 的 切 点 )， 
. AX+XY+AT <AR'+X'Y'+AY'’, 
故 了 PY 为 所 求 的 适合 条 件 的 直线 . 

2786， 以 锐角 有 0 了 内 已 知 点 4 为 一 项 
点 ,另外 两 顶点 分 别 在 角 的 两 边 上 所 作 的 三 
角形 中 , 求 其 周 长 最 小 的 三 角形 。 

解 ”[ 作 图 ] 取 点 4 关于 0OXE、O7 的 对 
称 点 召 、G。 连 结 加 G 与 OX、0O 了 的 交点 分 
别 为 B、G, 则 A4ZBO 即 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 在 OX、OLZ 上 分 别 取 点 P、8, 轩 
为 Bz、 人 G 分 别 0 
是 点 4 关于 DLA 
OX\、OZz 的 对 
称 点 ， 则 

了 万 一 P4， 

9G=94， 和 Y 
所 以 AP+POTQA=BP+PO+QG. 
由 BB~BA4, 04=CG， 得 


AB+ BO+04=EG. 
但 是 EP+PQ+QG> BG, 

'. AP+PQ+QA4>AB+ BC+CA. 
故 了 C 即 为 所 求 的 适合 条 件 的 点 。 


2787 ， 已 知 和 矩形 4BCD 的 边 4D 上 的 定 
点 瑟 ， 以 五 为 一 顶点 ， 其 余 三 点 荆 、 MK 、 和 
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分 别 在 4B、BC、0CD 上 ， 求 作 平行 四 边 形 
KLMN, 使 其 周 长 为 最 小 

解 [ 作 图 ] 设 和 矩形 4BOD 的 中 心 为 0， 
点 互 关于 O 点 的 对 称 点 为 MX， 关于 4 的 
对 称 点 为 玖 '. 设 羽 ' 于 与 4B 的 交点 为 工 点 
工 关 于 O 点 的 对 称 点 为 人 ， 则 品 羽 ZMNX 邑 
为 所 求 之 平行 四 边 形 。 

[证 明 ] 显然 四 边 形 瑟 ZMXN 是 矩形 
4BOD 的 内 接 _， 
平行 四 边 形 , 攻 
而 忌 是 定点 ， 
于 是 点 妇 被 . 
确定 。 在 4B 
上 任 取 一 点 
Z 点 了 关于 
点 O 的 对 称 点 设 为 人 , 则 四 边 形 KLMN' 是 
平行 四 边 形 。 由 于 不 ' 是 关于 4B 的 对 区 点 
K, 于 是 K'D'=KL, : 

‘KL4LM2 ERTLM, 
又 KL+LM=K'TL+LM=K'M, 个 是 玖 ' 开 
<K'L'+L'M, : 
, KL+LMU<KL+L'M. 
, 2(KL+LM)<2(KL'+L'M), 
改口 KLMUN 约 周 长 最 小 . 

2788。 已 知 矩 形 人 内 的 定点 2， 在 
边 BO、CD、D4、 
4AB. 上 分 别 求 点 P、 s 
Q、 及、S, 使 P+ 
PQO+QR+RS+ 
SM 为 最 小 。 Q 

解 设 点 开关 
于 BC 的 对 称 点 为 2 其 次 点 M1 关于 CD 
的 对 称 点 为 2, 点 MXa 关于 4D 的 对 称 点 为 
Ma， 点 Ms 关于 4B 的 对 称 点 为 Me 连结 
M4M 的 直线 与 4B 的 交点 为 8, 又 SMs 与 
AD 的 交点 为 好 BRMs 与 CD 的 交点 为 9， 
Q@Mi 与 BC 的 交点 为 了 P， 则 已 9、 五 、S 即 为 
所 求 之 点 ( 参 5 
考 上 题 ). 

2789. 设 8 
也 为 矩形 4B 
CD 的 边 4B B 
上 的 定点 ， 在 
BO 0D, D4 
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上 分 别 求 点 了 、 了 、2, 使 PZX+XY+Y 了 YZ+ 
2ZP 为 最 小 。 

解 ” 设 点 卫 关 于 BC、4D 的 对 称 点 为 @、 
人 点 日 关于 DC 的 对 称 点 为 RR，S8E 与 4D、 
DO 的 交点 为 3、 了 ， 设 QY 与 BC 的 交点 为 
芒 , 则 PX 十 卫 了 十 了 ZZP 为 最 小 。 

证 明 ] 《参考 上 题 ) ， 

2780， 内 接 于 已 知 锐角 三 角形 4B3C 的 
三 角形 中 , 以 垂 足 三 角形 的 周 长 最 小 ， 

解 设 入 4BC 的 一 足 三 角形 为 加 WG， 另 
一 任意 内 接 三 角形 为 FG'。 取 如 .Bz' 关 于 
边 4B 的 对 称 点 分 别 为 8、8', 关于 40 的 对 


称 点 分 别 为 
PP、P', 则 
BG-QG,， 
EG'= YG, ze 
BF 一 PF， 
了 BF'=PF'O 1 
~ BP+PG+EG-PP+PG+OG 
= Pg, OD 
BF'+F'G'+EG'mPE'+FG HYG 
兰 PO © 


其 次 在 AP4Q、 信 P'4Q' 中 ， 
LPAQ~ LP'4Q'~ (2L4), 
4P=AE=AQ, AP'~AE'= .AQ', 
又 4B<A4ABE' 即 AP<A4P', 所 以 
PQ<P'Q'. ® 

由 @、@、@ 得 

* EF+FG+EG<H'F'+FG'+ PG, 
故 垂 足 三 角形 RG 的 周 长 最 小 。 

27891， 在 边 数 与 面积 相等 的 多 边 形 中 , 周 
长 最 小 的 是 正 多 边 形 。 
” 解 ” 落 任 意 多 边 形 相 邻 两 边 都 不 相等 ， 在 
多 边 形 面积 不 变 的 情况 下 ， 变 化 不 等 边 的 公 
共 顶 点 , 使 其 两 边 相 等 , 得 到 正 多 边 形 , 由 间 
题 2746 知 它 的 周 长 减 小 ， 但 是 在 边 数 相等 
的 多 边 形 中 ， 正 多 边 形 的 面积 最 大 (问题 
2827) 。 由 以 上 可 知 , 边 数 相等 的 多 边 形 的 面 
积 一 定时 , 正 多 边 形 的 周 长 最 小 。 

2792. 面积 相等 的 三 角形 中 ， 正 三 角形 
的 周 长 最 小 ， 

解 这 是 上 题 的 特殊 情况 ， 设 入 4BO 的 
一 边 BC 不 变 , 其 面积 保持 一 定 , 由 问题 2784 
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知 , 当 4B= .40 时 ,，4B-H4O 最 小 。 其 次 假 
定 4B 不 变 , 则 4O= BC 时 , 4C+BO 最 小 。 
由 此 ， 若 面积 一 定 , 则 当 4B 一 BC 一 C4 时 ， 
即 为 正三 角形 时 , 其 周 长 最 小 。 

278S3， 在 面积 一 定 的 正 多 边 形 中 ， 当 其 
边 数 增加 时 周 
长 减 小 。 A | 

解 ” 设 有 面 
积 相等 的 两 个 
正 多 边 形 4、 

B, 的 边 数 

比 4 的 边 数 

多 , 则 B 的 周 

长 比 4 的 周 长 小 。 其 理由 是 , 作 与 B 的 周 长 
相等 且 与 4 的 边 数 相同 的 正 多 边 形 , 设 为 C， 
根据 问题 2825 知 C<B， 但 是 4=B, 于 是 
C<4， 册 此 知 C 的 周 长 比 4 的 局 长 小 。 故 
知 在 面积 相等 的 正 多 边 形 中 ， 当 边 数 增加 时 
周 长 减 小 。 

2794. 在 面积 相等 的 平面 图 形 中 ， 圆 的 
周 长 最 小 。 

解 ” 基 为 在 边 数 及 面积 一 定 的 多 边 形 中 ， 
正 多 边 形 的 周 长 最 小 (问题 2791)。 又 由 上 
题 ,在 面积 一 定 的 正 多 边 形 中 , 当 边 数 增加 时 
其 局 长 减 小 ， 因 为 圆 是 边 数 无 限 增加 的 正 多 
边 形 的 极限 ， 所 以 面积 一 定 的 平面 图 形 中 以 
圆 的 周 长 最 小 。 

2795. 求 作 一 个 % 边 形 ， 其 顶点 分 别 在 
已 知 的 % 条 定 直 线 
上 ， 且 使 其 周 长 最 
小 。 

解 ” 当 每 个 顶点 
上 相 邻 两 边 与 过 顶 
点 定 直 线 的 夹 角 相 
等 时 ,双边 形 的 周 
长 为 最 小 。 其 理由 是 , 若 相 邻 两 边 与 过 顶点 
定 直 线 的 夹 角 不 相等 ,由 问题 22?33 知 ， 当 顶 
点 移动 到 与 定 直线 夹 角 相 等 时 ， 其 周 长 减 小 
到 最 小 。 A 

2796. 已 知 图 的 内 接 % 边 形 中 ， 正 % 边 
形 的 局 长 最 大 。 

解 ” 设 圆 的 内 接 % 边 形 为 4B0.…MN, 在 
这 个 多 边 形 的 边 中 , 设 4B 半 4N, 取 4 为 缀 
BAN 的 中 点 , 则 


a 
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4 了 4N>4BT4N (问题 2736)， 即 
在 此 多 边 形 中 ， 其 他 
边 不 变 ， 只 改变 顶点 


了 的 两 邻 边 ， 此 两 邻 N 
边 相 等 时 ， 多 边 形 的 

周 长 增 大 。 从 而 多 边 

形 的 各 边 都 相等 时 ， M 
其 周 长 最 大 。 


7. 面积 的 最 大 、 最 小 


2797。 已 知 底 边 及 顶 角 的 三 角形 中 ， 面 
积 最 大 的 是 等 采 三 角 
形 。 

解 ” 设 底 边 为 BOC， 
顶 角 4 一 定 , 则 点 4 
在 以 BC 为 弦 张 成 定 
角 4 的 弓形 弧 上 .。 设 
弧 B40 的 中 点 为 4， 2 2 C 
则 4B=AC。 在 弧 上 取 另 一 点 4， 从 4、47 
向 30 作 垂 线 4D、4'D', 则 有 4D> 4'D'. 

. AD.BCO>A'D'.BO, 

从 而 SaaBc > Saa’Bc, 

故 等 腰 三 角形 的 面积 最 大 。 


2798. 在 顶 角 4(=0)， 中 线 4M (二 mm) 
A 


求 面积 最 大 的 三 角 
形 。 > 

解 设 入 4BC 已 Cc 
求 得 ， 延 长 4U 取 

MD=AM, 则 ABDO 

是 平行 四 边 形 , AD 一 D 

2m, 人 4A4BD=180" 一 a 在 八 4BD 中 , 4D 
与 人 48D 一 定 ， 根 据 上 是， 最 大 面积 的 
A4ABD 可 作出 。 从 而 顶点 O 的 位 置 即 可 决 


2799. A 形 中 ， 面 
积 最 小 的 是 等 

. 腰 三 角形 。 
解 ” 设 已 知 
顶 角 及 高 的 等 
腰 三 角形 为 
4BO， 顶 角 与 4 
高 一 定 的 任意 “ 
三 角形 48F 高 为 4， 点 召 关 于 4 互 的 
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对 称 点 为 了 则 

AABELAACE', 

LBAB~ /CAE', 
由 于 LBAC= /BAF, 
o“» LBABE= /OAF, 
从 而 0O4 奋 一 -04 万 。 
因此 AF:AB'~=OF:E'O. 
‘” AF>AE', .. CF>BE'O, 

从 而 EF>BO, .“. Saags>Saasce 
即 等 且 人 4B0 的 面积 最 小 。 


2800. 在 线段 4B 上 求 一 点 C, 使 矩形 的 
面积 40 .0B 最 
大 。 

解 作 以 4B 
为 直径 的 半 加 ， 

过 点 C 作 4B 的 

垂 线 与 半圆 周 交 Se 

于 点 也 则 AO0'0B= DO?. 要 使 .A0.0B 为 
最 大 , 只 须 使 DC 为 最 大 就 可 以 了 。 所以, 当 
0 为 4B 的 中 点 时 , 4C-CB 最 大 . 

2801。 在 已 知 加 O 外 有 两 点 4、B, 在 图 
属 上 求 一 点 了 P， 使 人 4BP 的 面积 最 小 或 最 
大 . 设 线段 4B 与 加 
不 相交 。 

解 [ 作 图 ] 因为 
线段 4B 的 长 一 定 ， 

所 以 当 高 PE 为 最 小 
或 最 大 时 就 有 人 4BP 
面积 为 最 小 或 最 大 . 引 
平行 于 4B 且 切 于 贺 - A B 
的 直线 , 设 其 切 点 为 了 P、P' 则 了 、P' 即 为 所 


求 的 适合 条 件 的 点 。 在 图 中 , 卫 为 适合 条 件 


的 最 小 点 , P' 是 最 大 点 。 
2802. 两 条 边 为 定 长 的 三 角形 中， 其 夹 
角 为 直角 时 三 角形 的 面积 。 A 

最 大 。 

解 在 和 作 4BC 中 ， 边 
4B、BC 为 定 长 ， 从 4 向 
BC 作 垂 线 ， 设 其 垂 足 为 3 只 c 
互 ， 人 4BC 的 面积 为 8， 则 

S=(BC.4H)-2, 

当 攻 4BC 一 LR 时 ，AH 与 4B 重合 ; 当 
LABC# /RH 时 , AH<AB, 故 当 .4BO 一 
人 RR 时 , 8 最 大 。 
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28C3， 从 图 0 外 一 点 4， 
条 割 线 ， 与 圆周 
交 于 B、C， 且 使 
和 人 0B0 的 面积 最 
大 . 
解 在 和信 0BC 
中 , 0B、00 都 是 加 
O 的 半径 ， 因 此 长 
一 定 。 根 据 上 题 知 , 要 使 和 05C 的 面积 为 最 
大 , 只 须 和 B00 一 人 BR 就 可 以 了 。 得 作 图 如 
下 。 

[ 作 图 ] 作 人 DOB 二 LR, 使 OD、0 为 
并 0 的 半径 , 以 O 为 圆心 作 切 于 DE 的 贺 O 
的 同心 贺 . 设 从 点 4 向 此 圆 引 切 线 与 圆周 O 
的 交点 为 了 0 (及 B、0'")， 则 人 OEC (及 
人 0B'C0') 是 所 求 之 三 角形 ， 

.2804. 在 同 底 等 属 的 三 角形 中 ， 等 睫 三 
角形 的 面积 最 大 。 

解 ” 设 人 人 430 为 等 腰 三 角形 , 另 一 三 角形 
为 ADBBC 且 了 

AB+A0=BE+CE. 
延长 B4 使 47D=40O， 连 
结 0D, BD,， 设 人 4 的 外 
角 平 分 线 为 4M， 与 0D. 
的 交点 为 用, 则 

AB+AC=AB-+-AD 

= BD. 

且 BD<BE+ED, 站 

因 AB+AC= BR--OE, 、 
BE-OE<BHBE+ED, 

从 而 CE<ED., 

因此 ,点 加 与 BO 在 42 的 同 侧 , 从 加 到 BO 

的 高 小 于 从 4 到 BC 的 高 ， 从 而 Sasgo< 

Sasac; 即 等 腰 三 角形 的 面积 最 大 ， 

2805. 过 已 知 人 40B 内 一 定点 0， 求 作 
一 条 直线 ,与 04 交 于 点 了 ,与 0B 交 于 点 @， 
和 且 使 和 人 OPQ 的 面积 最小。 

解 连结 0C， 并 在 其 延长 线 .上 取 CD= 
Co, 若 从 D 引 OB、O4 的 平行 线 , 与 04、0B 
的 交点 为 卫 、@， 则 四 边 形 OPD9 是 平行 四 
边 形 , C 为 PQ 的 中 点 。 这 样 ， 信 OPQ 的 面 
积 最 小 。 其 理由 是 , 过 C 引 直 线 与 OP 延长 
线 交 于 P', 与 O00 交 于 Q', 设 PQ' 与 DP 的 
交点 为 忆 , 则 


C E 


La 
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AcCQq9'2ACPP， 
"， Secoe < SecppP， 
Saopqg<SaoPa'。 
若 过 0 的 直线 
与 O 忆 交 于 
P"，,， 与 08 的 
延长 线 交 于 
&', Q'"P" 的 
延长 线 与 DP 
的 延长 线 交 于 


点 了 了， 则 和 AOPFeeA009" 
“， Saopp…<Saoee， 
Seope<Saopve…。 
故 人 OPQ 的 面积 最 小 。 
2806. 在 已 知 顶 角 (=a) 与 夹 此 角 的 两 
边 之 和 (一 人 的 三 角形 中 , 求 其 面积 最 大 的 三 


角形 . A 
解 设 人 4BC 已 


作出 , 人 4=a， 
4B~4C 一 广 


时 , 则 和信 450 的 面积 
最 大 .其 理由 是 ,人 4 
公用 , 作 另 一 三 角形 4DE, 使 
AD+AE=4B+ .AO, 
在 4B 上 取 点 DD 设 BD=0E, DF/ 08, 
则 DF=0%E, 从 而 和 人 DPF 和 BPO. 
。 必 s4pB 一 四 边 形 4DFC 面积 <Shapo， 
即 24 公用 , 夹 此 角 两 边 之 和 4B 十 4C 为 一 
定 的 所 有 三 角形 中 ， 人 入 4BC(4B=.40) 的 攻 
积 最 小 。 
2807. 在 角 及 周 长 一 定 的 平行 四 边 形 中 ， 
求 其 面积 最 大 的 . 六 
解 ” 在 平行 四 边 
形 4BCD 中 ，B 
大 小 一 定 ， 夹 此 角 
的 两 边 之 和 4B+ 
BC 也 一 定 , 由 上 题 < 
知 ， 当 4B=BC 时 八 4BC 的 面积 最 大 。 所 
以 口 4B0D 的 面积 也 最 大 。 因 此 , 在 符合 条 
件 的 口 4BCD 中 ,以 菱形 的 面积 最 大 . 
2808, 在 已 知 底 边 2 (=a)、 另 外 两 边 
之 比 4B:4C(= 和 :9%) 的 三 角形 中 , 求 其 面积 
最 大 的 。 
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解 [ 作 图 ] 作 到 两 定点 B、C 的 距离 之 
比 为 双 :% 的 阿波 罗 尼 斯 贺 ， 其 圆心 为 0 
过 点 0O 作 BC 的 A ， 
垂 线 ,与 圆 0 相 8 
交 于 点 4， 则 
人 4EC 的 面积 8 
最 大 。 

[证 明 ] 因为 
哆 周 上 的 点 到 点 B.C 的 距离 之 比 为 mrp:%, 在 
0 上 取 点 4', 使 04' 不 垂直 于 BC, 从 4 
向 BC 的 延长 线 作 垂 线 4 有 及， 则 | 40> .4 万 。 

“» Sa4Bo>Saa’go 
即 人 4B0 的 面积 最 大 。 

2809. 在 已 知 正方 形 45CD 内 ， 求 面积 
最 小 的 内 接 正方 形 A S D 
PQES. 

解 ” 正 方形 4BCD 
与 PQRES 的 对 角 线 B 
交点 是 重合 的 。 设 
这 一 点 为 0， 则 要 使 
PQRS 的 面积 最 小 ， : 

只 须 OP 最 小 就 可 以 了 。 大 疙 ， 由 点 O 向 
4B0D 的 各 边 作 垂 线 ， 其 垂 足 就 是 各 边 的 中 
点 P、@、、S, 则 PQRS 即 为 所 求 的 面积 最 
小 的 正方 形 。 

2810. 在 已 知 贺 O 内 ， 求 面积 最 大 的 矩 
形 4BOD。 

解 ” 贺 内 接 算 A D 
形 4BOD 是 正 
方形 时 ， 其 面积 
最 大 . 其 理由 是 ， 
加 内 接 和 矩形 是 关 
于 圆心 0 对 称 的 有 
图 形 ， 因 此 从 固 
定 一 条 对 角 线 来 考虑 。 任 作 一 个 矩形 
4'BC'D, 从 4' 向 BD 作 垂 线 4' 有 ,由 于 4B 
一 4D, A401.BD, 有 A40>4'H., 

“, Sa4pp> Sa4’BD. 
改正 方形 4BCD 面积 > 矩形 4'BC'D 面积 . 

2811. 在 已 知 人 48C 内 ， 求 作 面 积 最 大 
的 内 接 和 矩形 . 

解 ” 设 任意 内 接 矩形 为 DEFG。 从 和 4 向 
20 作 垂 线 为 4 互 , 则 

GPF: BCO=AG:AB, 


DG:AH= BG:ABD, 
", GF.DG:BOC.AH=AG.BG:ABD. 
因为 BC 如 及 
当 AG。BG 最 大 
时 ，GB .DG 也 
最 大 设 4B 的 
中 点 为 K, 则 B H 
AG. BG= _ AK? KG?. 
当 芭 G=0 时 , 即 点 G 为 4B 的 中 点 时 , 矩形 
CDB8 的 面积 最 大 ， 

2812. 在 三 边 长 的 和 为 一 定 的 直角 三 角 
形 中 , 证 明 斜 边 最 小 的 是 等 腰 直 角 三 角形 .并 
作 其 图 . 

解 ” 设 周 长 为 a, 斜 边 为 2 其 他 两 边 为 了、 
y， 这 时 


0 十 十 2 一 0， $Y 
好 一 好 十 人 2。 © 
从 中 解 出 y, 代入 加 得 
22= 二 2 十 (G 一 2—2)2, 
即 2x2 十 2x(z 一 0) 十 0 一 2az 一 0。 
因 x 取 实 数 , 必须 使 这 个 方程 的 判别 式 
(2 一 4)2 一 2(c2 一 2cz) 兰 0， 
即 22 十 2az 一 02 社 0。 
., [z+(MV23+1l)aj:[se—(vV 23—1al 
伴 0。 
因为 >> 0， 解 这 个 不 等 式 得 
2 莹 (3 -1I)a， 

满足 此 不 等 式 的 z 的 最 小 值 是 (~ 可 一 1)a。 
因此 zy 一 2 全 是 等 历 三 角形 . 

[ 作 图 ] 作 等 于 a 的 线段 PR， 作 人 4P@ 
使 ZP= 人 8 一 22*30'。、 再 作 4P、49 的 三 
直 平 分 线 , 与 PQ 的 交点 为 B、C, 则 人 4BC 
即 为 所 求 的 适合 条 件 的 直角 等 腰 三 角形 。 

A 


A 
和 
oN As XN/ 2、 
-并 攻 


2813. 在 A4H0 的 两 边 4B、5C 上 取 两 
段 为 两 边 ， 在 边 C4 上 取 一 点 为 顶点 的 内 接 
平行 四 边 形 中 , 求 其 面积 最 大 者 。 

解 设 D、 恕 、 忆 为 人 4BC 的 各 边 中 点 ， 


Q 
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则 平行 四 边 形 DBEF 的 面积 最 大 。 证 明 如 
T 


设 D、 召 、 了 了 分别 为 4B、BC、C4 的 中 点 ， 
作 另 一 个 内 接 四 人 
边 形 DBE'F', 
再 作 平 行 四 边 形 
DBOH, 设 卫 机 
与 也 的 交点 为 
K, 则 了 E’ 
口 fDD'K 面积 一口 了 ET 面积 

(. DF=FH). [OY 
又 点 在 口 了 BCEH 的 对 角 线 了 OC 上， 因此 
有 

口 KBB'F' 面积 = 口 K'F'I 五 面积 。 四 

由 四 、@ 得， 
口 fDD'K 面积 >> 口 KBB'F' 面积 ， 
两 边 同 时 加 上 口 D'BEK, 得 
总 PDB 好 面积 > 口 DBE'F' 面积 ， 
即 以 三 角形 各 边 中 点 为 顶点 的 内 接 平行 四 边 
形 的 面积 最 大 。 

2814. 在 以 4B 为 弦 的 弓形 内 ， 作 定 长 为 

?的 纺 0D, 使 四 边 形 48DC 的 面积 最 大 。 


解 车 4B J CD， CD 
则 四 边 形 4BDC 的 
面积 最 大 .其 理由 是 ， 
取 驴 AB=2, 因为 CD 
一 有 AN 


AO4BceAOOD， Av 一 8 

.“» 人 AO4OcseACcBD， 
要 使 四 边 形 4BDC 的 面积 最 大 , 因为 人 04B 
十 AOCD 为 一 定 ， 只 要 AOBDTAO40 即 
人 AOBDT+TAO2BD 为 最 大 就 可 以 了 。 加 上 一 
定 值 A0BE, 使 人 BED 为 最 大 就 行 了 。 所 
以 取 BOD 二 人 EOD (这 样 有 CDYf 4B) 的 
点 也 则 四 边 形 4BDC 的 面积 最 大 .。 

2815。 扇形 04B 的 内 接 矩 形 GH 有 RF 的 


面积 , 当 始 = 子 好 时 最 大 ， 其 中 , 点 G、 
也 在 态 上 , 瑟 、 如 分 别 在 O4、OB 上 。 

解 设 妇 的 中 点 为 ,因为 巡 一 于 人 2 
所 以 姓 一 去 人 TH。 过 点 G 作 切线 与 04、 
Dx 的 延长 线 的 交点 分 别 为 及 、L, 则 KG= 
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QO 

现 另 作 一 个 任意 内 接 和 矩形 G' 及 BB', 设 
五 互 、 玖 万 与 OL 的 交点 分 别 为 S、 8', 则 项 
点 GY 在 切线 KL 的 内 侧 ， 延 长 囊 G' 与 LE& 
相交 , 设 其 交点 为 四 ,因为 G 是 五 荆 的 中 点 ， 
根据 问题 2811 得 

矩形 GEAST 面积 
之 抠 形 LH'9'T' 面积 . 
又 上 矩形 放 五 'S'T' 面积 
> 矩形 G' 玉 'S'DV' 面积 ， 
“。 矩形 GESZ 面积 
> 和 矩形 GBS 面积 ， 
故 矩形 GBF 面积 
> 矩形 G' 玖 "如 也, 面积 。 

2816， 设 两 已 知 圆 O0、O' 相交 于 点 P、@， 
过 点 @ 引 两 圆 的 弦 49B 使 和 人 PA4B 的 面积 
最 大 . 

解 ”因为 圆 O、O' 是 定 罗 ,所 以 引 弦 48@B, 
人 PA4B 及 LPBA4 的 大 小 一 定 .因而 人 PAB 
的 形状 一 定 。 要 
使 作 P4B 的 面 
积 最 大 ,只 须 4B 
为 最 大 。 当 4B 
与 连 心 线 00' 平 
行 ， 即 PQ1L4B 
时 ,4B 最大, 故此 时 八 P4B 的 面积 最 大 .。 

2817. 在 已 知 人 4BC 的 外 接 正 三 角形 
中 , 求 面积 最 大 的 。 

解 [ 作 图 3 以 
AB、AC 为 弦 分 别 
作 张 成 角 60* 的 弓 
形 弧 ， 设 其 贺 心 分 
别 为 O、O', 过 点 殷 
引 和 平行 00' 的 直 
线 ， 与 两 弓形 绝 的 
交点 分 别 为 0'、B3'， 延 长 BC 与 延长 C"B 相 
交 于 4， 则 公 4'8'C' 是 最 大 面积 的 正三 角 . 
形 。 


了 


B 


第 六 章 最 大 最 小 


[证 明 ] 由 作 图 知 人 B'=60°, 人 0'=60°，, 
因此 A4'B'O' 是 正三 角形 。 因为 BC' 平行 
连 心 线 O0， 它 是 过 点 4 的 最 长 割 线 ， 故 
入 4'B'0' 是 面积 最 大 的 正三 角形 。 

2818.- 求 作 已 知 人 4BC 的 有 最 大 面积 
的 外 接 三 角形 PQ'B'， 且 与 定 人 PQB 相似 . 

解 以 4B 为 弦 S 
作 含 角 LP 的 马 
形 , 设 其 圆心 为 0。 
其 次 以 40 为 弦 作 
合 角 L@ 的 弓形 ， 
设 其 圆心 为 0'. 设 
过 4 引 00' 的 平 
行 线 与 图 O、O' 相 了 
交 于 P、9，PB 
与 @C 的 交点 为 
及 则 人 PPO 安 ' 邯 
为 所 求 的 适合 条 件 
的 三 角形 。 

2819。 求 作 与 已 知 三 角形 相似 的 三 角形 ， 
使 它 外 切 于 三 个 定 圆 , 且 其 面积 最 大 。 


解 “ 设 已 知 三 个 定 加 的 圆心 分 别 为 0、O'、 
0”, 则 AOOO0" 是 定 三 角形 。 根据 上 题 , 作 
AO0'0" 的 外 接 三 角形 4BCO, 与 已 知 三 角形 
相似 , 且 使 其 面积 为 最 大 . 在 人 4BC 的 外 侧 
引 平行 于 各 边 的 直线 , 且 分 别 切 于 三 个 定 部 ， 
设 其 交点 为 4'、B'、C'， 则 A4'B'C' 即 为 所 
求 之 三 角形 。 其 理由 是 ， 点 O、O'、O0" 分 别 
在 人 4BC 的 各 边 上 , 作 与 人 4BC 各 边 平 
行 且 分 别 切 于 定 圆 的 直线 组 成 的 三 角形 
4'BIC'。 则 人 4'B'C'w 人 4BO， 各 对 应 边 间 
的 距离 是 三 个 圆 的 半径 , 是 一 定 的 .所 以 要 使 
和 A4'B'C" 的 面积 最 大 ， 只 须 使 人 4BC 的 面 
积 最 大 即 可 。 报 据 以 上 作 图 已 满足 此 条 件 ， 
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2820. 已 知 角 B4C 的 两 边 切 于 加 0， 
在 贺 0 的 切线 与 人 4 
的 两 边 所 作 的 三 角形 
4BC 中 ， 车 切线 BC 与 
点 女 在 贺 O 的 同 侧 , 求 
最 大 面积 的 人 4B0; 若 
切线 BC 与 点 4 在 圆 0 
的 异 侧 ， 求 最 小 面积 的 
A 人 AA4ABO. 

解 使 4B=40, 有 
BC 与 点 4 在 圆 0 的 同 
侧 , 则 三 角形 4BC 的 面 
积 最 大 。BC 与 点 4 在 
圆 O 的 异 侧 ， 则 三 角形 
女 BC 的 面积 最 小 。 

FE 证明 ] 当 BC 与 点 
4 在 0 的 同 侧 时 。 

Sa4agc 一 四 边 形 47O 刀 面积 一 2SAoac。 
出 于 四 边 形 4FO 如 是 一 定 的 ， 当 人 OBC 最 
小 时 , A4BC 最 大 . 但 是 28aopc 一 EO.OD， 
因为 0D 一 定 ， 所 以 BC 最 小 时 ， 作 OBC 就 
最 小 . 由 问题 2715 知 ,在 4B=AC 时 BC 最 
小 , 从 而 人 4B0 的 面积 最 大 。 

当 .BO 与 点 4 在 O 的 异 侧 时 ， 

Se4so 一 四 边 形 47O 妈 面积 十 2SAoac。 

当 BO 最 小 时 人 OBC 最 小 ， 从 而 使 人 A4EC 
为 最 小 。 同 理 当 4B=4C 了 时 ， 人 4BC 的 面 
积 最 小 。 

2821. 在 己 知 人 4BC 中 ，PO 上 有 一 定 
点 P， 其 延长 线 上 有 一 定点 @， 求 从 点 9 引 
直线 RS 与 4B、40 分 别 交 于 点 五 、S， 使 
和 人 PRS 的 面积 最 大 。 

解 f 作 图 ] 在 BC 上 取 点 D, 使 8D 为 
@B、80 的 比例 中 项 ， 过 点 K 引 4LC、4B 的 
平行 线 与 4B、 
AC 的 交点 为 E、 
5S, 连结 PR, PS， 

- 则 APRS 即 为 
所 求 之 三 角形 。 

[证 明 ] 由 作 9 AER 
图 知 ， QB: QD=QD: QO0, a 0 
4B, 因此 人 到、 8 在 一 直线 上 。 另 外 任 作 一 
条 直线 @RE'S'， 设 与 4B、AC 的 交点 分 别 为 
Br'、S', 连结 BP、S'P, 则 
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Saephg PQ Sepp's' 
Saprs DO Sapps… 
且 Saprs=SADRs’> SapR’s’s 
“» Saprg> SapR’s’, 
故人 APRS 的 面积 最 大 . 
2822， 作 一 四 边 形 ， 使 其 一 组 对 角 等 于 
已 知 角 , 外 切 于 定 圆 且 其 面积 为 最 小 。 
解 ” 设 四 边 形 4BOD 为 定 较 0 的 外 切 四 
边 形 ，~ 4、~C 分 别 等 于 已 知 角 。 其 切 点 依 
次 为 P、@、 及、S, 则 只 须 


LS0R— LPOQ—3(LA+LO0) 


就 可 以 了 。 其 理由 是 , 因为 
LZPOS=2/R— /4, 
LROQ=~2/R- /OC. 

由 于 人 4、LC 是 一 

定 的 ,所 以 CZPOS 及 

BO98 一 定 , 从 而 四 

边 形 4SOP、CROQ 

边 形 DSOR 填 四 边 形 

BQOP 为 最 小 时 ,外 ?了 : 

切 四 边 形 的 面积 最 小 。 因 此 只 要 其 一 半 

入 DOR+ 人 BOQ 为 最 小 就 可 以 了 。 

把 A09B 绕 0 旋转 使 09 与 OR 重合 ， 
其 位 置 为 人 ORB'。 则 由 他 十 多 一 定 ， 可 
知 交 + 交 一定. 故人 DOB' 一 定 。 由 此 要 
使 ADOB' 的 面积 最 小 ， 只 人 须 0D=0B' 即 
DR 二 RB' (问题 2799) 从 而 SB 一 B。 因此 
LS0R= /POQ. 

.. 2LSOR=4/R—(/SOP+ /TOQ) 
一 /4+ LAC， 

故 LSOR 一 二 (C4+2C)=-P04. 
故 即 可 作 图 。 

2823. 若 过 已 知 矩 形 4BCD 的 顶点 4 引 
一 条 直线 ， 与 CD 交 
于 点 了 ,与 BC 的 延 
长 线 交 于 点 @, 求 使 卫 


z yd C 
CR 史 枯 


最 小 的 点 了 的 位 置 . 
~wm, 则 PCO 一 q 一 2. 因 A Bb 


解 设 DC=a,DP 
为 D4:09=z: (a 一 2), 设 D4=b, 则 


第 四 编 作 图 题 


I 
C00=—(4 2).. 
设 Sapap+Sapco=8, 
则 28=DP.DA+PO.CQ 


一 DZ 十 (一 2) 。 Dla) 


“. 2Sr%=—bxm+b(a—2%)? 
=26%2— 2abx ++-a2, 

因而 22622 一 2(@b+S)z 十 a2b=0., 全 
芭 使 方程 有 实 根 , 必须 

DA/4=(aD 十 S)2 一 2c202 兰 0。 
解 此 不 等 式 得 8 兰 (V 3 一 1)ab, 因此 S 的 最 
小 值 为 (V3 一 了 a5b。 代 入 @ 式 ,可 得 
/可 
ZX 一 3 a. 

2824， 设 锐角 八 4BO， 从 边 BC 上 一 点 
己 向 其 他 两 边 作 垂 线 ,其 重 足 分 别 为 M、N。 
求 使 人 PMN 的 面积 最 大 时 点 卫 的 位 置 . 

解 设 BC 的 中 点 为 0， 从 0 向 4B、40 
作 垂 线 的 委 足 为 @、R， 在 BC 上 另 取 一 点 
P, 设 OP=z, 0B=00=m, 00=a; OR=0, 

A 


., PM.PN=20 a. 


而 m%、a、5 是 定 值 , 要 使 PM.PN 为 最 大 , 只 
须 使 z 一 0 就 可 以 了 。 故 当 忆 在 BC 的 中 点 
上 时 ，APMN 的 面积 最 大 。 

2825， 局 长 一 定 的 正 多 边 形 ， 若 其 边 数 
增加 , 则 其 面积 增 大 。 

解 设 4 为 正 边 形 ，5 为 周 长 与 a 相等 
的 正 % 边 形 ,于 是 %<%。 作 与 a 的 面积 相等 
的 正 % 边 形 c， 则 根据 问题 2793 知 ，4 的 周 
长 >c 的 周 长 。 但 是 4 的 周 长 =6 的 周 长 ， 
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5b 的 周 长 > 的 周 长 . 
因为 6、.c 都 号 正 % 边 
形 ， 所 以 b 的 一 边 大 @ 四 
于 'c 的 一 边 。 又 因为 
边 数 相同 的 正 多 边 形 

的 面积 与 其 一 边 的 平 

方 成 比例 ,所 以 b>c. | | 

故 周 长 一 定 的 正 多 边 

形 , 当 边 数 增多 时 , 其 面积 增 大 . 

2826. 在 边 长 分 别 相等 的 以 直线 为 边 的 
图 形 中 ， 以 部 内 接 图 形 的 面积 最 大 ， 

解 ” 在 多 边 形 45CD、4'B'C'D' eb 设 AB 
~=AB', BC= BOC’, 

CD=0'D',DA=D'A', 

4BCD 是 贺 具 按 图 

形 ，4 BCD 不 是 圆 

的 内 接 图 形 , 则 4BCD 

的 面积 比 4'8'0'D’' 的 

面积 大 。 其 理由 是 ,在 4 D、 人 
等 于 弓形 红 APB、 BQC 

的 马 形 弧 ， 这 两 条 曲线 

的 周 长 相 等 。 但 是 , 因 

为 一 个 是 圆 另 一 个 不 是 

圆 , 所 以 根据 问题 2839 

知 ; 加 4ECD 比 曲 线形 ， 
A'P'B'Y'C'D' 大 . 故 使 图 形 4PB 与 4'P'B,, 
BQC 与 BC 相等 引 四 个 弓形 时 , 则 4BCD 
的 面积 大 于 4'8'0'D' 的 面积 . 

2827 . 在 边 数 一 定 的 等 边 、 等 周 长 的 多 
边 形 中 , 面积 最 大 的 是 正 多 边 形 . 

解 ” 根据 上 题 知 ， 在 等 周 长 、 等 边 的 多 边 
形 中 , 面积 最 大 的 是 圆 内 接 多 边 形 。 但 在 贺 
内 接 等 边 多 边 形 中 , 以 正 多 边 形 的 面积 最 大 . 
故 在 边 数 一 定 的 等 边 \ 等 周 长 多 边 形 中 , 正 多 


边 形 的 面积 最 大 . 
2828。 在 边 数 一 定 的 等 周 长 多 边 形 中 ， 
以 正 多 边 形 的 面积 最 大 . 


解 ” 如 果 在 多 边 形 中 , 相 邻 的 两 边 不 相等 ， 
则 在 两 边 之 和 不 变 的 条 件 下 移动 顶点 ， 使 两 
边 相等 时 , 根据 问题 2804 知 其 面积 变 大 .又 
根据 上 题 知 ,等 边 多 边 形 为 正 多 边 形 时 , 其 面 
积 最 大 。 故 等 周 长 的 多 边 形 为 正 多 边 形 时 面 
积 最 大 . 

注 在 等 周 长 的 三 角形 中 ， 面 积 最 大 的 是 
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正三 角形 . 

2829， 在 已 知 加 内 ， 人 
接 三 角形 . 

解 ” 贺 内 接 最 大 面 
积 的 三 角形 是 正三 角 
形 。 其 理由 是 , 若 边 
不 相等 ， 则 顶点 在 它 
所 在 的 弧 上 移动 到 弧 
的 中 点 时 ， 面 积 随 之 
增 大 。 所 以 三 边 都 相等 时 , 即 正三 角形 的 曾 
积 最 大 . 

2830. 在 等 局 长 的 平面 图 形 中 ， 面 积 最 
大 的 是 四。 | 

解 “等 周 长 的 且 面 积 最 大 的 图 形 必须 是 
凸 图 形 。 其 理由 是 ， 若 
42CD 为 四 图 形 ， 设 以 4 
40 为 轴 将 图 形 4D2 向 
外 折 迁 的 图 形 为 4BEC， 
则 折 送 前 后 图 形 的 周 
长 不 变 , 但 图 形 4BOD 
的 面积 小 于 图 形 4BOZ 的 面积 , 所 以 在 周 长 
一 定 的 图 形 中 , 叫 图 形 的 面积 不 可 能 最 大 . 

其 次 , 设 4ZBBA4 为 周 长 一 定 的 最 大 面积 
的 图 形 , 在 其 上 取 两 点 4、B, 设 周 长 被 二 等 
}, 则 直线 4B 把 图 形 的 面积 也 二 等 分 。 其 
理由 是 ， 如 果 面 积 不 i 
被 二 等 分 , 则 以 4B KE 
为 轴 ， 将 面积 大 的 
分 折 迁 过 来 ， 周 长 不 A 3 
变 而 面积 增加 ， 所 以 
与 假设 图 形 面积 最 大 
矛盾 . 故 直线 4B 必 
把 图 形 的 面积 二 等 分 。 由 此 知 两 部 分 4BB、 
AFB 是 关于 4B 为 对 称 的 图 形 . 

设 至 、 妈 是 关于 4 万 的 对 称 点 ， 则 玉生 
直 于 4B 且 被 4B 所 平分 。 且 

LAEBB=—/AFP=/R. 
如 果 人 4EB、 人 人 AFB 不 是 效 角 , 则 4B、4F、 
BF、BE 及 其 外 部 的 图 形 不 安 , 当 人 4EB~ 
了 AFB= /RR 时 ， 八 4BE+ 俯 AFB 的 面积 
随 之 增 大 ， 从 而 全 图 形 的 面积 也 增 大 ， 册 于 

是 各 周 界 上 的 任意 点 , 因此 4FB、AEB 
都 电 半 加 周 . 故 图 形 4 如 BPA 是 贺 、 即 在 周 
长 一 定 的 图 形 中 ,面积 最 大 的 图 形 是 贺 。 
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“1. 角 、 对 角 线 

2831。 边 数 为 % 的 凸 多 边 形 内 角 的 和 等 
于 多 少 ? 它 的 外 角 之 和 等 于 多 少 ? 正 % 边 形 的 
一 个 角 有 多 大 ? 

解 《内角 和 ) ~(2n 一 4) 人 

( 正 %' 边 形 的 一 个 角 ) 一 全 . 

2832.、 缴 长 等 于 半径 的 圆心 角 为 几 度 

几 分 几 秒 ? 取 w 一 了 


解 ” 设 半径 为 *， 则 圆周 长 是 2r7, 设 弧 长 
等 于 半径 的 圆心 角 为 a2*， 则 
7” 2 。 。 180° 
32z7 360°? 人 


355 _~ 
0 ?oo ?1744.7 
?一 180 13 57 


注 _ 称 为 一 弧度 (至 ) 。 

2833， 设 人 A4B0 
(LA=60°, LB= 
80"，LC 一 40°) 各 角 ON - 
的 平分 线 和 外 接 加 的 【入 DC、 
交点 分 别 为 4 BAMOSNASs 
求人 4BC' 和 名 角 NAV 
的 大 小 。 A 

解 人 4= 人 L441B'+ 人 L440 

~— LABB'+ LACO' 

一 寺 (CB+LO) 


一 于 G%0" 十 40*) 一 60"。 
同样 ， ZB' 一 于 (CO+ 4 
三 于 (40。 十 60") 一 50。， 
LC'= 二 (L448) 


一 于 (60" 十 80") 一 70". 


计算 问题 


2834， 已 知 4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 ， 
延长 4B、DCO 相交 于 A 
点 了 ,延长 4D、 BC 
相交 于 点 @.。 设 
LAPD=—20°, 
LCQD=40°, 
求 这 个 四 边 形 的 各 
角 . 


解 办 
LA+20°+LA+40° 
=360°— (LD+LB) 
一 360。 一 180。 一 180。， 
,2/4A=180°— (20° +40°) =120°,。 
因而 LA4=60°, 
LC=180° —60°=120°, 
LB=180°— (LA+ LQ) 
=180°— (60° 4+40°) ~—80°。 
,LD=180°—80°=100°, 
2835. 已 知 在 平面 上 有 两 个 园 0 和 0'。 
一 加 的 半径 为 "， 另 一 加 的 半径 为 V37. 设 
两 贺 的 圆心 距 是 27， 
求 两 圆 的 半径 在 两 
圆 的 交点 4 处 构成 
的 角 及 人 400'、 
L400. 
解 办 为 
AO:00': 40'=1:2: V3, 
所 以 LA=90%，LO=60"， 人 LO'=30°. 
2836. 在 凸 % 边 形 中 能 作 多 少 条 对 角 
线 ? 又 有 104 条 对 角 线 的 凸 多 边 形 有 多 少 条 
边 ? 
. 解 去 %(m 一 3) (条 )， 


因为 吝 %n 一 3) 一 104， 
.…。 二 16 ( 边 )。 
2837。 已 知 一 圆 的 周 长 为 75cm， 求 各 


此 贺 等 积 的 正方 形 对 角 线 的 长 度 。 
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解 ” 当 阅 的 周 长 为 75 em 时 ， 此 贺 的 半径 
为 这 om, 所 以 加 的 面积 为 «(25) om? 

2 2 < 


与 圆 等 积 的 正方 形 一 边 的 长 度 为 至/ 二 
cm。 由 于 对 角 线 的 长 是 正方 形 一 边 之 长 的 
MV 豆 倍 ,所 以 对 角 线 长 为 -号 

注 近似 值 约 为 ee 


号 om 


2838。 已 知 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 边 
长 为 4B=a，BC==b， 
CD=c,，DA 一 @, 求 对 BR 
角 线 40 的 长. 4 


解 由 和 4 作 BO、CD 
的 垂 线 A4B、AF. 设 4C 
“=H, BE~z, DFey, 


由 问题 847, 得 
=Qa+b?— 2bg, 也 
-02 一 c2 十 人 2 十 2cy， 四 
因为 A4BBcoA4DF， 
。 2_0 
二 vy a . 四 
由 四 、@, 得 
a be—0+ R20y, @ 
由 @ 得 ”y= 禾 ， @ 
把 @ 代 入 @, 得 
_ @+ab?—ac?—ad? 
Tat 
把 @@ 代 入 @, 得 
apt .D+ abe ab 
Eee 00 十 cq 
edt bod abe? + ob 
avb+cea 
— (ac+bd) (ad tbe) 
CD 十 CQ 
sleet oa) 
9 CD 十 CQ 


注 把 图 中 的 4 代入 @@ 得 到 2 然后 把 
2 代入 @ 中 得 到 一 样 的 结果 
2839. 在 菱形 4BOD 中 , 已 知 4C 十 五 刀 
一 70cm， 内 切 圆 的 半径 0 五 一 12cm, 求 它 的 
一 边 及 对 角 线 的 长 。 
解 设 04=z, 0B 一 y, 则 
2 十 y 一 35。 | 


计算 问题 


因 LB VHT V+ 
12V m+ = wy, ©® 
解 DO、@, 得 
2 一 20， % 一 15。 
所 以 ”AB~= ~ 202+152 一 25 (com)， 
AC=40 (cm), BD=30 (em), 

2840. 在 梯形 SR oe 1 aD, 
AB=a, BC = b, 

CD==c, DA=d, 求 
对 角 线 40、 BD 的 
长 。 

解 如 果 从 点 4 BE ¢ 
作 BC 的 垂 线 4B, 再 从 点 委 作 DC 的 平行 线 
43, 因 AB=a,， BG 一 6 一 G, 4 一 c， 所 以 由 
和信 4BC、 人 入 4BG, 得 
AC?= AB?+ BC?2— 2 .BE, 

AG?= AB?+ BG?— 2BG. BE. 
( 十 D2 一 20 .也 万， 
C? 一 02 十 (一 加 2 一 2(0 一 0 .BE. 


因而 
AG?=a + bb. 0 + bo 
0 一 以 
_ cb+ bd—bd? ad 


v—a : 


a EE ba*—aa 。 


同样 > 


2841， 求 半径 为 7 的 加 和 
一 边 的 长 ， 正 五 边 形 的 对 o 
角 线 之 长 和 它 的 一 边 的 
长 。 

解 ” 设 半径 为 ?的 加 的 C 
圆心 为 0， 内 接 正 十 边 形 
的 一 边 为 4B, 则 人 40B 六 EE 
=36°, 

“, LO0AB=/0BA=72°, 


Pe Ye va — od 。 


2. 边 ” 数 避 629 
设 人 O04 的 平分 线 和 0B 交 于 点 0, 则 M10+2V/ 5 
LBAC= /040=36°, 正 五 边 形 的 对 角 线 = 一 一 5 一 一 ?7 
., OC0=A0=A4B. ID 
而 且 人 B4C= .400, 所 以 B4 在 点 4 处 切 正 五 边 形 的 一 边 = 一 一 5 一 一 ?7。 
于 网 O4C。 2842。 已 知 边 长 为 a 的 正 五 边 形 ， 求 其 
BA?= BO. BO., 对 和 角 线 的 长 。 A 
设 AB=00==z, 则 2 一 7 (7 一 2)， 解 ” 设 边 长 为 a 的 
,472 一 7=0， 正 五 边 形 为 4BOD， 站 
~1+V5 5-1 两 条 对 角 线 4D 和 8 
i BE 的 交点 为 P， 则 
i ABP— /BAP 
即 A < - 
其 次 ， 设 辕 O 的 内 接 正 所 以 , 4 和 贺 a 
五 边 形 的 一 边 为 4D, 劣 EA EP.EB, 
弧 4D 的 中 点 为 B, 则 4B 设 BB=x, 因为 


点 吕 的 直径 为 BB, 则 AE 马 
是 正 五 边 形 的 对 角 线 ， 人 BA 是 直径 上 的 
圆 肩 角 , 所 以 为 直角 . 


». AE?=BE?—AD? 


因而 4B 一 一 一 一。 
再 次 , 设 4D 和 BB 的 交点 为 了, 则 了 是 4D 
的 中 点 ,4F.LBE. 
.*, BE.AF—AB.AE. 
但 是 BE-.AF=2r.AF~—7.AD, 
,7AD=AB.AE 
V5-1 Mi0r2vV5 
Oe 


_V(v5 -D10+2 ~ 5) 了 
至 


因而 4D= ~ 一 


二 
故 正 革 边 形 的 一 边 一 > ?7 


LZBAP= /BPA=72°, 
BP~= AB~EA=a. 


从 而 Q2 一 (Z 一 0)0 
即 2—ar—a~=0. 
取 方 程 的 正 祖 , 得 
a /or ar Bt 
2 
它 。 边 数 
2843.. (1) 如 果 一 个 正 多 边 形 的 一 个 


角 等 于 边 数 为 其 两 售 的 正 多 边 
分 , 求 前 一 个 正 多 边 形 的 边 数 . 
(2) 如 果 正 多 边 形 的 一 个 外 角 等 于 正 十 边 
形 一 内 角 的 5, 求 其 边 数 。 

解 。 0 设 所 求 的 边 数 为 则 由 


形 一 个 角 的 


2 4 AR 一 2 4 ‘SB, 
解 之 得 0 一 6 
4 _8 5 
(2) 由 有 一 噩 LEX 
解 之 得 % 一 6。 


已 知 凸 多 边 形 的 内 角 成 等 差 数 
I， 其 中 最 大 角 是 177°, 公差 一 3"。 求 此 多 
0 
解 设 所 求 的 边 数 为 %, 则 
g0C2n—4) = ee (—3)] ， 


on V+n—240=0, 


en 
Te 
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取 方 程 的 正 根 % 一 15。 

2845. 已 知 两 个 凸 多 边 形 的 边 数 之 和 
为 12, 其 对 角 线 的 和 是 19, 求 这 两 个 凸 多 边 
形 的 边 数 。 

解 设 两 凸 多 边 形 的 边 数 分 别 为 x、y， 解 
方程 组 : 
2 十 3 一 12， 
| OO 一 3) 
2 
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+ 9， 


得 2 一 5, 9=7, 或 者 2 一 7, 2 一 5。 

2846 。 已 知 两 个 正 多 边 形 的 外 角 之 差 
是 1°, 边 数 之 差 是 12, 分 别 求 出 两 个 正 多 边 
形 的 边 数 。 

解 设 两 正 多 边 形 的 边 数 分 别 为 z、y， 依 
题 意 得 


360 360 
Z 一 2 一 12， 2 


解 之 得 ， z=72, % 一 60。 


人 .线段 的 长 本 

2847， 若 把 10 cm 的 线段 分 成 中 外 比 ， 
求 其 各 部 分 的 长 ， 

解 设 在 4B 的 中 了 re 

外 比 中 ,内 分 点 及 外 分 点 分 别 为 己 、 王 ; 则 
AP?~ 4B.BP, 中 
4P2 一 BP4,BP'。 四 
设 4P= 4P' 一 且 4B=10。 由 四 得 
23=10(10—w), 
oo 0 十 10w1 一 100 一 0, 
取 方 程 的 正 根 
z=—5+MV+100=5V5 一 5 
一 5(/ 5 ~—l). 
又 出 @， =10(10+m»), 
“。 弘一 10wo 一 100=0， 
取 方 程 的 正 根 
02 一 5 十 M+I00=5V 5 上 5 
一 5(/ 5 十 1)。 

2848。 已 知 梯形 4B0D 的 上 底 4D=8 
em, 下 底 BO=15em, 在 边 4B、CD 上 分 剂 
取 恕 、F, 使 4B: 有 BB=DF:;FC=3:2, 求 
BF 的 长 。 

解 设 40 和 EF 的 交点 为 忆 ， 因 BOY EP, 
所 以 


BO:EP=AB: AE, 


计算 问题 


即 15: BP= (8+2) :8, 
和 .15x3 _ 

“» EP 
AD:PF~ DO:FO, 

“8:PF=(3+2):2, 
8xX2 1 

2 

1 


EF= EPi+PF=9+3 =12 5 


2849. 设 梯 形 4B0D 的 上 底 4D、 下 底 
BOC, 分 别 为 acm、bem, 求 过 对 角 线 交点 


因而 


0 和 底 边 平行 的 线 A ga 
段 召 F 的 长 。 
解 因 E F 
EO: BC 
= AO:AC 
0G2G 十 0 bom 
EO:0=a:a+b, 
i ab 
8 SOm 
ab 
同样 FO=—+p 
所 以 
Fe=EO--OF : 
Db ob 2d 
aTb” atb atb° 


2850. 已 知人 4BC 被 平行 于 的 两 
直线 DE 和 D'E' 


三 等 分 , 求 这 两 条 
线段 的 长 。 其 中 
BC=—30em. 
解 
人 eapg _1 
SaAaao 和 
因 AADEwAABO, 
: DE? 1 
人 3 
因而 DE?=3 BO?, 


故 
DE= 方 G 
二 17.33 (ecm). 

Seapz 2 

又 因 Saapc 3” 

DE 2 

"Bo 3° 

故 


DB BC=10V 6 ~24.49 (em) 。 
2851。 在 八 4BC 内 作 平 行 于 BC 的 直 
线 卫 万 ， 使 四 边 形 DBOE 为 人 4BC 的 % 分 
之 一 。 求 DB 的 长 度 ， 用 
其 中 BO=a。 


解 若 
”四边形 BDO 面积 
Sa4po 了 


故 DZ 2 a。 

2852。 已 知 梯 
有 形 的 两 底 边 分 别 为 
9ecm、13ecm。 求 平 
行 于 底 边 且 平 分 梯 
形 面积 的 线段 的 
长 。 

解 因为 ZZ 平 8 
分 梯形 , 所 以 
BApxy 一 Saz4D 一 SAPao 一 Sapxy 

(了 是 B4、OD 的 交点 ), 因而 

2SApxr 一 SAp4p 十 SAppo。， @ 
但 是 4D1 和 ZY VBO, 所 以 

APXZcAP4DoAPBO， 
os SApxy:SAP4DISAPBC 
= XY AD?: BO?. 
根据 题 意 , 4D 一 9 ecm, BC 一 13cm, 设 
XY ==%cem, 

贴 Bapxy:SapapiSepao 一 op;92:13?。， 


由 @， 


3. 线段 的 长 


2 一 92 赴 132 一 250， 
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,Zs 125 11.18 (em). 
2853. 在 直角 三 角形 4BC 中 ， 从 斜 边 
BC 上 一 点 DD 所作 4B 的 垂 线 为 DE, 4B 一 
20m, BC 一 29m，AEF 一 2m。 如 果 在 线段 
B 有 上 取 一 点 了 , 设 B84m，A4O、FD 的 
a G， 求 8G 的 长 。〈 计 算 到 小 数 第 二 


BG 


解 在 直角 三 角形 4BO 中 , 4B=20, BC 

一 29， 

AOC= V0 —207 一 21. 
但 是 4C/1 ED, 所 以 人 4BOwABBD, : 

ED BB 
于 是 ‘0-2B? 
故 BD=-3Lx 蓉 =- 双 . 
又 六 BF 一 14, 所 以 在 ADZF 中 ， 
FD BE 14 1 +142 一 553 .区 


一 23.52。 
又 因为 A 
ds FG=FDx<4 了 4 zg. 52XTT 


一 26.88 (m)。 
2854. 在 定 直 线 开 了 的 同 侧 有 两 定点 
L、B，AB 一 13cem，A4、B 到 XY 了 的 距离 


分 别 为 3cm、7 CC B. 
cm。 内 和 .BB 向 
在 有 了 上 一 点 P 2 


作 线 段 4P、BP，A 
求 4P、 BP 之 和 x 
为 最 小 的 长 . 

解 由 4 向 A 
ZY 作 垂 线 4X， 且 在 其 延长 线 上 取 开 4'= 
XA. 连结 B4, 设 B4' 和 XY 的 交点 为 忆 
则 4P+BP 一 4 就 是 所 求 的 长 。 

从 点 向 了 Y 所 作 垂 线 BY, 再 从 B 向 
X4 的 延长 线 作 垂 线 BC， 因 

AB=13, AX=2, 


计算 问题 
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从 而 OZX=BY=7. EB=—4., 
所 以 40 一 7 一 2 一 5， 所 以 7: 也 了 B 一 8:4。 
BO?2= AB?— AO0?=:13?— 52—144, DB= 7x4 一 3.5。 
又 因 “40 一 OCX 二 X4' 一 7 二 2 一 9， 一 各 
所 以 又 AC:DB=EA:ED, 
4B= /TFT — MV 14dTt8l ~=15. AC=7, DB 一 3.5， EA4=~12. 
2855. 以 O 为 圆心. 半径 为 1 的 贺 的 直 . ED= 12%3.5 6. 
sy AOB LO 
se mo 2857。 已 知 半径 分 别 为 3cm 和 2om 的 


于 半径 , 设 由 0 作 40 了 

的 垂 线 和 圆 D 过 点 4 

的 切线 交 于 点 D, 在 A B 
切线 D4 上 截取 DE 

等 于 半径 的 3 倍 ， 计 

算 BE 的 长 (到 小 数 


第 五 位 )、 
解 因 A4O0 是 
正三 角形 ， 
LA0C0=60°, b 
“. LAOD=30°; 
因 LDAO= LB, 
“, AD:DPO:A0=1:2: VY, 
但 是 AO=1, 
人 A4D=-L, 
~ 8 
1 
L 五 3 一 一 一 。 
~ 
从 而 ee 
BR2 一 4B2 二 4B2 一 32 二 (3 一 - -去 ) 
3 
—6vV3 40 a 
.BE=3.14159.……. 


2856. 已 知名 的 两 弦 4B5、CD 的 延长 
线 相交 于 刀 ， 且 刀 B 一 4 BA4=12, EC=8, 
40 一 7, 求 BD、DB 的 长 。 


保 轩 为 人 BA4CwAEDSB, 
». AO0:DB= EC:EB., 


四 AC=7, ECO=8, 


两 个 圆 在 点 4 处 外 
切 ， 设 过 点 4 的 直线 
和 两 圆 的 交点 分 别 为 
了 BC, 过 点 4 所 作 BC 
的 垂 线 和 两 圆 的 交点 
分 别 为 DB, 当 BC 
的 长 为 8cm 时 ， 求 
DE 的 长 ， 

解 由 C 作 如 DD 的 平行 线 和 5D 的 延长 线 
交 于 点 了, 则 DFCB 是 平行 四 边 形 。 

。» DE=FO, DT 一 0 了 


从 而 BF 一 6 十 4 一 10， 
BO=8. 
而 .BO 一 也， 
,BC2z 十 FCO2 一 万 72， 
FO2= BF?— BO?—102— 8?=36, 
FO=6. DE=—6(cm). 


2858， 已 知 从 丰 径 为 20em 的 贺 的 圆心 
O 到 一 定点 己 的 
距离 为 26 em， 
再 从 点 卫 作 圆 O p< 
的 割 线 卫 4B, 如 
果 从 圆心 0 到 
4B 的 距离 是 6cm, 求 牢 线 在 圆 外 的 部 分 P4 
的 长 。 (精确 到 一 位 小 数 ) 

解 设 4B 的 中 点 为 下 , 则 

OM=6, 0A=10. 


. AM=8, (a) 
又 因 AMOP 是 直角 三 角形 ,所 以 
PM~VOP -ON ~ v0 
-V0 V0, 四 
由 @, @ 知 ， 
DP4 一 忆 订 一 4 条 


一 V 6a0 一 825.3 一 8 一 17.3(cmy) 。 
2859， 已 知 半圆 的 直径 4B=578m, 直 


3. 线段 的 长 


径 为 196 m 的 贺 ， 既 切 4B 于 点 0, 又 内 切 
于 半圆 弧 ， 设 在 
点 0 作 4B 的 垂 
线 CD 和 半圆 弧 
的 交点 为 D, 求 ye 
线段 CD 之 长 。 
解 ” 设 两 圆 的 切 点 为 如 ,4 巨 的 中 点 为 0， 
五 0 和 内 切 网 的 交点 为 了 ,， 则 
OC?=0R.0F. 
， 其 由 OE=289，0F= 二 239 一 196 一 93。 
所 以 OC2 一 289X93， 
O00=17V93. 
又 因 A4DB 是 半圆 ，CDL4P, 所 以 
C= AC.0B. 
,AC=289—17V 93,， 
CB=289+17V 93 。 


其 中 


所 以 
CD?— (289—17V 935)(289- 二 17w 3 ) 
一 2892 一 172 x 98， 
故 CD=~V 289: 一 172Xx93 二 238 (m). 
2860。 设 4B、0D 是 圆 0 内 过 点 召 的 
互相 垂直 的 弦 , 4B ~ 80cm， 4B 二 10em,， 
CE=20em, 问 此 贺 
的 半径 长 多 少 ? 再 从 
回 心 O 向 48 作 垂 线 
OF, 延长 OF 和 贺 相 
交 于 点 G, 问 FG 长 
多 少 ?( 其 中 不 足 毫米 
的 应 四 合 五 入 ) 

解 因 4B、CD 相交 于 吾 , 所 以 
AB.EB=~C0BE.ED, 
AE~10cm, EB=70cm, Chm=20em, 

设 瑟 了 一 zcm， 则 上 式 可 写成 
10x70=20xz%, 
| “X=35. 
又 从 0 向 CD 作 垂 线 O08, 则 CH=BD, 生 
CD=55em, 
“, CH=27.5cm, 
EH=27.5~20~=7.5¢cm. 
在 直角 三 角形 FO4 中 ， 48 一 40cm，O7 = 
HEw=x?7.5cm。 所 以 ， 
AO= ~ 302 十 7.5 ~40.7 em, 
FGS~OG—OF=40.7—?7.5=33.2cm, 


2861。 已 知 在 半径 为 5om 的 古 内 楼 梯 
形 中 ， 痪 为 7cm, 两 th Rs 
底 边 的 差 为 2em. 求 。” 杀 二 RN 
欧 心 到 梯形 两 底 边 的 
距离 

解 设 

LD=23zcm， 

BC= (2g+ 2)em, 

圆心 为 0，M、N 分 别 为 4D、 BC 的 中 点 , 则 


AO=BO=~5em., 
所 以 
MO~ ~ Bm, © 
NO~MVB (TD © 


又 因 以 0 十 入 O=7, 所 以 
VBE-m+ Vt?7 
解 之 得 z=3 或 == 一 4. 但 是 一 4 不 合 条 件 ， 
所 以 当 0 一 3 时 ， 
OM 一 、/ 豆 二 到 =4 (cm), 
ON= ~ 5:—4: =3 (cm) 。 

2862. 已 知 圆 的 半径 为 40cm, 在 它 的 
三 分 之 二 的 优 弧 4PB 
上 有 一 点 PP, 当 P4 十 
PB 为 cm 时 , 求 弦 
4B、P4A4、PB 的 长 。 其 
中 4>PB. 

解 因 48 等 于 圆 内 性 
接 正 三 角形 的 一 边 ， 所 
以 4B=10w 3 cm, 由 B 作 PA4 的 垂 线 , 其 
垂 足 为 耳 .。 因 人 人 BPH=60°, 设 PB=vcm，- 
则 PA=2l—%, Bs 


C2 


PH=3, 
“及 4 一 y 一 名 一 2 一 忆 
ee rp 一 纪 一 3 Wm -2% 
其 LAHB= /ER. 
BH2+HA*=AB,, 


3 _3 es 人 
即 六 xz +(2 号 2) 一 (10v 可 )?， 
3x2 一 61z 十 42 一 300 一 0， 


3 一 800 二 王 
因而 “一 一 一 5 一 (. <), 
31+ V900 = 


PA=21—7z= 3 . 
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因此 AB=10V 3 em, 
37 一 人 / 一 352 
pa 


pA= 3 十 a 

2863。 在 人 4BC 中 , 已 知 4B 二 13， 
BC 一 15, 4C 二 14, 求 
外 心 O 和 内 心 工 的 距 

解 设 三 角形 的 外 
接 圆 ， 内 切 圆 的 半径 
分 别 为 及 ,7, 由 问题 Py 
1365 知 ,O72 二 一 L 
2Er。 又 由 问题 2974 知 , 了 = -全 ,7 一 4。 所 
以 

_/65\_ or65\、 本 
OF-( 写 ) 2 )x4 1.015625. 
.0O7T 二 1.007。 

2864。 已 知 4、B 两 网 .从 加 4 上 的 动 
点 卫 作 图 BB 的 切线 ,其 中 最 长 的 和 最 短 的 各 
为 多 少 ? 其 中 圆 4、 圆 刀 的 半径 分 别 为 gcm， 
4 cm; 圆心 距 为 11cm., 


Q 
Pp 
SS RF 
SC 
E 
解 ” 设 任意 切线 为 PQ, 连结 PPB, QB, 则 
POV PPE. 
因为 88 是 较 BB 的 半径 .是 定 值 , 所 以 当 了 PB 
为 最 长 或 最 短 时 ， 可 确定 PQ 的 最 长 或 者 最 
短 。 
又 从 点 BB 到 圆 4 上 所 有 的 线段 中 , 若 连 心 、 
线 4B 和 中 4 的 交点 为 D, 则 BD 最短。 如 
时 延长 B4 和 回 4 的 交点 为 C 时 , 则 BO 最 
长 .所 以 从 C 及 卫 作 贺 互 的 切线 CD, 则 


C 轧 最 长 , DF 最 短 .其 BB=BF=46m, BO 


==li-i-3=14cm, BD=11 -3~=8 em., 
*, OE~~VOPB— BE = I -a 
~6V5 em, 
DF V DB- BF VE 
一 4/ 3 ecm, 


第 五 编 计算 问题 


因此 最 长 6M5 em, 最 短 4~ 3 cm。 

2865. 在 平面 上 ,已 知 回 女 的 半径 为 1， 
沁 BB 的 半径 为 24+M3, 加 心 距 为 2 十 2MV3.。 
用 线 把 两 钢 的 外 全 
绕 紧 : 

(1) 求 线 的 长 。， 

(2) 求 线 围 绕 部 
分 的 面积 。 

(3) 如 图 中 上 同 
线 ， 用 线 交叉 绕 两 
加 时 , 其 长 是 多 少 ? 

解 (1) 设 线 在 。 
加 4、B 的 切 点 分 
别 为 C、0', 刀 也. 
如 果 从 点 4 作 平 5 
行 于 CD 的 直线 和 
BD 的 交点 为 一, 则 Di 

BP=(2+~MV3)—-1=1+V3. 
所 以 4B=2BP。 又 LA4PB=90°, 从 而 
LABD=60°, 
AP~=~/ 3§BP=3+V3,.. 
. O'D'~0D=3+V3, 
040' 一 2 DBP4=120。， 
优 角 DBD'=240°， 


故 所 求 7 长 为 


1=25x1x 雪 +(3+V 3)x2 


+2rx (2 二 3) x 妃 


+2(8+ V5). 


(2) 设 所 求 面 积 为 S, 则 
8=mxLzx 可 十 于 FL 上 (2 十 VS)] 


X (3 十 VS3) x2+% (2 二 VS) x 孔 
Se )w 46(24 VB), 
(3) 设 线 离开 圆 4、B 的 点 分 别 为 召 、 丙 
E'、 五。 和 {1) 一 样 ， LF'BA=30°, 所 以 

LBABE'~ /FBF'—60°,- 
又 因 EB'F'—EP=1+M3, 
改 所 求 7 的 长 为 2 


， 三 角形 的 角 平分 线 、 中 线 、 高 


ee 3) 


+2 (24+ MB)X 二 


OE Sn er a/ 
4. 三 角形 的 角 平 分 线 、 中 线 、 
高 
2866， 在 人 4HO 中 ，4B-7,， 40=5, 


BC=6， 设 人 4 的 平分 线 为 4D, 人 4 的 外 
角 平 分 线 为 4B, 求 D0、0B 的 长 。 


解 设 DO=z, 则 BD=6 一 z, 由 
AB:AC= BD: DO, 
72:5 一 (6 一 2) :2 
7z 一 5(6 一 0)， 


知 
即 


so 人 一 一 


3 
又 设 CE=y, 则 BE=y+6. 
7:5= (y+6):y, 7y=5(y+6)., 
oe y=15, 
Do=3, CE=15, 


2867， 在 人 4B0 中 , 设 BC=a, 04= 
2 4B=cs 求 Z4 的 
平分 线 4D 的 长 及 
ZL4 的 外 角 平 分 线 
4B 的 长 。 

解 设 BD=z, 则 

DO 一 4 一 2。 
oCib=w: (G— 0), F 


由 4B:4C 一 


即 


所 以 


设 延长 4D 和 和信 4BC 的 外 接 圆 的 交点 为 
F, 则 人 A4BFwA 人 4DO. 
.. AD.AF=AB.AO, 
AD.(AD+ DF)=AB. A0., 


AD=AB. A0— AD.DF 
=AC0.4B— BD.DO 
2 _ .0%. 
b+ce bie 
。 DBc[(D 二 co)2 一 05] 
(2 十 C)2 
。_Dc(C 十 D 十 c) (2 十 c 一 一 a) ， 
(b+e)? 
故 AD= tote oD. 
其 次 ,假定 <c。 设 BB=y, 则 om- -wa 
CD 一 0 (2 一 0)， 


Y= 


一 2C 一 


ac 
C 一 0“” 


9 
9 3-5° 


如 果 延 长 了 4 和 G 
和信 4B0 的 外 接 贺 
交 于 点 G, 则 A 
ABGEwAACR. 
oo BE:AE 
GE:ON, B C E 
BE.CE=~AB.GE=—AE.(4E+ 4G), 
_ AEB?=BE.0B— AB.AG, 
因为 人 4BGco 人 4EO, 所 以 
ABEB-.AG== AB.AC= AO. AB. L 
从 而 
AB~BE.OF— 号 AB 
2 一 pc 
c—b  C 一 5 
| elo? — (c—5)?2] 
| eo 


= 


bc(cta—b) (atb—e) 
(c—b)2 
故 ABE= 0) (ob 和 
同样 , 当 5>c 时 , 可 得 


EYE 


2868， 已 知 直 页 
角 三 角形 4BC 的 两 
直角 边 长 分 别 为 4、 
5， 从 直角 顶点 4 作 
斜 边 BC 的 垂 线 4H B HD C 
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及 直角 的 平分 线 4D， 求 4，4D 的 长 
解 BC= Mot, 
AB.A0=BO.AH. 
_ 
和 Va 


另外 ,把 上 题 公 式 中 的 5、c、& 分 别 换 成 a、 
bb、w o2 十 好 ， 得 
/23ab 
4D= To 
2869. 在 人 和 八 4BC 中 ,4B=8cm, A4C= 
6cm, BCO=6.cm, 
求 中 线 4D 的 长 。 
解 在 公式 
AB?+AC? 
=2(4D?+ BD?) 
( 帕 普 斯 定理 ) 中 ， Wy 
已 知 4B 一 8，40 
=—6, BO=6, BD 
一 3, 设 4D 一 zy 则 ” D 
8? 十 62 一 2(z2 十 32)， 
即 = 和 
…， 0 一 人 ~6.403 em., 
2870。 已 知 三 角形 的 三 边 分 别 为 13 cm， 
14cm, 15cm, 求 此 三 角形 各 边 上 的 高 . 
解 已 知 三 边 a=13, 5=14, c=15. 设 面 
积 为 8, 根据 海伦 公式 得 
S=~V2IxXSXTX6 =—84. 
设 各 边 上 的 高 分 别 为 ha, he, je 则 


C 


1 
志 joa Ss. 
,2 _2S_ 2x84_ 168 
LE ji 一 二 一 一 人 到 13 (cm) 。 
、 28 2x84 
同样 ， je 一 全 一 一 12 (om)， 
_28_ 2x84_56 
ho (Cm). 
2871。 在 人 4BC 中 , 已 知 人 4、 人 人 B、 
人 C0 分别 为 75°、 A 
60°、45°， AB== oNE 
wy 求 从 各 顶点 
作对 边 的 垂 线 
AD、 BB、CF 的 
长 > ~ 


解 在 直角 三 角形 4BD 中 ，LB=60。。 


ed ne 一 


计算 何 题 


所 以 A a, BD-~ 总 a。 
又 因 人 4CD 是 等 咀 直 角 三 角形 ， 
/3 
CD=AD=—5— C。 


.，BO-BD4CD- 立 3 元 
又 因 人 如 BC 也 是 等 腰 直角 三 角形 ， 
1 V3+1 
te 
其 次 ， 4B-CF=2Sn4go 一 4D. BO， 
4D.BO 3+V3 
a i 


2872， 在 直角 三 角形 4BC 中 , 两 直角 
边 的 长 分 别 为 6cm 及 8cm。 求 从 点 如 向 余 


边 BC 所 作 垂 线 4D 及 BD、DC 的 长 。 
N . 
6 em 8 cm 
B C 
解 ， 
BO= ~ AB?+ AO? 一 62 十 83 
”=10 (cm)， 
_ AB.AC 6x8 ee 
a 
了 AB? Em 36 a 
Py BD -B05 10 3.6 (cm)， 
AC? 64 
CD=- 委 7 了 一 6.4 (cm). 


2873. 在 半径 为 15cm 的 贺 中 ,内 接 
和 人 4B0 的 两 边 4B、40 的 长 分 别 为 20cm、 
16cm, 求 从 4 向 BC 所 作 垂 线 4 及 的 长 。 
解 ” 设 直径 为 48, 则 人 入 4BEw 作 4H0, 
AE-.AH=AB.AC, 


因而 30.AH=—20x16, 
20x16 _ 32 
A 0 


2874. 已 知 直角 三 角形 4B0 中 的 两 直 
角 边 4C、BC 的 长 分 别 为 6cm 及 8cm。 当 
点 D、 恕 三 等 分 斜 边 时 , 求 CD、0B 的 长 。 

解 4B=~ 人 二 人 二 10, 设 CD=zw, 08 
一 y， 则 


3 一 


4D-DE 一 BB 一 吝 . 


根据 帕 普 斯 定理 ， 
AOCIHOEB2=2(0D + AD’), 
CD?+0B?—2(0E?+ BE?). 
01+ 2 + 
所 以 
即 人 © 
9 —18y ~ —376, © 
解 之 得 ”= ， =. 
所 以 其 正 根 为 
4 /= 
即 CD=4~ 13 (em), 


CB—3V 3 73 (em). 


与 。 三 角形 的 边 长 
2875。 已 知 直角 三 角形 的 三 边 之 长 为 
连续 的 正 整 数 , 求 三 边 之 长 (单位 为 m). 
解 设 三 边 之 长 为 (2 一 了 ), z，(z+1). 根 
据 勾 股 定理 得 
(z 十 D)2 一 (z 一 1)2 十 zp， 


化 简 得 吧 一 4z 一 0， 
即 v(x%~—4)=0. 
z=0 不 合 题 意 ， 所 以 2 一 4。 故 三 边 为 3m， 
4m, 5m, 
2876， 已 知 直角 三 角形 的 三 边 成 等 差 


数列 , 且 其 面积 为 24cm?， 求 直角 三 角形 的 
各 边 。 
解 ” 设 直角 三 角形 的 边 分 别 为 w， 2 2 (% 
<Y<H), 则 
学 -2 2 一 十 z， t= 
解 之 得 %=6cm, 2 一 8 cm, $= 二 10 cm。 


5。 三 角形 的 边 长 


一 一 -一 一 -一 一 一 一 
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2877. 已 知 直角 三 角形 4BC (人 4 为 
直角 ) 的 局 长 为 
2s, 内 切 圆 半径 
为 ?4， 设 4B 一 


w+y+2=2s) 
人 一 22， 
又 因 4DOE 是 正方 形 , AD==AE=7. 
"ZTY~—2=27. 
由 中、 @, @ 可 求 出 xz, y, 2% 得 
A st 


SO 


0 3 十 7 十 尽 Str 
BO=s—7. 
2878。 已 知 直角 三 角形 4BC 的 内 接 圆 
半径 为 5cm, 由 4 向 负 A C 


边 所 作 垂 线 4H 12em， 
求 直 角 三 角形 的 三 边 之 
长 . 


解 设 4B=zx,BC=s， 
AC =Yy, 则 

m+R=R. ©@ 

设 内 接 圆 半径 为 7, 面积 为 S， 则 


8= 卫 (4B+BO+CA) ?= 言 B0.4H. 


5(Z 十 9g 十 2) =122. © 
又 因 8= 寺 4B. 40 一 豆 BO.AH, 
| 0/ 一 22。 © 
假定 zx>y, 解 之 ,得 
»%=20，y==15,， 2 一 25 
( 当 z<y 时 ， 解 之 得 z=15, y=20, z=25)， 


所 以 三 边 分 别 是 15 cm，20 cm, 25 cm。 
2879， 已 知 直角 三 

角形 的 面积 为 35 cm2， AN 

内 切 陪 半径 为 2em, 求 A 

两 直角 边 的 长 . (精确 到 

小 数 第 二 位 ) 


一 
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解 ” 设 直角 三 角形 的 一 直角 边 为 z, 则 另 
一 直 蕴 边 为 -一 。 由 于 这 两 边 之 和 等 于 斜 边 
和 所 以 

z+ ap 了 


© 

设 z+ yy, 则 

= 十 2 十 100。 
由 @ y=4+~ FP—100 
[a 4 一 4 一 100 。 

。 伊 一 8y 二 16 一 儿 一 100， 
y=14.5. 

即 两 边 之 和 为 14.5, 积 是 50. 所 以 这 两 边 是 
下 列 方程 的 根 : 


14.5t+50=0, 


. :145 土 V 到. 更 一 300 


2 
IT4.5 芋 3.201… 
2 
t=8.850..., 5.649…。 


即 两 直角 边 长 为 8.85 em, 5.65cm。 
2880. 已 知 等 腰 三 角形 4BC 的 顶 角 
为 36°, 底 边 BC 为 10cm, 求 腰 长 。 
解 因 人 4=36"， 所 A 
以 BC 是 以 4 为 圆心 , 4B 
为 半径 的 圆 内 接 正 十 边 形 
AB=a, 则 
po M5- 
.由 题 设 B010, 由 上 式 知 Ta 
Se —_Da. 


"a= 7-5(V5+D. 


eo 
即 腰 为 5(vV 5 1) em. 

2881， 直角 三 角形 的 一 锐角 为 15*, 其 
对 边 的 长 为 50cm, 求 斜 边 的 长 . 


计算 问题 


解 因为 ZB=15°, 所 以 LC 一 75*。 作 
直线 COD 使 ZBCD=15°*， 和 4 的 交点 为 
站 则 LDOA=60°, 

. /ACDA=30°, 
BD—0D=24C =100, 
因此 4D=50V3. 设 BCs 则 
22 一 4PBP2 二 .402 一 (100- 二 50w/ 8)?2+502, 


“v50V8+4V 3 (em) 。 
近似 值 为 193 (cm)。 

2882. 在 半径 为 的 加 0O 中 , 作 内 接 三 
角形 4BO, 如 果 4B= 
4，AC 一 b, 求 BC 的 
长 。 

解 设 直径 为 4D， 
高 为 4 五 ， 由 问题 1318 
知 

AB.A0=AD.AH. 


BO=BH+HO 
VAB -AH’ LV AG Am: 
-a (V4B DB LoVARB 0). 
注 当 五 在 BC 的 延长 线 上 或 者 在 CB 的 
延长 线 上 时 , 取 ~. 符号 。 
2883， 已 知 三 角形 的 周 长 为 60cm, 三 
个 内 角 的 比 为 1:2;3, 问 三 边 之 长 各 为 多 少 


cm? 
解 ” 因 三 内 角 的 比 为 1:2:3, 所 以 一 角 为 
180° 


工 十 3 二 3 -80°, 
另外 两 角 分 别 为 | 
30°Xx2=60°, 30° Xx3=90°, 


因此 所 求 的 三 角形 是 有 一 个 角 为 60° 的 直角 
三 角形 , 其 三 边 的 比 为 1:M 3 :3。 故 所 求 三 
边 之 长 分 别 为 
60 60(3—M3) 

THYVB+2 (B+V3)( V3) 
=10(3— V3) (cm), 

10(3—~ M8)xV3=50(V3 —1) (cm), 
10(3— V3)x2=20(3— V3) (cm). 

2884. 已 知 人 4BC 的 面积 为 10V3 

m?, 局 长 为 0m, 且 人 4 二 60°, 求 三 边 之 
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解 从 C 向 4B 作 垂 线 CD, 人 4= y— 


60°,. 所 
以 
AC:CD 
=2:MV3., 
设 C4 一 x,0B= 
y, 则 
CD= > 0。 A Db 
设 人 4B0C 的 面积 为 8, 则 2S=4B.0D， 


~ 
。。 20V3=ABX ~ z。 


由 此 得 ， 4B= 全 ， 
所 以 
2+y+ 人 一 20. © 

又 BD=AB—AD, 
因为 LA4=60°, 
所 以 4D 一 二 2. 

40 1 
从 而 2BD= -元 一 可 2。 


因此 ,由 B02=0D2-+DB? 得 
3 
we 


w=-( 守 ) + 一 40， ® 
由 @, 得 20 一 和 一 


代入 四, 得 台 一 13w 圭 400。 
解 之 得 z 一 5， 或 者 “2 一 8。 
当 2=5 时 ， 由 人 得 y=7, 4B=8; 当 Z 一 8 
时 ,由 人 @ 得 y=7, 4B==5。 故 所 求 三 边 之 长 
为 5m，7m，8m。 

2885。 已 知 A4P0O 中 ,BC 一 12cm, 中 
线 4D 一 5cm, 两 边 4B、AC 之 差 是 1em. 
求 两 边 之 长 。 其 中 4B<4C. 


ANS 


解 设 A4B=xz, 40C 一 y。 由 四 普 斯 定理 ， 
得 
k 好 十 久 一 2X52 十 2Xx62。 


又 - 4 一 0 一 |， 
解 此 两 式 得 


人 1 +1 


2 一 (cm), y (cm) 。 
i 已 知 人 4BC 中 ， i 6ecm, 中 
线 4M 为 4cm， 人 4 的 平分 线 把 BC 分 成 2 
cm、4cm 两 部 分 , 求 4B、4C 之 长。 
A 


BA— i c 
. 解 设 4D 为 人 4 的 平分 线 , 则 
AB_BD_2,_1 
20 OD 4 3 
再 设 4B==z, 则 A4C=2z，AM 是 中 线 , 由 帕 
普 斯 定理 ,得 
AB? + AC2=2 (AM?+ BM?). 


, w+ 4+(F) | 


解 之 得 z=V 10 ~3.16, 
所 以 AC=2~ 10 ~6.32. 


即 4B=V10 ecm, AC=2V 10 cm 

2887， 已 知 A4BO 中 的 两 中 线 BEB、 
CF 相交 成 直角 ， 另 一 中 A 
线 4DD 之 长 为 48.5m, 以 
两 边 4B、AC 所 成 矩形 的 
面积 为 32088m2。 求 此 三 F E 
角形 三 边 的 长 。( 算 到 两 
位 小 数 ) 

解 设 入 4B0C 的 重心 
为 G, 则 

GD- 亏 4D, 


所 以 
又 因 


GD 一 43.5X 王 一 14.5。 


LBGC= ZR, 
“» BD=GD=14.5,: 
于 是 BO~=29, 
设 4B 一 zs, 40C =y, 由 题 意 知 
wy=2088, @ 
好 2 十 妨 一 2(472 十 BD2) 一 4205。 人 ®@ 
由 四 +T@x2 得 


(zx 十 四 2 一 8381。 .. 2+y=~M 555L 
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因此 x、y 是 下 面 方程 的 根 : 

2— ~ 8381 十 2088 一 0. 
由 此 得 


= 可 [v S351 tM 83:1—8852 ] 
了 /二 
一 豆 [V 38T 土 V 只] 


= 去 [91 .547.-. 士 5.385…'] 


一 48.46.… 或 者 43.08,…. 
所 以 , 三 边 之 长 分 别 为 48.08m, 48.46mm， 
29m, 

2888。 已 知人 4BC 中 , 4B 为 4em, A4C 
为 5cm, 从 4 向 BC 所 作 垂 线 把 BC 分 成 B 忆 、 


CD 两 部 分 的 积 等 于 二 5- cm2， 求 BC 之 长 . 
A 


B 2 
解 设 BD=z, CD=y, 则 
y= © 


车 人 B 是 锐角 时 , 则 
BO~0D+BD~ 总 + 9 一 6 (em). 


车 BB 在 B' 的 位 置 , 人 B 是 印 角 , 则 
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2889， 求 边 长 为 16cm 的 正三 角形 的 高 
及 其 面积 . 

解 设 人 4BC 为 正 
三 角形 , 若 用 为 BC 的 
中 点 , 则 

AM BC， 
AB:BM:2{4 
“21:V3.- 


计算 问题 


因此 


V3 


面积 = X162=64V 3 
110.84 (ecm). 
2890. 在 人 4BC 中 , BC 一 30m, C4= 
28 m,4B~26m, 求人 A4BC 的 面积 。 
解 ” 设 此 三 角形 的 局 长 为 22， 则 
9 一 也 (380+ 28+26) =42, 


设 三 角形 的 面积 为 8, 根据 海伦 公式 
SS 一 42 (42—30). (40 88). (2 二 565) 
一 42.123.14.16 
一 /7X36XSX7XSX8 
=V E78 06.7.8—336 (mo) . 
2891， 在 半径 为 5cm 的 圆 中 内 接 一 正 
三 角形 ， 求 此 三 角形 的 A 


: 周 长 及 面积 。 其 中 小 数 


第 三 位 的 数 四 含 五 入 。 
解 设 人 4BC 为 加 
0 的 内 接 正 三 角形 ， 如 
果 作 直径 4D, 则 en 
BD~ DO=5 em, D 
ABD= /RR. 
. 4B? 一 4D2 一 BID2P-10? 一 5 一 75， 
AB-5V 3. 
故 
AB+BOC+OA=3x5V 3 一 25.98 (cm), 
人 人 450 1 fy. X75 
—32.48 (cm?). 
2892， 已 知 在 等 腰 直 角 三 角形 4BC( 设 
夹 直角 4 的 两 边 都 入 
是 qa) 的 内 接 正 三 角 XK 
形 DEF 中 , D、 且 也 
分 别 在 BO、AC、4B 六 D C 
上 ,并 且 BF/ BO, 求 和 人 DEF 的 面积 ， 
解 设 4D、E8 的 交点 为 G， 作 DEF 的 


y 
面积 为 8，BB 为 m 则 DG 一 x 又 因 


1 


SN 1 vy 


[ 
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AD= AG + DG. 
2 


-3 “一 


(VE+D)s, 
从 而 3 
因此 ,所 求 的 面积 5 为 
/3rV23(V3~—1) 
so 


a (2~— V3)a. 


2893. 和 aem Pe 
其 内 接 正三 角形 有 一 全 一 
个 顶点 与 正方 形 的 顶 
点 重合 ， 求 此 正三 角 
形 的 边 长 及 其 面积 。 
解 、 设 正方 形 为 
4BCD, 正三 角形 为 
ANF, EC—0F, EF B 


一 2 则 08~- 污 . 所 以 


BB-(a—-). 


M2 
在 人 4BB 中 ， 
AE?= AB?+ BE?, 
a 
0". w+(o-- 污 ). 
解 之 ,得 。 ?一 (~V23+V6)a. 
取 正 值 ， 一 (V6 -V3)a。 


又 办 边 长 为 4 的 正三 角形 的 面积 为 .去 2 
所 以 ， 


人 4BF 的 面积 = (VB 一 V3)zo 


一 (3w/ 3 一 3)a2 (cm?). 

2894. 在 三 条 平行 线 民 、 立 、 艰 中 , 设 卫 
在 了 和 2 之 间 , 且 卫 和 的 距离 为 1m, 了 
和 2 的 距离 为 2m. 
若 正 三 角形 480 的 
顶点 和 4 B、C 分 别 在 
入 、 了 、2 上 ， 求 此 正 
三 角形 的 面积 。 

解 从 4 了 分 别 ”8 A 
向 乡 作 垂 线 44'、BB' 44' 和 了 的 交点 为 
D, 车 在 人 A4DB、ADB'IO、A44'C 中 , 设 


< 
¥—B 


“| 则 


AB= BC=0A=7, 
BD AB:— ADi~=2—1?, 
B'02== BO?— BB?=—22—2, 
A'O2=0Ad2— AA?=22—32. 
而 且 BC+40=BD， 所 以 把 @、 @、 @ 代 
入 得 | 
VB-R4VR VBE. 
两 边 平方 ,得 
22—4+4 2 9+2VBTE , VR 
号 好 一 3 
ww 2/ 开 一 和/ 形 一 9 一 地 一 22。 
4( 好 一 4) (2 一 9) = (12—22)?, 
好 (3o2 一 28) 一 0， 
28 


se. 好 一 一 一 


5 
V3 , V3. 28 .7V3 - 
en 
~4.04 (m2) 。 | 
2895. 已 知 正三 角形 ABC 中 ; 有 一 
径 为 2em 的 车 
0, 此 外 在 加 0 与 
每 个 角 之 间 可 以 . 
画 和 该 贺 及 两 边 
都 相 切 且 半径 为 
Lem 的 三 个 等 
圆 。 求 正三 角形 
ABC 的 面积 S。 0 
解 ” 如 图 , 设 和 加 0 与 48B、BC 相 切 的 四 


因 昌 日 


©® 


即 


` 的 贺 心 为 0 BC 和 圆 0' 的 切 点 为 轧 , 则 


/JO'BE=30°, ZE=/R,. 

所 以 BO 二 20 了 一 2. 

又 因 00'=3 

于 是 BO~BO'+00' 一 2+3~5; 
3 

从 而 De. 0 Ss 


S= (5 3)2= Vy (ema) 。 
2896. 已 知 半径 为 5cm 的 三 个 等 贺 互 
相 外 切 . . 作 它 们 的 外 切 正三 角形 4BC, 求 这 
个 三 角形 的 面积 。 
解 设 盏 下、 9 分别 为 三 个 等 加 的 加 心 ,. 
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所 以 


D 
两 加 如. 了 和 4B 的 切 点 分 别 为 BF', 由 
又 因 AB'~BP'm5VB, 
所 以 AB=10+5V3 x2=10(1+V3)， 
ABC 的 面积 一 [10(14 M3) 
50(3-4-2V 3) 
2897， 已 知 在 半径 为 互 的 贺 0 中 ,内 接 
三 角形 的 三 边 之 长 的 
ee LA 
解 ” 设 半径 为 及 的 
从 4BC, 且 
4B.BO.C4 一 8 一 
顶点 4 作 圆 0 的 直径 4E, 则 
A 人 4BEcA4DO， 
内 市 AD.AE=AB.AC, 
”AE.4D.BO=—AB.AC.B0., 
AE=—2K, AB.AC.BC=%, 
于 mt rt. 
“» 2R.28mh, Si 
h, BE=%Ek, CF A 
解 设 
BO~a, CA=b, 


EB'P'm~ BFP-=10. 
故 
~323.2 (cm?). 

策 积 一 定 ， 求 此 三 角 
加 0) 的 内 搂 三 角形 为 /7 

设 从 4 作 BC 的 各 线 , 其 垂 足 为 D. 再 从 

AB:AD= 4AE:AC. 

设 人 450 的 面积 为 8 则 4D. BO 一 28. 又 

2898。 已 知 人 4BC 的 三 条 垂 线 4 了 = 
的 面积 3。 E 

AB=c0, B 


1 于 
网 S=5 =3 Fe 


计算 问题 


， 2- 至 e+b+g) 一 二 + 地). 


将 以 上 各 式 代 入 
S= Np: (2 一 a) (2 一 六 (2 一 C) 
中 , 风 


i 
. Pi VE z 


i se 去 + 去 一 i 


2899， 在 八 4BC 网 已 知 由 4 玉 CC 所 
作 的 三 条 中 线 之 “ A 
长 分 别 为 入 四、 
8， 求 其 面积 。 

解 设 以 和 
mA% 为 三 边 作 成 
的 三 角形 的 面积 B 
为 S', 则 


S55 S' (问题 758) 。 
再 根据 海伦 公式 , 可 知 
SSVITmT .MA/m+n—t 

. “Vnti—m .Mi+m—n. 

2900， 用 人 4B0 的 三 条 中 线 为 边 作成 “ 
第 二 个 三 角形 ， 再 以 第 二 个 三 角形 的 三 条 中 
线 为 边 作成 第 三 个 三 角形 。 如 此 无 限 继续 进 
行 下 去 ,求人 A4BC 和 这 些 三 角形 的 面积 之 和 
9。 

解 因 人 和信 4BC 的 三 条 中 线 4D, BE, 0F 
为 边 作成 的 人 五 C8 面积 等 于 原 人 4BC 而 
积 的 了 (问题 758)。 依 此 类 推 ， 


3 
“0 SBS=Saagc+ 了 SA4pc 十 3) Sa4ao 


-as 人 
a 3 一 4Sa4ao。 


4 


2901. 已 知 半径 分 别 为 3cem、4cm, 4 


6. 三 角形 的 面积 


cm 的 三 个 加 4、B、C 互相 外 切 ， 求 以 切 点 
DD、 有 、 了 也 为 顶点 
的 人 DBZ 的 面 
积 。 
解 若 4 用 
.BF 的 交点 为 了 ， 
则 
AD:DH 
~A4AB:BF, OO 
AD~VAB -BD ~ /TEV 33, 
AB=7, BF=4. 
~ 33:DH=7:4, 


由 人 @ 知 
于 是 


DH= 
因为 FE/BC, 所 以 
EF: BOC~— AF:AB. 

即 EF:8=3:7, 


4 33 
7 和 


~。 EP. © 


由 @.、@ 可 得 
ADEF 面积 ~ 守 BF.DH 
1 24 _ 435 
9 
-一 和 /机 = 2 
0 5.63 (em2) 。 


2902， 已 知 三 圆 O、O、O"” (半径 分 别 为 
M3-1,3—V3, 
w 3 + 由 每 两 贺 
互相 外 切 ， 求 出 这 
三 个 圆周 间 所 夹 
的 弧 图 成 的 图 形 
ABO 的 面积 S. 

解 ”因为 00' 一 2， mp 0'0"=4. 
所 以 

00%+00” 一 4 十 12 一 16 一 O'O'2. 
于 是 ZOO00”" 一 人 LR。 又 由 0'0”~200' 知 
LO"=30°， LO0'=60°。 


.…， 扇形 O40 面积 = 工 wOA? 


一 二 (2 一 VB) 
.扇形 0'4B 面积 = 训 xzO'B2 一 (2~— ~ 3).%, 


643 
扇形 0"B0 面 积 = 店 n0'02 
一 计 X (2+V3 3) .ao 
“82V3-|(2- V3) 
+Q@-VD+LOrVD] 
=2/3 3X(5-2/5)r, 
2903。 已 知 三 角形 的 底 边 之 长 为 om 


另 两 边 之 和 为 50 A 
cm。 当 底 边 上 的 


“ 中线 最 小 时 , 这 个 


三 角形 的 面积 为 z 
多 少 com?? 
解 在 入 4BC 
中 , 底 边 BC=20 B 
cmy 设 


56 一 了 


44D=2， 
则 40= (50—z). 
再 设 中 线 4D 为 y, 则 由 
APB2 + AC?=2( 4D?+ BD?), 
得 w+ (50—2)2=2(94+102) 。: 
.f= 50r+1150 
= (2—25)2+525.; 
因此 当 z=25, 即 4B 一 40=25 时 ， 
y=AD=—5V 31 
为 最 小 。 
设 所 求 的 三 角形 的 面积 为 , 则 
8= 计 BO-AD~ 计 x 20x 5v 豆 


一 223.13 (cm?) . 

2904. 已 知 0 为 直角 的 A4BO 的 两 边 
4 及 、40 之 长 分 别 为 了 cm、6cm, 边 4B 上 
的 外 分 点 为 瑟 , 使 AB:BB=5:3, 边 AC 上 
的 内 分 点 为 卫 , 使 4D:DO=2:1, 求 八 4DE 
的 面积 。 小 数 第 二 位 四 舍 五 入。 


D | 
A B ws 


解 ” 有 一 角 根 等 的 两 个 三 角形 的 面积 的 比 
等 于 夹 此 角 的 两 边 乘积 的 出 。 所 以 


和 
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Saaps:Saasc=AD-AB:AB.AC 


2 5 
一 言 40. F354AB:A4B.40 


2 5 
一 可 X 可 :一 5:3。 
.6 
但 是 SA4po 一 可 vv 1l—6=3V 85， 


所 以 
Sadpgm 王 5w/ 85 ~5%X9.219 
46.10cm2. 

2905.。 在 矩形 4BCD 中 ， 已 知 内 接 
AL4BF 的 两 顶点 
五 .了 分 别 在 边 BO、 
CD 上 .三 个 直角 三 
角形 4BB、 EFO、 
4DF 的 面积 分 别 
为 和 人 Mm、 Ny 求 三 角 
\ 形 4BF 的 面积 。 

解 ” 设 和 所 形 的 两 边 4D、4B 分 别 为 人 5b， 
BOC=2 FCO=y. 则 

. b(a—%) =2l, 


2 一 GD 一 27。 
. a(b—Y) =2n, 


即 


© 


SA\ 
即 
CC 一 GD 一 29。 
022 一 30。 
又 设 \Sa4gz 一 2， 则 
CD 一 D 二 (十 似 十 2) 。 
将 图 代入 @ 中 ， 
Dz 一 2 十 (和 十 39 一 六 。 
将 @@ 代 入 四 中 ， 
Cg 一 2 十 (十 仅 一 0) 。 
人 @、@ 两 边 分 别 相 乘 得 
.CD 一 妨 十 270 0 
十 (和 2 十 多 一 六 (7 十 入 一 祁 ) 。 


@ ©@ © Q@e 


.将 @、 @ 代入 上 式 ， 


:所 以 


2m-p+2m +m+n) 、 
—2+2mp+ (m+NR~D) :CFm—n),. 
名 . 
=2m: CFmFn) — (MFR—D) 
“人 十 人 一 铅 
一 防 十 各 2 十 ?2 十 27.M 十 2700 7 一 22.7， 


2 一 PMT mim nn 5 


计算 问题 


2906. 已 知 在 半径 为 ”的 贺 O 中 , 内 接 
等 腰 三 角形 4BC 的 
面积 ,等 于 底 边 BC 和 
平行 于 BC 的 直径 为 
两 底 的 梯形 BCD 的 
面积 ， 求 此 三 角形 的 
面积 。 其 中 等 腰 三 角 
形 的 高 4F 大 于 40. 

解 设 也 为 BC 的 中 点 。 车 OF 一 z, 则 

BF VV 72— 22. 
*. Biapo~ AF.BF= (r+%) M72, 
梯形 BCDB=z. (r+MV 人 -2). 
根据 题 意 , 得 方程 式 
(r+%) .V 9 一 宛 一 z(r 十 V 仿 一 是) 。 


解 之 得 or 六 2 v。 
所 以 a 
Saagc™= (r+ 党 7) .Mo 可 
_1+VE,, 


2 

2907. 过 直线 PQ 上 的 一 点 O 作 直 线 

04B, 与 PQ 成 30" 角 。 在 直线 04B 上 取 

04 一 4, 0B 一 9, 设 过 两 点 4 召 的 圆 与 直线 

PQ 相 切 于 0， 求 由 C、 和 4、 万 为 顶点 的 人 4BC 
的 面积 。 


.Pp SS 
解 ” 设 切 点 为 0, 由 C 向 0B 作 垂 线 CD。 
因 00 是 切线 ,所 以 
O004.0B. 
因而 00:=4x9， .“. 00=6。 
又 人 OCD 是 直角 三 角形 ， 
| LDOG=30°, 
所 以 OD 地 OC0=3, 
: 设 入 4BC 的 面积 为 S, 则 


8= 末 CD,4B， ， 


7. 四 边 形 ( 或 其 他 多 边 形 ) 的 边 长 和 面积 


SX3X (9 一 入 一 7.5。 


四 边 形 《或 其 他 多 边 形 ) 的 
边 过 长 和 面积 


2908。 已 知 梯形 的 底 边 长 分 别 为 芋 cm、 
25cm， 另 两 边 的 长 分 别 为 13 cm、15cm， 求 
其 面积 。 


站 
解 设 在 梯形 4B0D 中 ,，AD = 11em, 
BC 一 25cm, 4B~13cm, CD 一 15cm。 车 从 
4 也 向 .30 所作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 BZ。 
设 BB=w, CF=y， 则 
z+y=25—11=14,. @® 
根据 匆 股 定理 ， 
132 一 op 4 配 ， 5 一 太一 DF2。 
但 是 4B 二 DF, 所 以 
132 一 2 一 152 一 六 。 
”。 仇 一 双 一 56。 
由 名 、 中 得 
2 一 5 一 4. 四 
由 四、@ 得 xz 一 5， 2 一 9。 
梯形 的 高 DF 为 
VI 19. 
因此 ,所 求 梯 形 的 面积 为 
好 +25) 一 216 (cm?) , 


2909. 求人 4BO (EC=a, 04=b, 4B 
一 0) 的 内 接 正方 
- 形 DBFG 的 边 
长 。 其 中 一 条 边 
BF 在 BC 上 ， 

解 ” 设 此 三 角 
形 的 面积 为 5， 
根据 海伦 公式 

Dp 一 计 (a+b+6)， 


S 一 2(D 一 0) (p—db) (p—e). 
如 图 , 设 4K BO，BF 一 ww, 则 - 
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AH:AK=DG:BC. 
AK 一 纪 


AK Q” 


_a:AK 
tA © 


5S 一 于 BC.AK, 
“, 2S 一 0 "AK, 
28 
Es © 
由 @、 ©, 得 


. _ 2aS 
以 ?42s 

2910. 已 知人 4BC 的 底 边 BO 为 38cm， 
高 4FK- 为 22cm。 
求 此 三 角形 的 内 
接 正方 形 DEFG 
的 边 长 。 

解 设 BF=. 
sz; 4 有 K 和 DG 的 
交点 为 五 , 则 

BO: DG=AK: 2 

“。 28:%=22: (33 一 他 
即 23z 一 28(22 一 2) 。 
解 之 ,得 w=12.32 (cm) 。 

2911。 求 鞭 形 4BCD (40 = 2a，BD = 
22) 中 的 内 接 正 方形 BFGEH 的 边 长 。 


解 如 图 , 设 OL=zx, 则 


和信 ALEwA 八 A0D. 
AL 40 
7 DDO’ 
Qa—» a 
即 sb 
ob 
CG 十 已“ 


因此 所 求 的 边 长 为 -2 
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第 五 编 计算 问题 


2912. 
3cm 有 一 点 了 ,直径 
4 万 上 的 垂 线 PO 和 
圆 交 于 点 9。 且 PQ 
比 直径 短 6cm， 求 此 A 
贺 的 半径 和 内 接 正方 
形 的 边 长 。 
解 设 
AO0=0B=7%, 
AP=z+3, PB=%—3, 
Ze 一 27 一 6。 
根据 圆 宕 定理 PO?==4P.PB， 
” 。， (2z 一 和 2 一 (2 十 3) (2 一 3) 。 
解 之 ,得 2 一 3 或 z=5.。 
已 知 OP=3， 且 0B>0P， 所 以 z=3 不 适 
合 条 件 , 故 


则 


” 2 一 5。 
因此 圆 0 的 半径 是 5cm, 其 内 接 正 方形 的 边 
长 为 5/3 ~7.07t (em). 
2913. 已 知 在 半径 为 > 的 贺 0 中 (如 
. 图 )， 内 接 一 个 矩形 
(两 个 相等 的 正方 
形 )， 求 矩形 短 边 的 
长 . A 
解 设 4B=z， 
则 OE 六 
因为 48?+OF?= 二 AO?, 所 以 


2 
Z 一 一 一 7。 


2914. 在 半径 为 ”的 圆 O 中 (如 图 ), 内 
接 三 个 成 品 字形 的 相 A 一 一 上 ~ 
等 的 正方 形 ， 求 正方 
形 的 边 长 。 

解 在 图 中 , 设 

AB=%, OF 一 四 
则 在 人 OFD 中 


a 


因为 GO=GF—OF~—2%2—Y, 
GB=3, 0B=7。 
在 人 0BG 中 ， 


在 加 0 的 直径 4B 上 距 圆心 0 为 


- 一 一 
一 


Go-oo+(2 一 7. 


©® 
解 、@ 两 式 ,得 
z=-_36 7 
5V17 “ 
2915. 已 知 直径 为 10cm 的 两 等 加 O、 


0' 外 切 , 在 这 两 个 圆 和 外 公 切 线 44 间作 一 
正方 形 , 使 正方 形 的 两 顶点 在 两 圆 的 圆周 上 ， 
且 另 外 两 顶点 在 公 切 线 44 上, 求 正方 形 的 
边 长 。 


B 区 


解 “ 设 过 点 4、 4 的 两 圆 的 直径 分 别 为 
4B、4'B 44' 的 中 点 为 P,PB、PB’ 和 两 
圆 的 交点 分 别 为 C, 了. 分 别 从 C, 也 作 44 
的 三 线 CF、DZ， 于 是 CDB 就 是 所 求 的 
正方 形 . 

1 


设 B4=10， 则 4P= 吉 44'=5， 所 以 
PB=~VAB+AP =V10+ 
=5MV5. : 
AP?=PC.PB. 
.  52=%.5M5, 
v= 5. 
又 因 CF:AB=PC:PB, 
", OF:10=~V/5:5V/5, 
从 而 OF=2 (cm) 。 
2816。 已 知 边 长 为 a 的 正方 形 4BOD. 


在 各 边 4B、BO、CD、DA 上 分 别 取 点 4、 
B' CO D’, 使 


， 1 
44' 一 可 4B， 

1 
BB'=3 BO, 

1 
CO'=0D, 
DD'=2i D4 
-了 D4. 


“7 了。 四 边 有 形 ( 或 其 他 多 边 形 ) 的 边 长 和 面积 


连结 4B3'，DO，CD'，D4' 作成 第 二 个 正方 
形 。 在 这 个 正方 形 内 用 同样 的 方法 作 第 三 个 
正方 形 , 并 依次 作 第 四 、 第 五 及 无 限 多 个 正方 
形 时 , 求 所 有 正方 形 的 面积 的 总 和 。 
“ 吉 设 各 正方 形 的 面积 分 别 为 S1, So, Ss, 
"… 则 


po- ET A s+(2o) 


10 总 
= 了 G。 
在 直角 三 角形 0'BC 中 ， 
CM BO’, 
“, BM.BO'=BO?, 
VD 
3 _ 3 
所 以 J 
但 是 . 
ue $7" ne 
。 3_202 


即 第 二 个 正方 形 是 第 一 个 正方 形 的 于 倍 . 同 


设 这 些 正方 形 的 面积 的 总 和 为 8。 则 
S++ 3+t() a2 二 (各 ) et 


此 式 右边 是 第 一 项 为 oz 公 比 为 亏 的 无 穷 

等 比 级 数 的 和 。 

.48= C2 5 。 ， 

时 机 5 a 
5 


2917. 已 知 莱 形 4B0CD 的 各 边 为 15em,， 
对 角 线 的 差 为 6 D 
em, 求 它 的 面积 
Bs. 

解 设 04=%， 
0B=y, 则 在 直角 
三 角形 4OB 中 ， 
有 
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B+ =152, 2 一 4 一 3。 
解 之 ,得 w=12, 4 一 9。 
所 以 
8S=2xy 一 2X142X9 一 246 (cm2) 。 

2918. 已 知 矩 形 地 面 的 两 对 角 线 的 和 与 
周 长 之 比 为 5:7, 其 面积 为 768m2?， 求 其 长 
与 宽 。 A D 

解 设 和 矩形 为 


ABOD, 则 


AC: (4B+ BO) 
© 


则 
将 此 式 代入 @ 中 ,得 

Vwi: (st) =5:7, 
因为 y=768, 解 此 两 式 , 得 


w=32, Y=24; . 
或 2 一 24， 4 一 32。 
即 和 矩形 的 边 为 32m 和 24 mm. 


2919， 已 知 等 角 六 边 形 连续 的 四 条 边 长 
项 次 为 Lm, 3m, 3m, 2m。 求 另外 两 边 之 
长 。 


B 

解 ” 等 角 六 边 形 的 各 个 内 角 都 为 120°, 所 
以 在 图 中 , AG4B、 人 五 瑟 D 都 是 正三 角形 ， 
而 ZGCZ 是 平行 四 边 形 。 

设 4B=1, BO=3, CD=3, D2, 则 
GC 二 1+3 二 4, 0 及 二 842 二 5。 所 以 

FH=G0~4, GPF=~0H=5. 
因此 EF—2m, AF~4m.,. 

2920。 在 半径 为 + 的 加 0 中 ,内 接 梯形 
4BCD 的 两 平行 边 4D、B0C 分 别 等 于 此 图 
内 接 正 六 边 形 及 正三 角形 的 一 边 ， 求 这 个 梯 
形 的 面积 。 

解 ” 依 题 意 BO=w 3 4D=y。 设 4D、 
BC 的 中 点 分 别 为 到、 F, 则 
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二 EC.CD=002 
TN 即 
Vr 2g 一 他 一 49、 ©® 
3 由 @、\ @ 知 , zx、y 为 方程 
| 2 一 221 二 49 一 0 


OF= VDZB BF? 


ee 


的 根 , 解 之 , 得 + 一 1L 土 6V 3. 
人 49 .48， 
y=—11—6V 2 ~2.51 


E 和 v 守 2.51, 
i 硼 | 
» EF~ 即 4 为 19.5cm,. BD 为 2.5cm. 
2922， 已 知 圆 的 直径 为 10m， 全 办 
梯形 A 面积 接 和 矩形 的 面积 为 36 
一 于 (4D 十 BO) .BFB m2?， 求 矩形 各 边 的 
~ 长 。 计算 到 米 以 下 三 
一 于 (r 十 以 可 7) > 7 位 数 。 
解 设 40=m BC 
四] 2。 一 y; 则 
~ LA'D wy=36, © 
1 TY 7 @+@dx9 得 
一 豆 (4 也 十 BO) (OF’'~OF) z+?=172. 
TEDL VED) ir. 和， 
TY) SD 由 @、@, 知 和 /是 下 面 方程 的 根 : 
2921. 已 知 半 贺 ACB 的 半径 为 7em, 它 #22 43t+36=0, 
的 直径 4B 两 端点 的 个 tt 一 本 十/ 本 一 36 
| a 
和 D, 如 果 梯 i 43 VT 6.5574...+2.6457... 
形 4BDE 的 面积 等 A 
\ 心 8。 OT 


那么 4B、BD 应 该 


多 长 ， 取 台 周 率 为 A Ee) 即 BC 为 9. 208m, 40 为 3， 911m。 


2923。 已 知 平行 四 边 形 4BCD 中 ,对 角 


‘Wr 
六 口 


22 . 
“毫米 单位 四 舍 五 入 。 线 BD 的 长 为 0 和 a D 
解 - 设 AB=z, BPD=y, 则 cm, 两 边 4D、BC SS 

a 2 之 间 的 距离 为 2 人 
梯形 面积 了 (T+Y) 7(z 十 人 。 | 二， AZB4D 为 ) 
加 的 面积 一 人 2x -22 一 154.。 直角 ， 求 边 BC 
的 长 , 精确 到 两 位 小 数 。 
依 题 意 ,得 方程 解 ` 设 BO=w 4B=y, 40=*。 因 为 
7(w+Y) =154, ZBAC= 一 R， 
。。 2 十 9 一 22。 @ | 所 以 AB.A0=AH. BO. 


因为 001BD, LBOD= 人 LE， | 从 而 


-一 一 -一 一 一 一 一 


a ~ 


7. 四 边 形 (或 其 他 多 边 形 ) 的 边 长 和 面积 


2z 一 20.. 人 
又 
T= © 
由 中 线 的 性 质 ， 
AB+ BO?=—2A40?.+2BO? 
.《 帕 普 斯 定理 )， 


. w+y=a(Z2)+5]. © 
.由 @、 人 @、 @@ 消去 兴 2 可 求 出 化 为 9.34 
cem, 或 者 5.34 cm。 

2924. 已 知 平 行 四 边 形 4BCD 中 , 相 邻 
两 边 之 长 分 别 为 ?cm 和 5cm, 其 夹 角 为 
60°, 求 它 的 四 个 角 的 平分 线 所 作成 的 四 边 
形 KLMN 的 面积 。 


解 虽然 KLMN 构成 矩形 . 因为 


LABO=60°, 
所 以 LEBO—30°, 
又 因 LEK=/R, 
、 人 
所 以 EC-- 豆 BO= 避 ， 
同样 ， LNDO=30°, 
。 1 5 
.NOC 一 豆 OD 一 避 ， 
RN 一 与 一 号 =1. 
其 次 ， BK= er -(3) ) 加 人 
又 AL3， 
V5 (Sy 5 5、/ 写 
BT-V 9 一 (于 ) ~ 5 
vy be 
MM ELV, 
故 KLMN 的 面积 =1xw3 一 3cm2. 
2925. 已 知 和 矩形 4BCD 两 条 边 的 长 分 


别 为 cm、 bm, 各 边 
A4B、 BC、CD、DA4 的 
中 点 分 别 为 名 FG、 
CB、DF 构成 的 四 边 
形 MNPQ 的 面积 。 
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解 因 4BCG 为 平行 四 边 形 , 所 以 4G/ 
C0 如。 又 马 是 4B 的 中 点 , 所 以 色 N=NB. 
辣 理 , MN 一 QD。 又 因 Q@D/MH, 且 五 是 


4D 的 中 点 , 所 以 MH 一 二 QD， 

.. UH~F UN, MN=B BH, 
DHBFD 和 DMNPO Mo BH.FDL 
有 一 对 边 MN 一 字 BH, 所 以 

口 MNPQ 面积 
一 鼠 口 也 BF 面积 


一 豆 x 互 口 4BCD 面积 = 二 ab (m’). 
2926. 以 矩形 4BCD(4B=6cm, BO 
8cm) 的 各 边 为 一 N 
边 ， 向 它 的 外 侧 作 
四 个 正三 角形 。 求 
顺 次 连结 各 三 角形 
的 顶点 所 成 四 边 形 K 
KLMN 的 面积 8. 
解 由 题 意 知 ， 
四 边 形 XKLMN 为 
菱形 。 | 
KM=6V 3 +8, 
因此 所 求 面积 8 为 
8= 主 (6VB 二 8) (8V 3 +6) 


=964+50V 3 (cm?). 

2927. 已 知 圆 的 半径 为 *， 它 的 外 切 等 
腰 梯 形 4BCD 的 面积 , 等 于 以 圆 的 直径 为 一 
边 的 正方 形 面 积 
的 2 倍 。 求 梯形 
各 边 的 长 。 

解 设 4D1 
BC0，4B、BC、B< 
4D 和 圆 的 切 点 . 

分 别 为 互 、G、 了 ,又 设 AD==2z, BO 一 2y, 高 
FG 一 27,， 所 以 它 的 面积 为 


六 (22+29) -27 即 3(o 上 切 .r。 
根据 题 意 有 


LN=8V 3 二 6。 


2(2+Y)7=872, 


or 一 -一 
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一 


0 十 2 一 条。 
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第 五 编 计算 问题 


| 问题 弱 8 知 ，C 十 C 一 2 十 G， 从 而 2 一 4 十 5 一 


又 从 4 向 BC 作 垂 线 4 玉 , 在 直角 三 角形 | 2 二 G。 所 以 


4HB 中 , 
AB=—AB+ EB—AF- BG=~z+Yy, 
BH=BPG—-HG=GB-— AF =y~—7, 
AH=27, 
把 以 上 各 式 代入 4 万? 十 了 万 ?= 4B2, 得 
402 二 (8 一 20)2 一 (2 十 力 ?。 
由 人 @、@, 得 
y=7(2+t M3), 2=7(2 一 3)。 
所 以 4D=3r(3 一 3)， 
BOC~2r(2+MV3), AB=DO=47, 
2928. 设 四 边 形 的 边 顺 次 为 G、D、c、 
a 对 角 线 为 mr, n, 面积 为 8。 证 明 
SV Cnt tom 
-VImm Tt 
设 四 边 形 是 贺 内 接 四 边 形 , 且 
p= 二 (atb+ctd), 
则 S=V WW-@) (pb) (po) (一 0) 。 
ey 则 
=~ abod 。 
解 


1 
S= 下 ~ (2mm +o— -Hc — 2) 


“(2mm —ato0 otra) . 
若 四 边 形 为 圆 内 接 四 边 形 , 根据 托 勤 密 定理 ， 
MX 一 CC 二 DC, 因此 把 上 式 根 号 中 的 式 子 变形 : 
[2(ac 二 30 十 (ao2 十 c) 一 (要 十 的)] 
-[2(ac tba) + (04 0) 一 (a2-c2) ] 
一 [(c 十 oO) 一 (2 一 功 宁 
“[( 二 02 一 (一 0)2] 
一 (CQ 十 C 十 D 一 0) (CC 十 C 一 D 十 0 
“(b+ata~ ce) (Ta 一 ao) 
一 (20 一 20) (2D 一 20) 
“ (22 一 20) (22 一 20) 
一 16 (一 0) (一 2) 一 
所 以 | 


SVISp -a B00 -6 
VE-HDE-HHDH. © 
因为 这 个 四 边 形 外 切 于 团 又 内 接 于 一 四， 上 由 


© 


C) (一 0) 。 


1 
| -FY 2 十 aE 


2 一 2 一 C， 2 一 0 一 加 
2 一 C 一 0 了 少 一 0 一 2。- 
有 得 S=~ abcd 。 
已 。 正 多 边 形 


2929。 已 知 贺 0 的 半径 为 a 它 的 内 接 
, 正 % 边 形 一 边 的 长 为 
a, 试 计 算 在 同一 圆 中 
的 内 接 正 2n 边 形 一 边 
a' 的 长 。 又 已 知 此 加 

的 外 切 正 % 边 形 一 边 的 
长 为 2b， 求 其 外 切 正 2 ^L 一 
边 形 一 边 妇 的 长 。 

解 设 4B 为 内 接 正 % 过 40 为 
内 接 正 2w 边 形 的 一 边 (4B=a, A4C=a')， 
CB 为 直径 , 4B 和 CD 的 交点 为 D。 设 圆心 
为 O, 则 4B1CB, 于 是 

ADP=—0D.DE, 


,。 (4) = -CD) (R+OD) 
一 ZE2 一 OD2。 
OD 本 一- 一 于 (AE? 一 7)， 


于 是 0D- 了 V2-@. 


] *, CD=R-O0D= 
因为 Z04B 一 人 R, 所 以 


2R— ~ 4B2— 3 
40p-0D.CB=- 一 一 人 2 


2R— ~V 4R2—a? 
2 . 


2R2— MV 4RI— RR?. 
», a'=A0—MV 2 MAR —ap 


V2-aR). 
和 癌 切 于 点 4， 线段 了 O 和 圆周 的 交点 为 G， 
过 点 G 作 圆 的 切线 和 -4 的 交点 为 到 则 
GK 为 外 切 正 2% 边 形 的 一 边 之 长 的 一 半 。 又 
LOAFP = LKGFP= /EB, 
所 以 


8. 正 多 边 形 951 
本 O00 .OF P_OF 
FO'—0444A8 E+ (各 ) Oi- Fs’ - F™Fs- 
> P+»p ,OF+FEB _ OR. 
TE) 从 而 一 57 万 ~ FG 
FOV dB, 由 ZG 是 周 长 为 P' (外 切 正 2% 边 形 的 周 长 ) 
的 正 多 边 形 的 一 边 , CB 包含 在 己 中 , 8G 包 
S20=00 含 在 P' 中 ,所 以 
一 革 CR _P Ptp_P 
ee FG wp Er 
| 一 到 . FE- AK F ， 2pP 
这 时 ， 人 AO4 万 co 人 ZEG7， 因此 之 一 Pip * 
于 是 0 A GF 因为 人 A4BHco 人 BFN, 所 以 
p05./1 AH _ EN 
BR: 驰 2 (去 V 24 £), 和 人. 
Dr 28 (VAT _28) ”因为 4 了 和 4 分 别 在 9 及 p/ ( 内 接 正 2 
b 边 形 的 周 长 ) 中 所 占 的 份 数 相同 ， 
=- 28 AH _ 
~V 4B+0+2R" ”本 2 


2930。 已 知 半径 为 好 的 圆 内 接 正 %” 边 
形 的 一 边 为 a, 求 此 圆 的 外 切 正 %* 边 形 的 一 
边 a' 之 长 . 

解 ”根据 问题 1561 可 求 出 a 为 


2aR 
V4RI—ay 
2931。 已 知 半径 为 环 的 殴 外 切 正 么 边 
形 的 一 边 之 长 为 w%， 求 此 圆 内 接 正 2 边 形 的 
一 边 a 之 长 . 
解 根据 问题 1561 可 求 出 a 为 
2a'R 
VAR-+taz 


2932。 已 知 加 的 内 接 正 yw 长 


.为 p, 外 切 正 %w 边 c F EE D 
形 的 周 长 为 P, 求 
同一 合 的 外 切 和 内 


a 2 边 形 的 周 J 


在 图 中 , 设 4 
4 万 为 内 接 正 % 边 形 的 一 条 边 ，Z4 纹 内 接 
正 2 边 形 的 一 条 边 ,， CD 为 外 切 正 % 边 形 的 
一 条 边 ，ZG 为 外 切 正 2n 边 形 的 一 条 边 ， 则 
P=%.:0CD, p 一 %.A4B。 所 以 
P _cp OC .00 


一 一 一 一 -一 


bp AB 04 0 万 ' 
因为 O8 平分 ZCOB, 所 以 


又 BN 和 BF 分 别 在 Z 及 P' 中 所 占 的 份 数 
相同 ， 


EAS A 二 
EF 万 ** pp Pe 
基 此 p=~ pXP'. 


2933. 已 知 半径 为 ?的 圆 内 接 正 mw 边 
形 的 一 边 为 a, 求 这 个 圆 
内 接 正 3m 边 形 的 面积 AL NB 
8. sa 

解 设 4B 为 圆 0 的 
内 接 正 边 形 的 一 边 ， 

0 为 弧 48B 的 中 点 , 则 40C 

是 此 田 内 接 正 2% 边 形 

的 一 边 。 设 圆 内 接 正 2m 边 形 的 面积 为 8, 则 
S= Sn04a0 xX 2mm. @ 


1 1 
由 于 Seo4o 一 下 4B.OC 一 李 Q7 7 


由 @ 知 | S 一 译 amr, 
设 2 多 =%， 则 = anr. 

2934. 求 半径 为 7 的 网 09 撤 、 外 切 正 
三 角形 的 面积 。 

解 设 和 4BC、 作 DEF 分 别 为 加 O 的 内 
接 和 外 切 正三 角形 。 如 果 4P 为 加 0 的 直 
径 , 那么 4P 一 2y， 于 是 

BP=7, 4BF 一 37。 


652 第 五 编 计算 问题 
| V3 根据 问题 2939 得 外 切 正 12 边 形 的 一 边 a' 为 
ee A er a 
ee 2 ka WV EVIDr VI(VS-lDr 
?和 人 - VS+tVS ~ 
Sapgr=4Sa4Bo; 并 V+27 3 2 
所 以 . 
Bas 这 沁 ro(VE LD 
3VB -> 
一 一 一 ?2X4 一 (32 一 VS)r。 
3V B72, 所 以 其 周 长 为 24(2 一 M3)7, 面积 为 
2935. 吏 0 的 半径 为 7， Ei | S=12(2— M3)7. 


外 切 正六 边 形 的 局 长 及 
面积 . 

解 圆 内 接 正六 边 形 
的 一 边 等 于 半径 ， 所 以 
局长 是 6r。 若 其 一 边 
为 4B, 则 正六 边 形 的 
面积 为 : 


V3 
Sa4opX6 一 -人 2X6 一 3 72。 


设 园 外 切 正六 边 形 的 一 边 为 %， 则 由 问题 
1561, 得 


3 3 


__ aa 2 
了 7 二 二 


12 /F 
2 0 ~ . y 
所 以 其 周 长 为 -7 了 了 即 4v 37。 其 面积 为 


2 72。 

2936。 求 半 径 为 和 的 圆 内 接 正 世 边 形 
的 周 长 与 面积 。 

解 ”因为 内 接 正六 边 形 的 一 边 的 长 为 ”， 
设 内 接 正 12 边 形 的 一 边 为 m, 根据 问题 
2929, 得 


1 9 77 
7 二 A/372 填 7 一 277 一 7 
7 . 二 。 7 】 


=- 吝 (VE-Dr 


区 
12 SA 
V3 -r=6V323 (V3 -Dr. 
设 此 正 多 边 形 的 面积 为 8, 由 问题 1564 得 
心 一 372。 
2937. 
的 周 长 与 面积 。 
解 ”由 上 题 知 , 内 接 正 12 边 形 的 一 边 a 为 
1 ee 
nr 


求 半径 为 ?的 贺 外 切 正 12 边 形 | 


2938. 圆 的 半径 为 *， 求 它 的 内 接 正 方 
形 ,正八 边 形 , 正 十 六 边 形 , 正三 十 二 边 形 , 正 
六 十 上 四边形， 和 的 周 长 Bb; 与 面积 Sn 


” 解 ” 因 圆 内 接 正 力 形 的 一 边 为 V3y, 设 


此 正方 形 的 周 长 为 Ps, 面积 为 84， 则 


Ps=4V237, Sam—27?, 
设 正八 边 形 的 一 边 为 ae， 由 问题 2929 得 ， 
aa 一 37， 
所 以 
人 一 7 (27 一 /412 一 3292) 一 (2 一 VE) 
因此 ， as=M2— Vay, 
“» Pe=8V2— V2r, 
又 在 问题 2934 的 公式 8 一 也 anr 中 , 已 知 
ad 一 37，70 一 3。 


则 Sg= 到 27x8r=2~ 2 和 2。 


假定 正 十 六 边 形 的 一 边 为 gz6; 和 上 面 一 样 ， 
aa=r[ar 一 V4r2 一 (2 一 W3)72] 
一 (2 一 V2 二 3)y2. 

*, atm—V2— V2 3,, 

Pis=16V2—V23+V ar 
于 是 

Si— 荆 2—~V2rxl6r 
一 4WV2 一 人 512。 

反复 应 用 这 一 方法 , 可 以 求 出 正三 十 二 边 形 ， 
正六 二 四边形 ,，…… 的 周 长 与 面积 。 


2939. 圆 的 半径 为 7, 求 它 的 外 切 正 方 
形 , 正八 边 形 , 正 十 六 边 形 , 正三 十 二 边 形 , 正 


六 十 四 边 形 的 局 长 Ps 和 面积 Sn。 


8. 正 多 边 形 653 
解 ” 设 在 半径 为 > 的 圆 中 ， 外 切 正 2 边 形 工 /一 -一 一 天 | 
的 一 边 为 an, 周 长 为 Pu， 面积 为 Bo 则 V10-2V 57。 
4=27, @ | 又 园 0 的 内 接 正 五 
P87, @ | 边 形 4BCODE 的 对 角 
Ss=472, 图 | 线 40 之 长 为 ， 
由 问题 2929;* 得 1 = 
Ee pa x2rxr 3 M1i0+2V57, 、 
VATa tr Vit2r 因为 0B8 | 40， 
所 以 


.27 2(V2 ~1)7 
VE (VE+I(V2 1) 
=2(V 3 —1)7. 
: Ps=8as=16(MV 3 —1)7, 
Sa= 二 Per—8( VE—l)r, 
辣 理 ， 
2ag” 
We ~V dia 十 27 
2x2(V 3 一切 7X7 
VM 472+ [2 2 一 切 7]2 十 27 
4(w 3 —1)7? 
2V1+ (V2 一 27 十 27 
2(V 3 一切 
Mi+(V2—1)2+1 
_3(V3-DIV1I+(V23 一 1D? 一 1 
1+(V 2—1)?—1 
_2[V1i+(vV 2 ~—1)? —1]r 
V2—1 
_2(V3+DEIVI+(V 3 —D? -ir 
231 


= 


2(VE + (V4-2V 3 一 1)7。 
。» Pie=l16ae 
te 5 +1) (V4—2vV 3 ~—1)7, 


Se 一半 Plier 


=16(VS + (V4~—2V 3 -172 
依次 反复 应 用 这 一 方法 ， 可 算出 正三 十 二 边 
形 , 正六 十 四 边 形 。……。 的 一 边 之 长 , 周 长 和 
面积 。 
294D. 圆 0 的 半径 为 ? 求 它 的 内 接 正 
五 边 形 一 边 的 长 和 面积 。 
解 ”由 问题 2841 知 , 正 五 边 形 一 边 的 长 为 


时 ， 


= 40.0B= 计 Vi0F3V 72, 


故 ABCDE 的 面积 一 Vi0T27 牢 7 


2941.。 求 半径 为 + 的 圆 的 外 切 正 五 边 形 
的 周 长 及 面积 。 
解 ” 由 上 题 知 ， 内 接 正 五 边 形 的 一 边 之 长 


为 务 .Vi0-2Y 守 V5。 设 外 切 正 五 边 形 一 一 边 


| 的 长 为 a', 则 由 问题 2930 知 , 当 


0 一 可 10 一 2~/ 5 


52MWI10 二 3/ 噩 . 
VY 4? 于.(0-2V5) 
2VI0—37/ Er 2V10C37E 


OO 
i 


V6t+2M5 


因此 局长 为 全 57 


10V10—2V5 
2 一 到 > V5+1 > 
_5V10-2v5 。 
| V5+1 
2942。 求 半径 为 7 的 圆 的 内 接 正 十 边 
形 ， 正二 十 边 形 ,: 正 四 十 边 形 ， 和 的 周 长 及 
面积 。 
解 ” 设 内 接 正 % 边 形 的 一 边 为 wa， 周 长 为 
Pn， 面积 为 Sa， 由 问题 2841 得 
ao 一 于 (V §5—1)7, 


所 以 Pro=5(~/ 5—1)7, 
又 由 问题 2841， 


1 /一 一 一 -一 
as= 石 V10—2V By, 


Q'= 


; 面积 为 


654 第 五 编 
与 问题 2988, 得 
Suo 一 子 X 主 V10-2V7 Brx107 


l Tr I2。 
其 次 ， 设 正二 十 边 形 的 一 边 为 4z0; 由 问 题 


” 2929 得 


C&3 一 7.[27 一 人 472—a36] 
ee | 他 -到 G-VS)?] 
一 (2 一 V SE 
pus ET, 
.内 a 一 于 (V5 一共 7 和 问题 2933, 得 
Bu— 二 : 社 (V ED)rx20r 
(Vl). 
反复 应 用 上 述 方 法 , 可 求 出 正四 十 边 形 ,正八 


2943. 试 述 求 半径 为 7 的 圆 的 外 切 正 
十 边 形 , 正二 十 边 形 , 正四 十 边 形 ,…… 的 周 
长 及 面积 的 方法 。 

解 ” 由 问题 2841 知 , 内 接 正 十 边 形 的 一 边 
为 HVE-D?, 设 外 切 正 十 边 形 的 一 边 为 
aao, 则 由 问题 2930, 得 
(V5~1)r? 


Ql10™= RE 
dV 5 —1)27? 


_(vV10— V3)r 
M54VS 
_10(V10— 3 
M5FVE ” 
5(V10~—~V2)72 
PB 
由 上 题 知 ， 内 接 正二 十 边 形 的 一 边 为 
V2- EA 


周 长 Pio== 


] 的 圆心 为 0, 内 接 正六 


计算 问 蚌 


用 和 上 面 同 样 的 方法 ， 可 以 计算 外 切 正 二 十 
边 形 一 边 的 长 。 设 外 切 正二 十 边 形 一 边 的 长 
为 dao, 周 长 为 Pzo, 则 Sw 一 二 Poo 所 以 可 


直接 求 出 So。 
关于 Pao, Peo， “3? Sao, Sgo, ** 也 可 以 用 
沁 样 方法 求 出 .。 
2944， 求 半径 为 7 
的 圆 的 内 接 正 十 五 边 形 
一 边 的 长 。 
解 ” 设 半径 为 ?的 贺 


边 形 的 一 边 为 4B, 内 
接 正 十 边 形 的 一 边 为 4C, 则 
LBOC= /人 40B 一 ~4OG0 
360° _ 360° 


_ 360° 


15 ” 

所 以 BC 为 内 接 正 15 边 形 的 一 边 。 由 女 向 

BC 的 延长 线 引 垂 线 , 设 其 垂 足 为 D， 则 
LAC0D=30°, /ADC=90°, 


所 以 4D= 亏 A0 ~ItVB —1)7, 


A = (VE 


BD~V 2B AD 
-Vz-[TCVv5-Dr 
VIGT27 Br. : 


"。 BC=BD-—CD 


CD= 


一 了 Wi0+3VE7 
dy 
= 二 (V0 re 
+~MV3—V15)7. 
2945. 已 知 半径 为 ”的 圆 O 的 内 接 正 
五 边 形 , 正六 边 形 , 正 八 “人 
边 形 ， 正 十 边 形 ， 求 融 心 
O 到 它 的 一 边 4B 的 距 
离 00。 
解 在 和信 04C 中 ， 
. O00=V O04— A0:. 


8. 正 多 


边 . 形 655 


所 以 在 正六 边 形 中 ,00 一 “各 7。 在 正八 边 
形 中 ， 


oo= Re (问题 2938) 
.M2+V3 
i 


在 正 五 边 形 中 , 由 问题 2940 知 


po (sy 


在 正 十 边 形 中 , 由 问题 2942 知 


oc- V 72 一 (A 7) 


M1i0+2M/ 5 
Ta 7 ‘ 
2946 ， 正六 边 形 的 面积 为 36cm?, 求 连 
结 它 各 边 中 点 所 成 的 正六 边 形 的 面积 。 
解 ” 设 原 正六 边 形 的 一 边 为 w 面积 为 3， 


则 


/3 
6xY oo2。 


^/ 3 
.0 6 x 2 22 一 36， 


ME. © 也 
设 所 求 正六 边 形 的 面积 为 %， 一 边 MN 为 
2 则 


</ 3 3V3 
S'=6X~4 = 5 02。 ©® 


连结 4B、A4F 的 中 点 妇 、NW， 因为 人 A0B 
是 正三 角形 , 4B=a, 所 以 


V 
OUM=- 2 上 且 MN=OM, 


- /3 
9 s—MN— a. 


ee S's x -27m). 


个 正六 边 形 。 再 在 这 


2947. 已 知 正三 角形 的 面积 为 20cm2， 
它 的 一 边 长 和 正六 边 形 的 一 边 长 之 比 为 5:2， 
求 正六 边 形 的 面积 。 

解 ” 当 正三 角形 的 一 边 是 4 时 ， 其 面积 为 


V3 
> =20. 设 正六 边 形 的 一 边 为 2 则 


270 一 5:2。 

^/ 3 与 _\2 
所 以 ， ey ( 豆 ?) 一 20， 
、/ 4 16 
从 而 区 一 20x 天 一 


因此 ， 所 求 面积 是 这 个 信和 的 六 们 ,有 即 19.2 
(ecm?) . 

2948. 已 知 正六 边 形 一 边 的 长 等 于 a。- 
在 这 个 正六 边 形 的 顶 
点 中 ， 每 隔 一 顶点 连 
结 一 线段 ， 由 这 六 条 
线段 的 交点 作成 第 二 


个 正六 边 形 的 项 点 ， 
每 隔 一 顶点 连结 一 线 
段 ， 又 由 这 六 条 线段 的 交点 作成 第 三 个 正六 
边 形 。 如 此 依次 作 下 去 ,， 求 原来 的 正六 边 形 
的 面积 和 所 有 这 些 正六 边 形 的 面积 的 总 和 ., . 
解 设 正六 边 形 4BCDBEF 的 外 心 为 O0， 
则 04B 是 一 边 为 a 的 正三 角形 ， 其 面积 是 
0 设 正六 边 形 的 面积 为 S, 则 
ep OD 
在 图 中 , 设 第 二 个 正六 边 形 为 4 BC'D'B'F', 
AO 和 4'F' 的 交点 为 互 ， 则 
1 1 
AH=3 A0=3a, 
A'F':AH=2:M 3, 
AF'- 2.AH- 2.xl 
oe AF 7 AH 人 5 G 
1 
a 
设 正 六 边 形 4B0'D'B'F' 的 面积 为 St， 积 
@ 一 样 ， 得 
/可 
8 -3 3 


3V3 、c2. 
3 “六 了 可 


‘(A'F')?= 


一 002。 : 


2 4。. 


656 


所 以 Si 一 吉 8 
同样 , 设 第 三 、 第 四 个 正六 边 形 的 面积 分 别 为 
SA Ss, 则 * 1 1 
So 一 亏 Si 一 SS 
1 1 1 
Sa Ss= 3 1 一 -3 S, 


设 所 求 面积 的 总 和 为 己 ; 则 


P=—8+81+S2+83+ 
1 1 1 


号 二 十 起 二) 


号 ， 扇 形 、 弓 形 、 弧 、 弦 


2949， 已 知 直径 为 46BR 的 贺 周 上 一 点 
为 直径 画 圆 ， 相 交 于 三 
及 人 BR 上 一 点 3 图 中 斜 
线 部 分 的 面积 分 别 用 
A、 BB 表示 ,求证 


PS LQ8, 
则 以 PQ、 PR 为 直 
径 的 贺 O[、0s 都 
过 点 8. 在 右 图 中 ， Vv 
4 二 3 一 半圆 PT9 面 积 十 半圆 POR 面积 
十 APOR 面积 一 半圆 QPR 面积 
MPQ\3 ww/PR\2 
一 号 (人 + 
tv/ QR\2 
+Seron 一 可 (人 


一 Seroz 十 可 (PEG? +PF—QR). © 


, A4BC 的 面积 。 


第 五 编 计算 问题 


其 中 人 QPE 一 90?, 所 以 
~ PO +PR QR?~0. 


由 人 @ 式 得 
A+ B=SApgR。 © 
又 ， 
C 一 半圆 8 了 7 及 面积 十 人 PQR 面积 
十 月 形 PMSNP 面积 


一 半 四 PS9 面积 一 半圆 PSB 面 积 
-和 他》 em 

十 月 形 PMSNP 面积 

-各 人) 
一 SepPqp 十 月 形 PUMSNP 面积 

-$$ (QF -Po —PE’). 


oo 0 一 SArap 十 月 形 PMASNP 面积 。 四 
由 加 和 图 , 得 4 十 了 <C。 

其 次 , 设 PBQ、PB 的 中 点 分 别 为 OO。 
LQ 一 30"， QR=27, 则 PR=7, PO— MV 37. 
又 因 LPO1WS==60*， 人 PO:S==120*。 所 以 

/3 
遍 形 01PS 面积 一 中 (3 7】 一 名， 
wm/1i1 \2 x 
扇形 02PS 面积 = 村 (于 7?) = 入 7 
四 边 形 01PO2S 面积 
1 /3 
一 二 Sezen = 于 PO-PR=~ 72， 
“C0C-A-B 
二 月 形 PMSNP 面积 
二 扇形 OIPS 面积 十 凯 形 OoPS 面积 
. 一 四 边 形 01PO2S 面积 
Ns 
一 (各 + 否 一 去 入 
-了 (= 一 以 下)>。 

2950， 已 知 加 
的 互相 垂直 的 直径 为 
AB.OCD, 以 也 为 贺 心 ， 
4D 为 半径 的 贺 和 0D 
的 交点 为 召 ， 证 明 两 
圆 弧 A0CB、ABB 所 
图 成 的 月 形 面 积 等 于 


9。 扇形 、 己 形 、 弧 、 弦 
把 分 母 有 理化 ， 


解 设 月 形 .4CBB4 的 面积 为 8。 则 
5 二 半 图 40B 面积 一 弓形 48B 面积 ，@ 


半圆 40B 面 积 一 也 7 (7 为 半径 )， 
弓形 4BB 面积 
一 扇形 DAB 面积 一 SApaB 
= 了 (V37)w— BV Er)? 
一 也 72—72, 


将 这 些 值 代入 @ 中 , 则 
83 一 号 92 一 (和 人 2 一 他) 一 人 2 一 Bac。 


2951， 已 知 圆 的 半径 为 J0cm, 它 的 内 
接 等 腰 三 角形 的 顶 角 
为 30°, 求 平行 于 底 
边 被 腰 三 等 分 的 弦 
长 。 

解 设 A4BC 为 
圆 0 的 内 接 等 腰 三 
角形 ， 人 4 二 30°, 则 
LBO0=60°. 所 以 人 人 OBC 是 正二 角形， 其 高 


~ 
OH 0B. 


i OR x10-5V3, (ey) 
又 
CH= 雪 OB=5. @ 
设 所 求 弦 忌 NW 和 4B、4C、4 妃 的 交点 分 别 
为 肥 及、D， 则 
LE=~LM~MN, DM=DL, 


是 . DM Ho, 
: DM _ AD 
所 以 -5 4。 
设 DM 一 rk ee 
写 -957 
“4 一 (2 二 3)z。 @ 


又 在 4D.D4'~RD.PDN 一 DN2. 巾 ，AD~ : 


y, D4'=20 一 y, DN=8DM 一 3z， 所 以 有 
4(20 一 功 一 9x2。 图 
由 @、@@, 消去 y 得 
(3 二 A 3)z[20~ (34+ 3)¢]~90, 
5(2 十 VS) 3) 
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,5(2 二 VS) (4—V 8) 
(4 二 3). 4- 3) 
_5:(5 +2vV 3) 

13 2 

E04 

沪 19 .53 (cm) 。 
2952。 已 知 半径 为 7cm 及 5cm 的 两 

圆 。 它 们 的 圆心 距 为 3cm， 求 公共 纺 的 长 . 

解 “ 设 底 边 为 3cm, 另 两 边 之 长 分 别 为 7 
cm、5 cm 的 三 角形 则 所 求 公 共 弦 之 长 为 此 . 
三 角形 的 高 的 3 倍 。 先 求 此 三 角形 的 面积 。 

p=(7+5+3) 二 2 一 7.5， 

g 一 7.5X(7.5 二 7707.5 二 5(7.5 二 爵 

15 
= 本 V3. 
故 所 求 公共 弦 长 为 
(于 V3x2+3)x2=5V3 


、 58.7(cm)。 

2953。 在 八 4BC 中 4 为 直角 ， 设 两 二 
角 边 分 别 为 4、 52. : 
作 其 外 接 半圆 .又 
以 4B、40 为 家 
径 , 在 三 角形 的 外 
例 作 半 加 , 试 计 算 B 
两 新 月 形 的 面积 之 和 . : 

解 设 入 4BC 外 接 半 圆 为 BM4NC， 以 
4B、AC 为 直径 的 半圆 分 别 为 4M'B、AN'C， 


则 


新 月 形 4MBMN 面积 
十 新 月 形 4NCNX 面积 
一 光 图 44 字面 积 十 半圆 4NOC 面 积 
十 A4PBO 面 积 一 半圆 B4C 面积 ， 


即 
2 
但 是 4 瑟 二 4C2 一 BO2 所 以 在 上 式 中 
Pa 


~ 也 。 (于 = 


) + SA4Bo 
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于 是 人 Sec4pD 一 SAcdB。 
新 月 形 4MBM' 面积 于 是 所 求 面积 
十 新 月 形 4NON' 面 积 AS 一 2 (弓形 CBD 面积 ) 


一 人 4BC 面积 = 亏 ab. 


2954. 半径 为 6 的 圆 在 半径 为 6 的 半 
圆 直径 上 滚动 . 
当 半 圆 和 圆 的 公 
共 部 分 为 最 大 
时 ， 求 其 公共 部 
分 的 面积 。 
解 设 半圆 的 4 
直径 为 P@,， 圆 
心 为 0, 滚动 的 .了 
贺 的 圆心 为 0. 圆 0' 在 P9 上 滚动 ,其 圆心 的 
轨迹 是 平行 于 PQ 的 直线 , 由 于 圆心 距 愈 小 ， 
两 网 的 公共 部 分 就 愈 大 。 所 以 当 OODLP9 
时 , 公共 部 分 的 面积 最 大 。 设 此 时 的 公共 蓄 
为 4B, 则 和信 00'4 是 正三 角形 ， 八 00'B 也 
是 正三 角形 . 所 以 

LA0B=120°, /40'B=120°, 


“扇形 (0-40'B) 面积 一 二 (zx 的 
上 一 I2zr。 
闻 样 ， 扁 形 (0 一 40B) 面 积 =12x. 
其 次 , 萎 形 40B0' 的 面积 为 
于 4B-00'~=#(V 3 x6) x6~18V3， 


故 所 求 面积 为 ; 
遍 形 〈O-40'BD) 面积 
十 扇形 (0'~40B) 面积 
一 碎 形 40BO' 面积 
一 12x 十 12z 一 18/ 3 
一 24mr — 18/ 3 264.94, 


2955， 已 知 半径 为 35cm 的 两 等 圆 相 
交 ， 且 各 贺 分 别 通 
过 另 一 圆 的 圆心. ff \ 
求 此 两 加 的 公共 基 [| 
分 的 面积 . NM7Z 

解 设 两 等 圆 的 N 多 
圆心 分 别 为 4、B， 
公共 弦 为 CD, 则 人 4BO、 八 4BD 都 是 一 边 
为 25om 的 正三 角形 。 所 以 
LOAD=120°, 


一 3 [( 扇 形 4A-CBD 面积 ) ~ SacaDnj 
-3( 于 . «x2m— x257) 


一 2X 252 (2 


~1250X (1. pe 0.43) 一 775 Sa 
2856， 已 知 两 相交 圆 的 半径 都 是 a, 设 


圆心 距 为 V3 30， 
求 两 圆 公共 部 分 
的 面积 。 

解 因 0、0’ 
都 是 半径 为 a 的 
圆 ,所 以 


ANOABQAO’'AB, 
遍 形 0O45 丝 遍 形 0'4B, 故 所 求 面积 
4 一 2 ( 扁 形 04P 面积 -Saodp)。 人 @ 
因为 4B、00' 是 互相 平分 ， 


所 以 40= 地 AB, 00 一 立 OO。 
在 直角 三 角形 4OC 中 ， 
40:00=a: ~ 
.L400=30"， 人 40B60°. 
扇形 04 了 面积 一 于 . (加 0) 一 言 xaz。 
因 AO4B 是 正三 角形 ,所 以 
Spap A, 


将 这 些 代入 人 中, 得 


a=2:MV3.. 


2957。 求 半径 为 7， 园 心 角 ! 为 ”的 赢 
形 的 弧 长 及 其 面积 . 
1 解 ” 因 半径 为 的 圆周 长 是 2m7z， 弧 长 和 


圆 抽 长 的 比 等 于 圆心 角 和 周 角 之 比 。 所 以 
弧 4B:2my7= 一 x:360， 
2m7w IC 


弧 4B 一 550 一 -I80* 


9 扇形、 弓形 、 弧 、 弦 


又 圆 的 面积 为 wy2， 和 上 面 一 样 ,扇形 的 面积 
S 和 圆 的 面积 w72 之 比 等 于 圆心 角 w" :360"。 
所 以 

m720 

360“ 

2958. 设 等 腰 直 角 三 角形 420 的 直角 
边 长 为 120cm. 以 
直角 顶点 4 为 
心 ， 半 径 为 80cm 
画 加 ,再 以 B.C 为 ， 
圆心 ， 分 别 以 半径 Ph 
为 20cm 画 圆 , 求 Ss 
由 三 条 公 切 线 和 与 切线 相连 的 贺 弧 所 围 成 的 


S:wr?=a:360, S= 


图 形 的 周 长 及 面积 . 
解 因 4C=120, 4D=80 一 20=60, 所 以 
LDACG—60°, /RAB=60°, 
， LBAC=90°. 


."。 人 RAT ( 劣 角 ) 一 150。， 
又 因 人 40D=30°,， /40B=45°， 
可 知人 SCT' 一 105*, 可 按照 上 题 求 劣 弧 BI、 


ST' B'S' 的 长 。 其 次 求 出 B06、DO, 就 可 以 
计算 BR BS’ TT’. 
150 _ 200. 
3860 8 
BT .105 一 35 
ST’ 一 30 XAr= 本 罗 
ESAT = 


35.5 
号 


T7' x120=60V 3， 


RBE'~ 60V 3, 
SS'=BC=—120V 2. 
ee 周 长 一 9- z+ 号 mxX2 
+60V 3 x2+120V 3 
~ 90x 十 120 (V3 二 VS)(eom)， 


先 求 各 部 分 面积 : 


扇形 BT 面积 一 站 X802r 一 和 


扇形 0ST' 面积 = -0 x 2027 一 -了 
和 BER'S' 面积 ， 
和 人 4BC 面积 一 1202-- 2 一 7200， 
挎 形 BS'SC 面 积 =120MV 3 x20 一 2400w 3， 


` 连 它们 ， 并 述 其 
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梯形 4TTC 面积 = (20+80) x 60V 3 
=3000V 3， 
梯形 4BR'B 面积 =3000w 3， 
面积 = = T+ 党 TX 2 
ee 
-3000~/ 3 x2 
一 2900m 
4+1200(5V/ 542V 3) (cm2) 
2959. 如 图 . 4、 两 滑轮 有 皮带 系 连 . 
问 怎样 调整 两 渭 
轮 的 半径 ， 使 该 - 
皮带 仍 能 恰好 系 


理由 。 

解 设 滑轮 4、B 的 半径 分 别 为 x、 在 
也 滑轮 的 半径 为 ?十 2 B 滑轮 的 半径 为 7' 一 
Zz 时 ,皮带 的 位 置 如 图 PQ'S'R'P',，PQ、RS、 
PQ、 RS' 是 内 公 切 线 。 由 B 作 4P 的 垂 


线 , 垂 足 为 0, 则 
: PO~QB=7’, 
.。 coa LBAP— + 


同样 
cos LBAP'= 


《7 十 Z) 十 (7 一 2Z) 
AB 


?+ 
AB * 


所 以 和 <B4P 一 人 BAP', 从 而 4\、 PP、P' 在 一 


直线 上 。 
同样 , 4 RE 了 BR 已 Oo DA 8 分别 
在 一 直线 上 . 因此 
PO~P'Y, RS=—ES', 
又 设 优 角 了 4BE= 优 角 8BS 一 0° 时 , 则 


. 0 
优 弧 PR=2w7 X 560 
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pr 0 
优 弧 PRB’'=2% (7 十 2 X-360， 


0 
一 2myX 一 一 ， 
优 弧 Q8 一 2w7'X 365， 


优 弧 Q'S'=2r 7’ —s) x 


“， 优 弧 PB+ 优 统 QS 
一 优 弧 PB 十 优 统 YS'。 
两 边 分 别 加 上 P89 十 RS 一 PQ'+R'8' 时 ， 显 
然 皮 带 长 相等 , 因此 皮带 长 仍旧 是 原 长 ， 
2960.， 已 知 一 直径 为 4m 的 加 人 
2m 的 弦 分 成 两 部 分 ， 
求 这 两 部 分 的 面积 。 

解 ” 因 半径 
04=0B=2, 
AB=2, 

所 以 A04B 是 正三 角 3 
形 , 由 问题 2957 知 , 扇形 Ce 的 面积 为 


60 
“560 X29 是 BT 


3 ” 


A04B 面 积 一 ~ x2 一 3. 
所 以 小 弓形 的 面积 为 
也 wg— /B20.362 (m2)， 
大 弓形 的 面积 为 
mw。 “(3 “—V3) 


-加 mr 十 3 ~12. 204 (m2). 


2961. ss 
边 把 圆 分 成 两 部 分 ， 求 
这 两 部 分 的 面积 。. 

解 在 团 0 中 , 设 4B 
' 为 内 接 正 三 角形 的 一 
边 ， 则 圆心 角 40B 是 
120°, 所 以 : 


扇形 (0-40B) 面 积 一 69 
设 4B 的 中 点 为 UL, 则 乙 4 一 30"， 


/可 


* W727 


而 ~ 
Baaoa—OM. AM 


a 


算 问 题 


弓形 4CB 面积 
3 


RN, 
了 全 7 


= 三 (Am ~—3 V3), 
in 
= (4m—33) 


72 
Es (8z+3 V3). 


2362. 已 知 圆 0 的 半径 是 a， 
a 
弦 4B 的 距离 是 J 


贺 心 和 一 
求 这 个 圆 被 弦 4B 分 成 
的 两 个 弓形 的 面积 . 
解 由 0 向 4B 从 和 
线 00， 则 OC=- 3 上 
O04 二 Q。 所 以 LO0O=45"。 因 而 
ZA0B= /RB, 


Sasop 一 瑟 04.0B 一 王 o2) 


扇形 04BB 面积 一 工 wa?, 


弓形 4BB 面积 
一 遍 形 O4B 面 积 一 人 04B 面积 
1 


2 
于- 合生- 


弓形 4F BC 面积 
G2 CQ2 
一 oo" 一 -全 (一 2) 一 ~ (r+2). 
2s63、 设 4B、CD 为 圆 0 的 互相 垂直 


的 直径 ， 以 也 为 殉 心 ， & 
D4 为 半径 的 圆 弧 和 AN 
， ED) . 


00 的 交点 为 吾 ， 证 明 
两 网 弧 4BB、4CB 
所 国 成 的 面积 等 于 

ACBEA 的 面积 一 Si， 
ABBA 的 面积 一 S2， 
入 4BD 的 面积 8s. 


人 4BD 的 面积 。 
因为 Si 十 8。 是 半圆 , 设 圆 的 半径 为 "， 则 


解 设 ， 
1 
Si 十 So 一 可 X72, @ 


9 扇形 ,弓形 、 弧 、 弦 
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又 因 中 十 8s 是 以 DD 为 圆心 、4D 为 半径 的 
扇形 , 且 贺 心 角 4DB 为 直角 , 所 以 它 是 以 


4D 为 半径 的 加 的 子 , 即 
Bo 二 B 一 工 nA 
但 是 4Z2 一 272， 所 以 
S28 一 二 err2. @ 
由 外 ，@ 两 式 得 S1=Ss. 

2964. 在 边 长 为 4 的 正三 角形 4BC 上 ， 
以 各 顶点 为 圆心 , a 为 半 《人 A 
径 画 三 个 圆 , 求 三 个 圆 的 
公共 部 分 的 面积 。 了 了 E 

解 设 人 4BC 的 面积 
为 81, 三 个 扇形 的 面积 B 
都 为 82. 因为 扇形 4BDC 5 


的 半径 为 a， 其 面积 是 加 面积 的 车 , 所 以 
So= 0. | 
又 因为 正三 角形 4BC 的 一 边 为 % 所 以 
51 一 “和 oo。 故 所 求 的 面积 


5S 一 扇形 4BDC 的 面积 x3 
一 2 人 4BC 的 面积 


=- 邱 (6- VB). 
2965. 若 三 个 等 
圆 4 3B、C (半径 都 是 
7) 在 点 D、 及 也 互 相 
外 切 , 求 这 三 个 贺 弧 所 
围 成 的 图 形 DBF 的 
面积 。 
解 办 


扇形 4B 面积 
一 扇形 BDF 面积 
一 扇形 2 本 机 


2 wr?, 


又 se AB?=~M 3 72, 
故 所 求 的 面积 


SBn- 言 7?X3 
= 分 CCV 了 -中 ， 


2966. 已 知 C、 DD 三 等 分 长 为 2 
4B, 设 以 和 了 为 
网 心 ，CD 为 半径 
画 两 个 等 贺 C、 也 ， 
再 以 其 交点 妨 了 了 
为 圆心 ， 各 圆 的 直 
径 为 半径 画 弧 。 求 类 似 于 椭圆 的 面积 ， 

解 因为 CRD=60*，~GCK 一 120"， 

扇形 KL 面积 


一 扇形 FGH 面积 一 妈 0’ 
” 遍 形 CEG 面积 
一 扇形 DHL 面积 = 去- m0” 


又 四边形 BCFD 面积 一 2 


/3 
‘.. S= A 冯 ma? 5 27 和 
= (VD). 


2967. > 4BC 是 弦 4C 上 的 弓形 . 

弦 .40 长 20em, 马 形 角 ' 人 4BCO=135°, 求 弓 
形 4B0 的 面积 。 

解 因为 
LABC=135°, 
LAREC 

一 180。 

=45°, 

. L400C=90°, 

en OABO 的 面积 是 加 面积 的 四 分 } 之 


一 三 II2 。 


在 4AO40C 中 ，LO 一 人 BR， 所 以 它 的 面积 
为 


—135° 


Saoac 一 束 40.00 一 避 92 


而 40C=230。 于 是 7+=~ 300， 
弓形 4BC 面积 
ee 
.一 下 2 rr —2). 


~=50(m—2) ei 
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29368， 在 边 长 为 acm 的 正方 形 中 , 以 各 解 从 万 作 切 线 47, 则 
边 为 直径 在 其 内 画 四 个 半 A D TA2—=AB.AC 
团 ， 求 每 两 个 加 重合 部 分 YA 一 64， 
的 面积 。 而 且 AOT4 是 直 
解 “ 设 以 正方 形 4BOD > 衣 三 角形 . 
的 各 边 为 直径 ， 则 在 正方 Sa AO=10, C 
形 内 所 作 的 半圆 都 过 同一 《 AT2m64， 设 ”07 一 
点 。 因 为 四 个 半圆 的 和 是 正方 形 的 一 边 为 直 | 由 AO?—OT?+ AT?, 
径 的 区 的 两 倍 , 所 以 四 个 叶 形 的 面积 之 积 (所 | 得 ”100= 双 十 64， 
求 的 面积 ) 为 ， 即 z2 一 36， 
1 na/ io 1 “ 2 一 6 (cm) 。 
3( 诗 oj wa ( 半 wj 2971.。 已 知 从 圆心 0 到 点 卫 的 距离 为 
2969. 在 半径 为 已 的 圆 中 作 内 接 正 方 | 3cm, 过 点 P 卫 的 弦 4B, 使 
形 ， 然 后 在 此 正方 形 AP-PB~=36 (cm2)。 只 
中 作 内 切 团 ， 再 在 内 求 此 圆 的 半径 。 
切 贺 中 作 内 接 正 方 解 作 过 点 卫 的 直径 
形 ， 如 此 无 限 地 继续 到 8， 设 半径 为 z， 则 
作 下 去 ， 求 这 些 圆 的 卫 刀 一 z 一 3， 
面积 的 和 。 PFor+8, 
解 设置 的 圆心 为 而 且 PE.PP~PA.PB. 
0, 此 器 内 接 正 方形 为 4BCD。 再 设 此 正方 | 所 以 (z 一 3)(z 十 3) = 36, 
形 的 内 切 陨 的 切 点 为 .4 B" CD', 则 第 二 : 22 一 9 一 36， 


个 圆 的 内 接 正 方形 为 4'B'C'D'。 以 下 接 同 
样 方法 作 下 去 。 因 04 二 R, 设 4B 一 zs， 则 
=vV2R, Ee 
它 的 半径 为 二 地 

同样 ， 个 四 的 半生 为 -并 2x 


所 以 各 圆 的 面积 依次 为 
rh? wR? 
nh, 一 2 ， 一 全， 、 
设 各 圆 面积 的 总 3 S， 则 


SS 一 mrF2 二 -> + 一 一 -十 …。 


get 
V3° 


.此 式 的 右边 是 公 比 为 到 的 无 穷 等 比 级 数 , 所 
以 
8 一 .22 ~2nF?, 
7 


1OQ。 直径 、 半 径 


2970. 从 距 圆 心 0 为 10em 的 一 点 4， 
作 阅 0 的 割 线 4BC, 已 知 4B. A40=64 
(cm?) , 求 此 辆 的 半径 。 


a 一 3w/ 5 ~6.708 (cm). 
2972. 在 人 4BC 中 ,4B (=a)，40 
(=b), 人 4(==60°). 求 A 


外 接 半 的 半径 . S 
解 设 CDL4B, 则 SS 

CD= -3b, > c 
ED 


BD~a- 吝 5. 


“. BO~V B+0D:= /三 
又 因 40.BC=2.CD (问题 1318)， 


2 一 
二 EN 和， 


2973. 求 边 长 为 4 的 正八 边 形 4BOD… 
的 内 切 贺 及 外 接 贺 的 半径 和 五 。 

解 ” 设 正八 边 形 4BCD… 的 一 边 为 g， 内 
切 贺 及 外 接 贺 半径 分 别 为 ?及 则 4 是 半 
径 为 ?的 加 的 外 切 正八 边 形 的 一 边 ， 由 问题 
2939 得 


4D= 亏 0) 


a=2(V 2—17, 


人 


10. 直径 ,半径 


G 
F207 FI 
EN 2 
2(V 3 —1) (Vv 2 +1) 
2+1 
r= 3 GQ。 


ba 
be 


又 是 半径 为 五 的 贺 的 内 接 正八 边 形 的 一 
边 , 由 问题 2938 得 
a=MV3—V3 RR. 


2974， 已 知 三 角形 
三 边 之 长 分 别 为 a&、 5b、 
cs 求 其 外 接 贺 半径 及 
内 切 圆 半径 。 

解 设 BC (=a) 边 
上 的 高 为 4 互 ， 人 4PB0C 的 面积 为 S, 则 


B= 0"AH~ VPB-0) -BB-o0), 


其 中 2 一 喜 (6+5+c)。 所 以 
LE 一 xwV3G- 林 G- 可 G-9。 


设 外 接 圆 的 直径 为 4D( 一 28)， 则 
A4BFDwA4FC， 
。， 4B.4C=4 万 -47D， 
从 而 
bo—ADx ZV DE- Bom-6), 


Gobc 
2VpP—a) P60) -oe) 
六 
ADE BD 
设 内 切 圆 半径 为 ”, 则 
S=p7, 
he TDG-DE-) -Dp-e) 
和 
2975.，， 已 知 三 角形 三 边 之 长 分 别 为 从 
和 C) 求 其 旁 切 圆 的 半径 。 


AD= 


663 


解 设 0 为 人 4BC 的 人 4 ph 半 
径 为 ?1, 
MA4ao 
一 必 so4c 十 SAo4B 
一 Saopc 


1 
7 1e 


ww aFoTFe | 
因为 当 一 5 一 一 ?时 ， 
Snapo= ~ PP—a) (pb) (人 一 2C) ， 


| 所 以 


MPpB—a) 一 DG 一 2) 
一 -有 F(5b+0 一 0) = (Pp—6)71, 
MPD-A) (p—b) W— 2 


多 一 G 
同样 , 设 人 人 B、 人 人 C0 风尚 曾 的 业 生 ya、 
73> 则 
/DO 一 G)(2 一 2 (一 9 ， 
2 - p—5b 
~ pp—a) HE 0) 
3 一 pp- 一 C 到 
2976.。 在 直角 三 角形 4BC 中 , 已 知 04 


.二 5m, BC=12m, 4B= 一 13m。 在 三 角形 中 


作 互 祖 外 切 的 等 贺 O1、 Oo, 回 01 切 于 边 4B、 
BO, 圆 0 切 于 边 4B、04， 求 这 两 个 等 圆 
的 半径 。 


解 设 圆 0 切 于 4C、4B 的 切 点 为 及 
D,，40 和 DO 的 延长 线 的 交点 为 了 , 则 
人 30 人 CO4PB。 
如 果 所 求 圆 的 半径 为 了 ( 即 02D 二 02B=z)， 
则 O22F:0sB=AB:A0=13:5. 


ae OoF =- 也 Vv 
从 而 FD 


又 因为 人 A4DFcA4CP, 所 以 
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二 此 

5 12 2 “ 
设 轩 01 切 于 4B、BC 的 切 点 分 别 为 D、 名” 
延长 DO1 和 BC 的 交点 为 F', 同样 可 得 


sD DF:A0 
4D= 一 地 


/FD'x I 25 .1 
2 z+20+5w~ =13, 
和 26 F 
TS 
2977.。 设 直角 三 角形 4BC 的 三 边 4B、 


BC、 C4 的 长 分 别 为 15cm, 17cm, 8cm. 其 
内 切 圆 0 在 三 边 BO、0C4、4B 上 的 切 点 分 
别 为 DD 瑟瑟 。 另外 , 在 内 切 贺 的 弧 BF 和 
两 边 C4、-4 之 间 再 作 一 与 它们 相 切 的 网 
O', 求 两 加 0、0' 的 半径 。 


解 人 450 的 面积 是 60 (em2)》， 设 圆 O 
的 半径 为 >，A4B0 的 面积 为 8S， 周 长 一 半 
为 2 由 

27 一 8 
7 一 60， 
。 (cmy) 。 

其 次 , 设 切 于 圆 O 和 边 4F、4 万 的 圆 的 加 
心 为 0'， 其 半径 为 ”， 因 加 0 的 半径 为 3 
cm， 所 以 00' 一 3 二 7。 又 因 人 人 A= AR, 所 
以 A8m8O。 因 此 ,出 0' 向 08 作 垂 线 
O'M, 则 OM 二 OMU, 并 且 
OM=OF—FM=3—r', 
OO02=0O'M2TOM2 一 20202， 

(3 十 7/)2 一 2(3 一 入)2， 

Jr 一 9 一 6V 了 =~0.51L (cm). 

2978。 在 直角 三 角形 4BC 中 , 两 直角 
边 BO C4 的 长 分 别 为 40cm 及 30cm， 在 
三 角形 内 作 一 排 三 个 等 贺 都 切 于 BC, 并 且 
一 端的 圆 切 于 4D,， 另 一 端的 网 切 于 4C， 中 
岂 的 贺 切 于 两 端的 圆 , 求 等 圆 的 半径 ， 

解 设 40' 是 两 加 的 4 公 切 . 线 , . 它 屡 直 于 


. 
， 


计算 问题 


A 


C C- B 
BC, 所 以 4C' 1 4C. 设 所 求 半径 为 2 则 
BO'~40—4z~—4(10—7%), 
而 且 人 A4C Bo 和 A4CB, 所 以 


LO-<CS x 30=3(10—z). 
因而 A'B~5(10— 2). 
但 是 A‘O'+ BC’'— A'B=2%, 
即 20 一 2x 一 2z， Z 一 5(cm) 。 


2979。 求 扇形 04B (半径 04 一 3em， 
弦 4B=2cm) 的 内 切 
贺 C 的 半径 y。 

解 设 0C、4B 的 交 
点 为 了 了 ， 则 由 人 OBF 
可 知 

F313 
=2V3., 
由 点 吕 引 平行 于 8B 的 
和 0B 的 延长 线 相交 于 怠 , 则 


7 


v 


DE _OD 
, FB OF* 
: FB.OD 1x3 3 
Os DR 
OF 2V3 273’ 
从 而 


OR-V DRIOm ~ V/ 号 +9 


2 
2、/ 2” 
其 次 ,在 人 EOD 中 , BO 平分 DBO. 所 以 
DO DE 
‘O00 ~ OE’ 


10. 直径. 半 径 


2980.。 在 半径 为 5cm 的 加 中 有 四 个 内 
切 的 等 圆 , 其 中 每 两 个 圆 都 互相 外 切 , 求 加 的 
半径 。 


解 ” 设 所 求 内 切 圆 的 半径 为 zem, 则 

0A42~O0D.00。 

即 22 一 5(5 一 27) ， 

驴 二 10x 一 25 一 0。- 
由 此 得 
zw 二 一 5 土 V 部 十 5 一 -55MV 3 。 
因 z2 一 一 5 一 5MV 3 不 适合 ， | 
.…。 0% 一 一 5 了 5~/ 2 一 一 5-5X1.4143 
一 2.0710 (cm). ， 

2981. 已 知 四 分 之 一 圆 O48 的 半径 
04 一 a 的 三 等 分 点 为 C、 
了 。 设 以 也 为 圆心 , 在 内 
侧 作 半圆 4C. 再 作 一 加 
0' 与 半圆 、 四 分 之 一 圆 “ 
的 弧 4B 及 半径 OB 相 
切 . 求 圆 0' 的 半径 。 

解 设 加 0' 切 于 半 st 2? 

圆 、 四 分 之 一 贺 的 弧 及 0B 的 切 点 分 别 为 及 
了 .G, 则 O^ 召 D,O、O" 了 了 各 在 一 直线 上 , 生 
GO'1/04. 由 0' 作 04 的 垂 线 0C' 等 于 
OG。 设 所 求 半径 为 z, 则 得 
002—0'G2=—0G2=0'02=0D—0'D, 


ee 


(Q& 一 2)2 一 
0 a 2. 4 。 
。 OC—20x= 可 十 可 CX 一 可 人 


B 


+ 委 QZ) 
4az 一 子 a2, s= 于 0 
2982. 在 圆心 为 0, 半径 为 7? 的 半圆 
ACB 内 , 以 04、0B 为 直径 在 半圆 内 作 半 圆 
RPR、 6。 有 一 圆 闷 既 内 切 于 半圆 4CB， 又 外 
切 于 半圆 P、 8, 求 圆 忆 的 半径 。 
解 ” 设 所 求 贺 的 半径 为 > (圆心 为 DD。 在 
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A 人 OPER 中 ， 
OR?-+-OP2=— PR?, 
即 : . : C 
TY CA 
7, 2 
(z+ 分) A 一 六 一 一 
解 之 ,得 v= 二 7 | 
2983, 已 知 半圆 ACB (半径 7) 的 内 切 
贺 至 的 半径 为 .5 
i CR 
圆 O 的 弧 且 圆心 在 
4B 上 , 求 外 切 于 PR 
两 圆 及 D, 且 内 切 AD 2 
于 阅 0 的 贺 尸 的 半径 。 


解 设 贺 DD 的 半径 为 m, 在 人 0BD 中 ,有 
(去 小 十 (7—m)?= (去 +m) 

解 之 ,得 mm 一 也 9。 

因此 


由 一 向 04、O0 作 垂 线 分 别 为 PF、 PG， 
卫 的 半径 为 QZ> PF=y, PG=z, 在 人 PFO 
中 


2 
pp pp 
O 5 了。 


_ PF?+FO02~PO?, 
四 促 十 太一 人 一 功 2. .© 
又 因 PE +%, BG ~Yy, 
PO — PE?=GO—GE?, 
(4 -全 
“y=7—3%.. © 


PO ~— PD—OF?— DFE:, 
CN A 
(Tr—2) ( 3 +z】 


2 一 20。 四 
将 @、 四 代入 @, 得 
(7—32)2+ (7—22)2= (7—2)2. 


pp CM 7 
解 之 ,得  z= 了 本 或 2 一 百 。 


又 因 
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但 和 分 不 合 题 意 , 故 所 求 的 半径 2 一 言 7。 
2984， 在 半径 为 y 的 半圆 形 纸 片 中 , 首 


先 切取 最 大 的 网 ¢ 

P, 再 在 剩余 的 部 

分 切取 最 大 圆 9， 

求 加 @ 的 半径 ls 

解 设 半 通 形 的 人 HB 


纸 片 为 40B, 则 圆 内 切 于 半圆 弧 , 圆 纺 切 
于 贺 卫 、 半 贺 弧 及 弦 0B。 设 贺 @ 的 半径 @ 了 fF 
为 zx) 则 PQ 一 六 r+2. 又 QO=~OF~—QF~= 
一 2%。 由 @ 向 00 作 礁 线 @D, 则 

QP?— O00:=PD?—~ DO?, ， 
即 有 

(r+o) —(7~2)?= (3 ?一 ) 一 迷 。 
解 之 , 得 s= 闻 7。 

2985。 设 贺 0 (半径 为 7?) 的 直径 为 4B， 
以 40 为 直径 作 贺 
0', 求 切 于 两 圆 和 、 
0' 和 直径 4B 的 
第 三 个 圆 C 的 半 
径 。 

解 设 园 C 切 于 
两 吏 0、0' 及 4B 
的 切 点 分 别 为 DD 五 五 , 则 O、C、 D 及 OO" 
及、.C 分 别 在 一 直线 上 。 设 圆 C 的 半径 为 %， 
OF=y, 在 八 0CF 中 ,有 

+ = (7—2)2, © 
在 人 0CF 中 ,有 


2+(S+9) =(E+),. ©® 
由 Q@、@@ 求 得 z， 


/ 


x 一 分 7。 


2986. 在 半径 为 10cm 的 圆 中 ， 有 三 个 
相等 的 小 圆 内 切 于 该 
加 ? 并 且 互 相 外 切 ， 求 
小 圆 的 半径 。 

解 “ 设 三 个 小 贺 的 
圆心 分 别 为 王 、9、P， 
半径 为 z。 如 果 两 贺 
驴 、 互 的 切 点 为 8, 则 


计算 问题 


人 POR 是 一 边 为 2z 的 正三 角形 , PS 是 它 的 
高 ,所 以 PS= 5z。 

V3 
又 0 是 人 PQR 的 重心 ,08= 六 在 
AOQ8S 中 有 


-志和 土 (10 一 2)。 


< 


zw 不 能 是 负 的 ,所 以 取 正 值 
13 =10V3(2—V3) 
一 以 4200 —30~4.6 (cm) 。 

2987. 已 知 正三 角形 的 边 长 为 a, 三 个 
等 圆 分 别 切 于 它 的 两 
边 , 且 互 相 外 切 。 求 
等 圆 的 半径 z。 

解 图 中 四 边 形 
GDO 是 和 人 ABC 的 


1 » 
可 扶 以 


2 


又 因 


( ., AD= 
四 边 形 CDOZ 面积 
一 译 z(GD+DO4OB+BG). 


10. 直径 \ 半 径 
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2988. 半径 为 “的 三 个 圆 互相 外 切 ， 并 | 设 贺 的 半径 为 7, 考虑 人 04B 的 面积 , 则 


内 切 于 扇形 , 其 中 一 C 
侣 切 于 两 条 半径 , 另 
两 圆 切 于 一 条 半径 
和 一 弧 。 求 扇形 的 
圆心 角 和 半径 。 

解 设 4 BC 
为 等 略 的 可 is P 
饥 形 为 CP8Q， 则 
人 A4BO 是 正三 角形 ,所 以 

LPOQ= /BAC=60°, 
延长 OB 和 扇形 弧 交 于 点 吾 ， 则 
OP=0R~0B+ BE. 
为 了 得 到 OP, 只 要 计算 0B 的 长 。 设 在 OP 
上 的 切 点 分 别 为 D、 吾 , 则 人 DOA4=30°, 所 
以 
OD~V 8DA=~~M) 3c， 
又 DE=AB=20. 
., 0B= ~ OF 忆 + BR 
VU Br 
M8+2V 12c 
~(V6+V3)a, 
, OP~-OR=(V6+V2)ata 

、 一 (~/ 6 +V2 +1)a. 

2989。 在 边 长 为 a 的 正方 形 中 ,， 有 内 接 
该 正方 形 且 互相 外 切 的 四 个 等 圆 ， 求 这 些 贺 
的 半径 。 


(D 《2) 
解 ” 如 图 (1) 四 个 较 都 切 于 正方 形 的 两 边 
的 情况 : 
显然 40E=AB, 
所 以 7 一 于 C。 


在 图 (2) 的 情况 : - 


1 C 
V3 V 3 


a a \ 
"(et2x- 让 )~( 语 ) 3 
2 十 \/ 2 
下 3 
1 
机 
De. 
2990.。 在 边 长 为 a 的 正方 形 4B0D 中 ， 
以 4 为 圆心 、& 为 半 D 
径 的 四 分 圆 把 正方 形 
分 为 两 部 分 ， 在 这 两 
部 分 中 分 别 作 内 切 
贺 ， 求 这 两 个 内 切 加 
的 半径 。 

解 设 在 正方 形 Fy 
4BOD 中 的 四 分 贺 内 部 的 内 切 圆 的 圆心 为 
忆 ， 外 部 的 内 切 融 的 圆心 为 4， 圆 王 9 的 切 
点 为 G, 它们 的 半径 分 别 为 jy， 则 

AB= PE=%, 
AP=A4G— PG=a— 27, 
AP2— AE2+EP’, 
。。 (一 2)2 一 202。 
由 于 a 一 z、z 都 是 正 数 , 所 以 
C 一 2 一 /35， 
a rd ， 
故 si (V3—1)a. 
又 在 直角 三 角形 CFQ 中 ， 
AC=~~/Sa, AG=a, GQ=Yy. 
所 以 
CQ=A40— (4G +GQ) 
=V3a-(a+t)) =(V3—la-y, 
而 且 093 王 972 十 50O2 一 298 2?， 
从 而 [(V3 一 已 c 一 妇 2 一 2 
和 上 面 一 样 , 解 这 个 方程 取 正 根 
(3 ~la—y=V 32 
(V5+1)y= (V2 —Da, 
"y=(3—2MV 3)a. 

2991.， 三 个 等 圆 4、B、0 (半径 为 7) 的 
圆心 是 正三 角形 4BC ( 边 长 为 9) 的 各 个 项 
点 ， 求 和 这 三 个 等 圆 分 别 内 切 或 者 分 别 外 切 
的 圆 的 半径 ， 


ar 一 亏 02。 


而 且 
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计算 问题 


. 解 设 入 4BC 的 高 为 4D, 则 三 圆 4、 BB、 
C 内 切 圆 或 外 切 的 圆 的 圆心 0 是 人 4BC 的 
重心 ,自在 4D. 上 . 因为 

A a, 
2 
o A0=3 AD 
VB 


人 人 


3 
因此 内 切 辆 的 半径 


OE=04 +Ap—~ GT 二 


一 于 (VSa+ar) 多 
外 切 圆 半径 一 04 一 4 开 
(3a). 


2992. 已 知 在 点 召 内 切 的 两 圆 O、0O' 
AB1OD, AB = 9 ecm, D 


CD 一 5cm, 求 两 贺 的 半 fF 

解 ” 设 大 圆 的 半径 为 jE 
2, 小 圆 的 半径 为 y， 则 

O0'~—%—y, 
, OOC<=zZ 一 5.. 
在 ACO0' 中 | : 
(2—5)?2+ (2—) = © 

又 因 


0B=OO0' 二 OP 一 2 一 /十 2 一 20 一 2 
O'B=0'4+A4AB=y+9, 


Ed 


| "“。 2X 一 /一 2 十 9。 © 
由 @、@@ 得 
z=25 (cm), Y=20.5 (cm). 
. 2993. .已 知 两 圆 QO、0' 内 切 于 点 4, 4 
为 大 加 0 的 直径 4B 的 


一 端点 , 由 召 作 大 圆 的 


D 
蓄 BD 切 于 小 加 0', 切 
点 C 将 BD 分 为 两 部 分 ho 
解 ” 设 贺 0、0' 的 半径 分 别 为 x、y， 在 直 
角 三 角形 BCO' 中 , 0'‘C=y， - 
BO’=AB— AO0'~2¢—Yy, . 
《27 一 功 ? 一 见 十 M22。 OO 
又 因 4DV/OC, 所 以 


BO'’: BA= BC: BD. 
“(257—Y) :27=Mm: (n+), 


妈 2ms= (mF) (22—Y) 
化 简 得 

~ 2nr= (m4)Y, © 
由 @ 得 4m2—42Yy= M2, | 
将 @ 代入 此 式 得 

422__8xxz” 

m+ 

即 4(m—%) = mm + n) 。、 

we Mm +n) | 

2V/m—m” 
mn 


2994. 已 知 三 个 园 。 它 们 的 内 公 雪 线 、 
外 公 切 线 的 长 
在 阅 况 多 间 
分 别 为 4cm、30 
ecm. 在 贺信 图 O - 
闻 分 别 为 6cm、 
40cm. 在 贺 O、 

卫 间 分 别 为 10 
cm、36 cm， 求 各 
圆 的 半径 。 

解 首先 考察 
加 了 及 贺 @.。 设 . 
它们 的 半径 分 别 (2) 

为 z、y, P8 一 mw。 把 外 公 切 线 4B 的 切 点 分 
别 和 圆心 P、@ 连结 , 从 PP 作 4 的 平行 线 和 
QB 交 于 0, 在 图 (1) 中 
PO= AB=30, 
QOC=(y—7). 
在 直角 三 角形 P&C 中 
P@?= PO? -QO0?, 

因而 m2=302+ (一 02)2。 

同样 ,关于 内 公 切 线 (图 2) 
M2 一 皮 十 (Z 十 幼 2 
“42 (z+Yy)?=302+ (y—2)2, 
(£+)2— (Y~—2)2=302—42, 
4my=34 Xx 26, 


y=17x13. ‘© 
其 次 ,， 关于 圆 包 和 加 0, 设 圆 0 的 半径 为 纺 
同样 可 得 
人 6 十 人 十 的 ?一 40? 十 (一切 % 
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(yt 2) ~— (2—y)?=402— 6, /APO+ /0A4Q9= /A40B= /ABO, 
ye 46X 34, LA08+ L048 
"。 y2=23X17,。 © 一 ~PQC 
再 次 , 关于 圆 0 和 圆 P, 有 一 .4BCO， 
102+ (z 十 z)2 一 363 十 (z 一 2)2， 2 < 
2 一 (z 一 四 2c 呈 362 一 102， J 。 
《3 十 Z)2 一 (2z 0)2 一 36 所 以 2 在 丰 O 蕊 


"。 402m 王 46X26， 


T= 23 X18, @) Ea i “ AQ.AP=AC?. | 
但 是 sz>>0, y>0, z>0, 解 D、 名 、@ 只 取 设 4P=z, 则 由 49:9P=3:2, 知 


正 根 2 
w=13cm, y=—17cm, 2=23¢cm. 49 一 再. 

2995。 在 直线 4B 的 同 侧 有 互相 外 切 、 3 
半径 分 别 为 9em (党 jr 埋 
和 4em 的 两 个 22 一 375 一 3X5s， 
圆 N、XN'。 它们 .。。 ww 二 19.364cm。 
切 直 线 4B 于 A4、 2997。 把 直径 3cem 及 lcm 的 两 根 加 
.在 点 4、 万 柱 ， 用 钢丝 强 捆 | 
间作 切 于 4B 县 在 一 起 ， 绕 一 周 | 
外 切 于 两 圆 的 


圆 , 求 它 的 半径 。 

解 ” 设 切 于 已 知 两 圆 及 4B 的 圆 的 圆心 为 
双 , 从 对 引 4 的 平行 线 和 A4N、BN' 的 交 
点 分 别 为 如 5。 设 圆 妈 的 半径 为 必 则 1 

EN=~9~x, 1MN 一 9 十 2 


需 用 多 长 的 钢丝 ss 


绳 ? 计算 到 厘米 N 


\S 
的 三 位 小 数 . D 
解 设 两 贺 的 «> 


贺 心 为 0、0', 公 < 


人 a 切线 为 4B、 CD, 则 所 求 的 钢丝 绳 长 为 
ry A 4B+ BND+ DO， 
Ee 连结 00', 从 0O' 作 0 富平 行 于 4B、 和 40 的 
又 .AB—RS—MR+MS, 
得 下 面 的 方程 式 0 
O'E=V002—0F8i, 
V (970)3— (9 -wt (to (ao) | 0'E=AB=0D, 
=—12, 因为 OF=—1.5—0.5=1, 
即 ~ 36% TV Tc 一 12。 O00'=1.54+0.5~=2, 
“, 6 +4V =—12, “, OB=~VR-B-V3. 
即 10w/ 7 =12. 其 次 , 因 02=1，O00' 一 2， 
hd LO'EO= /ZR, 
故 z= 14(cm), .OOR 00°, 
. L400=120°. 
11。 其 他 故 42MC 的 夯 心 角 是 240°. 但 是 团 心 角 和 弧 
2996。 在 圆 内 接 和 人 4BC 中 , 设 是 成 比例 的 ,所 以 
AB— A0=15 cm, 一 4 
至 公 一 全 mxX1.5 一 2w。 
延长 弦 49 和 底 边 BC 的 延长 线 交 于 P, 且 A 
AQ:QP=3:2, 同样 ， 
求 4P 的 长 。 rt; 


了 
解 因 BND—5 X25 X05— 7 
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因此 , 所 求 钢丝 绳 的 长 为 
2m+ 洱 w+ MEx2 


2 B+ 2X1. 733 十 号 x22. 
38.46447.333=10.797 (em), 

2998. 半径 50cm We 用 钢丝 
多 长 的 钢丝 ? 计算 到 毫 
米 为 止 ， 其 中 连结 的 空 
时 不 计算 在 内 。 

解 ” 设 三 个 等 圆 的 加 
心 分 别 为 4、B、C, 各 
加 的 公 切 线 的 切 点 顺 次 为 二 、 QB Ss、 z U, 
则 所 求 长 7 为 

AN AAA AAA 
POA+OR+ES+ST+TU +0P. 
PO=RS—7TU=4B, 

全 =57-0>， 
AB—2AN—2x50=100, 
且 PA1AB, UALAO, 
/BAC—60°. 
*, ZLPAU =120°, 
纺 = (全 国 周 ) 3 一 了 a. 


100 


因为 


改 1 一 3x100 上 3X- 


忆 300 二 LI00X3.1416…， 
614.2 (cm). 

2999， 从 远洋 返航 的 轮船 甲 的 水 平 
线 上 , 可 看 见 高 为 4100 了 B 
的 灯塔 的 光 ， 求 该 船 到 灯 
塔 的 距离 。 设 地 球 的 半径 
为 7320km. 

解 设 船 的 位 置 为 4， 
灯塔 的 塔 基 为 C， 塔 顶 为 
B, 直线 BC 过 地 球 中 心 
另 一 点 为 D, 则 4B? 二 BO. BD. 已 知 

BO=0.1, 
BD=7320Xx2-+0.1=14640.1, 
2 pe 1x14640.1=—=1464.01, 
一 1464.01 ~38.26... 
Ne 38.3km. 

3000. 已 知 两 山 的 高 都 为 1850m, 在 山 

顶 恰 可 互相 秦 见 , 求 这 两 山 最 远 的 距离 。 


计算 疝 题 


解 ” 设 两 山 的 高 为 C4、DB， he 山顶 
可 以 互相 看 见 的 最 远 距 
离 为 4B， 则 4B 应 切 
于 地 平面 ， 且 其 切 点 是 
线段 4B 的 中 点 ， 设 为 
加 .其 次 ,AO 必 过 球 心 
0, 设 延 长 4CO 和 地 球 
表面 的 另 一 交点 为 0', 则 


. AF?= AC.40’, 
且 AB=24E, 
但 是 AC= BD=1.35(km) , 
CO'=200=7320 x2 
一 14640 (km) (上 题 )。 
因此 


AB=—\ 1.35(14640+1.35) 
= 1.,35 X14641.35 
= 190765.8225 140.59..., 
AB—281.18.……~281 (km). 

3001， 已 知 在 海上 依次 排列 三 点 0、 人 
BB 在 一 直线 上 , O04 一 2400m, 4B==1300m,， 
船 过 点 0 后 按 一 
定 方向 和 一 定 速 0 
度 航行 ， 当 船 过 
点 0 后 7 分 钟 时 
测 得 线段 4B 的 
视角 为 c, 又 过 
5 分 钟 再 测 又 得 a， 求 船 的 速度 . 

解 ” 设 船 过 点 0 7 分 钟 时 的 位 置 为 CO, 再 
过 5 分 钟 时 的 位 置 为 D. 再 设 船 速 每 分 钟 为 
wm， 则 因 人 408 二 人 4DB=a, 所 以 四 点 
4、O、 DD、B 共 贺 , 因 此 

00.0D=04.0B, 
.72.12%=2400X 4200, 
好 一 120000， 其 中 xz>0， 

故 j=200、 3 ”346。 

即 船 速 为 每 分 钟 46mm. 

3002， 已 知 三 
角形 地 面 的 三 边 之 
长 分 别 为 a、5、c; 要 
在 沿 三 角形 地 面 的 
内 侧 铺设 一 定 宽度 B 
的 路 面 , 使 路 面 的 面 


积 为 全 面积 的 元 ， 求 路 面 的 宽度 ， 
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- 解 设 铺设 的 道路 夹 在 A4BC 和 | 于 是 
和信 4A'B'O' 中 间 ， 则 人 4BO 和 人 A4'B'C!' 相似 ， EF=EP+PF _ 
而 且 两 个 三 角形 的 内 心 重 合 ， 设 从 内 心 | 0 
向 BC 作 垂 线 OD 和 BC 的 交点 为 ,0D | 同样 et 
一 7,， OB 二 gw， 则 所 求 的 路 宽 就 是 DB 的 长 . GH=GQ+QH 
”因为 A4BCwA4' BO 所 以 -65 w+4 
no Om 44x +65X oT 
Sasso OD 天 i 65(z+4) 
由 题 设 条 件 知 和 
SA EO’ 二 ， 全 
AAB? | 11 3 一 作 65x 
hl 本 | 入 + 名 | 
PE So 全 2) 
-GD . s/t = 
即 = 天 》 。。 7 一 大 7 。 es 
元 这 二 十 一 下 | 
故 了 2 一 7 一 (1- 2 做 简 得 。 民 十 365% 一 17600=0。 
又 2 是 人 4BC 交 交 二 取 方 程 的 正 根 ， %== 竹 . 


_YVP@-0) -DP 
? 


其 中 p= 诗 (a+b+6)， 


.。 pp-(1-V 3) 


xy2B=-a -人 人 -2) 

六 5 
3003。 已 知 一 梯形 地 面 ， 其 一 边 是 南北 
方向 ,长 84m, 其 两 邻 
边 都 是 东西 方向 , 长 分 
别 为 禾 m 及 65m, 要 
求 沿 东西 方向 铺设 一 
条 宽 4m 的 道路 将 此 
地 面 分 成 等 积 的 两 部 

分 , 求 道 路 的 位 置 。 

解 在 梯形 4BCD 
中 , 设 4D=44m, BC 一 65m 4B=84m. 在 
图 中 GHF 为 宽 4m 的 道路 , 设 4B 二 wim， 


BG= (80 一 om，BD 各 F、GH 的 交点 分 ， 


别 为 P、@, 则 
EP , EB 
AD™ .45， 
‘84—x 11(84—%) 
ae EP=44X 84 一 ”于 * 
PF AE 


z 
XD pO A PE 


所 以 , 应 在 4B 为 44m 处 铺设 道路 。 
3004. 在 贺 直 径 4B (半径 为 7) 的 延 
长 线 BX 上 取 三 点 0C、D、 卫 , 使 BC 一 0D= 


DE 二 7. 在 点 4 的 切线 4 了 上 取 点 PG， 


使 4F 一 +”， 4G 一 0F, 过 点 G 作 如 F 的 平行 
线 G 瑟 和 BZ 的 交点 为 互 ， 则 4 互 近似 于 
半径 为 7 的 贺 周 。 


让 
解 因 PE/GH, 所 以 
AG: AH=AF:AZE. 
AG=0CF, 
CF?= AF?+ AC?, 


因为 
AF=7, 
40=27+ 扣 7 一 于 7y 


121 
四 OF?=72+ -se 25 72, 
~ 146 
人 7 


3 13 
又 因 4 如一 27 十 噩 ?="E 7 


ee CF'= 
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~ 146 1 
得 5 7: AH=7: Ey. 


13 V146 _13V 146 


e 4 一 玉 - 5 7 so 27。 
由 于 
13w/ 146 18 
一 8 一 和 X12.08203459 
一 3.1415919.…， 


它 和 ww 值 的 差 小 于 0.000001, 即 小 于 百 万 分 
之 一 。 因 此 4 互 的 长 近似 于 原来 的 圆 的 四 
3005， 已 知 一 条 河 宽 30m,， 且 两 河岸 
平行 ， 在 距离 河岸 120 
m 处 有 一 家 4， 在 往 下 
游 400 米 处 的 对 岸 ， 距 
高 河岸 180m 处 有 一 家 
B, 现在 想 从 4 到 B 修 
一 条 路 , 架 一 座 桥 ( 桥 和 
直 于 两 岸 ). . 问 最 少 需 
费 多 少 ? 设 修 路 一 米 需 
费 24 元 , 修 桥 一 米 需 费 104 元 .。  “. 
”和 解 ” 因 河 宽 都 相等 , 所 以 不 论 在 邬 里 架 桥 ， 
其 费用 都 是 一 样 的 。 所 以 选择 从 4 到 巨 的 


计算 问题 


最 短路 径 所 需 的 费用 最 少 . 因为 河 宽 都 相等 ， 
因此 ,只 须 使 从 4 到 桥 , 从 B 到 桥 的 距离 最 
短 就 是 最 短路 径 。 由 4 向 河 作 垂 线 4D, 在 
其 上 取 AC 等 于 河 宽 ， 连结 BC 和 BB 侧 河 岸 


| 的 交点 于 了 由 点 到 架 桥 人 N 垂直 于 两 序 ， 


则 4N+ BM 为 最 短 ( 问 题 2741) 。 
延长 4C 和 河岸 交 于 点 D, 又 从 BB 作 河 岸 
的 垂 线 BE, 并 延长 和 对 岸 交 于 点 BB, 则 4D 
=120 m, BE=180m, DBE’'=400m. 设 DN 
=wm, 则 BN=EM=(400—2)m,. 
'» 人 ADNwABBM, 
»» AD:DN=BE:EM. 
即 120:%=180: (400—2), 
23:2 一 3; (400—2), . 
800 一 2x 一 3z) 
。。 0 一 L60。 
因而 EM=400—2=240, 
故道 路 之 长 为 
VID0 T1607 -+ MV 1807 F207 
一 200 十 300 一 500 (m)， 
最 低 费 用 为 
2a X500+10a x 30 
=10004 3004 一 1300g( 元 )。 


tu 


1。 直 线 和 平面 (1) 

3006. 叙述 直线 和 平面 的 公理 , 以 及 确 
定 平面 的 条 件 。 

解 关于 直线 和 平面 的 公理 : 

(1) 不 同 的 两 点 仅 可 确定 一 条 直线 ; 、 

(2) 过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 只 有 一 个 平 


面 ; 
(83) 连接 平面 上 两 点 的 直线 包含 在 这 个 平 
面 内 ; 

(4) 如 果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ， 那 么 必 
然 还 有 另 一 公共 点 . 

在 下 列 情况 下 ， 所 确定 的 平面 有 且 仅 有 一 
个 : 

(1) 过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 的 平面 ; 
(2) 过 一 直线 和 不 在 此 直线 上 的 一 点 的 平 
面 ; 

(8) 包含 两 相交 直线 的 平面 ; 

(4) 包含 两 平行 直线 的 平面 . 

3007. 叙述 下 列 概念 的 定义 : 

QQ) 空间 两 直线 平行 ; 

(2) 直线 和 平面 平行 ; 

(3) 空间 两 直线 垂直 ; 

(4) 直线 和 平面 垂直 ， 

解 (1) 在 空间 里 ， 若 两 条 直线 在 同一 平 
面 内 且 没 有 公共 点 ， 
则 称 这 两 条 直线 平 
行 . 

(2》 若 直 线 和 平面 
没有 公共 点 ， 则 称 这 
条 直线 和 这 个 平面 平 上 


行 。 

(3) 过 空间 任意 一 机 
点 作 与 两 已 知 直线 分 。“ 
别 平行 的 两 条 直线 , 若 所 作 两 直线 的 交角 为 
直角 , 则 称 空间 两 已 知 直线 垂直 。， 


学 


体 几 何 
线 和 平面 


(4) 若 一 直线 和 一 平面 相交 且 垂 直 于 这 个 
平面 内 的 所 有 直线 ， 则 称 这 条 直线 和 这 个 平 
而 垂直。 

3008. 过 两 平行 线 中 的 一 条 直线 且 不 
包含 另 一 条 平行 线 的 平面 ， 与 另 一 条 直线 平 
行 。 

解 设 信 mr 为 两 平行 直线 , 含 奴 但 不 含 ? 
的 平面 为 c。 

车 平面 4 与 直线 1 不 平行 ， 则 w 与 7 必 相 
交 。 由 于 1f oo 所 ， 
以 Lm 在 同一 平面 
内 ， 因 此 当 w 与 ? 
相交 时 ， 其 交点 一 
定 在 直线 加 上 。 但 
是 已 知 !/ ma 2 和 
胡 没 有 公共 点 。 这 个 矛盾 说 明 w 必 与 了 平 
行 。 

3009. 如 果 一 平面 与 两 平行 线 中 的 一 

条 直线 相交 ， 则 该 平面 也 与 另 一 条 直线 相 
交 。 
解 ” 设 ?为 两 平 
行 直线 ， 平 面 w 与 直 
线 7? 相交 于 点 召 , 则 
平面 (2 m) 和 平面 a 
有 公共 点 至， 所 以 它 
们 相交 于 过 点 加 的 
直线 n. 已 知 在 平面 (2 on) 内 与 平行 线 人 mn 
中 的 7 相交 的 直线 % 必 与 多 相交， 设 其 交点 
为 也, 则 了 既是 平面 内 的 点 ， 又 是 直线 色 
上 的 点 ,所 以 平面 a 也 与 直线 色相 交 。 

3010。 如 果 相 互 平行 的 直线 都 和 另 一 条 
直线 相交 ， 则 这 些 平行 直线 都 在 同 一 平面 
上 


解 设 4B、CD、BF、GH、… 为 相互 平 
行 且 和 直线 XY 了 分 别 交 于 P、9、R、S、… 
的 直线 , 则 平面 (45B, CD) 和 平面 (4B, P9) 
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立体 几何 学 


即 平面 (4B, X 立 ) 重合 .平面 (4B， 2 了 ) 和 交 线 为 BF. 


平面 (4B, PRE) 即 平 
面 (4B， 有 有 Y) 重合 . 
平面 (4B, GH) 和 平 
面 (4B, PS) 即 平面 
(4B, XX 了 了) 重合， 
因此 , 4B、CD、 BF、 ¥ 
G 五 … 及 了 都 在 平面 (4B, XY) 上 、 

3011。 已 知 一 条 直线 和 一 个 平面 平行 ， 
则 过 这 条 直线 的 
许多 平面 与 已 知 
平面 的 交 线 都 和 
已 知 直 线 平行， 
并 且 这 些 交 线 也 
相互 平行 。 

解 设 直 线 4B 和 平面 a 平行 ,过 A4B 的 
平面 与 平面 & 的 交 线 分 别 为 CD、 EEF、 GH、 
… 等 。 因 为 4Bf1a, 所 以 和 4B 不 相交 ， 
而 CD 文 在 平面 a 内， 因此 4B 和 CD 不 相 
交 。 又 因为 4B、.CD 在 同一 平面 内 , 故 4B// 
CD. 

同 理 , 可 知 BF、GH 等 都 平行 于 4B. 

其 次 ,如 CD 和 五 8 相交 , 则 其 交点 和 直线 
42 就 在 两 个 不 同 的 平面 内 , 这 是 不 合理 的 ， 
所 以 CDI BF、 

同 理 , CDV GE 等 , { 故 各 交 线 OD、EF、 
G 互 … 互相 平行 。 

3012.,， 如 果 两 个 相交 平面 都 平行 于 同一 
直线 ， 则 这 两 个 平面 的 交 线 也 和 这 条 直线 平 


行 。 次 四 

解 设 平面 .8 都 
和 直线 CD 平行， 平 6 
面 a、B8 的 交 线 为 4B. 


过 4B 上 的 任意 点 4 。 

作 CD 的 平行 线 ， 则 这 条 直线 既 在 平面 e 内 
又 在 平面 6 内 ， 所 以 这 条 直线 就 是 平面 w 和 
8 的 交 线 4B、 因 此 4B1/ CD。 

3013.” 分 别 过 两 已 
知 平行 线 中 一 条 直线 的 
两 个 平面 的 交 线 ， 必 平 
行 于 两 已 知 平行 直线 。 

解 设 4B、CD 为 互 
相 平 行 的 两 条 直 线 ， 
a、B 分 别 为 过 4B、CD 的 两 个 平面 ， 它 们 的 


因为 平面 8 过 与 4B 平行 的 直线 CD 
.4B1/ 8， 
又 平面 & 过 与 平面 6 平行 的 直线 4B, 所 以 
平面 和 有 的 交 线 了 8 与 4B 平行 , 即 
了 7 1 4B. 
同 理 ， EF CD。 
3014. 如 果 两 个 平行 平面 和 第 三 个 平面 
相交 , 则 它们 的 交 线 平行 。 
解 设 w、8 为 两 个 平 
行 平 面 ， 第 三 个 平面 7 各 
6 的 交 线 分 别 为 4B、 
CD. 因为 a 8, 所 以 4B、 
CD 不 相交 。 又 因 4B、 
CD 在 同一 平面 ?内 ， 故 


4B1/ CD. 

3015 。 与 两 平行 平面 中 一 个 平面 相交 的 
直线 , 必 与 其 中 另 一 平面 相交 . 

解 设 直线 7 和 两 平行 平面 a、B 中 的 a 相 
交 于 点 4. : 

若 直 线 1 和 平面 6 不 相 
交 , 则 有 7/ BE。 由 ww/ 8 可 a 
知 , 过 ww 上 的 点 4 且 与 B 
平行 的 直线 ? 必 在 a 上， 
这 就 与 1 和 a 相交 的 假 -7 
定 相 了 矛盾， 所 以 ? 与 = 
不 平行 ， 即 ! 必 与 请 相交 。 

3016. 如 果 不 在 同一 平面 上 的 三 条 平行 
线段 等 长 ， 则 过 这 三 条 线 
段 端 点 的 两 个 平面 平行 。 

解 设 44'2LBB'Z 
C0', 则 44'B'8 是 平行 四 
边 形 ， 

4B1 A'B', 

同 理 ，BC // BO 

又 4B、BC 相交 于 B，4'B'、B'C' 相交 于 
B', 因 此, 包含 三 条 线段 一 端 4、B、C 的 平面 
& 和 包含 三 条 线段 另 一 端 4'、B'、0O' 的 平面 
8 平行 。 1 

3017.。 如 果 不 在 同一 平面 上 的 两 个 角 的 
对 应 边 同 向 平行 ， 那 么 每 个 角 的 两 条 边 所 确 
定 的 两 平面 平行 。 

解 在 平面 c、8 上 分 别 作 人 4BC、 
人 4'B'0', 设 4B/ 4'B', B01 BO' 在 B'A4' 
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上 取 4 ,使 
B4 一 BA 
在 BO0' 上 取 0", 使 
BO= BO 
则 4BB'4”"CBB'O"' 都 
AA"L4BB'L00", 一 人 
因此 , 由 上 题 知 c/ 8.。 

3018。 与 两 平行 平 
面 中 一 个 平面 相交 的 平 
面 ， 必 与 其 中 另 一 个 平面 相交 。 

解 ” 设 @、B 为 两 个 平行 平面 , 第 三 个 平面 
?与 ww 相交 于 4B。 如 图 ， 
在 平面 ”内 引 直 线 40, 由 
wjlB 可 知 , 如 AC 与 a 相交 
于 4, 则 40j 也 和 8 相交 ( 癌 
题 015) . 设 这 个 交点 为 4， 
过 4' 作 4B 的 平行 线 4'B，， 
则 4'B' 在 平面 8 内, 从 而 平 
面 (0C4, 43 1) 与 平面 ? 重 
合 ， 故 平面 ?和 平面 6 相交 于 直线 4 

3019。 孝 三 个 平面 w、 8、? 互相 平行 ,两 
条 直线 与 这 三 个 平面 分 别 交 于 4、 B、 0， 
A'B'、C', 则 

AB:BC=A4'B':B'O’, 

解 过 4 引 直 线 4'B'O 

的 平行 线 ， 设 它 和 平面 

8 及 ?7 的 交点 分 别 为 Bi、 
Cl， 则 44、 DBIB、 O10" 
分 别 是 平面 (4'0', 401) 
和 平面 a、B、 ?7 的 交 线 ,所 
以 


AA' 1 BB' | C10'. 
. ABIC1) A'B'C’, 
。 ABi=4'B', 
BIO 一 BO。 
又 BB1、001 分 别 是 平面 (40, 40D 和 平面 
B、Y 的 交 线 ,所 以 


BBi f CO, 
从 而 4B:BC=4Bi:BI01=4'B8':B'O', 
3020。 如 果 两 条 直线 在 两 相交 平面 的 


每 个 平面 内 的 射影 都 平行 ， 则 这 两 条 直线 平 
行 。 
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内 的 射影 分 别 为 7 和 ， 且 六 as 
/mm 。 则 由 于 7 和 ?在 同一 平面 内 ， 包 和 
m%' 在 同一 平面 内 ， 且 


Vm 所 以 ee 
平面 (, 7') 一 一 
人 平面 (mn, on )， 
直线 以 平面 (%,m')。 
同 理 ， 8 
8 | 


人 平面 Cm, Mo ) 。 
故 直线 ?和 两 平面 (m, Mr) 、( 
雏 平 行 。 

注 如 果 !、 汉 与 4、8B 的 交 线 垂直 , 则 ?11/ 
mm。 

3021， 设 4、B、C、D 为 空间 的 四 点 ， 
吾 \.F、G、 卫 分 别 为 线段 
4AB、BC、CD、D4 的 中 
点 , 则 

(1 直线 BG 和 FH 
相交 ; 

(2) 设 BG 和 BH 的 
交点 为 PB, 则 三 是 到 4、B、C、 了 的 距离 平 
方 和 为 最 小 的 点 。 

解 (1) BFL3 40, HGLE A0, 

“, EFLHG. 
于 是 B8GH 是 平行 四 边 形 , 其 对 角 线 BG 和 
了 及 互相 平分 。 因 此 线段 BG 和 FE 在 其 中 . 
点 一 处 相交 。 
(2) 取 点 三 以 外 的 任意 点 PP， 则 
4P2 十 BP?—2(AE:+ BP"), 
CP2+ DP?—2(0G2+GP"?). 
AP? + BP2--COP?+ DP? 
=2(AB?4+0G) +2(BP? 4+GP?) 


一 王 (4B?+CD2) +2[2(EP? 


m”) 的 交 线 


十 PPO)] 
一 卫 (4F3- 二 CD2) + EG?44PP?, 


由 于 4B、CD2、 EG? 是 定 值 , 所 以 当 PP' 一 
0, 即 点 卫 和 P' 重合 时 ,点 P' 到 4、B、C、D 
的 距离 的 平方 和 为 最 小 。 即 三 是 到 4\ BC、 


解 设 两 条 直线 1、 m, 在 两 相交 平面 w、 P | 的 距离 的 平方 和 为 最 小 的 点 。 


676 第 六 编 立体 几何 学 
”3022. 已 知 空间 两 线段 4B、0D, 设 线 | 行 四 边 形 了 GEA 上 。 因 此， 点 的 轨迹 是 


段 BD、4C 的 中 点 分 别 为 如、 也 ， 

(1) 如 果 点 召 和 了 重合 , 问 AB、CD 有 什 
么 关系 ? 

(2) 在 4B+CD>>28F>>4B~0D 中 ,如 
果 等 号 成 立 , 问 4B、CD 的 位 置 怎样 ? 

(3) 设 忆 为 4B 上 的 任意 一 点 , @ 为 CD 
上 的 任意 一 点 ， 问 线段 PQ 中 点 的 轨迹 是 什 
么 ? 

解 (I) 当 点 加 和 也 重合 时 ， 4B、CD 在 
同一 平面 内 ， 且 四 A 
边 形 4BOD 的 对 角 
线 互相 平分 ， 所 以 
ABCD 是 平行 四 边 
形 。 从 而 

AB/ Do. © 

(2) 设 BO 的 中 点 为 政 ， 则 


MP 一 闻 4B， UBE~30D. 


如 果 性 、 怠 .了 了 


| A B 
不 在 同一 直 线 上 ， 
则 E 
ME+MPS> EF ™ 
>ME~MY, 
从 而 D C 
ABT+OD>2EF>AB~OCD. 


如 果 上 式 中 有 等 号 成 立 ， 只 须 了 ME 成 
ABI CD. 


注 特别 地 , 当 2 有 8 和 A4B~CD 相等 , 则 
4B、CD 的 位 置 关系 如 上 图 . 

(3) 如 图 ， 设 一 、 
万 ,GQG、 且 分 别 为 DB、C4A4、CB、A4D 的 中 点 ， 
则 


\1 
G 卫 一石 一 于 CD， 
GF=EH= 亏 AB, 


了 GEH 是 平行 。 

四 边 形 。 
设 0OP 和 FG 的 交点 为 I, DP 和 BH 的 
交点 为 W, 则 工分 别 是 PCO、PD 的 中 点 ， 
所 以 Ze 的 中 点 到 在 ZN 上 。 从 而 四 在 平 


平行 四 边 形 FGEH. 

3023. 设 4B、BO、CD 是 不 在 同一 平面 
的 三 条 线段 ， 则 过 这 三 条 线段 中 点 的 平面 平 
行 于 AC 和 BD. 

解 ” 设 三 线段 4B、BO、OD 的 中 点 分 别 为 
瑟 、 FP、G, 则 > 

EF /AC, D 
FG BD. 
设 包含 FF、ZG 的 平面 
为 a, 则 - 
al 40C, 人 
wa/ BD. ® 
从 中、@, 可 知 a 平 行 
于 4C 和 了 D. 

3024. 已 知 不 在 同一 平面 的 两 个 三 角形 
4BC 和 DEF, 设 连结 对 应 顶点 和 4 和 D、B 
和 CC 和 下 所 得 的 三 直 
线 相交 于 一 点 0, 对 应 边 
AB 和 DB、BC 和 EF、 
C4 和 FD 的 交点 分 别 为 
六、 了 工 和 则 和 、 了 、Z 在 
同一 直线 上 。 反 过 来 , 也 
成 立 。[ 简 沙 格 定理 ] 

解 ” 设 平面 4BC 和 DEF 的 交 线 为 ，， 则 
AB 和 DB 的 交点 卫 在 直线 1 上。 同 理 ,了 、 
Z 都 在 直线 7 上 ,所 以 对、 了 了 、2 在 同一 直线 
上。 

反之 ,车 DBE、4B 交 于 点 邓 , 则 DABEB 为 
一 平面 。 同 理 , 如 BC8、FCAD 都 是 平面 ,办 
为 它们 不 平行 ,所 以 它们 有 公共 点 O。 

3025。 设 互 相 垂直 的 两 条 异 面 直 线 的 距 
离 为 a, 两 端点 分 别 在 这 两 条 异 面 直线 上 的 
动 线 段 P 的 长 为 (1>>a), P@ 的 中 点 为 双 ， 
则 

(i) 歼 在 定 平面 上 ; (ii) 
2 在 定 曲 线 上 . 

解 (人 如 图 ， 设 两 异 面 
直线 的 公 垂 线 为 4B, 4B、 
4@ 的 中 点 分 别 为 CN， 则 

ON | BQ, NM | 4P, 
*. AOLON, 40.LNM, 
从 而 AO 平面 OMN. 
因此 点 耻 在 过 点 0 且 熏 直 于 40 的 平面 w 


A C 
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内 . 
(i) . AP1AB, AP| BQ, 
4P | 平面 4BQ. 
“. LPAQ=/R, 
从 而 4 一 王 PO= 王 


又 由 A401 平面 OMN, 知 40LOU， 


*. OM—V/ 220 =e. 


因此 ， 对 是 在 平面 ww 上 以 O 为 圆心 ， 以 
诗人 0 为 半径 的 定 加 上 . 


3026. 已 知 平面 & 和 与 它 不 平行 的 线段 
AB, 任 取 一 点 卫 , 设 4P、BP 或 其 延长 线 
和 & 的 交点 分 别 为 4^、 B', 则 无 论 书 的 位 置 
怎样 , 直线 41B' 总 过 一 A 
定点 。 

解 4PA" BPB' 是 
相交 于 点 卫 的 两 直线 , . 
它们 可 以 确定 一 个 平 
面 。 因为 4B 不 与 a 平 -一 
行 ; 所 以 4B' 也 不 与 4B 平行 , 即 它们 必 相 
交 。 设 这 个 交点 为 5, 则 8 就 是 直线 4B 和 
cx 的 交点 ， 它 是 一 个 定点 。 所 以 不 论 了 的 位 
置 怎 样 ，4'B' 总 通过 定点 8。 

3027 。 如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 相交 ， 
则 过 这 条 直线 的 平面 和 已 知 平面 的 交 线 都 通 
过 已 知 直 线 和 已 知 平 面 的 交点 。 如 果 一 条 直 
线 和 一 个 平面 平行 ， 则 通过 已 知 直线 的 平面 
和 已 知 平面 的 交 线 都 平行 于 已 知 直线 ， 并 且 
这 些 交 线 也 相互 平行 。 . 

解 设 过 已 知 直 线 4B 的 若干 平面 为 40’ 
(平面 4B0'0), 4D'、4B'、… 都 和 已 知 平面 
CF" (平面 CCO'P'P) 相 交 , 其 交 线 分 别 为 CC 
DD', EE' FF' .. 

(如果 直线 4B 和 
平面 CF' 相交 于 点 0， 
则 交 线 GC" DD"… 都 
过 点 O。 

点 0 既 在 直线 4B 
上 , 又 在 平面 40' 和 
C8’ 上 , 所 以 点 O 在 两 平面 4C' 和 CF' 的 交 
线 CO' 上 , 因此 CO' 必 过 点 O， 

同 理 , 其 他 交 线 站 D' 五 及 、… 也 都 过 点 0， 


《ii 如 果 4Bf/ 平 面 0F', 则 由 问题 3011， 
知 C0’ DD' 1 EE'/I .| AB. 

S3028, 设 A4B0 和 四 边 形 PQRS 在 同 
一 平面 上 ， 通 过 4、 忆 的 直线 9 和 通过 C、 羽 
的 直线 九 平 行 。 如 果 与 9 平行 的 直线 被 这 两 
个 图 形 所 截取 的 线段 总 是 相等 的 。 

(i) 问 肥 9、 5 的 位 置 关系 怎样 ? 

Ga 证 明 这 两 个 图 形 的 面积 相等 。( 卡 瓦 
埃 利 原 理 ) 

解 全 设 过 B、 
5S 且 与 hg 平行 的 
两 直线 分 别 为 bs. 
Ls 和 入 4BC、 四 
边 形 PQRS 或 其 延 
长 线 的 交点 ， 如 图 
中 所 记 的 字母 ， 则 依 题 意 得 

BE=FL, 
: B'E'=ST, } 
因为 5/s/9, 所 以 | 
BE AW_ PS ST, © 


.© 


于 是 由 @ ST= :B'E’, 可 知 BB~=F'L。 又 由 
Q@ BE=FL, 可 知 FL=F'L， 因而 了 了 与 Fr 
必 重 合 .。 

同 理 ,如 上 图 , 工 与 L' 重合 。 

这 样 , 以 了 了、F' 三 点 重合 于 一 点 。 Q@. 工 
三 点 重合 于 一 点 , 故 B、S、8 在 同一 直线 上 。 

( 边 如 上 图 , 三 点 B、S、 8 在 一 直线 二 
BSQ 9， 同时 BSQ 就 是 被 已 知 两 图 形 所 截 
取 的 线段 。 由 于 BS8 分 别 被 和 八 4BC 和 四 边 
形 PQES 所 截取 的 两 个 部 分 总 相等 ， 所 以 这 
两 个 图 形 的 面积 也 相等 . 

3029。 设 四 边 形 4BOD 的 四 条 边 不 在 同 
一 平面 内 , 在 边 4B、BO、 27、 D4 上 ， 分 别 取 
点 也 .了 、P.@, 使 

AX:XB~DY:YO, BP: PC= AQ:QD, 
则 有 了 、Pe 在 同一 | 
平面 内 。 

解 

. AX:XB 

=DY:YO, 

BP:PC 

=AQ:8D. 
所 以 ， 当 4X:XB=49:9D 时 ， 则 
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BFP:PO=DF:PC， 
且 @X/DBV/YP， 所 以 两 直线 QZ 和 了 YP 


在 同一 平面 内 , 从 而 了 和 P9 也 在 同一 平 . 


面 内 。 | 
当 .A 有 :了 B49Q:9D 时, 则 Q 有 和 DB 不 
平行 ， 它 们 必 相 交 。. 设 其 交点 为 E, 可 以 证 


了 明了 P 的 延长 线 也 通过 五 
- 在 A4DB 的 横 戴 线 9XR 上 使 用 美奈 劳 
斯 定理 ,得 
L4Z BRB DO _ 
5 © 


AX_ D7 Je_CP 


DZ CP .BR 1. 

FO PB" ED 
因此 ，, PP、 了 在 同一 直线 上 ， 从 而 8 和 
了 PY 在 同一 平面 内 ,并 相交 于 五。 

注 本 题 的 四 边 形 叫做 空间 四 边 形 。 

3030. 平行 四 边 形 的 一 
点 到 过 另 一 条 . 
对 角 线 的 平面 
的 距离 相等 。 

解 设 
口 4BCD 的 两 
条 对 角 线 的 交 
点 为 0， 过 其 
对 角 线 BD 的 
平面 为 4g。 从 4\C 向 平面 a 引 重 线 , 其 垂 足 
分 别 为 4C', 则 

AO=00, L404'= Zo00’, 
LALOTLR, 
A404'E2ACOO。 

故 A4'=00'. 
”3031, 四 面体 4BCD 被 与 对 棱 4D、BC 
平行 的 一 平面 所 截 ， 已 
知 截 口 为 矩 形 ， 问 四 面 
体 4BCD 具 有 什么 特 
征 . 

解 四 面体 4BCD 
被 与 其 对 棱 4 了、 BC 平 
行 的 平面 截 开 , 设 截 品 为 如 FG 五 (如 图 ), 则 

EH I FG/ BO， 
HG) EF/ AD. 
故 忆 8G 丽 为 平行 四 边 形 。 今 知 也 8G 互 是 
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矩形 , 则 它 的 各 角 须 为 直角 , 因此 4D LBC. 

3032、 四 面体 4BCD 中 ，BC=4C， BD 
=AD. 

(i) 设 从 互 引 CD 的 垂 线 的 垂 足 为 如 ,从 
4 引 如 3 已 的 垂 线 的 重 足 为 互 , 则 4 五 和 底面 
B80D 垂直 . 

(i) 设 BC 的 长 为 ag，CD 的 长 为 5 
BOD、 4B3 和 底面 BOD 的 交角 都 是 60"， 

(1) 求 4 的 长 ; 

(2) 设 A4B.CD 的 中 点 分 别 为 有 办、 y, 求 
和 人 BMN 的 面积 。 

解 (i) …… C4=0B, DA=DB, 

."。 入 A0CL 组 入 BCD 《三 边 相 等 )。 
因而 由 BBLCD, 可 知 4B.LCD, 于 是 4 及 
BEB 都 垂直 于 CB， | 

“CB | 平面 4BE, 
从 而 A4H.LCE. 

又 知 AH1BE, 
."， A 平面 
(CE, BE), 
即 ”A 有 [平面 BCD。 
(i) '. .BO 万 一 60"， 
BC=a, 


又 根据 (i) 的 证 明 , 知 
人 A4OPSA 人 PEOD， .. AE=BE. 

又 人 ABE=60"*, 所 以 人 4BE 是 正三 角 
形 。 

(1) 4B= Bp—~ 3 a; 

(2) 由 (让 的 证 明 ， - CD | 平面 4BB, 

MBN 一 也。 

因为 人 4EB 是 正三 角形 , 好 是 4B 的 中 点 ， 
所 以 


LBEC= -已 


2 BE—~ a. 


MBE=3 G。 


又 EN=CN-CBE 一 222， 
5 1 34(b—~a) 
一 二 ME.EN 
SAxBN 3 BE 16 


3033. 证 明 与 空间 四 边 形 的 一 组 对 边 平 
行 的 平面 ， 分 另 一 组 对 边 的 比 相同 ， 
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角 设 空间 四 边 形 为 | ABOCD, 2 
边 4B、CD 平行 的 平面 
为 a, a 截 另 一 组 对 边 
AD、BC 的 截 点 分 别 为 
了 , 和 对 角 线 BD 
的 交点 为 G。 连 结 BG、 
ZG, 则 由 AB) 2 知 

4BJ EG,， 同 理 CD/ FG，。 
so。 AB:ED= BG:GD, 
BG:GD= BF: FO, 
从 而 AE:ED=BF:FC. 
”3034。 通过 空间 四 边 形 一 组 对 边 中 点 的 


任意 平面 ， 分 另 一 组 a 
对 边 为 等 比 . 4 

解 ” 设 空间 四 边 形 K-> 
4B0D 的 对 边 4B、 
CD 的 中 点 分 别 为 "AA 
ML、N, 通过 MX 的 站 


任意 平面 a 和 这 个 四 边 形 的 另 一 组 对 边 的 交 
点 分 别 为 五 互 。 从 四 边 形 各 顶点 向 平面 
所 作 的 垂 线 分 别 为 44 BB'、 CO、DD， 由 于 
MXN 分 别 是 4B、CD 的 中 点 , 可 知 
A4'=BB', DD'=C0'. 

又 因 及 、4'.D' 在 一 直线 上 , L、C^B' 在 一 直 
线 上 . 44'1 DD', BB' | CO， 

…。 AK:KD=AA4':DD', 

BL:IO= BB’':CO’, 

于 是 AK:KD=BL:LO. 

3035。 直 线 40 和 平面 相交 于 点 DO, 且 
重 直 于 w 内 的 两 直 
线 0X OZ 则 40 
与 平面 % 上 过 点 0 
的 任意 直线 都 垂 
直 . 

解 在 平面 a 内 ， 
过 点 O 作 不 与 OX、 
CO7 重合 的 任意 直线 02, 再 作 与 OX、 OF7、 
02 分 别 交 于 点 B.C、D 的 直线 BCD. 在 40 
的 延长 线 上 取 点 4 使 04'=04. 分 别 连结 
AB、AC、4D、4'B、A4'C、A4'D, 则 OX 是 线 
段 44' 的 垂直 平分 线 ,所 以 

AB=A'B. 
又 0 了 也 是 线段 44' 的 王 直 平分 线 ， 
40O=4O。 . 


Ad4PBOsA4'BC “三 边 相 等 )， 

从 而 4BC= /4'BO. 

于 是 A4BFDseA4'BD (两 边 夹 角 相 等 )， 
.“. AD=4'D. 

故 Ah4OrEeAd4OD (三 边 相 等 )， 
ZA0D= /4'0D. 

* AO]LOD 即 A0102. 

因此 ,40 垂直 于 平面 内 过 0 的 任意 直 

线 。 

注 1 一 直线 40 和 平面 a 相交 于 点 0， 
且 垂直 于 平面 xc 内 过 点 0 的 所 有 直线 ， 则 
A0O 叫做 平面 & 的 垂 线 。 

2 在 空间 , 两 直线 a 和 5 相交 , 过 4 上 任 
一 点 引 ?2 的 平行 线 5, 则 .a 和 v' 的 夹 角 砷 做 
a 和 5 所 成 的 角 . 

因此 , 直线 4O 和 平面 c 相交 于 点 O, 如 果 
40 垂直 于 a 内 的 不 是 平行 的 两 直线 (不 一 
定 过 点 0), 则 40 垂 直 于 平面 内 的 所 有 直 
线 ( 包 括 不 过 点 O 的 直线 ) 。 

如 直线 双 垂 直 于 平面 w 上 相交 的 沽 直线 ， 
则 mw. 反 过 来 ， 如 直线 加 上 平面 &, 则 人 私 
垂直 于 平面 % 内 的 任意 ? 
A 
直 于 平面 4 内 的 两 条 相 
于 平面 上 的 所 有 直 

解 过 ?和 a 的 交点 ,在 a 内 引 直线 mn、 
的 平行 线 2w\ Ww 邮 

Vim’, tn’, 


3036. 一 直线 71 垂 
线 ， 因而 7 和 % 互相 礁 直 . 
所 以 由 问题 3085, 知人 a. 


3Q37. 与 两 异 面 直线 都 垂直 相交 的 直线 
有 且 仅 有 一 条 。 a 

解 作 包 含 a 且 LE: 
nz pl | 
a 包含 5 且 和 a 垂 . 
直 的 平面 8. 设 %、 A 
8 的 交 线 为 c, 则 
c 一 定 和 ea 相交 。 


事实 上 , 已 知 c/5, 如 果 cla， 则 有 of b, 
这 与 题 设 是 矛盾 的 。 

设 c 和 4 的 交点 为 4， 在 平面 6 上 过 点 4 
作 刀 的 垂 线 , 它 和 2 相交 于 点 B, 则 因 . 
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chb, AB1e., 
.. 4DP10. 
又 因 4B 在 B 内 且 与 互相 垂直 的 两 平面 a、B 
的 交 线 c 垂直 ,所 以 4BLa, 从 而 
AB la. 
因此 ,4B 就 是 与 异 面 直线 4b 都 垂直 相 
的 直线 。 

其 次 ， 假 设 4B' 为 不 与 4B 重合 , 且 与 异 

面 直 线 4a.5 都 垂直 相交 的 直线 , 即 

A'B'ja, A'B'lb. 
由 于 5fc, 所 以 41B' 和 we 都 垂直 , 从 而 

A'B' la。 

由 于 4B Lao, 所 以 4'B'f/ 4B, BAA'B' 可 确 
定 一 个 平面 ， 这 样 ， b 和 人 就 在 同一 平面 内 ， 
它 与 题 设 矛盾 ， 因 此 异 面 直线 a、5 的 公 垂 线 
有 且 仅 有 一 条 即 4B. 

3038. 已 知 两 异 面 直线 4B、CD. 在 过 
4 已 且 与 0 也 平 行 的 平 
面 a 内 ,CD 的 射影 和 
AB 的 交点 为 P. 在 过 
CD 有 生 与 4B 平行 的 平 
面 6 内 , 4B 的 射影 和 
CD 的 交点 为 @， 则 P@ 
和 4B、CD 都 垂直 . 

解 如 图 0'D' 是 直 
线 CD 在 平面 c 内 的 射 A 
影 ， 所 以 CO'、DD' 都 与 a 垂直， 从 而 平面 
CC'D'D 垂直 于 平面 ag。 同样 , 平面 44'B'B 
也 垂直 于 平面 %。 因 此 这 两 个 平面 CCITD'D 
和 女 4'B'B 的 交 线 PQ 与 平面 垂直 , 于 是 

PQ LAB., 

同 理 ， POOLCD。 

所 以 P8 是 异 面 直线 4B、CD 的 公 垂 线 。 

3039。 作 已 知 两 直线 的 公 垂 线 ， 并 证 明 
它 是 已 知 两 直线 间 的 
最 短 距 离 。 

解 (i) 设 .了 
为 两 条 定 直线 ， 从 了 了 
上 的 一 点 到 引 习 的 
平行 线 蕊 '。 设 屋 、 苹 
所 确定 的 平面 为 ， 
则 & 与 平行。 设 之 在 平面 内 的 射影 为 
加 RR 它 和 了 约 交 点 为 4， 从 4 向 节 引 算 线 
4B, 则 4B 就 是 X、 了 的 公 垂 线 。 这 是 因为 
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ER 是 直线 了 X 在 平面 w 上 的 射影 ， 
。。 平面 (X, ER) Loa; 
从 而 AB la, 
故 AB1Y, 4 BR. 
即 ABIZXEABLY. 


(ii) 现在 证 明 4B 是 X、 了 间 的 最 短 距 
离 。 在 也 上 取 一 点 B', 在 了 圭 取 一 点 
4', 从 B' 作 有 BR 的 垂 线 B'4”, 则 

B'A"la, «“. BA A'A", 
从 而 B'4’>B'4’= 4B, 
故 4B 是 县 、 了 间 的 最 短 距离 . 

3040， 从 平面 外 一 点 作 这 个 平面 和 的 垂 线 
(最 短线 )， 有 且 仅 有 
一 条 。 | 
内 作 2 的 重 线 BO, 再 /KY 
过 4 作 BC 的 垂 线 


解 从 点 4 作 平 面 
% 内 的 任意 直线 ? 的 

40, 则 根据 三 垂 线 定理 (问题 3043), 知 
LOLa。 


垂 线 4B, 过 了 在 
在 ca 内 取 C 以 外 的 任 一 点 0' 则 由 4Ca 


知 ， 之 400' 二 人 LR,，AC<AC',， 所 以 从 4 作 
% 的 垂 线 仅 有 一 条 。 Pp 

3041. 与 三 点 小 
B.C 等 距离 的 点 了 


必 在 通过 三 角形 4BC 
的 外 心 O 县 与 平面 


C 
4BC 垂直 的 直线 上 . ZA 
解 ” 从 点 卫 向 平面 
ABC 引 垂 线 PO'， 垂 A 


足 为 O’, 则 由 4=2B= PO, 知 三 个 直角 三 
角形 4O'P、BO'P CO 全 等 ,所 以 
AO'~— BO'=00’, 

即 0' 为 人 4BC 的 外 心 。 因 此 点 O' 和 OO 是 
同一 点 。 故 点 卫 在 过 和信 4BC 的 外 心 0; 且 
与 平面 4BC 垂直 的 直线 OP 上 。 

3042. 已 知 9 和 4 久 是 两 异 面 直线 ， 

(1) 证 明 包 含 9 且 与 平行 的 平面 有 而 且 
只 有 一 个 ; 

(2) 问 包含 9 且 与 天 平行 的 平面 和 包含 天 
且 和 9 平行 的 平面 的 位 置 关系 怎样 ? 

(3) 已 知 点 卫 在 9 上 运动 , 点 @ 在 及 上 运 
动 ， 问 线段 PQ 的 中 点 在 什么 样 的 面 上 运 
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动 。 

解 (1) 在 9 上 任 取 一 点 4 设 点 4 和 直 
线 丸 所 确定 的 平面 为 B, 在 6 内 过 4 作 有 的 
平行 线 X。 设 g、 所 
确定 的 平面 为 a, 则 
& 就 是 包含 g 且 与 h 
平行 的 平面 。 

其 次 ,证 明 唯一 性 。 

设 包 含 g 且 与 % 平 
行 的 平面 ， 除 & 外 还 有 一 个 平面 a', 则 平面 
a、% 的 交 线 9g 平行 于 h, 从 而 h、g 在 同一 平 
面 内 。 这 与 题 设 牙 盾 , 所 以 包含 g 且 与 h 平 
行 的 平面 只 有 一 个 。 

(2) 设 包含 g 且 与 平行 的 平面 为 7, 包 
含 h 且 和 9g 平行 的 平面 为 56， 则 Y/5。 事实 
上 ,如 7 和 6 有 交 线 , 则 g/1%,， hk， 从 而 
hg, 这 与 题 设 予 盾 ， 
故 7Y/5 (问题 3011) . 

(3) 设 g\h 上 的 动 
点 分 别 为 PL 9, g、 
的 公 垂 线 和 9 的 交 
点 分 别 为 4、B, 4B 
的 中 点 为 0, PQ 的 中 点 为 下 ，49 的 中 点 为 


和 则 
MN/)9g, ONYnR, 

所 以 平面 OMN 与 gh 都 平行 。 
又 知 ABlg, ABLh. 

“» ABLMN, ABLON, 
从 而 .4B1 平面 OMN. 
因此 , PQ 的 中 点 由 在 过 g、h 的 公 垂 线 4B 
的 中 点 0O 且 垂直 于 48 的 平面 上 ， 

3043. (1) 从 一 点 和 4 向 不 过 此 点 的 平面 
% 上 的 直线 BC 引 垂 线 ， 其 垂 足 为 刀 。 在 平 
面 % 上 过 D 引 BO 的 垂 线 DB， 再 过 4 引 
DE 的 垂 线 4B, 则 4 垂直 于 平面 a. 

(2) 若 aL4B, 4D1 BO, . 则 DBLBO.， 

(3) 若 aL48, BEDILBC, 则 4DLBC. 
(三 垂 线 定理 ) 

解 (1) 4 了 
BC, DBLBO， 故 BO 
垂直 于 4D、DBE 所 确定 
的 平面 , 即 

BCL 平面 (4D,DB)， 
即 BC 平面 4DE, 从 而 BC.LAE. ; 
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又 由 题 设 知 DE14E， 
.“， AE | 平面 (BC, DE)， 
但 平面 (30, DE) 就 是 平面 %， 
.. 4 万 | aw。 

《2) 因为 a_L48, 所 以 BO 4 也。 

又 知 BCOL4D, 所 以 BC 垂直 于 4D、AB 所 
确定 的 平面 48D, 从 而 BCLDE. 

(3) 因为 a AE, 所 以 BC1LAB. 又 因 
BCTLBED, 所 以 BC 垂直 于 4B、BD 所 确定 
的 平面 4 万 D。 故 

BO14D， 

3044, 已 知 定点 一 在 平面 外 ， 点 了 在 这 
个 平面 上 的 射影 为 @. 过 8 作 这 个 平面 内 的 
直线 4 的 垂 线 , 其 垂 足 为 S. 玉 为 直线 4B 
上 的 任意 一 点 ， 讨 论 
以 下 问题 : 

《1) 和 PQRE 的 大 
小 ; 

(2) LPRS 和 线 
段 SR 的 关系 ( 即 把 
人 PERS 表示 成 线段 SR 的 函数 ); 

《3) 当 PR 十 BEQ 为 最 小 时 , 点 互 的 位 置 . 

解 ” 设 已 知 平面 为 rr。 

(1) 因为 PO_Lw, BRE 是 w 内 的 直线 ,所 以 

PQ LYE, 
从 而 LPQR=90°. 

(2) ZOL QS 1 4B, 

“， PSLA4B (三 垂 线 定理 )， 


从 而 tpLPRS Fe. 

(83) ‘. PSIAB, .. PR>PS, 
又 … QSLAB, .. QE>QS. 
因此 PRIQR PS -QS, 
即 当 及 与 8S 重合 时 ， PR+QR 最 小 , 

3045. 从 平面 外 
一 点 向 这 个 平面 引 许 
多 斜 线 ， 如 果 斜 线 和 
从 此 点 向 这 个 平面 所 
引 垂 线 的 夹 角 相等 ， 

则 这 些 斜 线 相等 ; 如 


果 夹 角 不 等 ， 则 大 角 所 对 应 的 针线 较 长。 

解 设 己 为 平面 外 的 一 点 ，PO 为 平面 
% 的 垂 线 , P4、PB、PC 为 平面 的 余 线 ， 
LAPO= LBPO, LBPFO< /CFO,. 
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因为 POLa, 所 以 
LPOA= /R=- /POB. 
又 知 ” 人 4PO= /BPO, PO 公共 ， 
. APOGABPO, 
从 而 PA=PB. 


其 次 , 在 平面 CPO 上 引 斜 线 PD， 使 
人 DPO== 人 BPO, 设 ZDP 和 CO 的 交点 为 也 ， 
则 由 前 面 所 证 , 可 知 

PB= PD. 
又 由 LCPO> LBPO 知 , LCPO> LDPO， 
从 而 CP>DP， 即 CP>BP， 

3046. 已 知 4B、 A 
BC、CD 三 条 直线 ， 
和 4BC 及 LBOD 都 
是 直角 ， 且 直线 4B 
垂直 于 BO、CD 所 确 
定 的 平面 w% 证 明 
CD | 40. 

解 … 4B1c，.… 4BLOD，。 中 
又 由 题 设 知 BO_LCPD. 四 


"，OD140。 
3047. 已 知 4B 是 平面 w 上 的 直线 , XY 
是 4 的 垂 线 , 证 明 从 x 
XY 上 任意 一 点 所 引 ” 育 
4 的 垂 线 都 过 一 定点 。 
解 从 有 了 上 任意 点 


卫 引 4B 的 垂 线 PO, 连 
结 07, 则 由 三 垂 线 定 
理 知 CY 了 1 AB. 故 点 C 
是 过 了 所 引 直 线 4B 的 垂 线 足 , 它 是 一 个 定 
点 。 因 此 ,从 之 了 上 任意 点 引 .4B 的 垂 线 都 
过 定点 C。 

3048. 对 于 两 异 面 直线 a、5, 下 列 四 个 
命题 是 否 正 确 。 如 果 正 确 就 记 LOJ, 并 述 其 
理由 ;如 果 不 正确 就 记 [X], 并举 出 反例 . 

(1) 通过 不 在 两 异 面 直线 4.6 上 的 任 一 点 
书 总 可 作出 与 这 两 条 直线 相交 的 直线 ; 

(2) 包含 a 生 与 5 平行 的 平面 总 是 存在 
的 ; 

(3) 不 能 作出 与 G.2 都 直 交 的 直线 ; 

(4) 可 以 作出 与 a.2 相交 ， 生 平行 于 第 三 
直线 c 的 直线 . 

解 (1) [xj. 设 平面 (P, 0)、 平面 (P， 
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0) 分别 为 a、 B86, 则 a、B 是 不 同 的 两 个 平面 . 
事实 上 , 如 果 w 和 6 重合 , 则 4、5 就 在 同一 平 
面 上 , 这 与 题 设 矛 盾 . 

如 果 a、 8 的 交 线 (通过 点 P) 和 a、5 都 相 
交 时 , 本 命题 成 立 。 

如 果 a、B 的 交 线 与 直线 4a、5 中 的 一 条 直 
线 平 行 , 本 命题 不 成 立 . 例如 当 alb 时 , %、 
8 的 交 线 过 卫 且 平行 于 8b， 因此 交 于 4 的 直 
线 都 不 交 于 5. 

如 果 a、8 的 交 线 与 直线 4、5 都 平行 ,这 
种 情况 不 会 发 生 。 否 则 就 有 4 5, 这 与 题 设 
想 了 矛盾 ， . 

(2) [O]。 在 a 上 取 任 意 点 4, 在 4 和 
所 确定 的 平面 上 ,过 4 引 的 平行 线 5'(a, 5 
是 异 面 直线 ,所 以 5' 和 a 不 重合 ), 则 a、2' 所 
确定 的 平面 就 是 包含 a 且 与 5 平行 的 平面 。 

(3》 [Xx]. 与 a.8 都 垂直 相交 的 直线 有 且 
仅 有 一 条 (参照 问题 837), 所 以 本 命题 不 正 
确 


(4) [x1。 当 4 与 c 不 平行 且 包含 a 且 : 
与 c 平行 的 平面 c 和 ?2 相交 了 时， 过 这 个 交点 
在 平面 w 上 引 e 的 平行 线 ， 则 这 条 直线 和 
4 了 2 都 相交 ,所 以 本 命题 成 立 。 但 当 Glfec 或 
al/zb 时 ,本 命题 不 成 立 。 


之 。 直 线 和 平面 (2) 


3049. 如 果 平 面 4 与 平面 6 上 的 直线 ? 
垂直 , 则 w 垂直 于 B.。 

解 设 1 和 a 的 交 
点 为 4, a、B 的 交 线 
为 B4C. 在 平面 w 上 
过 点 4 作 ?1 的 垂 线 
4M, 则 两 直线 人 4 下 
都 垂直 于 BO, 并且 


y; 如 果 aly, 且 7 的 


i 和 4M 的 夹 角 是 直角 ， 所 以 
交 线 垂直 于 以 8 的 交 
线 , 则 BLY. 


cp8。 
3050. 已 知 相交 的 
两 平面 8 和 第 三 平面 人 

解 ” 设 a 的 交 线 为 
BE，B、Y 的 交 线 为 BC. 在 Y 上 过 力作 BBE 
的 垂 线 B0', 根据 题 设 BB 小 ABE，, 所 以 
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.48C' 为 平面 a 和 的 平面 角 . 又 由 cly 


知 A4B1LEB, AE | EO', 所 以 4 再 1y。 

因此 ， 包 含 平面 > 的 垂 线 4 的 平面 6 与 
平面 7 垂直 。 

3051. 过 同一 点 分 别 作 相交 两 平 面 的 垂 
线 ， 则 这 两 条 垂 线 所 确定 的 平面 与 这 两 个 平 
面 的 交 线 垂直 。 

解 设 已 知 两 平面 a、8 
的 交 线 为 ,从 点 卫 引 平 
而 人 8 的 垂 线 , 其 垂 足 分 
别 为 4、B. 

从 P 引 ?的 垂 线 PQ, 得 P81I。 

又 知 PAla, PBLB. 
"。 AQ 11, BQ11 (三 垂 线 定理 首 定 理 ) 。 
从 而 平面 4P@ LI。 同样 ,平面 
由 于 过 点 也 且 垂 直 于 ? 的 平面 仅 有 一 个 ,所 
以 P4、PB、FPQ 在 同一 平面 上 。 因此 
/平面 (PA, PB). 

3052. 如 果 相 交 的 两 个 平面 分 别 与 第 三 
个 平面 垂直 ， 则 这 两 个 
平面 的 交 线 也 与 第 三 个 
平面 垂直 。 

解 ” 设 平面 c8 的 交 
线 为 l, 且 w17，87?。 
从 ?上 任意 点 44 作 平面 
?的 三 线 4B, 则 由 gLy, 知 4B 在 平面 & 
上 .又 由 B17Yy, 知 4B 在 平面 B6 上 , 因此 4B 
就 是 平面 w 8 的 交 线 , 即 4B 与 ! 是 同一 条 
直线 ， 


“。 7L7。 


3053。 如 果 一 条 线 在 相交 两 平面 a、B6 上 


的 射影 都 是 直线 , 一 般 地 说 该 线 是 一 条 直线 ，| 


还 有 例外 的 情况 吗 ? 

解 设 一 条 线 4B 在 相交 两 平面 a、B 上 的 
射影 分 别 是 直线 CD、 
EF, 

因为 线 4B 上 所 有 
点 在 平面 c 上 的 射影 
都 在 直线 CD 上 ,所 
以 线 4B 在 通过 直线 
CD 且 与 c 垂直 的 平面 ?上 。 同 理 , 直线 4B 
人 如 且 与 平面 6 垂直 的 平面 8 


证 与 5 不 重合 ， 则 4B 是 平面 7 
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与 6 的 交 线 , 所 以 4B 是 一 条 直线 。 

如 果 平 面 ? 与 3 重合 , 则 由 ?7 La, ?18 可 
知 7 垂直 于 平面 w、B8 的 交 线 。 这 时 即使 线 . 
4B 是 -条 曲线 ， 它 在 K、8 上 的 射影 也 都 是 
直线 。 应 该 注意 这 个 例外 情况 。 

3054. 分 别 在 不 同 平面 上 的 两 个 三 角形 
ABC、A'B'C' 的 对 应 边 4B 和 A'B' BC 和 
BC 04 和 0'4' 的 延长 线 上 分 别 交 于 PP、 
q、 五 则 直线 44'、BB' CC! 或 者 共 点 或 者 
互相 平行 。 

解 因为 边 4B 和 4'B' 相 交 于 也 ,它们 
二 所 以 两 直线 BB' mh 
CC' 和 44， 也 
在 同一 平面 
上 。 但 .是 由 
于 人 4B3C 和 
和信 4'B'C' 在 不 
同 的 平面 上 ， 
所 以 三 条 直线 
AA’ BB' CO’ 
不 在 同一 平面 
上 。 由 题 设 知 
书 是 两 平面 4BC 和 A4'B'C' ， 的 公 共 点 . 同 理 ， 
@、 忆 也 是 这 两 个 平面 的 公共 点 。 但 两 个 平 
面 的 交 线 总 是 直线 ， 所 以 三 点 P、@、 有 都 在 
同一 直线 上 。 根 据 笛 沙 格 定理 (问题 3924)， 
可 知 三 直线 44', BB', CC' 共 点 。 当 此 点 为 


| 无穷 远 点 时 , 三 直线 44/，BB'，CC" 平行 。 


3055. 设 4、 BC、D 为 不 在 同一 平面 上 

的 四 个 点 ,直线 PQ 与 直 

线 4B 交 于 P, 与 直线 

AC 交 于 8, 和 PQ 平行 

的 直线 BS 与 BD 交 于 

,与 CD 交 于 5, 则 
PQ J RES/ BC. 

解 设 入 4BC 所 确 . 
定 的 平面 为 a, ABDC 所 确定 的 平面 为 B， 
则 PQ、BS8 分 别 在 w、8 上 。 因 为 P@/ BS， 
所 以 


| PQNB, ESI a. 
从 而 FQ, ES 都 与 B 的 交 线 BO 平行 。 即 
PQ ES Bo. 
3956. 已 知 平面 a、B 相交 。 设 过 w 上 和 的 
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定点 女 引 a 的 垂 线 和 6 交 于 点 B, 过 B 引 B 5 必 平 行 


的 垂 线 和 a 交 于 点 C， 则 直线 C4 垂直 于 a、 
B 的 交 线 BF， 

解 4Ba)BB 
在 平面 内， 

", ABLEF. @ 
又 “” BC1B,EF 在 
平面 6 内 ， 


“» BOLEF. . ®@ 
从 外、@, 知 了 BF 平面 (4B，BC)， 
“. 五 太 1 40。 

3057 .在 空间 ， 已 知 正三 角形 在 一 个 平 
面 上 的 射影 三 角形 的 边 长 分 别 为 2、 < 2 3， 
求 这 个 正三 角形 的 边 长 、 

解 设 正三 角形 4BC 
的 项 点 4、B、C 在 平面 7 
上 的 射影 分 别 为 4 B'、 
0 A'B' = 2, B'C' = 3, 
0'4'~2vV3. 

再 设 44'=a, BB'=b, CC'=c， 则 
AB2= (AA'— BB')?+ 4A'B? 
即 AB?~— (a—b)2+22, 
同 理 , BC? 一 (6 一 0)2432， 
O04?= (a—o)?+ (2V 3 )2. 
令 a~-b 一 x, 5 一 c=y, 则 由 4B 二 BC 一 04， 
可 知 邓 十 4 一 包 十 9 一 (2 十 力 2? 二 12。 


-p=5 aa 
国 1 : 人 
Dx3+@x5, 

822 -+ 10%y— 3%—0, 
即 (42—) (22+3y) =0, 


ae 4 一 一 0 或 2xz 十 37 一 0。 
从 向 -y=0 和 人 @ 求 x2, 可知 5 为 虚数 ,应 使 
去 。 从 2% 十 3y 一 0 和 @ 求 zy, 可 得 

V 一 士 3，% 一 于 2， 
ww 4 一 wz 十 4 一 15， 


即 正 三 角形 的 边 长 为 Vi3。 . ! 
3058， 已 知 两 两 相交 
的 三 个 平面 g、B6、Y. 设 w 
和 有 的 交 线 为 2 8 和 7 的 加 
交 线 为 ms Y 和 a 的 交 线 为 %, 则 三 直线 人 
mm、 或 者 平行 或 者 相交 于 一 点 。 
解 如 果 11Ym 则 包含 ? 的 平面 c 和 包含 


% 的 平面 7 的 交 线 % 必 平行 于 im, 所 以 
mln. : 

如 果 和 欢 不 平行 ， 设 其 交点 为 0, 则 O 是 
直线 ! 和 平面 ?的 交点 。 由 于 人 和 u 不 平行 ， 
可 知 和 nm 和 % 都 不 平行 , 因此 , O 既是 

2 和 ?w 的 交点 ,也 是 两 平面 a 和 ? 的 公共 点 ， 
从 而 a、 7 的 交 线 % 也 过 这 个 点 O， 即 三 直线 

3059. 已 知 平面 % 上 的 两 条 直线 入 公分 
别 和 平面 8 所 成 的 角 相 等 , 则 人 和 os 
平面 的 交 线 X 了 
所 成 的 角 也 相 
等 。 

解 ” 从 平面 wa、 
8 的 交 线 X 了 上 - 
任 取 两 点 B、D, 分 别 引 1、m 的 平行 线 BA、 
DO, 使 4B==CD。 再 从 4、C 分 别 引 平面 B 
的 垂 线 44^ 00', 则 人 ABA4'、LCDC' 分 别 
是 直线 和 mr 和 平面 6 所 成 的 角 。 由 题 设 知 


这 两 个 角 相 等 ,得 
LA4BA'= /CDO', 
又 LA4'B= /R= /00'D, 
AB=0OD, 
“. 人 44'BQACOC'D, 
从 而 AA'=C0', 


从 4、0' 分 别 向 和 XY 了 引 异 线 4 加 、0C'F, 则 
人 4BA' 人 CFCO' 都 是 两 平面 a、 8 的 平面 
角 , 所 以 


LABA'= /OFO', 又 44=C0 
“, AAEA'LACFOC,, 
从 而 4 万 一 OZ。 
又 知 4DB=CD， 
.人 4BFBS2ACFD， 
故 LABE~ /CDF. 


3060. 一 个 平面 上 的 任意 直线 和 它 在 另 
一 平面 上 的 射影 所 成 的 锐角 中 ， 以 分 别 在 这 
两 个 平面 上 县 与 这 两 个 平面 的 交 线 垂直 的 两 
直线 所 成 的 角 ( 即 这 两 
个 平面 所 成 二 面 角 的 平 
面 角 ) 最 大 . . 

解 ” 设 平面 a. 上 的 直 
线 4B 在 平面 6 上 的 射 
影 为 BC. 

从 4 引 平面 w、B 的 交 线 的 垂 线 4 瓦 , 垂 足 
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% 引 垂 线 ， 设 其 垂 足 分 别 为 4^\ B'、O'、D'、 


知 4 五 .HO 委 直 于 cB 的 交 线 ,所 以 L4HC | 0', 由 于 0 是 4C 和 BD 的 中 点 ,所 以 


为 两 平面 % 8 所 成 二 面 角 的 平面 角 。 

在 直角 三 角形 4 有 EC 和 4BC 中 , 4C 公共 ， 

HO<BO, 

LAHO>ZABC. 
即 当 A4B、 BO 都 垂直 于 0、8 的 交 线 时 ， 
人 4B0 最 大 。 

注 为 了 证 明 人 4HC> 人 4BC, 可 在 0B 
上 取 政 , 使 CH’=08H, 则 人 4 尽 C 一 
人 4HC, 于 是 可 得 L4HO> 人 4BC. 

3061. 分 别 过 点 卫 在 相交 两 平面 上 的 射 
影 作 这 两 个 平面 交 线 的 垂 线 ， 则 这 两 条 垂 线 
交 于 这 条 交 线 上 的 同一 点 。 反 过 来 , 过 分 别 
在 相交 两 平面 上 的 两 点 作 这 两 个 平面 交 线 的 
垂 线 ， 如 果 这 两 条 垂 线 交 于 这 条 交 线 上 的 同 
一 点 ， 则 这 两 个 点 就 是 空 


闻 某 一 点 分 别 在 这 两 个 相 
交 平面 上 的 射影 . 

解 设 点 也 在 相交 平 < 
面 a.8 上 的 射影 分 别 为 点 


斩 ,从事 向 a、B 的 交 

线 4B 引 垂 线 ZC, 垂 足 

为 C， 则 由 三 垂 线 定理 ， 知 POL4B. 

又 由 PF1B、 PCLA4B, 知 FCL4B, 

即 分 别 从 五 了 向 4B 所 引 的 两 条 怀 线 相交 
于 AB 上 的 同一 点 C0。 

反 过 来 , 如果 过 分 别 在 w\8 上 的 点 吾 下 所 
作 4B 的 两 垂 线 ， 它 们 相交 于 4B 上 同一 点 
C, 则 

平面 CEF LA4B. 
从 而 两 平面 a、B 都 与 平面 CBF 垂直 . 

设 平面 COB 为 7, 在 平面 Y 上 过 召 、 也 分 
别 引 相交 两 直线 CB、C 的 垂 线 ， 则 它们 必 
相交 。 设 这 个 交点 为 卫 , 则 点 及 也 就 是 点 卫 
分 别 在 a.8 上 的 射影 . 有 

3062. 从 平行 四 
边 形 的 四 个 顶点 ， 分 
别 向 不 切割 这 个 四 边 
形 的 平面 引 垂 线 ， 则 
从 两 对 角 线 端点 所 引 
垂 线 长 的 和 相等 . 

解 ” 设 口 4BCD 的 对 角 线 的 交点 为 0, 从 
各 顶点 及 0 分 别 向 不 切割 这 个 四 边 形 的 平面 


44' 二 OO 一 200， 
BB’'+DD'=200’, 
“» A4'+CC'=BB'+DD’. 
3063. 如 果 点 4 到 平面 ga、8 的 距离 和 
等 于 点 她 到 平面 8 的 距离 
和 ， 则 线段 4B 上 的 任意 点 
到 这 两 个 平面 的 距离 各 一定， 
解 设 线 段 4B 在 a 上 的 
射影 为 4B, 4B 上 的 任意 
一 点 0 在 上 的 射影 为 0' 
则 0' 在 线段 4B' 上， 所以， 如果 
AC:CB= m:n, 
则 mBB’'+n4A4’=~ (m+n)CC', 
,_ MBB’-+n4dA’ 
CC 人 中 
同 理 ,线段 4B 在 另 一 平面 B8 上 作 射 影 , 设 
和 44.B\C 的 射影 分 别 为 4"、B"、0”， 则 
CC 二 MBB"+nA4dA” 
3222 十 多 
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外 十 四 ,得 

CO 十 CO7 

本 m(BB’+BB’) 十 2(44 二 .440 
?7 十 多 

击 题 设 知 AA'+A4"=— BB'+BB". 

所 以 上 式 可 写成 

CO'FCC" = AP+2) (AA' + AA"). 
m+n 
一 44 十 4 

这 是 一 个 定 值 。 

3064， 如 果 直 线 4B 和 二 面 角 Qc-BF-B 
的 两 面 w\8 所 成 的 角 相 等 ， 则 这 条 直线 和 两 
面 w\B 的 交点 到 了 的 距离 相等 . 

解 从 4 引 平面 8 的 垂 线 44, 从 B3 引 
平面 wx 的 垂 线 BB', 从 4、8 分 别 引 BF 的 
牌 线 40、BD, 则 4B'、 E 
B4' 分 别 是 4B 在 平面 
a、B 上 的 射影 。 

在 直角 三 角形 4BB/、 
B44' 中， 斜 边 4B 公 
共 , 又 由 题 设 知 么 BA4B' 
= /ABA'. 

“, ABAB' LAABA', 


oe BB'=A4', 
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其 次 ， 在 直角 三 角形 44C、BBD 中 ，| 


44' 一 BB'。 由 于 4C、BD 都 和 五 F 垂直 , 根 
据 三 垂 线 定理 (问题 3043) 知 ， 

LO EF, BDLEF. 
所 以 <404'、 人 BDB' 都 是 二 面 角 ao-BB-B 


的 平面 角 , 因此 
LA04'= /BDB'. 
故 A44OeeABB'D， 
。.40=BD. 


3085. 已 知 线段 4B 在 平面 < 上 的 射 共 
为 B4', BF 为 a 上 的 
任意 直线 ， 证 明 4B 7 
入 P 所 成 的 角 大 于 
ZABA. AL 

解 过 B 引 BF 的 平 V 
行 线 BO, 取 BO=BA4', 

则 4C>44。 在 人 4DBO, 八 4BA4' 中 ,4B 
公共 ， 
BA'’=BO, LO>441， 
LABO> /ABA'. 

3066. 过 已 知 两 直线 4B、CD 在 平面 c 
上 的 射影 的 交点 B， 引 平面 w 的 垂 线 ， 则 这 
条 和 王 线 必 与 直线 4B3 和 CD 相交 。 如果 4B 
和 OD 平行 于 a, 则 这 条 垂 线 和 4B、OD 重 
直 . & 

解 (i) 由 于 点 卫 在 
直线 4B' 上 ,所 以 它 是 
直线 4B 上 某 点 也 在 平 
面 c 上 的 射影 ， 因 此 过 
有 BR 且 与 a 垂直 的 直线 和 
直线 4B 相交 于 了 P. 

同 理 , 也 是 直线 0'D' 上 的 点 ,所 以 它 是 
直线 CD 上 某 点 8 在 上 的 正 投影 ， 因 此 过 
卫 且 与 w 垂直 的 直线 和 直线 CD 相交 于 9. 

(ii) 如 果 ABf/a, 则 4B'] 4B. 


又 知 4B1P8, .…. 4BL PQ, 
同 理 ,如 果 CD// a, 可 知 CD1 P98. 故 PQ 
是 4B、0D 的 公 垂 线 。 


3067 .已 知 空间 四 定点 4、B、0O、D.。 如 
点 卫 满 足 P4 一 PB, PC=PD, 试 求 点 也 的 
轨迹 。 

解 如 果 AB 和 CD 不 平行 ,也 不 重合 , 则 
所 求 轨迹 是 线段 48B 的 垂直 平分 面 和 线段 
CD 的 委 直 平分 面 的 交 线 . 


如 果 4B 和 CD 平行 或 重合 , 则 当 线段 4B 
的 垂直 平分 面 和 线段 CD 的 垂直 平分 面 重合 
时 , 所 求 轨迹 就 是 这 个 重合 的 平面 ; 当 这 两 条 
线段 4B、 CD 的 垂直 平分 面 平 行 时 ， 则 所 求 
轨迹 不 存在 。 

3068。. 求 到 两 平面 等 距离 的 点 的 轨迹 。 

解 设 aB6 为 已 知 两 平面 。 

(i) afB. 

作 这 两 个 平面 的 公 垂 线 ， 设 它 和 这 两 个 平 
面 的 交点 分 别 为 4、B, 再 作 通 过 线段 4B 的 
中 点 且 与 4B 垂直 的 平面 wx， 则 ww 上 的 所 有 
点 到 a、B6 的 距离 相等 。 反 过 来 , 也 成 立 。 故 
所 求 的 轨迹 是 平面 x。 

(ii) w\8 示 平行 。 

设 w、B 的 交 线 为 2 作 二 面 角 a-1-B 的 二 
等 分 面 #, 及 二 面 角 -i-8 的 补 二 面 角 的 二 
等 分 面 m， 则 mn、w' 上 的 所 有 点 距 a、B 的 距 
离 相等 。 反 过 来 ,也 成 立 。 故 所 求 的 轨迹 是 
平面 z 和 w'. 

3069. 已 知 在 平面 a 的 同 侧 的 两 点 4.B， 
试 在 a 上 取 一 点 已， B 
使 4P 十 BP 为 最 小 . A 

解 取 点 BB 关于 \ 


平面 4 的 对 称 点 B'， Vl 
平面 c 的 交点 一 就 是 SA 一 
所 求 的 点 。 证 明 如 NA 
下 : 
设 P' 为 平面 a 上 Bp 
除 忆 外 的 任意 一 点 ， 则 
AP'+P'B=AP'+4+P'B'>AB' 
~AP+BP, 
故 忆 是 适合 条 件 的 点 。 

3070. 已 知 高 分 别 为 bm， 。 的 两 塔 , 直 
立 于 地 平面 上 相距 am 的 
两 处 。 如 果 在 这 个 地 平面 
上 ,一 个 人 一 边 走 、 一 边 看 
这 两 塔 的 顶端 ， 所 得 的 你 
角 相 等 ， 则 此 人 所 走 的 路 
线 是 什么 形状 ? 

解 ” 设 高 为 9m, cm 的 
两 塔 的 基点 分 别 为 B.C， 两 堪 的 顶端 分 别 为 
B'C'. 

设 观察 两 塔 所 得 仰角 相等 的 点 为 P, 则 
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人 PBB'wAPCO'. 
oo PB:PCO=BB’':00'=0:c, 
故 知 所 求 轨迹 为 把 线段 BC 内 分 为 5:c 的 点 
用 和 把 线段 4B 外 分 为 6:c 的 点 入 所 连 线 
段 MN 为 直径 的 圆 (阿波 罗 尼 斯 圆 ) 。 

如 果 5==c， 则 所 求 轨迹 是 48 的 垂直 平分 
线 。 

3071. 已 知 相 交 于 O 且 两 两 互相 垂直 的 
的 直线 和 OZ、O8Y、02 的 夹 角 分 别 为 a、B、 
7。 

(1) 把 呈 到 平面 (OY, 02)、 平面 (02， 
OX) 及 平面 (OX,， O07 了) 的 距离 分 别 用 OP、 
a、B、Y 表示 。 

(2) 证 明 cos2w 十 cos2B 十 cos27 一 工 。 

解 (1) 从 PP 向 
平面 (OX, OF) 作 
垂 线 PQ, 则 PQ/ 
0Z。 如 右 图 ， 

LP= LZOP=Y, 
*, PO=OPcosy. 
同 理 ， 点 三 到 另 
外 两 个 平面 的 距 高 分 别 为 OPcosa、OP cosp. 
(2) 设 书 到 三 个 平面 的 距离 分 别 为 P@、 
PER、 PS， 则 
DOQO2- PER2TPS2 一 OP2。 
把 PO=OPeosy, PR=OPcosa， 
OPcos 6 代入 上 式 , 则 得 
OP2(cos3a 十 cos2B 十 cos27) 一 OP2， 
. 6C0s3w 十 co82 8 二 cos27 一 工 。 

注 coca、cosB、cosy 叫做 直线 OP 的 方 
向 余弦 。 

3072. 已 知 平面 4% 上 的 三 条 线段 04、 
OB、00, 和 垂直 于 
平面 c 的 线段 OP， 
如 果 B 为 4C 的 中 
点 ，AB = 10 cm， 

LO0AP=60°, 

LOBP=45°, 

AL9CP=30°. 

(1) 求 OP 的 长 ; (2) 证 明 0414B. 

解 QL) 设 0P=x， 则 

% 
US OB=7, 


PS= 


OC= VV 37%, 


在 人 040 中 ， 
O0424+002=2(0B:+ABP?), 
., 他 +30=2 (+10)， 
从 而 z 一 5w\/ 6 (cm) 。 
(2) 04=- 启 -5V3,03-zm5v 6， 
., 042+A4B2=150,0B? 一 150, 
从 币 O04?+AB?—0B’, 


.“, O41L4B. 

3073, 已 知 过 点 O 且 两 两 垂直 的 三 条 半 
直线 OX、OY、02 和 平面 wx 的 交点 分 别 为 
A4.B0C, 有 OA4=a, 
OB=b, OC=6. 

(1) 求 线 段 4B、 
BC、04 的 长 ; 

(2) 根据 (1) 证 
明和 人 4BC 是 锐角 
三 角形 ; 

(3) 求 平面 (OX, 0 了 Y) 和 平面 a 所 成 的 角 


的 余弦 ， 

解 (1) 由 于 OX、0OY、02 两 两 互相 垂 

直 , 所 以 
AB=—V@ith, BO=V0+c, 
0C4= GTa3 。 

《2) 设 人 4BC 的 最 大 边 为 4B, 则 

4B3? 一 02 十 D2， 
C42 上 二 CB2 一 o2-Ha2 十 c2 十 b2 
一 中 十 思 十 202。 © 
从 四, 句 ; 知 
4B2<0O42 二 TOP?。 
所 以 LC 是 锐角 , 从 而 人 4、~ 都 是 锐角 . 
故 人 480 是 锐角 三 角形 。 

(3) 从 0 引 48 的 垂 线 OD, 连结 CD, 则 
人 CDO 是 平面 和 平面 XO0Y 所 成 的 平面 角 
(问题 3043) . 设 ZCDO=6, 则 

OD.A4B=04.0B. 


OD= ob 
Vaart 
0202 + b202 + ca2 
又 CDP=0D+00——— BE? 
CD 


0 一 Ce 
A 
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3074. 如 果 一 个 二 面 角 的 两 个 面 分 别 和 
另 一 个 二 面 角 的 两 个 面 平 行 ， 则 这 两 个 二 面 
角 或 者 相等 或 者 
互 为 补 角 . 

解 ” 设 两 个 二 
面 角 4-4B-B、 
oa-4B' - pr’ 中， 
& / 0', B lB’ 平 
面 wo 和 8 的 交 
线 为 CD, 则 CD 

! 43, 从 而 同位 二 面 角 w-4'B'-8 和 wow- 
CD-B' 相 等。 

如 果 面 4 与 a! 是 同 向 平行 的 ， 二 面 角 c 一 
CD-8 和 co-4DB-8 相 等 , 从 而 二 面 角 0'~4'B'- 
PB' 和 a-4B-8 相等 。 

当面 与 a' 是 反 向 平行 时 ,二 面 角 QCD- 


BB 和 a-4B-B 互补 ， 从 而 二 面 角 ac-4B-B/ 


与 a~4B-8 互补。 

3075， 从 一 面 角 的 校 上 的 一 点 ， 分 别 在 
其 两 面 上 引 与 该 棱 成 等 
角 的 直线 ， 问 这 两 条 
直线 所 成 的 角 在 什么 范 
围 内 ? 

解 过 棱 4B 上 的 一 
点 卫 分 别 在 面 a.B8 上 
作 与 48 成 等 角 的 两 条 
直线 克 和 PE, 再 作 | 
这 个 二 面 角 的 直 截 角 即 平面 角 BD， 可 分 
别 讨论 如 下 

(1) 如 果 PQ 和 了 PB 在 平面 BD 的 同 侧 ， 
则 在 人 BPQ 和 人 BPE 中 ， 

LBPQ= LBPR, 
LPB9== 人 PBR=90°,PB 公共 。 
“.. 人 BP9LABPR, 
从 而 BQ=BE, PO=PR. 

又 FQ>B8Q， 因 而 在 人 PRR 和 人 BOR 

中 ， 


LOPR<ALZEBD., 
特别 地 , 当 PQ、PB 都 与 45 重合 时 , 人 QPR 
一 0"。 因 此 人 QPEB 在 0" 与 平面 角 召 BD 之 
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河 。 

(2) 如 果 PQ、PER 分 别 在 平面 召 BD 的 两 
侧 , 仿 上 可 知 LQPR 在 平面 角 BBD 与 180* 
之 间 。 

综 上 所 述 LQPE 在 0" 与 180° 之 间 . 

3076. 三 面 角 的 任意 一 个 面 角 小 于 其 他 
两 个 面 角 之 和 而 大 于 其 他 两 个 面 角 之 差 。 

解 设 在 三 面 角 
7-XYZ 的 三 个 面 角 
中 , 面 角 及 了 Z 最 大 。 
在 人 XVZ 内 作 射 线 
VD, 使 ZXVD= 
了 PFY。 在 7DD 上 
取 一 点 DD 并 过 DD 作 


任意 直线 和 了 ZX、VZ 分 别 交 于 4、0， 在 VY 


上 取 VB=7D, 则 
AAVD2AAVB, .. 
因而 BO> DC. 

在 人 FDC 和 人 VBC 中 , VC 公共 ， 
VB, BO> DO， 

*. ZBVC> LDVO, 
. LXVZ<LRVY HLYVZ. 

显然 还 有 

ZXVY</ZXVZ+ LYVZ, 
LYVZ< LXVZ+ LXVY. 
因此 三 面 角 中 任意 一 个 面 角 都 小 于 其 他 两 个 
面 角 之 和 . a He ei 
面 角 之 差 的 问题 ， 可 
由 以 上 诸 式 移 项 得 到 
证 明 。 

3077. 任意 号 多 
面 角 的 所 有 面 角 之 和 
小 于 四 直角 。 

解 为 了 方便 起 
见 ， 这 里 只 证 明 凸 多 面 角 的 底面 总 A4BC 的 
情形 。 但 是 , 上述 证 明 方法 对 于 底面 是 任意 


4D=48, 


VD= 


_ 多 边 形 的 凸 多 面 角 也 是 成 立 的 。 


设 卫 为 A480 内 的 任意 一 点 ， 则 三 个 三 
角形 04B、0BC、 O04 的 内 角 和 与 人 PA4B、 
人 PBO、 人 PC4 的 内 角 和 相等 。 又 在 以 
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4、B、C 为 顶点 的 各 三 面 角 
A-OBO, B-004, C-04B 
中 , 由 上 题 知 
/OAC+ /04B>/BAP+ LOAP, 
/OBA+/O0BOC> /ABP+ LCBP, | 
LOCB+ L004> LBOP+ LACP. 
把 上 述 诸 式 两 边 分 别 相 加 ， 则 左边 为 以 O 为 
顶点 的 人 04B、 和 OBC、 人 入 0C4 的 底 角 和 ， 
右边 为 以 了 为 顶点 的 人 PA4B. 八 PBC 人 PCA4 
的 底 角 和 。 于 是 上 式 可 写成 
6LR~— (A/AOB+ /BOC 
+L004) >2LR. 
， LAOB+LBOC+ LCOA<4LR. 
3078. 两 个 多 面 角 的 面 角 及 二 面 角 分 别 
同 向 对 应 相等 , 则 这 两 个 多 面 角 全 等 。 
解 设 两 个 多 面 角 为 7-4BCDE、V'- 
4'B'C0'D'B' 的 面 角 及 二 面 角 分 别 同 向 对 应 相 
等 。 将 多 面 角 V-4BODBE 的 顶点 了 放 在 另 
一 个 多 面 角 V4'B'C'D'B' 的 顶点 到 上 ,并 
使 面 4VYB 和 A4V'B' 重 合 ， 由 于 人 47B= 
LL4V'B', 则 面 4VB 和 面 47'B' 完全 重 


合 。 在 这 个 重合 面 的 同 侧 ， 由 于 两 个 多 面 角 
在 重合 的 棱 了 BEB 和 7V'B' 的 二 面 角 同 向 相 等， 
所 以 面 了 BC 和 V7V'B'C' 完 全 重合 . 又 由 于 
ABCO= BT， 所 以 棱 VC 和 FC' 重 
合 . 象 这 样 继续 下 去 , 可 知 两 个 凸 多 面 角 的 各 
,从 而 这 两 个 凸 多 面 角 全 等 。 


楼 分 别 重合 


3079. 两 个 三 面 角 的 三 个 面 角 对 应 相 
等 , 则 这 两 个 三 面 角 全 等 或 对 称 。 

解 ”如 图 ， 在 两 个 三 面 角 的 各 楼 上 取 相 等 
的 线段 04、0B、0C、0'4'OB'、O'C', 则 可 得 
六 个 等 腰 三 角形 。 已 知人 40B= 人 4'0'B'， 
所 以 4B= 二 4'B'。 同 理 ， 

C=B'C', CA=0'4’, 

如 果 人 4BC 和 和 人 A4'B'C' 的 对 应 边 同 向 相 
等 , 则 0-4BO 和 0'~4'B'C’ 可 以 完全 重合 ， 
所 以 这 两 个 三 面 角 全 等 。 
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如 果 A4BO 和 人 4'B'C' 的 一 边 4B 和 
4'B' 重 合 时 ,C 和 0' 在 4B 的 异 侧 , 则 这 两 个 
三 角形 关于 4B 对称 ， 从 而 0-4BC 和 O- 
LB'O' 关 于 平面 04B 对 称 。 


Of 0 
B B 


3080. 过 二 面 角 内 的 任意 一 点 ， 分 别 作 
其 两 面 的 垂 线 ， 风 这 两 条 生 红 所 闫 的 名 等 于 
该 二 面 角 的 平面 角 的 社 
角 。 

解 已 知己 为 二 面 角 
oa--8 内 的 任意 一点， 从 
点 已 向 wB8 所 作 垂 线 分 
别 为 P4、PPB。 再 过 书 向 


棱 ? 作 垂 线 PH, 则 4-L 
1, BHJ1, 所 以 L4H8B 为 该 二 面 角 的 平面 
面 上 , 且 在 四 边 形 吾 4PB 中, 有 4 一 一 如 
二 了 ZB, 所 以 ZA4PB 是 ZARB (这 个 二 
3081, 过 三 面 角 的 各 核 且 与 其 对 楼 重 直 
其 对 棱 BC 熏 直 的 平面 Ns 
和 BC 交 于 点 加， 则 平 4 
DE LBC. SA 
同 理 ， 设 过 楼 4B 且 B CA 
C 
DC 的 交点 为 了 , 则 37 DC。 因此 BF 和 
DE 的 交点 且 为 人 BOCD 的 垂 心 ， 从 而 这 两 
同 理 ， 过 C4 且 与 BD 垂直 的 平面 也 含有 
4H, 因此 上 述 三 个 平面 都 过 直线 4 互 。 
平分 线 的 三 个 平面 共 线 。 
解 在 三 面 角 7-XY2G 的 各 楼 上 上 分别 取 要 


角 。 又 由 问题 3961， 知 互 .4 且 了 在 同一 平 
角 的 平面 角 ) 的 补 角 。 

解 ” 设 过 楼 4 且 与 
面 4BD BBC， 所 以 (NE 
与 DO 垂直 的 平面 和 
个 垂直 平面 的 交 线 为 4 瓦 。 

3082. 过 三 面 角 的 各 棱 和 它 所 对 面 角 的 
等 的 线段 74、7B、VO, 作 BVOC 的 平分 线 
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BC 垂直 平分 , 即 卫 是 BC 的 中 点 。 同样 , 设 
本 A4VB、AAVC 的 
平分 线 分 别 和 4B、 

40 的 交点 为 Q、， 
则 QB 分 别 为 
. 4B、A0 的 中 点 . 因 
而 4P、BRB、Ce@ 为 
人 和信 4BC 的 三 条 中 
线 ， 它 们 必 相 交 于 一 点 。 设 这 个 点 为 互 ， 则 
面 了 7 了 AP、 了 BRVOQ 的 公共 直线 为 了 五 。 即 
这 三 个 平面 共 线 . 

3083. 如 果 三 面 角 7-4BC 的 两 个 二 面 
角 V4、VC 相等 , 则 面 角 BV4、 BVC 也 相 
等 . 

解 从 B 向 平面 
XVY 引 三 线 BO, 从 
O 向 了 ZX、 了 了 分 别 引 
垂 线 04.00, 则 由 三 
垂 线 定理 , 知 
AB1IVX,BOIVY. 
所 以 LB40、 人 LBCO 分 别 是 二 面 角 VX、 
VY 了 的 平面 角 , 根据 题 设 知 

LBAO= /BCO. 
加 而 在 两 个 直角 三 角形 BO4、BOC 中 ，BO 
公共 ，ZBO4= AR= 人 500，LZ4= -0C， 
于 是 


BAOLABOC, .“. AB=BC. 
由 此 可 知人 LAVB= BVO. 

3084. 在 三 面 角 O-XY 了 YZ- 中， 如果 面 角 
及 OF 比 面 角 了 02 小 , 则 二 面 角 OZ 和 面 
角 0Y 大 。 反 过 来 也 
成 立 。 

解 从 0O7 上 一 点 
BB 向 OX、0O2 分 别 引 
垂 线 D4、 Bo, 从 B 
和 高 平面 4OC 引 午 线 
BP， 根 据 三 垂 线 定理 知 

PALOX, POLOZ. 
在 人 04B、 人 0BC 中 , 0B 公共 ， 
LO04B— LR=— LO0B, 
又 题 设 人 A40B<LBOC，,，.…. 4B<BC. 
因而 在 和 PAB 和 人 入 PBC 中 ， BP 公共 ， 
LBPA= /R=/BPO, 
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VP， 则 和 VBC 是 等 腰 三 角形 ， 所 以 7 把 | 又 


BC>AB, 

*, LPAB>LPOB. 
即 二 面 角 OZX 比 二 面 角 02 大 . 

反 过 来 , 如 果 二 面 角 OX> 二 面 角 OZ， 则 
平面 角 了 OF> 平面 角 了 O02. 

这 可 由 上 题 和 本 题 的 前 半 部 分 应 用 反 证 法 证 
明 。 

3085., 在 八 4BC 的 内 部 作 任 意 信 DEF,， 
再 以 人 4BC 所 在 平面 外 的 一 点 了 为 顶点 ， 
作 两 个 三 面 角 V~4BC 和 7V-DBF, 则 A 
4BO 的 三 个 面 角 之 和 大 于 Tt 的 三 
看 角 之 和 。 

解 ”由 问题 3076 知 ， 
以 同一 点 了 为 顶点 而 
底面 4BO、DBZ 不 同 
的 两 个 三 面 角 了-4BC 
和 V-DBF, 它们 三 个 
面 角 之 和 的 大 小 比较 与 
这 两 个 底面 人 4BO、 
和 人 DE 的 周 长 的 大 小 比较 相同 。 因此 ， 我 们 
从 底面 三 角形 周 长 考 虑 。 如 图 ， 

AR+AP>PE+ED-+DE, 
PETPB+BOTQF>EF, 
DER+RC+CQ>DF+QF. 
把 上 述 庄 式 的 两 边 分 别 相 加 并 消去 两 边 相同 
的 项 , 则 得 
AB-BCTOA>DB+EFT+FD;, 
因而 了 -4BC 的 三 个 面 角 之 和 大 于 V-DEFR 
的 三 个 面 角 之 和 ， 
. 注 由 问题 3076, 知 上 面 的 不 等 式 
AR++AP>PH+ED+DE 
可 以 写成 
LAVR+/AVP>/PVE+AEVD 
i +LDVR, 
其 余 两 个 不 等 式 也 可 类 似 写 出 。 因 此 最 后 关 


于 结论 的 不 等 式 可 以 写成 AA 
LAVB+/ABVO F 
十 BT 
T/AEVD. 
解 在 三 面 角 0-4BC 内 , 取 任 意 一 点 了 了， 


2 仆 
3086. 三 面 角 A 


>ZDVB 
的 三 个 二 面 角 之 和 大 于 两 直角 . 
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从 了 分 别 引 三 个 面 B00、.004、40B 的 垂 线 
PD、PE、PF, 则 P-DEF 是 一 个 三 面 角 . 由 
问题 3080, 知 面 角 PF 和 二 面 角 O4 互补 . 
面 角 了 PD 和 二 面 角 0B 互补 . 面 角 DPB 和 
二 面 角 CC 互补 , 即 

二 面 角 04=2/R~ 面 角 FPE， 

二 面 角 0B=2 人 BE 一面 角 DPF， 

二 面 角 0C==2 人 /BR 一面 角 DPE. 

又 由 问题 3077， 知 

面 角 了 PB+ 面 角 DPF+ 面 角 DPE 

<4L/B, 

“。 二 面 角 04 十 二 面 角 0B 十 二 面 角 OO 

>6/R-4/R=2/R. 

3087 .已 知 从 一 点 卫 分 别 连 结 4、B、C 
三 点 所 得 的 三 条 直线 PA、PB、PC 中 ， 每 一 
条 直线 都 与 另外 两 条 
直线 垂直 。 如 果 从 PP 
分 别 引 BC、C4、 4B 


的 垂 线 PD、PE、PF， 
则 A 人 DEZ 为 八 4BC 
的 垂 足 三 角形 。 
解 ” 因 为 由 题 设 知 
PBI1PA, PB1 PC, 
.，。 了 PPB 1 平面 4PC， 
因而 PPB 40。 
又 PEL4O, 
“，。 40 平面 PBB， 
因而 AO LBE. 
同 理 ， AD LBO,CF 1 4B, 


因此 和 人 DEF 是 和 八 4BC 的 垂 足 三 角形 . 
3088. 已 知 三 面 角 的 三 个 面 角 都 是 直角 . 

如 果 从 三 条 棱 上 分 别 取 与 顶点 距离 为 C、D、e 

的 三 点 人 BC, 则 O 

平面 4BC 截 这 个 

三 面 角 的 截 口 面积 

的 平方 为 


Lertoe 


+a202) 。 
解 已 知 
LA0B., /BOC.、 B 
LO0c 都 是 直角 , 且 04~a, 0B~b, 0C 一 
<; 则 


BC= ~ 化 十 C2 ， 
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CA=~ C+a, 
AB=~V oto:. 
从 向 4B 引 垂 线 CH, 则 由 三 垂 线 定 理 , 知 
OF 14。 
设 4 五 一 2 则 


BH= AB-7x=~M Qt os. 
又 由 ACO? 一 CB?=4AH? 一 囊 B?, 知 
(aq2 十 c2) — (2+0) 
一 好 一 (V atb? —%)?, 
Q2 
AT 


CH?=AC?~— AH? 


at 
0Q2 十 坊 
_ _Q202 十 D2c2 十 c202 
C2 十 22 - 
设 人 4BC 的 面积 为 8S, 则 
8= 于 4B.CB 


即 
48?= AB2.CH? 
{2 , G0? 十 2D202 十 C2a2 
CT 


“8? 一 (cz222 十 22c2 二 ca2) 。 


3089, 已 知 两 个 平面 和 第 三 个 平面 所 成 
的 二 面 角 相 等 ， 则 这 两 个 平面 的 交 线 和 这 两 
个 平面 与 第 三 个 平面 的 交 线 所 成 的 角 也 相 
等 。 、 
解 ” 设 平面 4BC、4BD 和 第 三 个 平面 a 
的 交 线 分 别 为 
BC.BD,. 

从 4 向 a 引 和 一 
线 4 妃 ,从 4 商 
BC、BD 分 别 引 
环线 4B、48， 
则 由 三 垂 线 定理 
的 道 定 理 , 知 

HB LBO, 

HF.L BD. 
所 以 人 AB8H、 人 L448 分 别 为 平面 4B0、 
4BD 和 a 所 成 二 面 角 的 平面 角 。 册 题 设 知 
它们 是 相等 的 。 因 而 在 和 人 4HEBE 和 八 48F 


一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 ~ 一-…- 
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中 ，4 玉 公共 


LAHE~/R=~/AHD, 
LABH= /APH, 
*. NAABH2AAFH, 
于 是 4B=47- 
由 此 可 知 人 4BE、 八 4BF 也 是 全 等 三 角形 ， 
; “, LABE=/ABF. 


3090， 从 已 知 的 一 点 4 向 相交 的 两 平面 
&、B 分 别 引 垂 线 4B、A0, 又 从 C 向 平面 % 
引 垂 线 CD, 则 直线 BD 与 平面 w 8 的 交 线 
瑟 太 垂直 。 

解 设 直线 4B 和 
40 所 确定 的 平面 为 
7, 则 了 与 a、B 相交 ， 
且 与 C、\B 的 交 线 BF EC--/-— 

因为 4B、CD 是 同 
一 平面 4 的 垂 线 ， 所 
以 4 CD。 这 就 是 说 , CD 过 Y 上 的 一 点 C 
且 与 该 平面 上 的 直线 4B 平行 ， 于 是 CD 在 
平面 7Y 上 ， 因 而 BD 也 在 平面 ?上 ， 所 以 
E81BD. 即 BD 与 平面 Qa.6 的 交 线 EF 
慰 直 ， 

3091, 设 从 点 0 出 发 的 半 直 线 为 OX、 
OY、02， 则 人 XOY、LY02 的 分 角 线 和 
人 ZOX 的 外 角 分 角 线 在 同一 平面 上 。 

解 ” 如 图 , 取 革 、YY、2， 0 一 0OY 一 0O2 . 
设 人 XOY 的 分 角 线 
和 了 的 交点 为 到 ， 
人 了 02 的 分 角 线 和 
了 Z 的 交点 为 娘 , 则 
MN /1 了 XZ。 又 设 
2ZOX 的 外 角 平 分 
线 为 0B, 因 为 

ZOXZ= /OZX, 
所 以 OBf//X2Z, 于 是 OB//MN, 0B、MN 在 
同一 平面 上 , 因此 OM、ON 和 0B 都 在 同一 
平面 OMN 上 。 

3092. 求 作 过 直线 4B 且 与 已 知 平面 c 
径直 的 平面 .。 

解 当 4Bl1c 时 ,过 48B 的 任意 平面 8 都 
和 垂直 。 这 些 平 面 就 是 所 求 的 平面 。 

当 4B 与 % 不 垂直 时 ， 可 取 4B 上 的 任意 
一 点 0, 过 C 引 ac 的 垂 线 CD, 则 4B、CD 所 
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确定 的 平面 8 就 是 所 求 的 平面. 


因 B 过 与 a 垂直 的 直线 ,所 以 8B 与 % 垂直 . 
又 68 包含 4B, 故 B 就 是 所 求 的 平面 。 

总 上 所 述 , 当 4B 与 a 垂直 时 ,有 无 数 多 个 
过 4B 上 且 与 a 垂直 的 平面 . 

当 4B 与 a 不 垂直 时 ， 过 A4B 生 与 &% 垂直 
的 平面 只 有 一 个 ,事实 上 , 假定 除 B 外 ,平面 
8' 也 是 过 4B 且 与 ca 垂直 的 平面 ， 这 时 4B 
就 是 与 垂直 的 两 平面 8、 8' 的 交 线 ， 从 而 
4B1w。 这 和 48B 与 a 不 垂直 的 条 件 是 矛盾 
的 。 因 此 当 4B 与 w 不 垂直 时 ， 过 4 且 与 
a 垂直 的 平面 只 有 一 个 。 

3093, 已 知 定 点 和 在 平面 % 上， 定点 B 
与 a 的 距离 为 3。 

(1) 在 w 上 取 任 意 点 C， 求 作 过 两 点 B、C 
且 和 a 成 60° 角 的 平面 B, 并 根据 C 的 不 同 
位 置 讨论 有 没有 不 能 作出 B 的 情形 ; 

(2) 如 能 作出 平面 6, 试 在 a.8 的 交 线 上 
确定 一 点 卫 使 4P+BP 为 最 小 

解 (1) 假定 已 作出 适合 条 件 的 平面 . 
B, 设 和 8B 的 交 线 
为 了 ,从 B 向 平 
面 c 和 交 线 有 了 分 
别 引 垂 线 BXM、 
BN, 则 

LZBNM=60°, 


又 知 CMNO= 一 B, 于 是 可 得 作法 如 下 : 

从 互 向 xc 引 垂 线 BM， 以 五 为 圆心 , V 了 
为 半径 作 圆 ， 再 以 MC 为 直径 作 圆 ， 设 这 两 
个 圆 的 交点 为 Y， 则 三 点 好、B、C 所 确定 的 
平面 就 是 所 求 的 平面 6。 

在 作法 中 , 必须 WMSEMC， 所 以 当 MC< 
V3 时 , 就 不 能 作出 符合 条 件 的 平面 B。 

(2) 在 MN 的 延长 线 上 取 点 B', 使 NB 
二 NB, 设 4B' 和 XY 的 交点 为 P) 则 P4 
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PB 最 小 事实 上 ， 
ADNP22ADNP， PB=PB', 
ee PA +PB=A4B'. 


因此 ,无 论点 P' 在 县 了 上 的 位 置 如 何 , 都 有 
P'A+P'B>AB'=PA+PB. 

3094， 已 知 和 两 异 面 直线 4、5 都 相交 的 
平面 a, 若 直线 a 和 平面 a 垂直 , 求 作 与 平面 
& 平行 ,两 端点 分 别 在 cp 上 , 且 等 于 已 知 长 
? 的 线段 。 

解 如 图 ， 
设 直线 GD 和 
平面 a 的 交点 
分 别 为 4、 BB， 
直线 5 在 a 上 
的 射影 为 BC， 
在 BC 上 取 点 使 48'=!。 从 8 引 直 线 
a 的 平行 线 8'8, 它 和 直线 5 的 交点 为 8. 再 
从 昌 引 A8' 的 平行 线 @R, 它 与 5 交 于 马 则 
QB=A8&' 一 1, 所 以 QB 就 是 所 求 作 的 线段 。 

3095。 如 图 。 在 直线 道 A x 
路 XY 了 的 同 侧 有 两 个 和 XY | 
在 同一 水 平 而 上 垂直 直立 的 
烟 简 4、 瑟 。 已 知 从 了 上 
的 一 点 C0， 能 看 到 两 烟 简 的 B* / 
顶点 且 这 三 个 点 成 一 条 直线 . Y 
试 在 了 上 求 除 C 外 的 点 也, 使 从 书 看 两 烟 
简 顶 点 所 成 的 仰角 相等 .。 这 里 把 道路 了 
署 作 直线 并 且 
不 计 人 有 眼 的 高 
度 。 | 

解 ” 设 两 烟 
简 4、B 的 顶 
点 分 别 为 4 和 、 
B', 适合 条 件 的 点 为 己 则 

AA4'PwABB'P, 
AAA'OC wABB'O, 
., COA:0B=AA':BB'~AP:PB. 
应 用 阿波 罗 尼 斯 轨迹 可 得 作法 如 下 : 

设 4B 的 延长 线 和 节 了 的 交点 为 0, 则 C 
是 定点 。 先 求 点 C 关于 4、B 的 调和 共 思 点 
也 再 以 CD 为 直径 作 圆 ， 它 和 刁 Z 交 于 也， 
则 点 卫 就 是 所 求 的 点 。 

3096. 已 知 一 斜面 的 倾角 为 引 ", 为 登 
上 这 个 叙 面 的 某 一 高 度 ， 可 选择 侨 角 保持 


二 面 角 , 多 面 角 
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30° 的 路 ， 也 可 以 选择 在 这 个 斜面 上 笔直 到 
达 的 路 , 试 求 这 两 条 道路 间 的 夹 角 。 


解 ”如 图 . 设 针 面 和 水 平面 的 交 线 为 4B， 
在 4B 上 取 一 点 0, 过 C 在 斜面 上 作 与 4B 
垂直 的 直线 , 并 且 在 这 条 直线 上 取 一 点 卫 . 再 
过 0 3 引 倾 角 为 30° 的 直线 ,在 这 条 直线 上 取 
和 点 卫 有 同一 高 度 的 点 @@。 设 P、@ 在 水 平 
面 上 的 射影 分 别 为 恕 、 玉 , 则 过 C 且 与 4B 
垂直 的 直线 上 的 点 卫 人 

PH= =0Pain45° ~—_0P. 
又 由 C 出 发 , 沿 倾角 为 30° 的 路 ,到 达 和 点 忆 
同一 高 度 的 点 @, 则 8 与 水 平面 的 距离 为 


QEK—0Qsin 30* 一 到 09， 


由 于 PH=QK., 
1 1 
-=-_OP==09， 
所 以 3 09 
OP 1 
即 OO 
设 <ZP0Q=60, 则 由 CPLPQ 知 
a A a5o 
ce 一 一 林 ， 。 0 一 45"。 
因此 两 道路 的 夹 角 为 45°，。 


3097. (1) 右 图 是 四 面 
体 的 a、 A 7 三 面 展开 图 的 
一 部 分 ， 试 完成 它 的 全 部 展 有 
开 图 。 

(2) 分 别 在 两 面 we 上 作 
出 过 其 所 对 的 顶点 向 该 面 所 < 
引 垂 线 的 垂 足 。 

解 (1) 如 上 图 , 设 7 面 为 24D', a 面 为 
BC4, 8 面 为 BDO， 以 4 为 圆心 、4D' 为 半 
径 的 贺 统 和 以 C 为 圆心 、0D 为 半径 的 圆 弧 
的 交点 为 D", 则 A4CD" 就 是 该 四 面体 的 
第 四 面 的 展开 图 。 
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因此 ， 把 展开 图 按 | 
-线段 B4、BCO.04 分 Dx NS 
别 拆迁 , 则 D、D'、D” 
重合 于 一 点 D, 于 是 
可 得 四 面体 4BCD. 
(2) 从 下 面体 
4BCD 的 顶点 D， 向 
公 4B0 引 垂 线 DP，, 


由 刀 向 BC 引 垂 线 2 

DP', 由 问题 3943，, 知 

DP' 1BC, 因 而 在 展开 图 中 , 了 在 由 也 向 BC 
所 作 的 委 线 上 。 因 此 , 要 求 点 卫 可 以 从 
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3098. 已 知 半径 为 4 的 球 O 和 它 的 外 切 
立方 体 4BOD-A4'B'0'D'. 设 三 条 楼 44 人 、 
4B、A4D 的 中 点 分 别 为 
工 、 到 、N， 试 回答 下 列 
问题 : 

(1) 求 四 面体 0- 
LMN 和 名 楼 的 长 ; 

(2) 求 四 面体 0- 
LMN 的 体积 ; 

(3) 说 明 平 面 LMN 和 球 O 是 否 相 交 。 

解 GD 由 题 设 知 ， 立 方 体 的 校长 为 2， 
于 是 OL~ 玛 4A0', 而 40' 一 2VBa 所 以 
OL=V Za. tl O-LUN 的 各 梭 都 是 
~2a., 

(2) 四 面体 0-LMN 
的 体积 为 

(参照 问题 3123) 。 

(3) 设 从 0 引 平 面 

LMN 的 垂 线 为 0O 互 则 


LH=3°LM sin 60° 


2. py 
本 "V2a: 序 3 了 0， 


。 oH-V VIo): (Vio) 
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| PD 分 别 向 B4、30 引 各 线 ， 它 们 的 交点 


就 是 也 . 
现在 再 来 求 从 四 
面体 的 顶点 4 引 
人 BCD 所 在 平面 的 B 
垂 线 的 重 足 9. 如 图 ， 

在 展开 图 中 作 
ABAD'SLA 和 人 BA'D, 

从 4、4' 分 别 向 BC、BD 引 垂 线 , 设 其 交点 
为 8, 则 @ 就 是 从 顶点 4 向 对 面 BCD 所 引 
的 垂 线 的 垂 足 。 


棱锥 、 核 柱 、 多 面体 


= 242— 0 >a, 
因此 , 球 的 中 心 O 到 平面 ZMN 的 距离 比 球 
的 半径 大 ， 从 而 球 0O 和 平面 LUN 不 能 相 
交 。 

3099. 已 知 立 方 体 的 一 个 面 的 对 角 线 为 
i 讨论 其 他 各 面 的 对 角 线 和 7 的 夹 角 ， i 
图 表示 。 D 

解 设立 方 体 / 一 
ABCD-EFGH 的 一 A [本 
个 面 4BCD 的 对 角 
线 为 i, 则 A4C 是 G 
正三 角形 ， 所 以 7 和 
AF.CF 都 成 60* 角 . EE 到 

因为 CFDE, 4F 中 DG, 所 以 ?和 DE、 
DG 都 成 60* 角 . 又 因 4C /EG ( 即 11 8G)， 
HEF/I DB, 所 以 HPI. 

在 入 4HC 中 , 4C=4 及 =HO， 所 以 AH 
和 7 成 60。 角 。 又 4 万/ BG, 所 以 1 和 BG 
也 成 60° 角 。 

综 上 所 述 , 各 面 上 的 对 角 线 和 !( 一 4C) 成 
60° 角 的 有 : 

AF, DG, OF, DE, BE, CH, BG, AH; 
和 1( 二 40) 成 90° 角 的 有 : 

DB, HF; 
和 ?一 4C) 平行 的 为 BG.。 

3100. 如 图 已 知 立方 体 4BCD-4'B'C'D’ 

各 棱 4B、BB'、B'C'C'D'、D'D、 D4 的 中 点 
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分 别 为 卫 M、N、P、9、 卫 ， 证 讽 六 边 形 
LMNPQR 是 正六 
边 形 。 

解 设立 方 体 各 
面 的 对 角 线 的 长 为 
?2 则 由 了、 多 分别 
是 C'D'、D'D 的 中 
点 可 知 


其 他 各 边 的 长 也 都 是 去 = 


LMNPQEB 是 等 边 的 . 

因为 RL/ DB, QM | DB, 所 以 及 LM、 
8 在 同一 平面 上 .又 因 RN 1 4B' 有 IM, 所 
D'B'f8M，, 所 以 了 PN、 也 在 同一 平面 
上 。 在 上 述 三 个 平面 中 , 容易 知道 它们 都 有 
三 个 点 公共 ， 因 此 这 个 六 边 形 LMNPQBE 在 
同一 平面 上 . : 

因为 BRL/ BD, RQ/A4D', 由 上 题 知 BD 
和 4D' 成 60° 角 ， 从 而 ZLBQ 一 120*. 同 
理 , 这 个 六 边 形 的 其 他 五 个 顶 角 也 是 120°. 

综 上 所 述 , 可知 六 边 形 ee 人 
边 形 。 

3101. 在 立方 体 
的 表面 上 ， 怎 样 的 两 ， 
点 闻 的 距离 最 大 ， 并 
述 其 理由 。 

解 ” 设 立方体 的 边 
长 为 a, 可 分 为 点 卫 
和 8 在 同一 面 上 、 分 
别 在 相 邻 的 面 上 、 分 
别 在 相对 的 面 上 三 种 
情况 讨论 。 

(i) 如 环 @ 在 同 
一 面 上 ， 则 PQ 不 会 
大 于 该 面 对 角 人 

(ii》 设立 方 体 为 4BCD-4’B'C'D', PQ 
分 别 在 相 邻 两 面 44DD、44'B' DB 上 (如 


因此， 六 边 形 
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图 )。 作 QR/ 4'B'，PS /A'D', PS/] 44 
则 
PO’~PR?+QR~ RS+ PS 4OR? 
A4D?+A42+AB2=B'D. 
"。 POSB'D 或 PQ4'C， 
从 而 POSY 3a. ; 
(iii) 设 P、 8 分别 在 相对 两 面 44'D'D、 
BB'C'C 上 (如 图 )。 作 PS/ 4'B',SR/B'C', 
QR/ BB', 则 
P92 一 PS2 二 SS92? 一 PS2 二 QR2 十 RSa 
A'B?+BO?.4002=.A'C0?, 
POA4C 即 PQ<YV3a. 
合 (、(ii)、( 辽 ) 三 种 情况 , 可 知 P9 为 


> 体 的 对 朋 从 时 最 长 


3102. 适当 选 
择 边 长 为 a 的 立方 
体 的 四 个 顶点 ， 顺 
次 连结 而 成 正四 面 
体 ， 求 这 个 正四 
面体 的 高 和 底面 
积 . 

长 都 是 V234.， 如 把 正三 角形 HFO 看 作 底 
面 , 并 设 其 面积 为 8, 则 由 各 边 长 为 V 3a, 知 


S— 3/50 VI. 


设 边 长 为 V24 的 正三 角形 HFC 的 重心 为 
0O, 则 


CO~3VB x(V2a) x Yaa. 
因此 ， 区 的 高 为 
AO~V A000 Sl 202 一 号 oa 


-2 a, 


即 高 为 2 6， 底面 积 为 3a 
3103. i 条 楼 
或 其 延长 线 分 别 交 于 P、Q、B, 若 @ 在 PR 
之 间 并 且 是 一 条 楼 的 中 点 ， 证 明 在 与 立方 体 
的 三 条 楼 或 其 延长 线 都 相交 的 线段 中 以 PR 
最 短 , 其 长 等 于 这 个 立方 体 的 楼 长 的 三 信 。 
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解 设 直 线 P8RE 与 立方 体 4BCD- 
上 4'B'C'D' 的 三 条 棱 44'、B'C'、DOC 或 其 延长 
线 分 别 交 于 PP、8@、R, 9 为 BO 的 中 点 。 这 
个 立方 体 的 棱 长 等 于 c. 棱 44' 和 点 @ 所 
决定 的 平面 和 平面 
BC 的 交 线 为 8F， 
则 由 44'f 平面 
BO', 可 知 44'1 

同 理 ， 设 棱 DC 
和 点 @ 所 决定 的 平 
面 和 平面 4C' 的 
交 线 为 8B, 则 QB 用 DO。 因为 直线 FOR 在 
两 个 平面 (9, 440)、(@9, DC) 上 , 所 以 它 是 这 
两 个 平面 的 交 线 。 三 点 且 孔 、D 都 在 两 个 平 
面 4D 和 (8, DO) 上 ,所 以 了 .B.D 三 点 在 
同一 直线 上 , 而 且 这 条 直线 就 是 平面 4D 和 
(9， DO) 的 交 线 , 同 理 三 点 4 站 、 E 也 在 同一 
直线 上 . 

已 知 立 方 体 的 楼 长 为 a, 设 BF:FC=&, 
则 当 %=1 时 PRB 最短. 证 明 如 下 ;: 

* AB:0R=BF:FC=%, 
A'P:DD'= A'E:BD’'=% 
., OR=2 FE, AP=ak, 


AF?~ AD?+ DER?— at (ota). 


又 因 人 PA4R= 人 R， 从 而 
PR?~ AP?+ AR? 


= (a+ak)?2+o? 十 (e+ 2) 


一 302-a2 [zz + 地)+ 店 + |. 


@ 
从 @ 式 可 以 看 出 ，ZPR 最 小 就 是 {z+ 工 )， 
(w+ 二 ) 人 .向 于 (% 当 ) 和 (二 
都 是 了 是 一 定 的 ,所 以 当 且 仅 当 一 二 且 以 
一 襄 ' 即 一 1 时 ， 
(e+ 元) (12 页) 


最 小 .这 就 是 说 , 当 是 BC' 的 中 点 时 Pk 


最 短 ， 


ee 
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由 @ 式 , 可 知 

PR2 一 3a2-La2F2 (1+1) 12-12] 一 9a2， 
", PR=30. 

3104. 如 图 ， 已 知 立 方 体 的 楼 长 为 6 a 

(1) 证 明 4C_L 平面 


BDHEF:; 

a |S 

(8) 证 明 BH 生 直 于 SA 
平面 40F 和 平面 DBG; E 

(4) 求 平面 4CF 和 \ 
平面 DEG 的 距离 . 


解 (1) 因 37- 平面 4BC, 故 BFL 
40. 又 BD1AO, 

“，。 ACLL 平面 BDHF。 

(2) 由 (人 ,可知 40.LBE. 

(3) 和 (2%) 同样 , CF 上 LBH， 

.“， BH 平面 4CF. 

同 理 , BH1DE, BH LDG, 

"。 BAH] 平面 DBG。 

(多 因为 4C 和 BD 的 交点 了, BG 和 了 FH 
的 交点 了, 分 别 是 矩形 B8D 的 边 BD 和 
了 量 的 中 点 ,所 以 如 设 了 和 X、DY 和 BE 的 交 
点 分 别 为 用 、 丸 ， 则 履 、 祖 把 BA 三 等 分 , 
又 以 入 分 别 是 直线 B 及 和 平面 4CF、DEG 
的 交点 , BH 又 和 这 两 个 平面 垂直 , 所 以 UMN 
就 是 这 两 个 平面 的 距离 ， 因 而 所 求 距离 为 


3105， 立方 体 补 一 个 平面 夫 开 , 使 其 名 
为 下 面 指出 的 图 形 . ， 
如 果 能 够 作出 的 ， 可 
记 作 LO]， 并 述 其 作 
法 (不 证 明 ); 如 果 不 能 
作出 的 , 可 记 作 [X]， 
并 说 明 其 理由 。 

(1) 正三 角形 ; 

(2) 直角 三 角形 ; 

(4) 正六 边 形 。 

. 解 设立 方 体 为 4BCD-A4'B'O'D, 

(1) [OJ]. 例如 用 4^B、D 三 点 所 确定 的 
平面 截 立方 体 ,截面 就 是 正三 角形 . 

(2) [x]。 要 使 蕉 只 为 直角 三 角形 ， 就 须 
用 与 棱 垂 直 的 平面 去 截 ， 但 是 当 用 与 楼 垂直 
的 平面 去 截 立 方 体 所 得 的 截 口 是 正 方形 ， 因 


(83) 梯形; 


一 


此 这 是 不 可 能 的 。 

(8) [OI. 例 如 , 设 4B、4D 的 中 点 分 别 为 
必 、N， 则 可 用 下 .NWN、D'、B' 所 确定 的 平面 
截 开 立 方 体 , 其 截 口 就 是 梯形 。 

(4) [O 〇 J. 例如 , 设 不 过 相对 顶点 4'\C 的 
六 条 棱 4B5、4D、BB'、DD'、B'C'、C'D' 的 中 
点 分 别 为 LN、L、 ZN'、 和 ee 
所 确定 的 平面 去 截 
立方 体 就 得 到 截 口 
为 正六 边 形 (参照 
问题 3100) 。 

3106. 证 明 立 
方 体 4BCD-BFGH 
的 对 角 线 4G 垂直 
于 平面 BDE， 

解 如 图 Fs 
所 以 


: 
因为 DBj_4C, DB1LCG， 
DBj 平面 40G。 
AG 14.DB. 
AG | BE, 
“。 AG 平面 DBE， 
3107. 已 知 4G 为 立方 体 ED 
的 一 条 对 角 线 。 
(1) 证 明 ps 
LBAG~/DAG  A ~ 
一 2LG; RN 
(2) 当 与 对 角 线 
4G 垂直 的 平面 由 4 
向 G 运动 时 ， 它们 截 
开 这 个 立方 体 所 得 的 截面 形 状 是 怎 : 样 变化 
的 ? 
解 (1) 在 人 B49G、 人 D4G、 人 BA4G 中 ， 
AG 公共 ， 
AB=AD—4E, 
DG= DG=EG, 
所 以 这 三 个 三 角形 全 等 . .从 而 
.LBAG= /DAG= /BAG. 
(2) 根据 上 题 知 ， 
与 对 角 线 4G 垂直 的 
平面 都 平行 于 平面 
DBE, 且 和 人 DBE 是 
正三 角形 。 设 与 4G 
垂直 的 平面 为 P， 则 
当 己 从 4 开始 运动 。 
到 与 平面 DBB 重合 
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时 , 其 截面 都 是 正三 角形 。 当 卫 从 平面 DBB 
开始 运动 到 与 平面 CHF 已 重合 时 ， 则 截 只 为 
等 角 六 边 形 , 它 的 各 边 中 , 每 间隔 一 个 的 边 长 
都 相等 。 特别 地 ， 当 平面 己 在 平面 DBB 和 
CFHH 的 正中 时 , 所 得 截面 是 正六 边 形 。 当 己 
从 平面 CF 及 开始 运动 到 点 G, 所 得 截 口 又 
是 正三 角形 . 

3108, (1) 已 知 P8 为 立方 体 A4BCP- 
EQFD 的 一 条 对 角 
线 ， 证 明 过 离 顶 点 卫 
最 近 的 三 个 顶点 的 平 
面 ， 及 过 离 顶 点 最 
近 的 三 个 顶点 的 平面 
都 和 PQ 垂直 . 

(2) 用 过 P® 的 中 
点 0 且 与 PQ 垂直 的 平面 截 立 方 体 ， 其 截 口 
是 什么 形状 , 并 说 明 其 理由 . 

解 人 设 AC、 BP 的 交点 为 性 , 则 是 
AC 的 中 点 ， 


LOLDM。 
又 ACLPB, 
AC] 平面 (DM, PB). 
即 4C 平面 PDQB, 
PoL4c. 
PQ 14D, 
“ PQ 上 平面 4DC. 

同 理 ， PQ 上 平面 BBF,. 

(2) 用 通过 对 角 线 PQ 的 中 点 O 的 垂直 平 
分 面 截 开 立 方 体 , 则 截 口 为 正六 边 形 (参照 上 
题 ) . 

3109，, 如 把 体积 为 1 ee 
角 线 的 中 点 且 和 该 对 
角 线 垂直 的 平面 去 
截 ， 所 得 截 只 的 图 形 
是 什么 形状 ， 面 积 是 
多 少 . 

解 (i) 设立 方 体 
A4BCD -4'B'C'D' 的 
对 角 线 40' 的 中 点 为 0, BO g 的 中 a 

在 和 人 4BL 和 人 0'CL 中 ， 

AB=00', BL=IC, 
LABL= /00L= /ZR, 

“, A4BLI22ACOT， 
AL=10’, 


辣 理 ， 


从 而 


因此 , 人 4IO' 是 等 腰 三 角形 。 又 由 于 O 是 
4C' 的 中 点 ， 所 以 4C OP 从 而 工 在 40' 
的 垂直 平分 面 c 上 .同样 , 设 CD、DD'D'4'、 
4'B'.B'B 的 中 点 分 别 为 他 N、L、 MN 
则 这 些 中 点 都 在 4C' 的 垂直 平分 面 c 上 。 这 


G 
多 


> 
LO 于 4C' = 元 Y 3， 


OL~= VA- A EMD. 


同 理 ， 
OL=OM=ON =OL'=—0OM'=ON!' 
V3 
又 LMY=MN=NI'=LM'=M'N’ 
-NT 


故 LUNL'M'N"' 是 在 平面 4 上 的 正六 边 形 . 
这 就 是 说 ， 用 过 对 角 线 40' 的 中 点 且 和 该 对 
角 线 垂直 的 平面 截 开 立方 体 ， 则 所 得 截 口 是 
正六 边 形 。 

《〈 边 ”这 个 正六 边 形 的 面积 为 
3/V23Y_ 3 和 
x( 汪 ) -3V3. 


3110。 已 知 棱 长 为 人 三 
了 BFG 互 (如 图 ) 。 

Q) 在 立方 体 的 表 
面 上 , 求 从 顶点 4 到 
达 正 方形 CDBG 的 
中 心 戏 的 最 短路 线 及 
其 长 度 ; 

(2) Re 

(3) 指出 最 短 的 路 。 ec 
线 共 有 几 条 。 

解 《1) 设 把 从 点 
4 出 发 , 过 棱 CD, 然 
后 到 达 点 发 的 路 线 记 
作 4-CD- 下 。 在 这 
些 路 线 中 最 短 的 是 在 其 展开 图 中 和 4A 改 重 
合 的 路 线 。 设 该 路 线 和 CD 的 交点 为 己 , 则 


DP:$ 4: 了 CQ) 


CQ 
DP : 
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即 在 酚 CD 上 取 DP~ 针 的 点 P， 则 折线 
MAPM 就 是 所 求 最 短 的 路 线 。 它 的 长 度 为 
QT avVI0 
VS) +(e+§) ee. 
(2) 在 4-CD-M 的 所 有 路线 中 ， 以 折线 
A4MP 最 短 , 这 是 因为 : 在 楼 CD 上 取 不 是 点 


PP 的 任意 一 点 9， a 
则 在 展开 图 中 有 “一个 q 二 > 
AQ+QU > AM 村 i 
=AP+PM. 
同样, 在 4-DE- 5 H E 


MX 的 路 线 中 , 以 在 楼 DH 上 取 DS 一 名 的 点 


所 形成 的 折线 48 最短 , 且 其 长 为 ~ a. 


从 点 4 出 发 ， 过 棱 BC 和 0G, 然后 到 点 双 
的 路 线 中 , 最 短路 线 的 长 分 别 是 


A-BC-0G-M: 2 


4A-HE-GH-M: 二 全 a; 
A-BF-CG-M. Ya 
4-EP-GH-M: Va 

( 除 此 之 外 ， 还 有 其 他 路 线 ， 但 都 比 a 


长 ) 。 

(3) 综 上 所 述 , 可知 在 立方 体 的 表面 上 ,从 
4 到 达 忆 的 最 短路 线 只 有 两 条 , 即 折线 4PM 
和 4LSM。 


3111, 立方 体 的 展开 图 除 下 图 外 ， 还 有 其 


面 分 别 记 作 4、B、G， 和 它 
则 有 以 下 各 种 情形 . 


他 的 吗 ? 注 意 不 要 漏 掉 不 同形 状 的 展开 图 。 
解 ”在 这 个 立方 体 中 ， 把 三 个 两 两 相 邻 的 
们 相对 的 面 分 别 记 作 41、 
B'C'。 着眼 于 对 面 的 排列 ， 
而 把 相 邻 的 面相 对 地 辕 定 ， 

(i》 把 四 个 商 4、B、 4‘、B’ 并 列 的 展开 图 
中 ， 它 和 面 C0、C' 的 连接 方法 不 外 平 以 下 六 
种 : 


(这) 把 三 个 面 4、B、4' 并 列 , 并 且 使 召 ' 不 
和 它们 相 邻 。 这 种 展开 图 不 外 乎 以 下 四 种 : 


[BC| BC| BC| 
LAlBJA [LABIAI 
© C 
CTBTC 


(iii) 把 两 个 面 4、B 并 列 , 并 且 使 4 和 它 
们 相 邻 。 这 种 展开 图 ， 除 和 以 
上 重复 的 外 , 只 有 一 种 . 

综合 上 述 ， 立 方 体 的 展开 图 
共有 了 种 ， 除 十 给 的 一 种 外 ， 
还 有 140 种 . 


M 


3112。 在 长 方 体 4BCD-ZFGE 中 , 设 楼 
4B、B、FG、G 互 、 互 D、D4 的 中 点 分 别 为 
也 、 2M、 VN、 A 8、 E, 则 这 些 中 点 在 同一 平 
面 上 .再 设 两 两 要 A _R D 
邻 的 三 个 面 的 对 角 p24 信人 
线 所 成 的 三 角形 的 a 
面积 为 S， 问 六 边 形 

LMNPQR 的 面积 是 ES 
8 的 几 售 ? 人 一 二 

解 因为 ZMA AN 
A4F,，PQ /| DG 且 4B1 DG, 所 以 LM、 
PQ 都 和 A 了 平行 . 同 A R 
样 ， 工 及 、 和 PP 都 与 工 一 
FHY 行 , BAO. MN | 
都 与 4 五 平行 . 所 MX 
以 ， 六 边 形 的 各 边 都 
与 平面 AFH 平 行 ， 此 
因此 这 个 六 边 形 在 同一 平面 上 . 

在 六 边 形 的 内 部 取 一 点 O， 使 ORZ7M， 
则 LMOR、ORQP、OMNP 都 是 平行 四 边 
形 。 再 从 前 图 知 

LULAD, 
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所 以 平行 四 边 形 LMOR 的 两 边 LM、LR 分 
别 与 人 4FH 的 两 边 4F、 了 FH 平行 , 且 等 于 
它 的 一 半 。 

“， 口 LMOR 的 面积 一 闻 人 47 及 的 面积 


1 


一 了 从 。 
辣 理 ， 
口 MNPO 的 面积 = 口 0OPQB 的 面积 
1 
一 一 Ss. 


2 
… 六 边 形 LUNPQR 的 面积 一 与 &。 


3113， 把 三 棱柱 用 与 其 侧 想 垂 直 的 平面 
截 开 , 如 果 截 口 三 角形 的 面积 为 S, 截取 部 分 
三 侧 棱 的 长 度 分 别 为 i、h2、 hs, 证 明 这 个 截 
取 部 分 的 体积 7 可 用 下 式 表示 : 


7 一 各 (hi + hat hs) SB. 


解 ” 如 图 . 设 三 棱柱 4BC- 
4B'O' 被 与 其 侧 棱 垂直 
的 平面 所 截 得 的 截 口 为 
人 ABC, A4'=hi, BB'~ 
hs,，0C0' 二 hs。 则 截取 部 分 三 
棱柱 的 体积 为 

=B'~A4BC 的 体积 十 4-4'B'OC 的 体积 十 
4-BCC 的 体积 。 但 是 | 

4-4'B'C 的 体积 二 B-44'B' 的 体积 


一 CO-4B4' 的 体积 〈… 44’'/ BDI) 
=4-4B5C 的 体积 ， 
4-BOO 的 体积 二 4'-B'C'C 的 体积 
二 4-BC'C 的 体积 
《*.” 44'1 平面 BOC'B') 
二 4-BO'C 的 体积 (*. BB’/fC0') 
二 0'-4B0C 的 体积 ， 


B'-4B0 的 体积 二 BA4 BO 的 体积 ， 
“。 了 7 了 一 B'-4BC 的 体积 十 4-4BC 的 体积 
+O'~4B0 的 体积 
1 9. Bp 1 .8.4 rl co 
村 8 BB'+S A4'+3 5:CC 
一 二 S(ht+hst+hs). 


3114. 已 知 三 度 分 别 为 人 入 “的 长 方 
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体 ， 试 求 以 它 的 各 面 的 中 心 为 顶点 的 八 面体 
的 体积 。 

解 ” 如 图 ,已 知 长 方 体 4BCD-4'B'C'D' 
的 各 面 4BCD， 
ABB’'A', A'B'C'D', 
CO'D'D, ADD'A’, A 
2CC0'B' 的 中 心 分 别 
为 已 9、 ES 有， 
AB=a, BO~b, 此 
BB'=6, 则 面 PQES 
垂直 于 VV', 且 其 面积 为 于 zc. 又 FB' 一 oh 


故 八 面体 PQRSV' 的 体积 为 
1 ,1 1 
可 X 瑟 3 Xo, 
3115. 已 知 在 以 O i 


过 0 的 三 条 楼 每 两 条 都 成 30° 角 。 如果 在 


一 条 楼 上 取 两 点 4、B, 使 04 二 4 cm, OB=. 


3 em， 取 一 根 细 线 使 一 端 固定 在 点 4， 然 后 
在 这 个 三 校 锥 的 侧面 紧 绕 一 轿 ， 最 后 到 达 点 
B。 求 这 条 线 在 4、B 闻 的 长 度 ( 设 线 和 侧面 
之 间 密 合 ) . 


A 近 


解 ”如 图 ， 把 三 楼 锥 在 04 处 截 开 , 并 作出 
其 侧面 的 展开 图 。 在 这 个 展开 图 上 ， 线段 
4B 就 是 以 04=4cm, 0OB 一 3cm 为 直角 边 
的 直角 三 角形 的 斜 边 ， 所 以 线段 4B 的 长 度 
为 5cm。 

3116. 图 (8) 是 正四 杰 柱 , 图 (b) 是 正四 本 
台 , 图 中 的 数字 表示 各 该 线段 的 长 度 。 
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(1) 作 它 们 的 展开 图 。 对 图 (a) 要 求治 棱 
4B、0D、ER、QP 切 开 。 对 图 (b) 要 求治 楼 
AP、 BO CR、 DS、 4B、CD 切 开 . 

(2) 不 通过 立体 的 内 部 , 求 连结 两 顶点 B、 
5 的 最 短路 线 , 并 用 图 表示 ， 

解 (1) 展开 图 如 下 图 。 


(2) 关于 最 短路 线 : 

在 图 (1 中, SD=2, 4B+4D=2， 
.. BS~MV2+-2V3., 
在 图 名 ) 中 ， 


一 V4+w3. 
3117 ， 求 棱 长 为 5“ 韵 正 八 面体 的 体积 。 
解 ” 设 裕 长 为 a 的 正八 面体 为 -4BCD- 
了 了, 则 4BCD 是 正方 形 ， 其 面积 为 62。 又 这 
个 正八 面体 的 体积 是 正四 楼 锥 吾 -4BOD 的 
体积 的 两 倍 ， 而 正四 祝 锥 的 高 又 是 正方 形 
4BOF 的 对 角 和 即 


EO ta. 


M2 
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因此 
加 -4BCD 的 的 体积 


从 而 正八 面体 的 
体积 是 


CQ3 


3118. 已 知 两 两 垂直 相交 的 三 个 平面 w、 


B、7， 从 不 在 这 三 个 平面 上 的 一 点 卫 向 这 三 
个 平面 引 垂 线 ， 其 垂 足 分 别 为 4、 B\C。 三 点 
A、B、O 所 确定 的 平面 和 每 取 两 个 平面 By， 
入 oa co 8 的 交 线 
的 交点 分 别 为 也 、 
BE、F. 取 P4=a, 
PB=06, PO=c0. 

(1) 求 OPOZ、 
OF 的 长 ; 

(2) 求 四 面体 
ODEF 的 体积 。 

解 (1) 由 题 设 条 件 知 ,平面 4BC 和 & 的 
交 线 BF 过 点 4. 同 理 , FD 过 B, DB 过 
COC, 因为 PBJOER,， PC/fOF, 所 以 平面 已 BO 

1 c。 从 而 这 两 个 平面 和 平面 DBB 的 交 线 
BC、BB 是 平行 的 。 

设 从 C 引 OR 的 垂 线 ， 垂 足 为 从 B 引 
OF 的 垂 线 , 垂 足 为 N, 则 LN | BP.OLAN 
是 矩形 , 所 以 04 把 LN 平分 , 因而 

EA=AF. 

同 理 ， FB=BD, DC=0O%E, 

因而 如 设 0D 的 中 点 为 履 , 则 . 
OE=20M=2PB=2b, 
OF=2MB=20P=2c。 


司 理 ， OD=24P=2a., 
(2) 四 面体 ODEF 的 体积 
1 OE.0F 
4abc 
.8 ”- 
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3119, 已 知 一 四 棱柱 , 其 底面 是 邻 边 长 分 
别 为 10em, 20em 的 矩形 ， 且 侧面 与 底面 垂 
直 。 如 把 这 个 四 棱柱 用 通过 底面 一 个 顶点 的 
平面 截 开 ， 所 得 的 截 口 为 
菱形 ， 且 次 形 顶点 中 离 底 
面 最 高 的 高 度 为 30cm， 
试 求 这 个 尧 形 两 条 对 角 线 
长 度 的 比 。 

解 设 DR=wcm, BP 
一 ycm, 则 由 4 有 B=AP 知 
22--102 一 从- 十 202， 

?一刀 一 202 一 102。 四 
因为 四 边 形 4PQE 是 平行 四 边 形 , 所 以 从 其 
对 角 线 的 端点 向 下 引 底 面 的 垂 线 , 可 知 
DR+BP=00, 
'. z+y=30, 由) 
@ 二 @, 得 vw—y=40. @ 
解 S @, 得 x20, y=10. 
49 一 /45 下 CE 
一 /030 十 103 十 305 
一 10v 于 (om)， 
PR=~MVBD+(DR— BP)? 
一 ^/(302 十 103 +103 
一 10/ 6 (cm )， 
". AQ: PE 一 了 :vv3。 
3120. 已 知 四 面体 4BCD 中 ， 
LBAC= /C04AD= /DAB=90°. 
设 人 BOD 的 垂 心 为 五 ， 则 算 直 于 . 
和信 BCD 所 在 的 平 


面 . D 
解 设 CH 和 BD 六 
的 交点 为 也, DA 下 
C . 


和 BC 的 交点 为 
， 则 由 题 设 条 件 知 4DLAC, 4DJ1.4B， 
9 4D 平面 ABC, 
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+ ADI! BO. 

DE |BO, 
.“。 BC] 平面 4DE， 
因而 包含 平面 4DZ 的 垂 线 BC 的 平面 DBC 
平面 4DB. 

同 理 ， 平面 DBO 平面 40F， 
因此 4 克 就 是 与 平面 DBC 垂直 的 两 个 平面 
ADE、ACF 的 交 线 , 故 

AH 了 平面 BCP。 

3121. 已 知 正四 面体 的 楼 长 为 a, 求 它 的 
不 相交 的 两 棱 所 成 的 角 A 
和 距离. 

解 如 图 , 4BCD 为 了 
楼 长 为 4 的 正四 面体 ， 

棱 CD 的 中 点 为 马 ， E 
连结 4B、B， 则 由 
俯 40D、 人 入 BCD 都 是 正三 角形 , 可 知 
4 万 1CD， BELCD. 
“。 CD1 平面 48B， 
ABICD. | 
因此 ， 正 四 面体 不 相交 的 两 棱 所 成 的 角 为 
90"”。 
其 次 , 设 4B 的 中 点 为 也 。 因为 
AB=BE, 
所 以 人 4BB 是 等 腰 三 角形 , 从 而 
EF | AB. 
又 CD1 平面 4BB, 所 以 FLCD, 因此 ， 
BF 是 4B 和 CD 的 公 垂 线 ， 即 EF 是 不 相 
交 两 棱 4B、CD 间 最 短 距离 . 


" AE=~asin60° 一 -0, 


人 
V3 


~ 0。 


2 


3122. 把 正四 面体 用 一 个 平面 截 开 , 其 截 
口 能 成 平行 四 边 形 吗 ? 能 成 正方 形 吗 ?》 如 果 
能 , 试 回答 它 是 在 什么 情况 下 出 现 的 . 

解 ”过 已 知 正 四 面体 的 一 条 棱 上 的 任意 一 
点 ， 作 与 一 组 对 校 平行 的 平面 ， 连结 该 平面 和 
四 条 楼 的 交点 , 则 得 平行 四 边 形 。 例 如 ,通过 
AB 上 的 一 点 如 作 4D、BC 的 平行 线 , 它 和 
5D、40 的 交点 分 别 为 瑟 , 了 , 则 平面 (BH，、 


又 
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万 了 ) 是 与 4D、BC 平行 的 平面. 
的 平行 线 , 过 万 引 
4D 的 平行 线 ， 则 
由 于 这 两 条 平行 线 
把 CD 分 成 同一 
比 ,所 以 它们 在 CD 
上 的 同一 点 G 处 相 
交 , 从 而 

EH /FG, 

EF/ HG, 
故 吾 BFG 是 平行 四 边 形 。 这 就 是 说 ， 用 过 
-4 方 上 的 点 如 且 与 4D、BO 平行 的 平面 截 这 
个 四 面体 ， 则 截 口 为 平行 四 边 形 . 

如 果 4D41 BC, 则 ELF 从 而 平行 四 
边 形 8GH 为 答 形 。 特 别 地 ， 当 至 为 4B 
的 中 点 时 ， 则 矩形 PGEH 的 两 边 相 等 , 所 以 
它 是 正方 形 。 

3123. 求 楼 长 为 的 正四 面体 的 体积 。 

解 ”因为 正四 面体 4-BCD 的 底面 BCD 
是 正三 角形 。 

3 


。 人 BC 的 面积 = G 


设 忆 为 从 4 向 底面 所 引 垂 线 的 垂 足 ， 则 由 
和 ABCD 是 正三 角形 知 互 是 它 的 重心 . 因此 ， 
如 图 ， 


过 玉 引 BC 


AH?=AB?— BH?~@?2 一 译名 
483 a。 
从 而 


4-BOD 的 体积 一 于 XSascpX 4 五 


3 V3 v3 


-=x HX 0 
”3124。. 把 四 面体 4BCD 用 与 其 对 棱 40、 
3 了 平行 的 平面 截 开 ， 设 这 个 平面 与 四 条 楼 
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4B、BC、CD、D4 的 交点 分 别 为 加、 了 、G、 
H. 

(1) 证 有 明 如 GH 是 平行 四 边 形 ; 

(2) 为 使 加 FGH 的 面积 最 大 , 4B 上 的 
万 应 选 在 何 处 ? 

(3) 如 A40=BD, 则 
及 FGH 的 周 长 与 截 平面 
的 位 置 有 无 关系 ? . 

解 (1) 由 于 平面 


BFGH /| 直线 BD, 所 以 5B D 


平面 B8GH 和 平面 4BD F 
的 交 线 及 与 BD 平行 Cc 

同 理 ， EG/ BD, .…. EH/ PEG. 

类 似 地 , 又 可 得 召 f /GH, 所 以 8GEH 是 平 
行 四 边 形 。 

(2) 口 思 FG 囊 的 面积 二 BF.BHX 
gin 人 FEEH, 由 于 其 中 LFBH 是 4C 和 BD 
所 成 的 角 ， 它 是 一 定 的， 所 以 当 .BH 最 
大 时 , 则 口 BBG 互 的 商 积 最 大 。 

今 知 EF:A0=BE:AB, 

. AC 
BF=3BE. 
又 EH:BD=ABE:AB, 


BD 
ZE 一- ABE, 
AC. BD 
Gs 。 md BB 
EF-.EH 本 就 AB.BE 


由 于 9 之 是 一 定 的 , 所 以 当 4 到 .了 3 最 
大 时 , 召 F. 及 最大. 今 知 48+BB=AB 
《一定 ), 故 当 召 为 4B 的 中 点 时 , 口 ZFGH 
的 面积 最 大 。 
(8) 如 果 40=BD, 则 
AG BD 


40 
= (BE+E4) 


AC 
-35'48=40, 

从 而 口 BFGEH 的 周 长 为 240, 它 是 一 定 的 ， 
与 截 平面 的 位 置 无 关 . 

3125. 设 正四 面体 的 一 组 对 楼 4C、 BD 
的 中 点 分 别 为 P、@. | 

(1) 求 40、PQ 所 成 的 角 ; 

(2) 在 与 PQ 垂直 的 平面 上 ， 这 个 正四 面 
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体 的 射影 是 什么 样 的 图 形 . 

解 (1) 和信 4BD、 八 BCD 是 全 等 的 正三 
角形 , 4Q、C8 分 别 是 
这 两 个 三 角形 的 高 ， 
所 以 AQ=C8, 从 而 
Ae940 是 等 腰 三 角 
形 且 4P 为 其 高 ， 

.. PQ L140. 

即 AC、PQ 的 夹 角 为 
90°. 

(2) 同 理 ， POOLBD， 

又 由 A8@ LBD, C9 | BD 可 得 

BD]| 平面 40%， 

.“, BD LA4O. 
因为 40、BD 的 长 度 相等 且 互 相生 直 ， 在 它 
们 的 中 点 处 又 与 直线 PQ 垂直 , 所 以 在 与 P@ 
垂直 的 平面 上 作 这 个 正轨 面体 的 射影 ， 所 得 
射影 四 边 形 的 对 角 线 等 长 且 互 相 垂直 平分 ， 
即 投影 是 一 个 正方 形 。 


示 四 棱锥 根 邻 两 便 
AC 
C 
人 VBG 的 重心 分 别 为 


面 的 重心 所 连 线段 的 
G、G', 了 7B 的 中 点 为 B 


3126. 设 四 棱锥 的 底面 为 正方 形 ， 其 
长 。 
解 设 四 棱锥 
MM, 则 GG' 分 别 把 及 4、MC 内 分 为 1:2。 
o“, GGO:AOC=MG:MA=1:3, 


边 长 为 a, 试 用 a 表 v 
7-4BCD 中 , AV 4B、 
即 GG'= 圭 40. 


LO 一 人 20， 


VD 
GG i 


应 


3127.， (1) 已 知 四 面体 4BCD, 试 在 下 
列 ( ) 中 填 入 适当 的 词句 : 

(i) 距 两 个 顶点 4、B 等 距离 的 点 的 轨迹 
是 ( ); 

(这 ) 距 三 个 顶点 B.C、D 等 距离 的 点 的 轨 
迹 是 ( )。 

(2) 证 明 

(i) 四 面体 的 外 接 球 只 有 一 个 ; 
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(i 刘 已 知 不 在 同一 平面 上 的 六 个 点 ,如 景 
通过 其 中 任意 的 四 点 作 球 ， 剩 下 的 两 点 至 少 
有 一 个 在 球面 上 ， 则 这 六 个 点 必 在 同一 球面 
上 , A 

解 (1) GD) 4B 
的 垂直 平分 面 ， 即 
过 4B 的 中 点 且 与 A 
AB 垂直 的 平面 。 

(ii) 过 人 BOD B D 
的 外 心 O 且 与 平面 
BO0D 垂直 的 直线 ， 

(2) Gi) 设 (中 (的 平面 为 w，( 过 的 直 
线 为 9。 由 于 4B 不 在 平面 BCD 上 ,所 以 9 
与 4 也 不 垂直 , 因而 9 与 w 不 平行 , 即 9g 与 w 
必 相 交 。 设 9 与 wx 的 交点 为 一, 则 

PA=PB=—PO~ PD, 
所 以 正四 面体 只 有 一 个 外 接 球 . 

(ii 设 题 设 六 点 为 4、B.C、D、 恕 ,上 且 过 
上 女 .B.O、D 的 球面 过 妃 或 BH. 不 失 一 般 性 ， 
假定 过 妃 (F 也 一 样 )。 因 为 由 题 设 知 过 4、 
B、C、 也 的 球面 过 也 或 可 , 因而 当 过 DD 时 ， 
则 过 4、B、C、 也 的 球面 上 有 召 , 了 . 当 过 互 
时 , 则 过 4、B、C、 五 的 球 苏 有 D、 了, 等 等 . 
故 题 设 六 点 必 在 同一 球面 上 。 

3128。 已 知 四 面体 4BCD 的 四 条 棱 4B、 
BC、CD、DA 的 中 点 分 别 为 环 、Z、M、N, 如 
果 40=BD, 证 明 A 
KMILN. 

解 ”因为 到 、 志 M、 

NV 分 别 是 棱 4 B、 
BOCD、DA4 的 中 点 ， B 
所 以 ; 
EL=MN=3 40, 


LM—KN— 池 BD, 


又 已 知 AC= BD, 
因而 四 边 形 及 LUN 的 四 条 边 都 相等 ， 它 是 
一 个 菱形 ， 且 其 对 角 线 到 M 和 ZX 互相 垂 


“. EMLLN. 


3129， 已 知 裕 长 都 等 于 4 的 正四 楼 锥 7 . 


4B0D, 其 侧 棱 了 7B、F 的 中 点 分 别 为 苹 、 
区 , 若 由 和 4、 卫 、K 三 点 所 确定 的 平面 和 棱 


VC 的 交点 为 工 . 

(1) 证 明 工 是 VC 的 三 等 分 点 。 

(2) 求 下 列 各 值 : 

Qi》 五 有 的 长 ; ”i) 4L 的 长 ; 

《iii) 四边形 4 及 LK 的 面积 . 

解 (1) 如 图 设 40、BD 的 交点 为 0， 
VO 和 及 区 的 交点 
为 让, 五 、 玉 分 别 
为 YB、VD 的 中 
点 , 则 

HEKE/ BD 
且 MV =MO., 
设 过 O 引 2 的 Bb 
平行 线 ， 和 7C 的 交点 为 丸 ; 则 
VL=LN. 
又 因 A0=00, 
. LN=NO, 


故 VL=#7C. 


(2) (i) HE~—3 BD, 


由 于 4BCD 为 边 长 等 于 a 的 正方 形 , 所 以 它 
的 对 角 线 BD=~V 2a, 
。 _ VE 
bd HR- a. 
(ii) '. VA=VO=~a, AC~M 234,; 
*. LAVC= BR 
于 是 


AL=VVRIVI oat($) 


-~Y10, 


了 
(iii) BD 平面 740, BD/ HE, 
.“，。 及 KK 1 平面 V40， 
从 而 及 KK 垂直 于 平面 了 4C 上 的 直线 45, 设 
四 边 形 4 玉 LK 的 面积 为 8, 则 


1931 一 上 


Ms 


第 三 章 ”棱锥 、 棱 柱 \ 多 面体 


SS G2 
6 四 


3130. 试 求 以 正四 面体 的 各 面 的 重心 为 
顶点 的 正四 面体 的 . 
体积 是 原来 正四 面 

体 体积 的 几 分 之 


解 设 正中 面体 
4BOD 各 面 BCD 
40D、4BD、4BO M 
的 重心 分 别 为 G1、 < 
G2、Gs、G4, 0 了 的 中 点 为 好 , 则 
MGi1: MB= MG»: MA=1:3, 
“， G1G2: AB~=1:3, 


G16s= 竺 4B. 


同 理 可 知 , 四 面体 GiGsGsG4 的 其 他 棱 长 都 
是 于 4B。 这 就 是 说 ，GaGa6sG4 为 校长 等 于 


把 的 正四 面体 ， 
4BCD 体积 的 畜 : 


3131. Wn a 的 正四 面体 ， 用 过 一 
条 棱 的 两 端点 和 这 条 
棱 的 对 楼 被 内 分 为 
1:2 的 内 分 点 的 平面 
把 正四 面体 截 开 ， 求 
这 个 截 口 的 面积 . 

解 ” 设 正四 面体 棱 
AB 的 对 楼 为 CD, 其 
内 分 点 为 ,县 CE: 
D2:1, 连结 4EB、BE, 则 在 人 BCE 中 , 根 
据 余 弦 定 理 , 得 


因此 其 体积 为 正四 面体 


2 2 2 
2 一 a2 二 | 三 总 Beh 。 
石 五 2 一 0 +(3 a) 2xax(3)acos60 
4 2 7 
一 0 二 二 ao 一 二 a2 一 -aa32 
02 十 go 3 a 8 a?, 
同 理 ， 
AE?=— 了 @, ». BE?=AE’, 


设 48 的 中 点 为 了 , 则 万 F144AB, 所 以 


7085 


2, 


BF BE?~ BF 了 as 一 了 0 一- 


“。 Bp—~a, 


‘860’ 


从 而 

3132. 求 正 四 面 
体 的 二 面 角 的 正弦 ， 
解 设 正四 面体 
A4BCD 的 棱 长 为 a， 
杰 BC 的 中 点 为 2， 
从 女 引 DD 下 的 垂 线 M 
4H, 则 


4M a, . 


UH=DMx3-3V Ia x 杞 = 二 0 


MHS 
-oo 二 2 Ya, 


AH=~VAM?— 


故 
AH ~V2 2 
2 5 75 


一 2 
3 Bd 


3133。 设 四 面体 4BOD 的 各 棱 4B、BC、 
CD、4D、40、BD 的 中 点 分 别 为 K、 工 、 M、 
NP.Q, 

(1) 如 果 有 KM 一 LN 一 PO， 这 个 四 面体 具 
有 什么 特征 ? 

(2) 如 果 KM | LN, LN | PQ, POL 
KM, 这 个 四 面体 具有 什么 特征 ? 

(3) 如 果 同 时 
满足 (1)、(2) 的 
条 件 ， 这 个 四 面 
体 具 有 什么 特 
征 ? 

解 (1) 由 题 
设 条 件 知 KLMN 
是 平行 四 边 形 , 且 其 对 角 线 KMLN, 所 以 
KLMN 又 是 矩形 , 从 而 KLLIM. 

‘» ELYIAC, LM I BD, 
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.. ACLBD. 
同 理 ， BC! AD, AB LCD, 
因此 这 个 四 面体 是 各 组 对 棱 互 要 垂直 的 下 面 
体 


(2) 因为 到 MWLZN， 所 以 平行 四 边 形 
KLMN 为 鞭 形 ,从 而 40=BD， 同 理 , 4B 
一 0D, 4D=BC. 因此 , 四 面体 4BCD 的 三 
组 对 棱 分 别 相 等 。 又 , 在 和 人 4BC 和 八 4DC 

AB=0D, BO 一 4D, 4C 公共 ， 
.“, AABCwAADG. 
从 上 可 知 , 四 面体 4BCD 的 各 面 都 是 全 等 三 
角形 。 

(3) 及 LMN 是 平行 四 边 形 ， 其 对 角 线 
到 1M、ZN 互相 平分 , 同 理 KM、PQ 也 互相 平 
分 ,所 以 五 MLN、PQ 的 中 点 是 同一 点 ， 设 
该 点 为 0。 

在 人 人 KPO 与 人 LPO 中 , OP 公共 , OK 二 


OL, LKOP= /LOP~ /R, 

. AEOPsALIOP， 
从 而 KP=~LP, 
BO= 4B. 

同 理 ， AMeo22AMNO， 

从 而 MQ=MN, 
. BC=A4C, 

故 AD= BO=AC= BD. 


这 就 是 说 ， 四 面体 4BOD 的 六 条 棱 等 长 , 各 
面 都 是 正三 角形 , 因此 它 是 正四 面体 。 
3134. 已 知 四 面体 4B0OD, 设 以 4B 为 
核 的 二 面 角 的 平分 面 和 校 CD 的 交点 为 1 
证 明 - 
Sea4ao:Se4sD 一 COMIDI。 
解 ” 如 图 ， 在 两 个 入 
四 面体 4BC MM、 
A4BDM 中 ， 如 以 
从 4BXM 为 它们 的 共 
河 底 面 ， 则 它们 的 体 3 
积 之 比 等 于 从 顶点 M 
C.D 分 别 作 诡 面 C 
人 A4BM 所 在 平面 的 重 线 长 的 比 。 所 以 
四 面体 4BCM 的 体积 
:四 面体 4BDM 的 体积 =C2M:DM, @ 
又 因 妈 是 以 4B 为 棱 的 二 面 角 的 平分 面 上 的 
点 ， 所 以 点 芷 到 两 平面 4BC、 平面 4BD 的 


距离 相等 .因此 ,在 四 面体 4BCM 和 4BD 
中 ,如 分 别 以 人 4BC0、 八 4BD 为 底面 , 则 
四 面体 4BCM 的 体积 
:四 面体 4BDM 的 体积 

一 人 425C 的 面积: 人 4BD 的 面积 . @ 
由 @、@， 

了 SA4Bo: 人 48D 一 CO DM., 

3135. 证 明 连 结 ei 点 与 其 对 

面 的 重心 的 四 条 线段 


共 点 。 并 求 这 点 分 顶 
点 与 其 对 面 重心 所 连 
线段 的 比 。 a 
解 设 入 BOD 的 B De ED 
重心 为 G1， 人 40D EA 


的 重心 为 Gs，CD 的 
中 点 为 改 , 则 BGi 和 4Gs 交 于 点 i 所 以 
MGi1: MB= MG»: MA=1:3, 
G19»:; AB=1:3, 
AB/ GiG». 

设 4G4 和 BGs 的 交点 为 9， 则 

AABGWHAG19.G, 
+ AG:GGI=BG:GG,=3:1, 


旬 加 


- 故 AG1 和 BGs 交 于 距 4、 吾 分 别 为 其 
-的 点 。 


同 理 ， 设 A4BD、A4B0 的 重心 分 别 为 
93、G4 则 Cs、DG4 分 别 和 4G 交 于 距 C、 


DD 为 其 子 的 点 ， 
因此 ， AGi、 BG»、 CGs、 DGs 交 于 距 4、 B、 
C、 了 分别 为 其 于 的 点 G。 


3136. 汪 明 从 三 对 次 者 相生 直 的 四 
面体 的 一 个 顶点 向 其 对 
面 所 引 的 垂 线 足 就 是 这 
个 对 面 的 垂 心 . 

解 ” 设 四 面体 4B0D D 
中 ,4D1BO,4BICD, 上 8 
401BD. 从 4 引 平面 
BCD 的 垂 线 为 4 有 , DH 和 BC 的 交点 为 
B, 则 AH_LBO. 
又 知 4DLBO， 

; 30 平面 4DH, .. BO DB 
同 理 , 设 BR 、DO 的 交点 为 了 , 则 
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8138， 把 长 3m: 高 1.5m 的 和 矩形 薄板 直 


BF CD. 

因此 , 五 是 人 ABCD 的 重心 

3137. 图 (1) 是 楼 长 4em 的 正四 面体 , 被 
过 其 一 个 项 点 的 三 条 楼 的 中 点 所 确定 的 平面 
截 开 而 成 的 三 楼 台 。 

(1) 把 人 DB 在 底面 4BO 上 的 投影 画 
在 图 (2) 上 ,并 简单 叙 述 其 作法 . 

(2) 在 过 点 0 县 与 底面 垂直 的 直线 上 ， 取 
与 C 的 距离 等 于 原来 四 面体 的 高 的 点 卫 。 如 
在 呈 放 入 光源 , 试 在 三 点 4、B、C 所 确定 的 
平面 上 , 把 梯形 4BDE 的 投影 正确 地 男 入 图 
(2). 

(3) 求 (2) 中 投影 的 面积 


(1) (2) 

解 (1) 作 人 4BC 4 O， 设 04、 
OB.OC 的 中 点 分 
别 为 4 BC 则 
A4'B'C' 就 是 所 
求 的 投影 。 

(2) 设 呈 的 投 
影 为 五 , 则 也 的 高 
度 是 一 的 高 度 的 
一 半 ， 所 议 

CR=204'. 
同 理 , 设 马 的 投 
影 为 @， 则 
CQ==20B’, 
所 以 在 投影 4BQE 中 ， 
AAOCLAA'AR 
(0A’~A'R, A4'=A4'0), 
, LA'AR— /400~120°, 
., LBAR=90°, 
因此 , 45BQE 是 矩形 . 
(3) AR~=OC = x4 co0s 30° 


_2 V3 
5*4X5 3 y 


2 3. 


“，。 和 矩形 4BQE 的 面积 = 


一 一 (km2) . 


| cP 作 垂 线 4 互 ， 它 
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立地 面 ， 使 长 边 4B 与 地 面相 接 。 设 4B 的 
中 点 为 到, 在 4B 的 垂直 平分 线 上 取 点 0C 使 
MOC 一 3 m, 在 过 C 上 且 垂 直 地 面 的 直线 上 取 高 
度 为 2.5m 处 挂 一 电灯 , 求 当 电 灯亮 时 ; 这 个 
抢 形 薄板 在 地 面 上 投影 的 面积 .。 | 

解 已 知 注 板 的 高 是 1.5m, 电灯 和 4B 
的 距离 是 3m, 设 矩形 上 侧 的 影子 和 4B 的 
距离 为 z, 则 有 i 

231.5 一 (2 十 3) :2.5， 
.V4.5. 

设 和 矩形 上 侧 的 影 长 为 y, 由 于 这 个 影子 是 梯 
形 , 其 上 底 为 J， 下 底 为 3, 高 为 4.5m, 所 以 
3:Yy=3:;(3+4.5), 

.…。 4 一 7.5。 
因此 , 所 求 影子 的 面积 为 
(3+7.5) xX4.5 一 2 一 23.625(m2 。 


3139， 已 知 异 面 两 直线 人 么 上 , 分别 有 长 
度 一 定 的 两 线段 4B、 CD, 试 回答 下 列 问 题 
并 说 明 其 理由 . 

(1)》 国定 线段 4B 的 位 置 ， 使 线段 OD 在 
直线 加 上 运动 , 问 A4CD、ABCD 的 面积 各 
怎样 变化 ? 

(2) 固定 线段 4B 的 位 置 ， 使 线段 CD 在 

直线 mw 上 运动 , 则 四 面体 4BCD 的 体积 怎样 
变化 ? 
(3〉 两 线段 4B、 CD 分 别 在 两 直线 2 
运动 ， 四 面体 4BCD 
的 体积 怎样 变化 ? 

解 (DD) 设 从 4 向 


的 长 度 为 及 则 在 
人 入 A4CD 中 ,hh 是 一 定 的 。 又 知 CD 是 长 ， 
所 以 当 CD 运动 对， 人 A4CD 的 面积 保持 不 
变 。 同 理 , 人 ABCD 的 面积 也 保持 不 变 。 

(2) 从 四 面体 4BO 了 的 顶点 4, 向 人 ABOD 
所 在 平面 作 垂 线 4MU, 设 其 长 为 %, 则 由 (1) 
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知 人 BCD 的 面积 一 定 。 又 % 是 定 长 ， 所 以 | 


这 个 四 面体 的 体积 保持 不 变 . 

(3) 根据 上 面 的 结论 ， 当 固定 4B 的 位 置 
而 CD 运动 时 ,四 面体 的 体积 保持 不 变 ; 当 国 
定 OD 而 4B 运 动 时 ， 四 面体 的 体积 也 保持 
不 变 , 所 以 4B、CD 分 别 在 人 mw 上 无 论 怎 样 
运动 , 四 面体 4BCD 的 体积 都 保持 不 变 、 

3140. 设 凸 多 面体 的 枝 数 为 4, 顶点 数 
为 5, 面 数 为 了 , 则 

也 Sm=A4+2.。 《〈 欧 拉 定理 ) 

解 ”我们 讨论 的 是 了 个 面 围 成 的 多 面体 . 
如 果 考 虑 除去 任意 一 个 面 的 巴 多 面体 ， 这 时 
虽 面 数 减少 一 个 ， 但 项 点数 和 棱 数 都 保持 不 
变 。 因此 在 除去 一 面 的 凸 多 面体 中 , 设 其 面 
数 为 了, 顶点 数 为 S, 棱 数 为 4 如 能 证 明 
+8 一 4+1， 则 对 这 个 多 面体 把 前 面 除去 
的 一 个 面 重新 添上 ， 就 会 得 到 面 数 和 项 点数 
之 和 为 4 二 2。 因 此 证 明 本 定理 的 关键 是 证 
明 在 除去 一 个 面 的 多 面体 中 了 十 S 一 4 十 1 成 
立 。 这 里 用 数学 归纳 法 证 明 。 

在 边 数 为 % 的 平面 多 边 形 中 ， 面 数 了 =1， 
顶点 数 8 一 7 边 数 4 一 %。 很 显然 ， 等 式 环 十 
S=4+1 成 立 ， 

假设 对 于 除去 一 个 面 的 凸 多 面体 , 等 式 

EF-+S=A4+1 © 
成 立 。 在 这 个 西 多 面体 上 添上 边 数 为 加 的 新 
平面 ， 设 这 个 新 平面 和 原来 的 多 面体 的 面 的 
交 线 是 2p 条 楼 , 则 新 产生 的 多 面体 (除去 一 个 
面 ) 的 面 数 为 了 = 了 了 1, 新 的 楼 数 为 
A'——=A+m—p. 
由 于 原来 的 折线 和 新 面 的 公共 顶点 数 为 人 
了 个 ,所 以 新 的 项 点 数 为 
S'=S+m~— (m+1). 
因此 新 的 面 数 和 新 的 顶点 数 的 和 为 
FrS'=(F+1)+(S-+m—p—1) 
=F+S+m—p, 
从 @ 知 Fi+S=A+1, 
“» FPF'+S=A+l+m—p 
=(A+m—pD) 十 
即 PF'+S8'=A'+1. 
这 就 是 说 ,当面 数 是 了 时 @ 式 成 立 , 则 当面 
数 是 了 F' 一 耳 十 1 时 四 式 也 成 立 。 

综 上 所 述 , 了 一 1 时 Q@ 式 明显 成 立 ， 当 下 一 

2 时 由 根据 已 证 明 的 结论 , 当 了 一 1 时, @ 式 


成 立 , 则 FF=1+1 时 ， 63 式 也 成 立 ， 人 因此 
对 于 任意 自然 数 了 , @ 式 都 成 立 。 于 是 定理 
得 证 。 

3141. 设 多 面体 的 顶点 数 、 棱 数 、 面 数 分 
别 为 太 s、m%, 则 由 欧 拉 定 理 知 1 填 名 一 3 十 2。 
设 正 多 面体 的 各 面 为 正 % 边 形 ， 过 同一 顶点 
的 面 数 为 y, 则 有 

mz=2s, ty=2s, 
对 于 这 个 问题 , 试 回答 : 

(1) 指出 等 式 %m%=2s, ty 二 2s 成立 的 侍 
由 ; 

(2) 从 上 面 三 个 等 式 推出 

1,1_1,1i. 
wy 3ts 
(3) 在 下 表 的 空 圈 中 深入 适当 的 数目 : 
vm 8 


2 
NW 4 
i 

s 6 

(4) 证 明正 多 面体 只 有 五 种 。 

解 (1) 在 正 z 边 形 中 有 zx 条 棱 ， 因 而 在 
mn 个 面 中 有 mw 条 棱 。 但 是 按照 以 上 计算 方 
法 ,每 条 楼 在 相 邻 的 两 面 中 各 算 了 一 次 , 也 就 
是 说 每 条 核 都 算 了 两 次 ,所 以 


020 一 25。 


同 理 , 各 顶点 都 有 2% 条 核 , 九 为 多 面体 总 


| 楼 数 的 两 售 。 所 以 
ty=2s. 
(2) 已 知 MX 一 2Ss， 怒 一 23， 
Mh 一 -2 t= 
y 
代入 填 加 =s 十 2 中 ,得 
a 
2 1 
两 边 除 以 28, 则 
TH 2 8 


(3) 在 (2) 中 % 人 3, 所 以 
pee Ee < 
pr 
因为 x 宇 3, 由 上 式 可 知 2 只 能 为 3, 4, 5; 还 
有 5 位 4 


(a) 当 z=3 时 ， 
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et 
所 以 只 有 以 下 情况 : 
| Pe 2 
y=—3; (y= y=5, 
(b) 当 w==4 时 ， 
16 
We 
所 以 只 有 一 种 情况 , 即 
hd 
y=3, 
《c) 当 %=5 时 ， 
10s 
y™ 310+ 
s=30, 
所 以 只 有 { 一 
2 一 3.。 
因此 上 表 可 以 填写 如 下 : 
和 3 3 3 4 5 
y 3 4 5 3 3 
mm 4 8 20 6 12 
t 4 6 12 8 20 
6 12 30 12 30 


s 
注 由 (b) 知 第 二 行 应 填 人 3 由 (a)、(c) 
知 第 一 行 应 从 左 起 顺序 填 入 3，5， 因 为 二 + 


地 = 各 + 二 所 以 第 五 行 从 左 起 应 顺序 填 入 
12, 30, 12, 30, 因为 mz=2s, 所 以 第 三 行 从 
左 起 应 顺序 填 入 8, 20，6, 12， 因 为 万 一 28， 
所 以 第 四 行 从 左 起 应 顺序 填 入 6, 12, 8, 20. 


TAD 


下 4 面体 正 6 面体 正 8 面 体 
AN ER 
和 
正 12 面 体 正 20 面 体 


(4) 从 以 上 可 以 看 出 正 多 面体 中 ， 各 面 都 
是 正三 角形 的 有 正四 面体 ,正八 面体 .正二 十 
面体 .各 面 是 正方 形 的 有 正六 面体 ,各 面 都 是 
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正 五 边 形 的 有 正 十 二 面体 。 央 此 正 多 面体 只 
有 五 种 . 
3142. 已 知 各 面 都 是 三 角形 的 正 多 面体 . 
(1) 设 这 个 多 面体 的 面 数 为 也， 顶点 数 为 
8, 楼 数 为 4, 证 明 
3 1 
4- 瑟 也 8- 二 了 +2. 


(2) 如 果 过 各 顶点 的 棱 数 都 相等 ， 则 这 个 
多 面体 是 几 面 体 ? 

解 (1) 已 知 多 面体 的 面 数 为 耳 ， 则 各 面 
的 边 数 共 为 3 ， 由 于 各 楼 都 是 两 个 面 的 交 
线 , 所 以 


24=37， 即 4= 忆 万 。 


由 欧 拉 定理 , 知 
F+S=A+2, 


以 4 了 2 万代 入 上 式 , 则 
+S= 号 万 十 3， 
8 一 于 卫 十 2. 


(2) 设 过 各 顶点 的 楼 数 都 为 了, 则 
PS=24, 


以 8 一 二 卫 十 2， 4- 忆 也 代入 上 式 , 则 


6P 

4 一 -五 
因此 6 一 了 P>0, 即 3 和 P<6, 所 以 P=3, 4 
5。 由 上 题 知 多 面体 分 别 是 四 面体 、 八 面体 、 
二 十 面体 

3143, 在 局 长 相等 的 正方 形 和 三 角形 中 ， 
其 面积 孵 个 大 ? 在 表面 积 相等 的 正四 面体 和 
立方 体 中 , 其 体积 哪个 大 ? 

解 考 虞 到 3 和 4 的 最 小 公 倍数 是 12, 则 
周 长 是 122 的 正三 角形 的 面积 是 | 


M3(e)’4 /32, ey 


周 长 是 427 的 正方 形 的 面积 是 
(87)2—922, ® 
由 于 (31)2?>4 M3 2 所 以 正方 形 的 面积 较 
太 ， 
其 次 , 设 表 面积 为 她 的 正四 面体 的 楼 长 为 
0) 则 
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A Bd pd A 
4X 了 = Kb2, .. a BFK 
由 问题 3123, 知 这 个 正 多 面体 的 体积 为 
V3/ 1 3 V3 
7 (5 二 2) 一 “19 
设 表面 积 为 加 的 立方 体 的 楼 长 为 2， 则 


一 1 二 王 一 天 一 》 
6 22 一 好 ， 6 
从 而 这 个 立方 体 的 体积 是 


由 于 ( 考 ) =- 志 ， 


( 圭 : V3 VE- 22 1 

13 JF/ 12x3 6x3 

所 以 Vi<V4， 从 而 和 < 。 

因此 ,在 表面 积 相等 的 正四 面体 和 立方 体 中 ， 
立方 体 的 体积 较 大 。 

3144. 证 明和 平行 
六 面体 所 有 楼 的 平方 
和 等 于 其 所 有 对 角 线 
的 平方 和 。 

解 ” 设 平行 六 面体 | 
为 4BCD-A'B'C'D'，AC、BD 的 交点 为 脸 ， 
则 AD+0CDP=24M?+2BM?, 

AB?+ BO’—24M?+2BM?, 
4452 二 BO2 二 CD2 十 D42 
一 402? 十 也 D2。 


同 理 ， 
4 五 ?二 BO 二 OOD2 二 DA42 
一 4C02 十 万 D 2 
又 442 二 COC2 二 402TLO2 
一 402 上 二 40C2， 
DBTDD2 十 BD2 十 BDI 
=B'D+ BD’®, 

o» AB2+BOTODDA?+A'B? 
+BO?+O'D?+D'A?+ A4 
TBB?+C0?2+ DD'2 

~—AC?2+AC+ BD?+ BD2, 

3145. 如 图 ,已 

知 平行 六 面体 中 ， 
AB=6em, 
BC=3cm, 
BF =2cm, 


交 的 等 腰 三 角形 
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LABC=90°, /ABF=90°, 
试 回答 下 列 问题 : 
(1 求 下 列 各 线段 的 长 (单位 cm): 
DB, EB, FO, BG. 
(2) 求 下 列 和 名 图 形 的 面积 (单位 cm?); 
DABCD, DABFE, DBCOGE, 
全 表面 积 ， 
(3) 求 下列 各 立体 的 体积 (单位 cm3): 
平行 六 面体 4BOCD- EFGH, 
三 棱柱 EAD— FBO, 
三 棱锥 E-ABD. 
解 (1) 5D=/ 62+32 一 3 5(cm)， 
EB~ 6+F—2V/Ii0(m), 
F032 +22—2xX3xX2cos60°—7, 
FC=MVT (em). 
DG2 一 32 二 22 一 2x3X2cos120" 一 19， 
BG=— V15 (om), 
(2) 口 4BCD 的 面积 一 6x3 一 18(cm2)， 
口 4BFB 的 面积 二 6X2 一 12 (cm?)， 
口 BCGF 的 面积 二 3X2 sin 60。 
一 3\/ 3 (cm?), 
全 表面 积 二 2(18 填 193V 3) 
一 60+6、/ 3 (cm?). 
(3) 4BOD-EFGH 的 体积 =18x2sin60* 
一 I8~/ 3 (cms)， 


EAD- FBC 的 体积 一 去 x18V 


/CBF 60°, 


一 9 3 (cm3), 
互 一 4BD 的 体积 一 诗 X9X2sin60* 


一 3、/ 3 (ecm?). 

3146. 在 已 知 平面 上 有 两 条 平行 行 线 PQ 
和 及 也 ,它们 的 距离 
为 ga. 还 有 以 oO 为 
对 称 轴 和 且 和 及 了 不 相 


了 P4B, 它 的 高 为 h 底 
边 4B 长 2k. 如 果 把 区 
公 P4B 以 XY 为 轴 旋 转 ， 试 求 所 得 旋转 体 
的 体积 . 

解 在 P4、PB 上 分 别 取 44、B', 使 4'B 
上 XY。 设 4B'~2k', 则 从 4' 到 有 ZY 了 的 距 
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离 为 4 十 &' 从 B' 到 有 了 的 距离 为 a 一 x". 因 
此 线段 4‘B' 以 了 XY 了 为 轴 旋 转 所 成 的 面 积 为 
两 个 贺 的 面积 w(ad% 人 ,和 mw(a 一 X)? 的 差 : 
TG4E')— ra— hk’)2 
4xrak' =—2%w0 Xx 2k', 
出 于 这 个 结论 对 于 P@ 上 从 PP 到 4B 的 中 点 
MM 的 所 有 点 都 成 立 。 所 以 人 PA4B 以 了 XY 了 为 
轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 等 于 底面 积 为 
从 P4B, 高 为 3ra 的 直 三 棱柱 的 体积 。 所 以 
所 求 的 体积 为 
hk Xx 2ra = 2rahk. 
3147 . 设 底面 积 为 8, 高 为 4 的 柱 体 体积 
为 了 , 则 了 VV=Sh. 
解 ” 柱 体 的 体积 等 于 底面 积 为 8, 高 为 
的 长 方 体 的 体积 (参照 注 ) 。 长 方 体 的 体积 等 
于 Sh, | 


注 在 两 个 平行 平面 w\8 之 间 插 入 两 个 立 
体 (a)、(b), 用 平行 于 a、 8 的 任意 平面 截 开 
这 两 个 立体 ,如 果 截 口 面积 总 是 相等 , 则 立体 
(a)、(2) 的 体积 也 相等 ( 卡 瓦 列 利 原理 ). 


设 a、8 间 的 距离 为 h, 把 分 为 w 等 分 ,过 


各 分 点 分 别 作 与 a、B 
平行 的 平面 图 ?2、 
”nl17 在 平面 入 处 
截 开 两 个 立体 的 截 口 
面积 相等 ， 设 为 Su 
在 平面 8 处 截 开 立体 . 
的 截 口 为 50, 则 体积 了 PF 可 从 “ 


Vlim (80+ S182+ Sn) 
求 得 . 
3148. 设 锥 体 的 底面 积 为 8, 高 为 及 证 
明 它 的 体积 了 为 
PV 于 Sh. 
解 ” 因 为 锥 体 的 体积 等 于 底面 税 和 高 分 别 


相等 的 三 棱锥 的 体积 。 又 三 棱柱 可 以 分 为 三 
全 等 体积 的 三 棱锥。 因此 三 核 锥 的 体积 等 于 


| Cs) bo 


和 ~. 
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底面 积 和 高 分 别 相等 的 三 楼 柱 体积 的 于 ;从 
而 锥 体 的 体积 也 等 于 底面 积 和 高 分 别 相等 的 
三 校 柱 体积 的 言 . 设 锥 体 的 底面 积 为 8, 高 
为 hb 体积 为 及, 则 

= 可 Bo: 


注 如 上 图 .三 棱柱 480C 一 DBF 能 分 成 
三 个 三 楼 锥 D4BC, D~FCB, D~EFB. 
由 于 

ADBFeA4BO， 
, D-ABC=B-DEF-D- EFB. 

又 ABFB2ABOF. 

., D-BEF~D-CBF, 
所 以 D-4BC=D-_EFB=D-CBP. 
3149, 在 空间 有 三 边 分 别 是 a、b5、c 的 三 


角形 薄板 。 试 求 与 A 
此 板 的 最 短 距离 不 . | 

超过 实数 ?的 所 有 。 B， 时 

点 组 成 的 立体 的 体 人 
积 和 表面 积 。 计 算 AN 
时 不 计 板 的 厚度 。 。 内 y 
解 ” 设 三 边 分 别 


为 a.6\c 的 三 角形 为 和 4B0, 在 它 的 两 侧 分 
别 作 与 平 雷 48C 的 距离 为 的 县 与 人 4BC 
全 等 的 三 角形 41B101、4。B20。， 假设 按 给 定 
条 件 已 作出 这 | 
个 立体 ,如 用 
A4BC 所 在 平 
面 截 开 它 ， 则 截 
面 如 右 图 那样 是 
由 三 个 矩形 、 三 
个 弓形 镶 在 三 角 
形 的 外 侧 ， 所 以 要 作 的 立体 由 下 面 三 个 部 分 
所 组 成 。(i) 以 人 4B0C 为 底 、 离 为 27 的 三 
材 柱 ,〈i 分 别 以 4B、BO、C4 为 高 , 底 的 半 


712 


径 7 了 的 三 个 半圆 柱 。 (和 过 ) 如 上 图 所 示 的 
LEAN、 LMCK.、 LFBH 为 贺 心 角 ， 全 为 
半径 的 三 个 球 缺 . 

设 3 表示 三 角形 的 面积 , 2p=a+5-+c, 则 
有 (i) 278，( gr2p, (iii) 由 于 LEB4N 
十 人 FBH+ 人 MCK 一 360*， 所 以 将 三 个 球 


缺 并 起 来 就 是 一 个 球 , 其 体积 为 Smra。 

设 所 求 的 体积 为 7, 则 

一 2r8 二 ar2p 上 了 TIS。 
设 所 求 天 面积 为 了 ， 则 
也 一 2S 十 372D 十 4or72， 

其 中 8= ?GOOD 人 5. 

3150. 在 空间 求 A4FC 的 两 边 4B、 4C 
的 视角 都 成 直角 的 点 的 轨迹 ,如 4B 一 13， 
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ZBPA= /LR, 下 
LAPC= /RE, to 
即 4P 与 两 直线 PPB、 SS: 
PC 垂直 , 所 以 | 
P41 平面 BPC. 
从 点 4 向 BC 引 垂 线 A 


4D， 由 三 垂 线 定理 知 P41PD， 
LAPD=/R, 且 BO 1 平面 4PD。 

因此 , 己 在 过 定点 也 且 与 BC 垂直 的 平面 
上 的 以 4D 为 直径 的 圆周 上 。 这 个 圆周 就 是 
所 求 的 轨迹 。 

如 果 A4BC 的 三 边 分 别 为 13、14、15, 则 
其 面积 为 84, 所 以 

二 BC.4D~84, 


所 以 


1 ， 
BC 一 14, 04 一 15, 试 求 出 该 轨迹 的 全 长 . BD 
解 设 点 P 为 适合 条 件 的 点 , 则 从 而 轨迹 的 全 长 为 127。 
第 四 章 ”旋转 体 的 表面 积 和 体积 


1。 圆柱 

3151。 已 知 直 辆 柱 的 侧面 积 及 体积 分 别 
是 这 个 直 圆 柱 的 内 接 或 外 切 正 多 棱柱 的 侧面 
积 及 体积 , 当 底 面 的 边 数 无 限 增多 时 的 极限 . 
试 根据 这 个 道理 , 求 直 贺 柱 的 侧面 积 及 体积 。 

解 ” 设 直 圆 柱 的 侧面 积 为 8 体积 为 7， 
痪 为 h, 底面 半径 为 7, 底面 的 周 长 为 p, 底 
面 的 面积 为 了. 直 贺 柱 的 内 接 和 外 切 正 多 校 
柱 的 侧面 积分 别 是 Ss 和 8%， 体积 分别 是 六。 
和 Vs, 底面 周 长 分 别 是 ps 和 pn, 底面 面积 
分 别 为 Fn 和 Fn, 则 

Sn—pnh, Sn=p4h; 
Vs,=F,h, Vs= Fh. 
因为 当 边 数 % 无 限 增 多 时 ，pn 和 pr 都 无 限 
接近 于 直 圆 柱 的 底面 周 长 p, Zn 和 Ta 都 无 
研 接 近 于 直 圆 柱 的 底面 积 忆 , 5S。 和 Sn 都 无 
限 地 接近 于 直 圆 柱 的 侧面 积 S，7。 和 84 都 
无 限 接近 于 直 夯 柱 的 体积 六 ,所 以 
S=ph, V=Eh. 
2 一 277， 五 一 92， 

o。 S=2r7h, V=x7h, 


又 由 于 


注 直 曲 线 柱 ( 例 如 底面 是 椭 贺 ) 的 侧面 积 
和 体积 分 别 是 以 这 个 直 曲 线 柱 的 底面 的 内 接 
或 外 切 多 边 形 为 底面 所 作 这 个 直 曲 面 柱 的 内 
接 或 外 切 的 直 多 棱柱 的 侧面 积 和 体积 ， 当 这 
两 个 直 多 楼 柱 的 底面 各 边 的 长 度 都 无 限 变 小 
时 的 极限 . 设 直上 曲线 柱 的 便 面积 为 3, 体积 
为 了 , 高 为 h, 底面 周 长 为 p, 底 面积 为 了 , 则 

S=ph,V =PFh. 

3152， 阅 柱 的 侧面 积 等 于 垂直 于 该 圆柱 
母线 的 截面 周 长 和 母线 的 乘积 。 圆 柱 的 体积 
等 于 垂直 于 该 圆柱 母线 的 截面 面积 和 母线 的 
乘积 。 

解 ” 把 圆柱 用 垂直 于 其 母线 的 平面 截 开 ， 
分 成 甲 、 乙 两 个 部 分 。 在 甲 部 分 把 母线 沿 截 


. 面 平行 移动 而 母线 的 长 度 保持 不 变 ， 便 得 到 


以 截面 为 底面 、 母 线 为 高 的 直 曲 线 柱 (如 下 
图 )。 因 为 这 个 直 曲 线 柱 的 侧面 积 和 体积 与 
原来 的 圆柱 的 侧面 积 和 体积 分 别 相 等 ， 所 以 
原来 的 圆柱 的 侧面 积 等 于 垂直 于 其 母线 的 截 
面 周 长 与 母线 的 乘积 。 原 来 的 圆柱 的 体积 等 
于 垂直 于 其 母线 的 截面 面积 与 母线 的 乘积 . 
《参照 上 题 和 它 的 注 )。 
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3153. 设 直 圆柱 的 底面 半径 为 7, 高 为 h， 


则 其 全 面积 为 
2xz7(h+7), 

解 侧面 积 
是 2z7jp, 底面 
积 是 x7?。 设 
全 面积 为 了 en 
则 T=2%7h+2772=277(h+7) 。 

3154. 如 直 圆 柱 的 侧 
面积 等 于 两 底面 积 之 和 ， 一 
则 其 高 与 底面 半径 相等 。 . 

解 设 直 圆柱 的 高 为 
大 ， 底 面 半 径 为 >， 则 侧面 
积 是 2xzzj, 两 底面 积 的 和 为 2ry2， 所 以 

2x7h=2%72,， 。。 7 一 六 

3155.， 两 个 相似 直 圆 柱 的 侧面 积 或 全 面 
积 的 比 等 于 其 底面 半径 的 平方 比 或 高 的 平方 
比 ; 其 体积 的 比 等 于 其 底面 半径 的 立方 比 或 
高 的 立方 比 。 

解 ” 设 两 个 相似 直 呵 柱 的 侧面 积 为 S 及 
S', 表面 积 为 工 及 TZ', 体积 为 了 及 7， 底面 
半径 为 > 及 高 为 h 及 有 h'， 则 

S=2%z7h, T=2x7(h+7), V=772h; 

S'=2%7'h’, T=2ng7 (RH7 VS=57 
已 知 两 个 直 刚 柱 相 似 ,所 以 

” _h 
i 
如 设 二 -一 k， 则 有 ?一 br', 一 
S=2% (007 (Kh') = Zrp27'h’, 
Tc (Rr’) (bh' Rr) —2ork2r’ (ht+7’), 
V=w(kr’)? (Eh) 一 mr7187 hk’. 


从 而 
S » oprp _ ys 7 
BY aah ha 
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了 -227 二 7) ph 
TT’ 2rr'(h’'+7') 72 hh2? 
Var 1 73 有 


Vr a Th 


3156. 侧面 积 相等 的 两 个 直 圆 柱 的 体积 
的 比 等 于 其 底面 半径 的 比 、 

解 ” 设 侧面 积 相等 的 两 个 直 圆 柱 的 体积 为 
7、F 半径 为 +、7', 高 为 h、h'， 则 


太一 TI2， 太一 27 2。 

由 于 它们 的 侧面 积 相等 , 所 以 
2x7h=2%7Rh’ BD rh=7?'h'。 
Vm Th) -了 
V' arh’ 7r'(r'h') 7 “ 

注 从 信 =7 和 可 得 了 -一 地 -, 因而 
Dh 
7 h" 


这 就 是 说 ， 侧 面积 相等 的 两 个 直 园 柱 的 体积 
与 高 成 反比 . 
3157。 体积 相等 的 两 个 直 加 柱 的 侧面 积 
与 底面 半径 成 反比 . 
解 ” 设 体积 相等 的 两 个 直 圆 柱 的 侧面 积 为 
S、S', 底面 半径 为 7?、7', 高 为 h、h'， 则 
S=2n7h, SS'=~2wr'h'. 
由 于 两 个 直 圆 柱 的 体积 相等 , 所 以 
wr72k 二 W722h 即 ?7% 二 ?724 
BS _ 2orh rh rh) 一刀 
3158， 已 知 直 圆 柱 的 侧面 积 为 wa? 体积 
为 m22, 求 它 的 底面 半径 和 高 . 
解 设 直 圆 柱 的 底面 半径 为 7?, 高 为 h, 则 
© 


277h =%0?, 
II 2 一 05D3。 CO] 
从 ,得 
a? 
hy 
从 图 , 得 
Es p3 
727 
WR 2 bs 2p3 
& 二 二 一 一 一 
2 7 即 “ a * 


把 @ 代 入 h 一 各 , 则 
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4 
太一 -2_ 
4034“ 


乙 ， 圆锥 、 圆 台 


3159， 已 知 直 圆锥 的 侧面 积 和 体积 分 别 
是 该 直 圆 锥 的 内 接 或 外 切 正 多 棱锥 ， 当 底面 


边 数 无 限 增多 时 其 侧面 积 和 体积 的 极限 . 试 . 


根据 这 个 道理 把 直 圆锥 的 侧面 积 和 体积 用 它 
的 底面 半径 和 高 表示 。 

解 ” 设 直 圆锥 的 侧面 积 为 8, 体积 为 了 ， 
侧面 母线 长 为 5 高 为 底面 半径 为 7 底 
面 周 长 为 p, 底面 面积 为 7. 直 圆锥 的 内 接 
和 外 切 正 多 棱锥 的 侧面 积 为 5,、S%, 底面 周 
长 为 pn、 9%, 底面 面积 为 Fu、Z%， 底面 的 边 
长 为 dm、d%, 从 棱锥 的 顶点 到 底面 一 边 的 秋 
线 长 ( 即 斜 高 ) 为 及 芒 , 则 


Bo 一 去 mboTo) 一 到 (n2) Ln 
= 去 Pn Ln 

5 一 于) 一 圭 Go 和) 长 
一 地 多 区 


1 
Va Fah, Va Fh, 


因为 当 边 数 % 无 限 增多 时 , pn 及 p 都 无 限 
接近 于 直 贺 锥 的 底面 周 长 p, Lm 及 Ln 都 无 
限 接 近 于 直 罚 锥 侧面 的 母线 长 lB 及 Bs 
都 无 限 接近 于 直 贺 锥 的 底面 面积 了 ,5S 及 
Sn 都 无 限 接近 于 直 圆锥 的 侧面 积 S，F。 及 
V's 都 无 限 接 近 于 直 圆 锥 的 体积 六 ,所 以 


一 二 二 1 

S= 二 2, V 可 BE。 

但 是 “2 一 2ry，7 一 /72 十 好 ， 态 一 ozy2， 
5 人 一 zz! 一 ar 72 十 好 ， DV = 于 m7%， 


3160， 和 斜 圆锥 的 体积 
等 于 底面 积 和 高 的 乘积 的 
1 


> 
解 “ 以 斜 圆锥 的 底面 的 

内 接 或 外 切 正 % 边 形 为 遍 

面 ,在 斜 团 锥 内 作 内 接 或 外 切 的 斜 % 柜 欠 . 设 

其 底面 积 为 pw, 高 为 (和 斜 圆锥 的 高 相 
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等 )， 体 积 为 Po, 则 Fu 于 BR。 再 设 斜 加 


锥 的 底面 积 为 了, 体积 为 了， 则 当 % 无 限 增 
大 时 ，Z% 无 限 接近 于 了 , Vs 无 限 接近 于 7， 
因此 


7 一 二 Ph. 
3161. 设 直 贺 锥 的 底面 半径 为 7, 斜 高 为 


4 则 全 面积 可 用 wrQ+7) 表示 . 


解 ”根据 直 圆 锥 的 展开 图 ， 可 知 它 的 侧面 
积 为 
2%7 


2 ma TR 
7 TX 1 dd 


又 底面 积 为 w72 所 以 它 的 全 面积 为 m7(i 十 


9) 。 


27x7 


3162.， 如 果 直 圆锥 的 高 等 于 底面 的 直径 ， 
求 它 的 底面 积 与 侧面 积 的 
比 。 V5r 
解 ” 设 直 圆 锥 的 底面 积 
为 ,侧面 积 为 5, 底面 半 
径 为 ”， 则 高 为 2"， 从 而 


也 一 TI ?2。 


又 由 上 题 得 
S=%' (57).7r 一 VS5my2， 
a 
SS VB ， 

3163. 证 明 不 存在 侧面 积 等 于 底面 积 的 
直 阐 锥 . 

解 ”假定 侧面 积 等 于 底面 积 的 直 贺 锥 存 
在 ， 并 设 它 的 底面 半径 为 7, 高 为 h, 则 侧面 
积 为 wrV73 填 及 ,底面 积 为 zr?, 于 是 得 

mrs Th ny’, 
即 .VT 
72+4+h2—72, 
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“， 了 =0， 从 而 jh 一 0. 
因为 没有 高 的 直 圆 锥 是 不 存在 的 , 所 以 一 0 
是 不 合理 的 、 由 此 可 知 侧面 积 等 于 底面 积 的 
直 网 锥 不 存在 . 

3164， 两 个 相似 直 贺 锥 的 侧面 积 的 比 和 
全 面积 的 比 都 等 于 半径 的 平方 比 或 者 高 的 平 
方 比 或 者 母线 的 平方 比 。 体积 的 比 等 于 半径 
的 立方 比 或 者 高 的 立方 比 或 者 母线 的 立方 
比 . 

解 ” 设 两 个 相似 直 圆锥 的 侧面 积 为 8 及 
8', 全 面积 为 了 及 了 ,体积 为 了 及 了 ， 底 
面 半径 为 《及 7 高 为 h 及 ,母线 为 ?及 
2 则 

S=%7l, 一 zz (1 十 7)， 7 一 豆 5I273 


人 3 一 0I] 一 ZI 十 9 


i 
Vv 3 TI 2 

轴 为 两 个 直 画 锥 是 相似 的 ,所 以 
i 
7 h” i 

令 二 一 

则 9 一 1 大 一 1 7 一 友人 


*, S=w(kr’) (Kl) 一 大 27021 
Tx (hr’) (K+ Rr) mh (+r), 
y= §" (kr’)2CEh’) 一 地 2 


二 是 
8 _ aarl 1 1 
一 
人 
1 0 (十 7 72 hh?2 
2 
1 
7 _3 ar 93 Ah3 1 
ra R33 Ts 


.， 3165. 已 知 直 圆锥 的 底面 半径 为 7, 用 平 
行 于 其 底面 的 平面 去 截 这 个 直 圆 锥 ， 如 果 截 
开 的 两 部 分 的 侧面 积 相等 ， 试 求 这 个 截面 的 
半径 . 
解 ” 设 直 贺 锥 的 顶点 为 怠 , 底面 贺 A4BO 
的 半径 为 7 截面 4'B8'C' 的 半径 为 z。 由 于 
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两 个 直 贺 锥 吾 -.4BC 和 如-4BC 是 相似 的 ， 
所 以 它们 的 侧面 积 的 比 等 于 半径 的 平方 比 . 
又 截面 43'C' 把 直 圆 锥 瑟 -4B0O 的 侧面 积 
分 成 两 等 分 ， 因 而 两 个 直 圆 锥 互 -4 BC 和 
五 -4BC 的 侧面 积 的 比 为 1:23、 于 是 得 

22 1 

772 本， sa. V3 

这 里 ， 我 们 还 可 根据 2x? 一 ?2 把 4 看 成 等 医 
直角 三 角形 的 斜 边 ， 应 用 几何 作 图 求 出 截面 
的 半径 (如 图 )。 


3166. 用 平行 于 底面 的 平面 截 开 底 面 半 

径 为 ”的 直 圆 锥 ， 人 分 的 体积 
相等 试 求 这 个 直 贺 
锥 截面 的 半径 。 

解 ” 把 半径 为 + 的 
直 圆 锥 记 为 B-4B0， 
用 平行 于 底面 4BC 
的 平面 截 开 这 个 贺 
锥 ， 设 所 得 截面 

4'B 的 半径 为 
由 于 两 个 直 现 锥 五 -4?BC 和 a 是 相 
似 的 ,根据 问题 3164, 知 它们 的 体积 之 比 为 
23:73,， 于 是 得 

W373=1:2, 


即 2w3=73， 


ee = 


3167、 直 网 台 的 
例 面 积 等 于 圆周 率 、 
两 底面 半径 之 和 与 母 
线 长 三 者 之 积 ， 或 者 
等 于 两 底面 周 长 之 和 
与 母线 长 乘积 的 一 
半 。 

解 设 直 圆锥 歼 - 
4B0 的 一 条 母线 为 344. 用 平行 于 记 面 


” 
V2 


ee 
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4BC 的 平面 4'B'C' 把 这 个 直 圆锥 分 成 直 贺 AO=h—7,; 
锥 -4'B'C' 和 直 圆 台 4'B'C'-A4BC 两 个 部 AB—V/ AOTOBR = V R77 
分 . 对 于 直 圆 台 4'B'C'-4BC, 设 下 底面 的 一 2. 


圆心 为 0， 半 径 04 长 为 上 底面 的 圆心 为 于 是 上 述 比 例 式 可 以 写成 


Oo 半径 0.4' 长 为 7 母线 4'4 长 为 !. 又 设 4 

直 贺 锥 -4BC 的 母线 长 为 二 直 贺 锥 万- hr Ry 

4A'B'O' 的 母线 长 为 工 ， 则 ?一 工 一 乙 , 直 阅 锥 a 

五 -4B0 的 侧面 积 为 wrZ, 直 圆 锥 B-4'B'C' “. AB= -A 

的 侧面 积 为 zr'L'. 再 设 直 贺 台 4'B'C~4BC BH 、 

的 侧面 积 为 S$, 则 又 了 

S=%7L—wr'L', 人 

2 ABO'A'wWwABOA, . BH= zw 

O'4’ _ EA’ 即 Lr MV/h —27 


O04 EE4’ i 由 问题 3161， 可 知 直 圆锥 的 全 面积 为 


令 hk, 则 r=r, L=kL, 


ww S=x7rL—w(kr) (KL) 
一 和 (一 82)9 忆 
=%(1+%k) (1—R)7L 
=xw[ (1+%)7J[(—x)L] 


S—w.BH(AB+ BH) 
yw 及 Dr | 


一 人 小 ， 一 一 一 -天 | 一 一 一 一 一 一 一 
MVh—2r MVh—2r Mh—27 


= rh? 
hk—27r" 


3169. 从 半径 为 12cm 的 马口铁 的 圆 板 


上 截 下 一 个 中 心 角 为 120° 的 扇形 ,用 它 做 成 
漏斗 , 试 求 这 个 漏斗 的 容积 . 


一 和 (和 十 XI) (L—%L) 
一 ( 十 和) ( 工 一 也 人) 


二 解 ” 因 为 源 斗 底面 的 周 长 与 扇形 的 弧 长 相 
如 设 下 底面 4BC 的 周 长 为 p, 上 底面 | 等 ， 设 弧 长 为 ! cm 则 
A'B'C' 的 周 长 为 p', 则 Bp 二 2%7, p' 二 2x7', 上 (一 2r X12x 了 0 一 8rr。 
式 又 可 写成 又 设 混 斗 的 底面 半径 为 em, 则 
8 一 (二 7 一 于 (277 十 2m7077 7 一 8 4 
27 . 
1 
一 于 2 二 207。 因为 漏斗 的 母线 长 为 12 ecm, 底面 半径 为 
3168. EP i oe VIB 8VT 
全 面积 . Se a 


从 而 漏斗 的 体积 为 
7 二 mrX42x8 w 32 一 


解 ” 设 半径 为 > 的 球 的 
中 心 为 0， 球 0 的 外 切 直 
圆锥 为 4-BDC. 设 这 个 
直 圆锥 的 底面 圆心 为 互 ， 
用 过 轴 A4 五 的 平面 截 这 个 
球 和 直 圆锥 ， 则 其 截面 为 
贺 五 互 叉 和 等 腰 三 角形 D 
ABC, 且 圆 BHF 和 4B 相 切 于 点 召 . 由 于 
和信 4BHw 八 A0E, 所 以 


AB_AH BH,_ AH 3170. 直 圆 台 的 侧面 积 等 于 和 两 底面 等 


A0 460” OE AB* 全 二 全 风 各 三 长 与 母线 长 的 
设 0E=7, 4 互 一 2 则 乘积 。 


2 帮 wcm?, 


SS 


A Are We te own 
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解 流下 辐 合 的 网 磺 国 后 国 必 吃 呈 别 为 0、 
0', 与 两 底面 平行 
的 等 距离 的 截面 贺 
心 为 0", 则 OQ、O"、 
0' 共 线 . 现在 用 过 
直线 00' 的 平面 截 
这 个 直 圆 台 (如 
图 ), 则 04、0'4' 为 两 底面 的 半径 ,0”4" 为 
与 两 底面 距离 相等 处 的 截面 半径 .在 梯形 
4'400'! 中 

O00"~=0"0, 0'4'f O"A" 04， 
O"4"= 主 (04 十 0.40) 。 
O'4 一 7 ，0747 一 忆 ， 则 

E= 二 (r+7") 。 


设 直 圆 台 的 母线 长 为 1， 例 面 积 为 8， 由 问题 
3167, 得 


8S= zr+r) I-2r (3 ) +r)!= 2rRl. 


又 设 截面 贺 0" 的 周 长 为 2, 则 
2 一 2x2B， 从 而 S=pDl. 

3171. 已 知 直 贺 台 的 两 底面 半径 分 别 
为 10 em 和 5 cm, 母线 长 为 8cm, 求 其 全 面 
积 ， 

解 ” 设 所 求 的 直 圆 台 全 面积 为 Scm2, 根据 
问题 3167,， 知 直 圆 台 的 侧面 积 为 和 10 十 5) 
X8, 所 以 

4 一 mr(10 十 5) X8 十 .02 十 人 :52 
一 120x 十 100m 25%=245% cm?. 


注 如 取 x=- 休 , 则 


设 04=7， 


S2245x 字 一 770cms， 


3172. 将 圆 台 的 体积 用 它 的 两 个 廉 面 半 
径 和 高 表示 。 

解 设 圆 锥 五 - 
4B0 的 一 条 母线 为 
匠 4'4, 用 平行 于 底 
面 4BC 的 平面 
4'BC' 截 开 这 个 圆 
锥 , 可 以 得 到 圆 B- 

4'BOC!' 和 网 台 4'B'C'~A4ABC. 设 下 底面 加 心 
为 0, 半径 04 长 六 上 底 苞 480' 的 图 心 


717 


为 0', 半径 04' 长 为 ”"。 再 设 圆锥 -4BC 
的 高 为 BM, 贺 锥 ZB~4'B'C' 的 高 为 BM', 则 
贺 台 的 高 为 改 双 , 如 记 BM=H, BM'= 了 H, 
到 好 一 六 则 玉 一 互 一 互 '。， 因 此 


圆锥 了 -4BO 的 体积 是 于 mr? 杞 ， 
圆锥 -4'B'C' 的 体积 是 四 wr?2H', 


贺 台 4'B'0'~-A4BO 的 体积 是 
pV 一 于 27 咀 一季 1 wr 2H' 


一 吝 mr —7r2H'), 


由 于 这 两 个 区 锥 是 相似 的 ， 
r' 五 ” ， Pr 
7 万 ， .9 7 EH=7H . 
所 以 


于 2[72(H'+h) 72(H hk)] 
一 可 : 1 (yo 十 I 2 十 II 万 一 9 人) 
3 x[7% 十 74 十 77' (HH 一 HH)] 


一 二 AC 


3173. 有 一 棵 根部 周 长 是 1.4m, 离 根部 
2m 处 的 周 长 是 1.3m 的 树 , 想得到 长 为 6m 
的 最 大 方 木 ， 试 求 它 的 边 A 


长 ( 把 树 看 作 直 圆锥 ， 取 
= 一 第 ). 


解 ” 设 直 圆锥 的 顶点 为 
4, 底面 圆心 为 0, 在 高 
2m 处 的 截面 疯 心 为 0 
在 高 I 
90“. 记 40"=h, 贺 0” 的 局 长 为 p (如 图 )， 


则 
ht +6 ZNN 
少 1.3 1.4” 
.p=1.1., Sg 
从 而 贺 0” Ts 


1.1 _ 110 
=17 
2 .5(cmy) 。 


因此 , 半径 为 17 .5cm pe 方形 就 
是 最 大 方 木 的 截面 。 该 正方 形 的 边 就 是 最 大 


方 木 的 边 , 其 长 为 
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17.5x /3.225(cm). 
3174. 如 果 圆 木 中 截面 的 周 长 为 p; 两 端 
的 距离 ( 即 贺 木 的 高 ) 为 4, 通常 用 公式 
V2%. 
4% 
计算 贺 木 的 体积 。 问 这 样 的 计算 结果 与 实际 
A OAC 


体积 的 误差 是 多 少 ?9 这 里 
把 圆 木 看 作 直 贺 台 。 

解 设 高 为 h 的 直 圆 台 
形 的 圆 木 是 4BO-4BCO， 
DZZ 是 中 截面 。 下 底 
面 4BC、 上 底面 4'B8'C'、 
稚 面 DZE8 的 圆心 分 别 为 
OO 9, 04.0'4 9D 的 
长 分 别 为 "、7' 与 五 , 则 
2 一 了 十 rr。 据 问 题 3172， 可 知 ” 


7 地 T7277 7 2)h. 


2: 
又 pg=2xB 一 w+r)， 设 用 公式 也 = 的 


计算 结果 与 实际 体积 的 误差 为 se， 则 
se 于 mrt 7 Dh 


NY lah 
本 十 TI 二 9/ 2) 为 


[4C72477 7 2) 一 3(7 二 7 人 D2] 
m7—7)h _ (mr ~wr')h 
12r 2z 


本 (2%7 一 27 ) ih 
48m : 
如 设 下 底 4BC 的 周 长 为 8 上 底 4B'C' 的 
周 长 为 5, 则 
S=2%7, S'=207', 
《8—8)h 
43% “ 

3175. 已 知 直 团 台 的 两 个 底面 半径 分 别 
为 36cm 和 46 cm， 母线 为 326 cm， 求 它 的 体 
积 。 

解 设 高 为 hcm, 则 


径 为 瑟 则 
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h=~V 26— (46— 386) =24. 
又 设 所 求 的 体积 为 Yems, 则 由 问题 3172， 
知 . 


P37(867+ 86X46 十 462) X 24 


一 40544m (cm3) 。 

3176. 本 网 同 网 于 从 和 为 a.5 的 直 
车 台 的 侧面 积 被 ， 

平行 于 底面 的 截 


则 这 个 截面 的 半 
径 为 


a 
2 
解 ” 设 两 个 底面 在 分 出 为 2 a、 的 直 圆 台 
为 4B'O-4BC，DBR 为 题 给 的 截面 . 下 底 
面 4BC、 上 底面 4'B'C'、 截面 DZB 的 圆心 
分 别 为 0、O'、8, 04、0'4'、8D 的 长 分 别 
为 a、5、x。 再 设 直 圆 台 4BC~4BC 的 母 
线 为 4.4， 直 贺 台 4'B'C-DB 的 母线 为 
4'D, 且 44'=1，4'D=1', 则 直 贺 人 台 4'B'C'~ 
A4BC 的 侧面 积 是 wla+5)i, 直 贺 台 4'B'C'~ 
DEF 的 侧面 积 是 x(z 十 2)2， 根 据 题 意 可 知 


wot Dlatd), 


2(%+5) 、 
" a 
A'4 04— O'A’ 
万 “07 二 5， 
i a—b 
邯 wp 
2(2+40) 。 4 一 2 
CQ 十 0 2 一 D” 


2(Z 十 D)(z 一 切 一 (C 十 5) (a—b), 
2(2Z2 一 22) 一 02 一 02， 


2_ 2 十 她 EE 
和 一 一 5 一 ， 即 % 一 = 


3177. 直 欧 台 的 高 为 pz 母线 为 4， 侧面 
积 为 8, 求 它 的 两 个 底 
面 的 半径 . 

解 设 直 男 台 的 上 底 ; 
面 半 径 为 7, 下 底面 半 


了 


S=x(+B). 
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* R=ri+V Uh, 
“. S=w(r+rtV 2 一 好 7) 


一 (2y 十 VE 有)7。 
。 7 _ 工 本 
DE 3 i- 大 


Sm 12— hz 
2ml 
RS—7Y 2—h: VEE 
2 
_S+ri~/ 2—h? 
2ml > 
3178， 求 作 通 过 定点 卫 的 圆锥 S-4C 的 
切面 。 

解 0) 设 点 P 卫 
在 圆锥 的 曲面 上 。 
这 时 可 先 作 通 过 点 
一 的 母线 S4, 再 过 
点 4 作 底 面 圆 的 切 
线 4M， 则 两 直线 
4M、&S4 所 决定 的 
平面 就 与 这 个 圆锥 相 切 。 事 实 上 ， SMA 
和 圆锥 S-4C 共有 
直线 S4, 且 在 直线 
RS4 外 没有 其 他 公 
共 点 ， 所 以 这 个 平 
面 SMA4 就 是 圆锥 
S-4C 的 切面 . < | 

(ii) 设 点 王 在 驴 A 
圆锥 外 。 连 结 PS 的 直线 和 圆锥 底面 所 在 平 
面 交 于 M, 过 点 政 作 底面 圆 的 切线 , 设 切 点 
为 4， 则 两 直线 S4、SM 所 决定 的 平面 就 和 
圆锥 S-4C 相 切 (证 明 同 (ji) 。 

(iii) 设 点 一 在 圆 
锥 内 。 这 时 过 定点 三 
的 切面 不 存在 . 

3179. 下 十 时 ,用 、 
上 口 直径 为 32cm, 底 
看 直径 为 24cm， 深 
为 35cm 的 水 桶 盛 水 ， 
如 果 积 水 达到 桶 深 


到 处 , 问 降雨 量 是 多 
少 mm? 
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解 因 桶 内 积 水 深 号 -cm， 水 面 半径 为 
人 —12) km, 
即 13cm， 设 桶 内 积 水 体 积 为 了 cm3, 则 
7 一 于 =(12?+12x18 二 139 x 怠 
16415 
设 桶 口 面积 为 Scm2， 则 
S—nxX162—2567, 


若 每 1cm? 的 降雨 量 为 2 cm3, 则 
_ 16415 _ 16415 
3073 


e7256% 忆 5.34， 


故 降 雨量 为 5.34cm， 即 53.4 mm。 

3180. 有 一 个 高 为 4cm, 底面 半径 为 
3cm, 重 15 g 的 圆锥 体 ， 要 用 与 底面 平行 
的 平面 把 它 截 成 一 个 
重 58g 的 圆锥 和 一 个 
重 108g 的 欧 台 ， 问 应 
在 母线 上 多 少 厘米 处 
截取 为 好 (保留 两 位 
小 数 ) 。 

解 设 圆锥 的 母线 为 cm 则 

?7 一/ 35 十 委 一 5. 
设 在 圆锥 的 母线 上 xcm 处 用 平行 于 底面 的 
平面 截取 可 得 重 5g 的 圆锥 和 重 108g 的 圆 
台 。 因 为 相似 圆锥 的 体积 之 比 等 于 其 母线 的 
立方 比 ， 且 同一 物体 的 重量 之 比 等 于 其 体积 
之 比 , 所 以 


设 /9—2+h, 
则 9 二 8 十 12h 十 6h2 十 hi3。 
取 9 必 8 十 J24， 则 
ha20.08, …， 以 9 一 3.08， 


从 而 z= 吾 X2.08 一 3.47 om. 


3181. 已 知人 4BC 各 边 BO COC4、4 之 
长 分 别 为 a、B、c, 且 a>0>o, 把 人 4BO 以 
各 边 为 轴 旋 转 所 得 的 各 旋转 体 中 哪个 体积 最 
大 ?哪个 体积 最 小 ? 
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解 设 入 4BC 各 边 BC、C4、4B 上 的 高 
分 别 为 Lm、n, 则 由 a>b>c 可知 1<m<n， 
把 人 4BC 以 B0 为 轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 的 
体积 为 


1 ,2.1 
可 ma ST 


3 
其 中 8 表示 人 4BC 的 面积 . 
同 理 ,把 人 4BC 以 边 4C 为 轴 旋 转 所 得 旗 


转 体 的 体积 为 弛 m8m， 以 边 4B 为 轴 旋 转 
所 得 旋转 体 的 体积 为 3 mSn。 因 此 在 这 三 


个 旋转 体 中 ， 以 边 4 为 轴 旋 转 而 成 的 旋转 
体 的 体积 最 大 ， 以 边 BC 为 轴 旋 转 而 成 的 旋 
转 体 的 体积 最 小 . 

3182. 外 接 于 同一 球 的 多 面体 的 体积 与 
全 面积 成 正比 . 

解 设 外 接 于 同一 球 的 任意 一 个 多 面体 的 
体积 为 了， 全 面积 为 5, 把 球 心 O 和 这 个 多 
面体 的 各 项 点 连结 ， 则 这 个 多 面体 被 分 成 与 
其 面 数 相同 的 许多 校 锥 .这 些 校 锥 的 高 都 是 
这 个 球 的 半径 ， 这 些 棱锥 的 底面 和 就 是 这 个 
多 面体 的 全 面积 8, 所 以 


y= 地 Sr 


在 这 个 等 式 中 ，? 是 一 定 的 ， 所 以 及 与 8 成 
正比 . 
3183。(1) 有 一 底面 半径 为 7、 高 为 的 
直 网 锥 。 把 直 网 锥 的 轴 分 成 等 分 , 然后 用 
通过 各 等 分 点 且 与 底面 平行 的 平面 截 开 这 个 
贺 锥 ， 再 以 这 些 截 面 
为 底 , 以 二 为 高 可 作 
个 直 四柱。 对 表示 
这 些 圆柱 侧面 积 的 和 
的 式 子 ， 当 % 无 限 增 
多 时 , 求 它 的 极限 . 
(2) 在 (1) 求 极限 
的 过 程 中 ， 是 否 要 考 
虚 回 锥 的 侧面 积 , 试 说 明 其 理由 . 
解 ” (1) 通过 轴 的 各 等 分 点 且 平行 于 底面 
的 平面 截取 直 园 锥 所 得 截面 圆 的 半径 分 别 为 
了 多 .41 
多 多 % 


因此 ,所 作 % 个 欧 柱 侧面 积 的 和 Sn 为 


a 一 误 vB, 
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h 


S,=2%. Th 27 .27 .天 和. 
多 多 多 ”多 


十 2 ， 一 2r .bh 
名 名 和 多 
2ory 九 
7 
一 2 + 一 JI 为 (1+ 过 
当 %-~>co 时 ，S 一 > 大。 

(2) 当 5; 取 极 限时 ,不 必 考 虑 这 个 圆锥 的 
侧面 积 。 这 是 因为 当 多 无 限 增 大 时 ， 这 些 圆 
柱 的 侧面 积 并 不 是 无 限 接近 圆锥 的 侧面 积 ， 
所 以 不 必 考 虑 。 事 实 上 ， 圆 柱 的 侧面 积 为 
2xrrh,， 圆锥 的 侧面 积 为 2m7?( 为 侧面 母线 
长 ) 。 了 

3184. 在 一 张 纸 上 , 剪 去 两 直角 边 分 别 为 
3cm 和 4cm 的 一 个 直 
角 三 角形 ， 这 样 在 纸 
面 上 就 有 一 个 洞 。 再 把 
洞 套 在 底面 半径 为 
2cm、 高 为 10cm 的 
锥 上 ， 并 使 纸 面 与 珊 锥 
底面 平行 ， 求 穿 过 纸 面 


部 分 的 贺 锥 的 体积 (回答 的 体积 等 于 底面 积 
与 高 乘积 的 可 外。 

解 已 知 直 角 三 角形 的 两 直角 边 分 别 为 
3cm 和 4cm, 所 以 斜 边 长 为 5em。 当 圆锥 
与 这 个 直角 三 角形 的 洞 相 紧 接 时 ， 其 断面 就 
是 直角 三 角形 的 内 切 加 。 设 内 切 贺 的 半径 为 
7, 划 有 


[1+2+..…-+(%—1) +%] 


(3 十 4 十 8) :全 一 去 .3. 和 


” 。。 7 一 于 。 
因为 圆锥 的 底面 半径 为 3cm, 所 以 从 纸 面 到 
圆锥 顶点 的 距离 为 


10x 豆 一 5cm， 
从 而 纸 面 以 上 部 分 的 圆锥 体积 为 
柯 'm12.5 一 与 m(em9)。 
3185. 设 直角 三 角形 绕 其 斜 边 旋 转 一 周 


所 得 旋转 体 的 体积 为 p, 绕 两 直角 边 旋 转 一 
局 所 得 旋转 体 的 体积 分 别 为 9、7, 则 
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1 ll 
解 ” 从 直角 三 角形 守 
的 直角 顶点 4 向 斜 0 
边 BC 引 垂 线 ， 其 垂 5 4 
足 为 D. 设 BC=a， 
C4=b, AB=¢c, AD ®t D4 
于, 则 把 A4BC 分 别 以 BC、CA4、4B 为 轴 
旋转 所 得 旋转 体 的 体积 为 
1 ,yp2, BOL jp?, 
Dp 一 可 宙 BC 3 wh?.a 
.Tah? . 工 
3 a’ 
~ larpo— 0 .1 
a 
> 一 土 mp20 一 _Z2D202 .4 
3 C 
因为 鸣 一 2c， 故 设 
Za2jh2 vb? 
. 3 3 g 
ee 


D2 Ek2 12 aq? 72 

3186. 分 别 以 三 角形 的 三 边 BC.CA4、4B 
为 轴 , 把 八 4BC 旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 
分 别 为 Ti、7s、7a, 在 人 4BC 内 选择 一 点 
P， 使 点 卫 到 各 边 
BC、CA、AB 的 距离 
之 比 为 Vi: 了 V2:Vs, 试 
确定 点 卫 的 位 置 . 

解 从 4、B、C 分 
别 向 其 对 边 引 垂 线 ， 
其 垂 足 各 为 D.B、 了 。 设 BC、C4、4B、4D、 
BECF 的 长 分 别 为 QL.C、h1\ho, hs, 则 
太一 可 mi: BD + 雪蛤 -DC 


aD 


-二 a 站 (BD+ DO) ~ 二 wany 
(~B、~C 为 直角 或 钝 角 时 , 都 有 上 述 结果 ) 。 
同 理 ， 《73 一 于 mgj3，Fs 一 喜 mxc 风 . 


由 于 ahi 二 6h 二 cha; 县 
所 以 N 人 . 
V1:VoiVs 
hi:ho: hs LN 
又 设 点 卫 到 各 边 8 
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BC、CA、AB 的 垂 线 的 答 足 分 别 为 和 、N， 
则 
PL: PM:PN=hi:h: ho, 
又 ahi 一 bh2 二 chs， 所 以 
QG:PL=b. PMeC. PN, 
即 SAPac 一 SaAPc4a 一 SAP4B。 


这 就 是 说 ,点 卫 是 人 4BC 的 重心 。 


3. 球 


3187. 已 知 线段 4B 及 与 线段 4B 不 相 
交 的 直线 X 了 , 车 4B 绕 XY 旋转 所 得 旋转 
曲面 的 表面 积 为 8, 线段 4B 的 中 垂 线 MO 
交 ZY 了 于 点 0, 线段 4B 在 轴 及 了 上 的 射影 
为 4B 则 和 

S=2%. MO.A'B'. 

解 设 MMU'LXZY，, 则 
由 问题 3170， 可知 线段 
4B 以 ZY 为 轴 旋 转 所 得 
到 的 曲面 面积 8 为 

S=2r:MM'.AB. 
4H 1 BB’, 
则 AMOM'wAABH. 
。 MM':AH=MO:A4AB, 
即 MM'-4B=MO.AH=MO.4'B', 
从 而 S=2r.MO.A'B’. 

3188. 证 明 : 球 带 的 曲面 积 等 于 大 圆周 长 
与 球 带 的 高 的 乘积 。 

解 半圆 B4B 以 直 
径 了 为 轴 旋 转 形成 球 
面 ,48 绕 娘 FP 旋 转 则 形 
成 球 带 . 把 -48 用 点 C、 
D、… 分 成 相等 的 弧 4G、 
CP、…, 设 这 些 弧 所 对 的 
纺 绕 BP 旋转 所 形成 的 曲 
面 面 积分 别 为 S182、…、Sn. 各 弦 4AC、CD、… 
的 中 点 分 别 为 MK、N、…; 则 由 上 题 知 

SI 一 2rx.0325.40C/， 
So=—2%:ON .0'D’, …， 
其 中 4\CD'、…、B' 分 别 是 4、C、D、…、B 
在 BF 上 的 射影 .因为 4C 一 0 一 …， 所 以 
4O= CD=.…， 从 而 OM 二 ON 一 …, 于 是 
Bi 十 Sa 十 … 十 Sn 
一 2r-OM(4'O' 二 CD' 十) 
一 2x-0M .dB'。 
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如 把 弧 4B 分 的 等 分 越 多 , 纺 4C.CD、… 就 
越 短 , OM 就 越 接近 半径 04, 则 Si 十 8? 十 … 
七 Sn 就 战 接近 球 带 4 万 的 面积 ， 设 球 带 4B 
的 面积 为 $， 则 
S=2%7.04.4'B’, 
其 中 2r.04 为 大 圆 的 周 长 ，4'B' 为 球 带 的 
高 ， 所 以 
球 带 面积 一 大 圆周 长 X 球 带 的 高 . 

3189. 在 两 个 相等 的 球 中 , 球 带 面积 的 比 

等 于 其 高 的 比 。 


解 ” 设 半径 为 鼠 的 两 个 球 ， 其 球 带 面积 分 . 


别 为 S1、S2, 球 带 的 高 分 别 为 加 、 ho, 则 由 问 
题 3188, 可 知 
Si~2xRh, Ss=27Rho, 
人 SB1 全 2mr 刀 Ni a hi 
人 Sa 2x Rh ha 


_3190. 球 带 的 面积 等 于 以 大 圆 为 底 , 与 球 


带 等 高 的 直 回 柱 的 侧面 积 . 
解 设 半径 为 有 的 球 的 球 带 的 高 为 h 面 
积 为 则 


S=2xRh. 

设 与 球 带 等 高 ， 以 大 加 为 底 的 直 回 柱 的 侧 

面积 为 5S', 则 
”SS'=2rRh, .. 一人。 

3191. 如 打 . 把 半圆 A 
ABCD 用 B、C 分 成 三 等 
分 ， 把 各 绝 都 绕 直径 4D 号 E 
旋转 , 则 BQ 旋转 所 得 玫 
带 的 面积 等 于 4B 和 CD 
旋转 所 得 球 带 的 面积 之 和 .。 人 F 

解 从 了 BC 分 别 引 4 
的 垂 线 , 其 垂 足 分 别 为 B、 D 


也 ,因为 人 AOA4B 是 等 边 三 角形 ,所 以 BE 为 
其 边 04 上 的 高 , 五 为 O4 的 中 点 。 同 理 ， 了 
为 OD 的 中 点 ,于 是 
EF=~OET+OF=AEB+FD,. 
用 肪 表示 球 的 半径 , 则 
球 带 BO 的 面积 一 2wRB.EF 

=~2xB(AE+FD) 

一 28 刀 .4 十 2 用 .万 也 

一 球 带 4B 的 面积 十 球 带 CD 的 面 


积 . 
注 AB 绕 直 径 4D 旋转 所 形成 的 曲面 为 
球 冠 , 可 以 看 成 是 球 带 的 一 种 。CD 绕 直径 


A 
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4D 旋转 所 形成 的 曲面 和 4B 的 一 样 , 也 是 
球 冠 . 各 

3192. 球 冠 ( 仅 有 一 底 
的 球 带 ) 的 面积 等 于 以 形 。 
成 该 球 冠 的 弧 所 对 的 索 为 
半径 的 圆 面积 。 

解 ”以 半圆 4LBC 上 的 
弧 4B 绕 直 径 4C 旋转 得 
到 球 冠 从 B 向 40 引 重 
线 交 40 于 D,0 为 4C 的 中 点 ， 设 球 冠 的 
面积 为 S, 则 

S=2xX.0A.AD=7x.A0.AD., 
因 人 4B0C=/R, 所 以 40.4D=4B2, 于 是 

8 一 .4B2= 以 4B 为 半径 的 加 面积 . 

注 在 以 后 的 问题 中 ， 球 冠 都 看 成 是 球 带 
的 一 种 . 
3193. 通过 已 知 
球 心 的 任意 一 球 被 已 
知 球 所 截 而 成 的 球 带 

面积 是 一 定 的 。 

解 ， 设 通过 已 知 妇 
球 心 O 的 任意 一 球 的 球 心 为 0, 用 同一 平 
面 去 截 开 两 球 , 则 得 已 知 妹 的 大 圆 0 和 以 O' 
为 圆心 且 通 过 O 的 大 圆 0'、 设 两 贺 0、0' 的 
交点 为 4, 则 两 球 0、0' 相交 所 成 球 带 就 是 
40 绕 00' 旋转 所 成 的 球 带 ， 因 此 它 的 面 积 
就 是 以 弦 04 为 半径 的 圆 面积 , 即 w-O42( 参 
照 上 题 )， 因 为 弦 04 是 已 知 妹 的 半径 ,是 一 
定 值 ,所 以 %*04? 也 是 一 定 的 . 

3194. 通过 已 知 两 同心 球 的 球 心 的 任意 
一 个 球 在 已 知 两 球 间 所 截取 的 球 带 面积 是 一 
定 的 。 


D 
D: 


C 


解 以 O 为 球 心 作 已 知 的 两 个 同心 球 甲 和 
乙 , 设 甲 的 半径 为 , 乙 的 半径 为 7。 再 过 两 
个 同心 球 的 球 心 作 任意 一 个 球 O. 用 过 球 
心 O 和 0' 的 连 线 的 平面 截 开 诸 球 面 , 则 得 以 
0 为 画 心 的 两 个 同心 贺 甲 和 乙 , 和 以 0' 为 四 
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心 且 过 点 O 的 圆 0 设 甲 、 乙 两 融和 贺 O' 分 
别 交 于 点 4、B, 则 球面 0' 被 甲 球面 所 截取 
的 球 带 面积 为 .042, 球面 0' 被 乙 球 面 所 
截取 的 球 带 面积 为 wz.0B? ( 见 上 题 )。 设 所 
求 球 带 的 面积 为 8; 则 
S=x7.042—%w.:0B?=x (O04?—0B?) 
一 m( 有 2 一 22) 。 

因 有 B、7 都 是 定 值 , 故 $ 也 是 一 个 定 值 。 

3195. 球 的 半径 为 5cm, 球 带 的 高 为 
1cm, 求 这 个 球 带 的 面积 . 

解 设 所 求 球 带 的 面积 为 Scm?, 则 由 问 
题 3188, 知 S=2x X5x1 一 10r。 

取 % 一 3.1416， 则 
S—~10x3.1416=31.416(cm?). 

3196 . 设 球 的 半径 为 7, 则 这 个 球面 面积 
为 4zr?。[ 球 的 表面 积 ] 

解 ” 因 球面 面积 可 以 看 作 是 以 直径 为 高 的 
球 带 面积 , 故 设 球 面 面 积 为 8, 则 

S=2%7.27= drr?, 

3197 . 球面 面积 等 于 外 切 这 个 球 的 圆柱 
的 侧面 积 。 

解 ” 设 球面 面积 为 S, 球 的 半径 为 ” 则 由 
上 题 知 SS 一 4x72。 

设 外 切 于 这 个 球 的 贺 柱 的 侧面 积 为 &， 则 
由 该 圆柱 的 底面 半径 为 ”高 为 27， 知 

S'=2%7.27= dor72, 
, SS=8'. 

3198。 设 飞机 飞行 的 高 度 为 h, 地 球 的 半 
径 为 及 ， 则 在 飞机 上 能 看 
到 的 地 球 表 面积 为 

2xR2h 
R+h * 

解 设 飞机 是 在 空中 的 
点 卫 处 , 由 点 卫 向 地 面 引 
垂 线 交 地 面 于 点 4。 地 球 
的 中 心 为 O, 以 4 为 一 端 
的 直径 的 另 一 端 为 B。 从 
点 卫 向 地 球 表面 引 一 切线 PC， 则 从 点 了 处 
能 看 见 的 地 球 表 面积 就 是 弧 AC 绕 直 经 4B 
旋转 所 成 的 球 带 面积 。 设 所 求 的 面积 为 8， 
则 


Sz.AC? (问题 3192) 。 
* 人 PA0CWwAPOSB, 
"， PO:PB=PA:PO, 
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.“. PO?~PA.PB=h(2R+h). 
又 由 人 PACw 人 PCB, 知 
AC_PO 
CB PB’ 
AC? _ PCO? _h(2R+h) 用 
0 PB 88 二 而 2 DR+E' 
因为 人 4CB= 人 LR， 
CB2~= AB?— AO0?= (2R)?— 
=4R?— AC?, 
402 用 
412 一 402 2k+h’ 


AC? 


所 以 


从 而 B=w. 40 28% 3B 
3199. 已 知 地 球 的 半径 为 E, 问 在 海面 上 
达到 什么 高 度 才能 看 见地 球 表面 的 椰 ? 
解 由 上 题 知 在 高 度 思 处 能 看 见地 球 的 表 


面积 为 ee. 由 于 地 球 的 全 面积 为 4x 
(问题 3196)， 所 以 依 题 意 得 
2mR2h _1. 
BI 
h 2 、 
即 BB he 


故 知 当 em ect ea nk 可 
以 看 见地 球 全 面积 的 过 本 。 


3200, 在 三 角形 所 在 的 平面 内， 通过 三 
角形 的 一 个 顶点 作 一 条 与 这 个 三 角形 不 相 切 
割 的 直线 。 证 明 把 这 个 三 角形 绕 该 直线 旋转 
所 成 的 旋转 体 体 积 ， 等 于 把 这 个 三 角形 中 那 
个 顶点 的 对 边 绕 该 直线 旋转 所 得 到 的 曲面 面 


积 和 这 个 三 角形 的 底 边 上 的 高 的 乘积 的 子 。 


解 通过 入 4B0 的 顶点 4 作 一 条 与 这 个 
三 角形 不 相交 的 
直线 和 了 , 并 把 
人 4BC 绕 XY 
旋转 ， 再 通过 4 
引 BO 的 牌 线 ， | 
其 垂 中 为了. 现 XA 了 Hb 
就 和 Y 与 和 作 4BC 的 相关 位 置 分 三 种 情况 讨 
论 。 be “ 
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Qi) 直线 和 7Y 与 人 4BO 的 一 边 4B 重 合 . 
从 点 C 向 直线 到 了 引 垂 线 , 重 足 为 妃 ， 如果 


点 加 在 线段 4B 内 C 
《如 上 图 ), 则 人 4BC 
旋转 所 成 的 旋转 体 的 
体积 等 于 直角 三 角形 

五 40 旋转 所 成 圆锥 “ 拓 E 


的 体积 与 直角 三 角形 加 BC 旋转 所 成 圆锥 的 
体积 之 和 。 设 A4BC 旋转 所 成 旋转 体 的 体 
积 为 了, 则 


7= 也 mr.B02.4Z 十 襄 x. E02. BE 
= w:EC?. (AE+ BE) 


- 吝 "*EC*4B. 
由 于 BC.4B= 4D.BO， 
7~3%.80.B0.4D. 


设 线段 BC 旋转 所 成 的 曲面 面积 为 S, 则 由 
问题 3161， 知 
Smr.EO.BO， 
7 一 亏 3.4D， 


从 点 C 向 XY 了 引 垂 线 ， 如 果 垂 足 刀 在 线 
段 4B 的 延长 线 上 (如 上 图 ), 则 人 4B0 话 转 
所 成 旋转 体 的 体积 等 于 直角 三 角形 BR4C 旋 
转 所 成 的 圆锥 的 体积 减 去 直角 和 人 AZBC 旋转 
所 成 的 圆锥 的 体积 所 得 的 差 。 因 此 ， 


7 一 吝 vBC?. AE~ 计 x- E02.BE 


一 二 7:BC?. (AEB~BE) 


一 二 rEO02.AB 


2B0.BC.AD—3 8-4D. 


(ii) 入 4BC 的 底 边 BC 的 延长 线 入 YY 
相交 。 设 线段 C 

BC 的 延长 线 和 D 

用 了 相交 于 点 也 名 
(如 图 ), 人 AFC x Y 
旋转 所 成 旋转 体 全 

的 体积 为 了 ia，A4FB 旋转 所 成 旋转 体 的 体 
积 为 7Y，»， 信 4BC 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 为 
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V ,线段 FC 旋转 所 成 曲面 的 面积 为 S1, 线段 
FB 旋转 所 成 曲面 的 面积 为 Sa， 线段 BC 旋 
转 所 成 曲面 的 面积 为 5, 则 


三 = 7。 一 竺 S24D 一 地 82-AD 
1 人 
-并 (8 一 已 .4D 一 于 8.4D 


(如 果 线 段 BC 沿 2 的 方向 延长 和 县 了 相 
交 , 可 得 出 相同 的 结果 ). 
(iii) 和信 4BC 的 底 边 BC 与 X 了 平行 。 由 


x A—H—Y XA XK H 
B、C 分 别 作 XY 的 垂 线 ， 其 事 足 分 别 为 五 、 
五 . 则 人 4BC 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 等 于 
直角 三 角形 D4B 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 与 
直角 三 角形 D4C 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 的 
和 或 差 。 设 直角 三 角形 D4B 旋转 所 成 旋转 
体 的 体积 为 V1, 则 Zit 等 于 矩形 4 及 BD 旋转 
所 成 园 柱 的 体积 减 去 直角 三 角形 五 4B 旋转 
而 成 加 锥 的 体积 所 得 的 差 、 即 


Vi=7r. A4D?. AH— :HB.AH 


一 也 rr.4D2.4 万 
( AD-HB). 
同 理 ， 直角 三 角形 D4C 旋转 所 成 旋转 体 
的 体积 了 2 为 


Pa= 呈 w.AD?-AK. 


设 人 4BC 旋转 而 成 的 旋转 体 体积 为 ,线段 
BC 旋转 所 成 的 圆柱 侧面 面积 为 8, 则 


六 一 芭 土 7s 一 了 zw.AD2-.AH 


+37°4D?.AK 


| 一 号 mr.4D2- (AH+A4K) 
-3 x.A4D.HE 


1(9w.4D.HE) ‘4D= 计 5:4D. 


] 
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3201， 球 扇形 的 体积 等 于 它 的 底面 积 ( 球 
带 面积 ) 与 球 的 半径 的 乘积 E 
的 于 【 球 扇形 的 体积 ] 


解 半 园 加 4BF 绕 直径 


EP 旋转 则 得 球 , 房 形 O04B 
绕 直 径 召 FP 旋转 则 得 球 扁 LS 
F 


形 。 用 C0、D、… 把 弧 4B B 
分 成 % 等 分 ， 设 和 人 040、 | 
人 00D、… 绕 BF 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 分 


别 为 ViVo Vn 弦 ACCD,... 绕 EP 旋 
转 所 成 曲面 的 面积 分 别 为 S1、S2、…、S，, 由 


点 0 向 LC、CD、… 引 垂 线 ， 其 垂 足 分 别 为 
2 N、…。 则 由 上 题 知 

VS1"OM, Va Sa-ON, …， 
由 于 妈 =0D==.…, 所 以 OM 一 ON 一 …。 于 
是 

PitV2t+. + 


一 本 CSa+Sa 十 … 十 Sn) -OM. 


当 % 无 限 增 多 时 , 4C、CD、… 就 无 限 地 减 小 ， 
OM 就 无 限 地 接近 于 半径 04, Vi+Vs 填 … 
十 7。 就 无 限 接 近 于 扇形 04B 绕 加 F 旋转 
所 成 球 扇形 的 体积 ，81 十 S2 十 … 十 Sn 就 无 限 
地 接近 于 弧 4B 绕 加 F 旋转 所 成 球 带 的 面 
积 。 设 球 的 半径 04 为 7, 球 扇形 04B 的 体 
积 为 了 , 球 带 4 的 面积 为 8 则 


V8. 


注 ” 设 球 带 的 高 为 h, 则 5S 二 2z7h, 从 而 
太一 和 mr2。 


3202， 半径 为 * 的 球 的 体积 为 人 mr? 


[ 球 的 体积 ] 
解 ” 球 是 由 半圆 绕 其 直径 旋转 而 成 的 旋转 
体 , 半圆 是 遍 形 的 一 种 特殊 形式 , 因而 球 也 可 
以 看 成 是 球 扇形 的 一 种 特殊 情况 。 这 样 , 球 


的 体积 就 是 球面 面积 与 球 半径 乘积 的 圭 . 仿 


知 半 和 从 为 7 的 球面 面积 为 4x7?, 设 半径 为 7 
的 球 的 体积 为 了 ， 则 


i. 2 。 二 和 3 
V 3 4or72. Be, 


725 


S203. 一 直 圆 柱 外 切 于 一 个 球 ， 而 直 贺 
锥 又 内 接 于 这 个 直 圆 柱 。 设 
直 圆锥 的 体积 为 了 x, 球 的 体 
积 为 7 直 圆 柱 的 体积 为 和 /AN 
V's, 由 

Jo 一 1:2:3。 

解 ” 设 球 的 半径 为 *,， 则 
直 圆 柱 和 直 圆 锥 的 底面 半径 也 是 >， 它 们 的 
高 都 是 27, 所 以 


1 2 
Vj: 二 二 2。 Eee 一 一 
1 Eh 2 EA 


A 
oem "= 


4 
7 ,= N73, 
“3 
帮 3 一 ZI2.27 一 2xx73， 


.Tao2:73 ~ mr nr3: Qnr3 
2.4.0_1.0. 
一 可 :可 :2 一 1:2:3。 

3204. 设 一 球 的 外 切 直 圆锥 的 高 为 该 球 
直径 的 两 倍 ， 则 球 的 
外 切 直 圆锥 的 全 面积 
及 体积 分 别 为 该 球 的 
面积 和 体积 的 两 倍 。 

解 ” 设 球 的 球 心 为 
OO， 半径 为 "， 则 该 球 
的 外 切 直 圆锥 4- 
BCD 的 高 为 球 的 直 
径 的 两 倍 、 设 高 为 
4B, 则 4 通过 球 心 
O 和 圆锥 的 底面 国 心 忌 , 且 4， 再 取 
直 圆 锥 侧面 和 球 的 切 圆 上 的 一 点 五 ， 则 

A4FOwA4FB， 
TO _ 42 即 -人 一 
EB AE’ EB 
dr2 
. EB= A 
又 AF?=A0:—0F?=(37)?—72=87%, 
‘ pe —2V 3y。 


EB= 7 一 Y 27。 


AF 
47r ? 


从 而 二 


又 
= (47)?+ (Vv 27)?=1872, 
". AB=V1Sr: =~3V 27, 
设 球 0 的 表面 积 为 5, 体积 为 了 了 . 直 圆 锥 
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A-BCD 的 表面 积 为 5', 体积 为 V'， 则 


RS 一 4r72， p=3 nr3, 


”根据 问题 8161， 知 
8 一 mA Er(3V r+ 27) 


一 8z7y2 一 2S， 
F' 一 亏 w (VS7)2.47 一 5 xz73 一 27, 


3205， 地 球 、 月 球 、 太 阳 的 直径 的 比 为 
也:3:12332， 问 月 球 、 太 阳 的 表面 积 和 体积 分 
别 是 地 球 的 表面 积 和 体积 的 多 少 倍 . 

解 ” 设 地 球 、 月 球 、 太 阳 的 表面 积分 别 为 
S、 S1, 8», 体积 分 别 为 了、 i、 yy, 因 为 球 
的 面积 之 比 等 于 其 直径 的 平方 比 ， 球 的 体积 
之 比 等 于 其 直径 的 立方 比 ,所 以 -- 


3” 0.0744 
B10.0744, 
Si 二 0.0744S; 
S 12322 
黄村 
2 一 12544S; 
V3 
蕊 一 证 520.0203, 
Ps0， 02037 
Fr。 12323 
子 一 -一 1404928， 
2 y=14049287。 


3206. 弓形 绕 其 直径 旋转 所 得 旋转 体 的 
体积 等 于 以 弓形 的 弦 为 底面 学 径 、 以 弓形 的 


纺 在 轴 上 的 射影 为 高 的 直 圆柱 的 体积 的 椰 . 


解 设 引 形 4CB 绕 直径 
DE 旋转 所 成 的 旋转 体 的 体 
积 为 了 , 则 7 等 于 遍 形 O4B 
绕 DE 旋转 所 成 的 球 扇形 的 
体积 Vi1 减 去 人 04B 绕 DB 
旋转 所 成 的 旋转 体 的 体积 
ya。 又 设 球 带 4CB 的 面积 
为 Si. 由 圆心 0 疝 弦 4B 引 
垂 线 ， 垂 足 为 辽 . 弦 4B 绕 DE 旋转 所 成 曲 
面 的 面积 为 8, 弦 4B 在 轴 DB 上 的 射影 为 
4 号/ 则 


1 
Vy 写 Si， 


04= 末 (3z.04.4'B0) .04 


$37042.4'B (问题 3291,，3188)， 


7z= 忌 Sa:OM = (OM 4'B') ,OMX 


-了 x.OM?. A'B' 
(问题 3200，3188)， 
V=V1— Ta 一 咏 z(O42 一 0OM2) .4'B' 


=3 vw AM2.A'B' 
2 4BY.4 2 


“3° 
-上 x.A4B?.4'B'. 
设 底面 半径 为 4B, 高 为 48' 的 直 圆 柱 的 
体积 为 产 , 则 
V'=w. AB?.A'B’, 


p= 地 p', 
3207， 若 在 半径 为 ? 的 球 中 ， 球 缺 的 商 


为 ,底面 半径 为 a, 则 球 缺 的 体积 六 可 用 
下 式 表示 。 


Varh? 一 地 wh3, 


了 一 rah zh? 


73+ 二-，【[ 球 缺 的 体积 ] 
解 ” 设 %<7, 则 球 缺 

的 体积 等 于 以 其 曲面 为 < 

底 的 球 扇形 的 体积 减 去 ~ 

以 球 缺 的 底面 为 底 ， 以 

球 心 O 为 顶点 的 直 国 


锥 (其 高 为 7 一 h) 的 体 
积 所 得 的 差 。 册 涪 题 3261, 得 
一 村 77% 一 诗 qa?(7 一 h)， 


因为 a2= 一 h(27 一 )， 
7 一 于 71% 一 计 wh(2r—A) (7 一 了 


一 椰 zj [272 一 (2r 一 2) (7—h)] 


一 于 mh3rh 一 和) 一 my 如 一 要 oa 


9 
由 a?==h(27 一 &)， 知 7h= 全 二， 
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人 ET 
ee Vg - 


。 二 mh3 
mrazh ohi 
Tr 

其 次 ， 设 >7, 则 球 
缺 的 体积 等 于 以 球 缺 的 
曲面 为 底 的 球 扁 形 体积 
加 上 以 球 缺 的 底面 为 底 
面 , 以 球 心 0 为 顶点 的 
圆锥 (其 高 为 h 一 7?) 的 
体积 之 和 ,所 以 

7 一 号 mr 二 十 订 za2( 一人， 
此 式 变形 结果 和 前 面 的 相同 。 

3208 ， 把 一 个 球 用 互相 平行 的 两 平面 截 
开 ， 设 在 两 平面 之 闻 的 球 的 部 分 (叫做 球台 ) 
的 两 底 半 径 分 别 为 a.5, 高 为 h, 则 其 体积 可 
用 下 式 表示 : 


WAC 二 D9) 十 二 二 mi. 
ee 
Pp 


YY ~ 


解 设 球台 的 上 底 
.圆心 为 4， 下 底 的 加 
心 为 B 把 4B 沿 4 
的 方向 延长 与 球 相交 
于 点 卫 。 如 取 

4 一 1 
则 球台 的 体积 等 于 以 
PB 即 十 % 为 高 的 球 缺 的 体积 减 去 以 P4 
即 * 为 高 的 球 缺 的 体积 所 得 的 差 。 由 上 题 
得 


| a + | 
-( ra 


3 
一 工 2 1 3 
吾 人 0 各 十 二 2 


| 


+ 部 zp(b2— + b+ hk), 


设 球 的 半径 为 >， 由 
12 一 (h+h) (2r—h—k), 02 一 8(27 一 7) 。 
ob2—a? 
呈 (十 四 (27 一 六 一 从 一 127 一 从 
—27h— h2— 2hk, 
a+ hak=27h— jheh(27—K). 


体积 727 
从 和 而 
Vi m5 圾 十 训 ma 十 于 (37 一 且 
一 二 m0 吸 十 直 nj2 十 于 w[k(27—k)]h 
一 地 m5 有 二 二 nz 十 可 xzah 


一 上 mkaz 十 态 1 3 
3 wa2+d ) 十 于 鹃 


3209. 求 到 空间 两 定点 4 了 3 的 距离 的 平 
方 和 为 一 定 值 的 点 的 


轨迹 。 本 
解 . 设 4、B 为 空 \ 
间 的 两 个 定点 ， 线 自 


AB 的 中 点 为 0,. P A 0 B 
为 到 4、B 两 点 距离 的 平方 和 为 定 值 2k? 的 
任意 一 点 , 则 
AP?-+ BP?=2(402 -4 OP?) 一 3172。 
如 取 4B=2a, 则 
1 (a? 十 DP2) 一 好 ， 
‘“» OP~VWR-a: (k>a). 
因此 己 在 以 线段 4 已 的 中 点 为 球 心 ， 以 
~ 所 一 以 为 半径 的 球面 上 . 
反之 , 设 点 卫 为 该 球面 上 的 任意 一 点 , 则 
AP?+ BP?—=2(402-- OP?) 
一 202 十 2(12 一 a2) 一 272。 
因此 该 球面 上 的 点 都 满足 题 设 条 件 。 

综 上 所 述 ， 如 >a， 所 求 的 轨迹 是 以 线段 
4B 的 中 点 为 球 心 ， ~ 脱 一 2 为 半径 的 球面 . 
如 X=a， 则 所 求 轨迹 是 线段 4B 的 中 点 0。 
如 <a, 则 无 轨迹 . 

3210. 把 地 球 看 作 一 个 球 , 其 大 圆周 长 为 
40000km。 已 知 经 度 0*、 北 纬 45° 的 点 了 和 
东经 135°、 纬度 0° 的 点 9, 求 点 PP.8 在 球 
面 寺 的 距离 ( 即 连 接 
P.8 所 成 的 弧 长 ， 但 
须 小 于 大 圆 的 周 
长 ) 。 

解 设 地 球 的 球 心 
为 0, 经度、 纬度 都 
是 0° 的 点 为 4, 从 点 
了 向 赤道 平面 408 引 垂 线 ， 垂 中 为 及 且 在 
OA 上 , 再 从 点 四 向 O4 2 垂 足 为 0, 则 

ZLZPOA=—45°, 
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LECO0C0=180° — LAO0®Q=180°—135° 
=45°. 
设 地 球 的 半径 为 ?, 则 


PH=HO=—- +, 
v2 


00-09- -7 
， P= PH+ HQO=PH+HO+COO 
2 
-( 友 (二 忆 
+ 大 -" 


PQ?~OP?-+08—2.0P.0Q cos0. 


即 37?2 一 人 2 十 72 一 272c0S0， 
工 
过 一 一 一 = 2 人 
Co80 0=120°, 
> ts 1 
从 而 PQ—2m7X 却 一 40000X 却 
二 13000(km) 


3211, 在 空间 相距 为 10m 的 两 点 4、B， 
分 别 安 装 200 瓦 和 450 瓦 的 电灯 名 一 盘 ， 问 
从 两 光源 《4、B 发 出 的 光照 强度 相等 的 点 在 
什么 曲面 上 ? 该 曲面 所 围 的 空间 部 分 的 体积 
是 多 少 ?( 已 知 电灯 
光源 的 瓦 数 之 比 与 
光照 强度 相等 的 点 N 
到 光源 距离 的 平方 
成 反比 ) 

解 ” 设 两 光源 发 出 的 光照 强度 相等 的 点 为 
P, AP=d, BP=', 则 

200 450 


ap 4 Ne 
. di 9 即 a:da 2:3。 


由 于 到 4、B 的 距离 之 比 为 2:3 的 点 都 在 以 
分 48 为 2:3 的 内 分 点 玉 和 外 分 点 太 为 直 
径 端点 的 球面 (阿波 罗 尼 斯 球面 ) 上 ， 

AM 2 4 


ES 一 一 一 一 一 
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设 MN 的 中 点 为 0 则 40=8. 所 以 点 也 
在 以 B4 延长 线 上 38m 处 的 点 0 为 球 心 , 半 
径 12m 的 球面 上 . 

反之 , 设 书 为 上 述 球面 上 的 任意 一 点 ， 则 


.450 
DBP2 
因此 , 上 述 球面 上 的 任意 点 都 是 由 4、B 两 光 
源 发 出 的 光照 强度 相等 的 点 。 
综 上 所 述 , 所 求 轨迹 是 以 分 线段 4B 为 2:3 
的 内 分 点 玛 、 外 分 点 三 所 连 线段 的 中 点 0 
为 球 心 , 半径 12m 的 球面 。 故 其 体积 为 


村 1 .123—2304n ~ 7235 (m3), 


3212. 已 知 两 个 半径 分 别 为 7、”(7>>7) 
的 同心 球 , 被 在 球 心 的 同 侧 , 且 到 球 心 的 距离 ， 
分 别 为 5 和 w+ 的 两 个 平面 所 截 , 求 在 两 平 
面 之 闻 且 在 两 球 之 间 
的 部 分 的 体积 . 

解 ” 设 所 求 的 体积 
为 了 , 则 了 等 于 以 7 . 
为 半径 的 球台 的 体积 
(问题 3208) V1 减 去 
以 7 为 半径 的 球台 
的 体积 7 所 得 之 差 。 今 知 半径 为 ”的 球台 
的 两 底 半 径 分 别 为 

、/I2 一 (十 D) 和 75 一 03， 
高 为 b; 半径 为 7 的 球台 的 两 底 半 径 分 别 为 
M72 一 (a 十 0) 和 M7 一 G2， 高 为 5。 于 是 


Dir tb) +7 a7]b 


+ 地 TD3， 


V2= 于 zfr2? 一 (a+b)?+72—a1Db 


es 
6 


pV-7o= 计 (097221)D 


十 过 TD3， 


一 z(72 一 72)2。 


3213、 已 知 半径 为 20cm 的 球 , 被 距 球 心 
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10em 的 平面 所 截 ， 试 求 所 截 成 的 劣 球 缺 的 
全 面积 和 体积 . E 

解 如 图 中 的 劣 球 
缺 。 由 问题 3192, 可 知 LN 
其 曲面 积 为 w.BC2， 由 
问题 3207, 可 知 其 体积 
是 wz.4B? 一 十.4ZBs. 


3 
这 里 ， 
BC?=— AB?-+- AC?— AB?+ O02-- AO? 
== 400, 
AC=—10V 3. 
所 以 全 表面 积 一 zz.400 十 T.300 
=700% (cm?), 


体积 一 mxX20X10? 一 地 -103 


000 mem3). 
3214。 球面 棱锥 的 体积 等 于 其 底面 积 和 
球 的 半径 的 乘积 的 于 


解 在 球面 多 棱锥 内 ， 作 以 顶点 在 球面 棱 
锥 的 底面 上 的 多 边 形 为 底面 ， 以 球 中 心 为 顶 
点 的 % 个 校 锥 ，. 并 且 使 这 勾 个 棱锥 恰好 填 满 
这 个 球面 棱锥 的 以 球 中 心 为 顶点 的 多 面 角 . 
设 这 % 个 楼 锥 的 底面 积分 别 是 S1、82、*…、S， 
高 分 别 是 及 、ho、…、hn, 体积 分 别 是 Fl、F >、 

“Vn 则 


Vi+72t +7 ,= 


= 


到 Sihit 各 Sohg 


十 二 可 SRn。 


当 双 无 限 增 大 时 ，Sl、S、…、S。 都 无 限 地 变 
小 ,， 有 1、 ha、…、khn 就 无 限 接近 于 球 的 半径 7， 
这 时 

了 十 72 十 … 十 7 


(S14 Sa 7 


又 知 当 % 无 限 增 大 , S1、52、…、S4 无 限 地 变 
小 时 ，F 十 F2 十 … 十 7。 无 跟 接 近 于 球面 棱 
锥 的 体积 , S1+52 十 … 填 Ss 无 限 接近 于 球面 
被 锥 的 底面 积 。 因此 ， 如 设 球面 棱锥 的 体积 
为 了, 底面 积 为 8, 则 


1 
V3 


729 


3215. 求 校 长 为 4 OR 接 球 

解 如 图 ， 校 
长 为 a 的 正八 面 
体 是 4BCDEF， 
其 中 三 个 四 边 形 
ABEFD ACFE\ 
BCDBE 都 是 边 长 
为 & 的 正方 形 。. 
三 条 对 角 线 4F、 BD、 CB 二 0O, 则 0 
到 该 正八 面体 各 顶点 的 距离 都 相等 。 因 此 点 
0 是 该 正八 面体 的 外 接 球 的 球 心 ， 4 了 为 其 
直径 。 

482 一 4B2 十 BF2 一 02 十 a2 一 202， 
“. AF=V 30M 2a, 

从 而 所 求 外 接 球 的 体积 为 


p= 二 w (VBa)? 一 六 qas, 


求 棱 长 为 a 的 正八 面体 的 内 切 球 
A 


3216. 
的 体积 。 

解 ”如 图 ， 核 
长 为 a 的 正八 面 
体 为 4BCDEF,，- 
0 为 其 中 心 ( 即 
对 角 线 4F.BD、 
CB 的 交点 )， 则 
点 OO 到 各 顶点 
的 距离 相等 ( 参 
照 上 题 )， 从 点 O 向 平面 430 引 垂 线 0G, 
则 因 04=0B=00 可 知 G 是 人 4BC 的 外 
心 。 又 因 人 4BC 是 正三 角形 , 其 重心 和 外 心 
是 同一 点 ,从 而 G 也 是 人 A4BC 的 重心 。 设 边 
BC 的 中 点 为 M, 则 


AM— Vv AB -BMY “(S$) 


又 由 04?+0B? 一 4B?, 知 2.:04? 一 3， 
2 
“» 0A? = 与 ， 


730 


OG2=042 一 4G:= 写 - (2 
-( 将 ) 
~lo 
62， 
0. O 二 < 
M6 


同 理 , 从 O 〇 向 各 面 所 作 的 重 线 长 都 是 于 
所 以 正八 面体 的 内 切 球 就 是 以 2 为 球 心 , 半 
径 为 -二 的 球 . 其 体积 了 为 


A 2 a3 


| 
V6 F076 

3217 . 用 一 平面 把 半径 为 + 的 球 截 成 两 
个 部 分 。 全 生生 全 
饼 的 曲面 面积 和 球面 
面积 的 比例 中 项 ， 求 
球 心 到 这 个 平面 的 距 
离 。 

解 ”用 一 平面 把 半 
径 为 了 的 球 截 开 ， 设 
截 口 圆周 上 的 一 点 为 
4, 截 只 圆 的 圆心 为 
D, 球 的 球 心 为 0, 过 点 也 人 BC (如 
图 ), 球 心 到 截面 的 距离 为 z, 则 因 和信 4BC 是 
直角 三 角形 , 从 而 

AB2= BO.BD, AOC?= BC.OD. 
又 . BD=7+z, CD=7—z, BC=27, 

’. AB?~=27(r+%), AC2=27(7—%). 

设 优 球 缺 的 曲面 面积 为 83， 劣 球 缺 的 曲面 
面积 为 52, 球面 面积 为 8, 则 

Si 一 w.4B2 一 2m7 (7 十 xz) (问题 3192)， 

Ss=%.: AC?2=2m7 (7 —%), 

人 一 4or72。 

由 题 设 S2: Si1=81:5, 可 知 

2rx7(7 一 和 0) 2707 (r+ 2) =2n7(7 十 0) :dm7?. 

即 (7—2): (7+2) 一 (十 2Z) :27， 
(人 十 Z 一 27 (7 一 2 。 
十 478 一 人 2 一 0. 
出 于 z>0, 所 以 
w= —27+V (27)3 十 妆 一 (V5 一 2)7。 
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4 和 44。 杂 题 


3218. 把 正六 边 形 4BCDEF 绕 对 角 线 
A4D 旋 转 , 则 线段 BC 旋转 而 成 的 曲面 面积 是 
线段 4B 和 CD 分别 旋转 而 成 的 两 个 曲面 面 
积 之 和 。 

解 设 A4D 的 中 点 
为 0, 则 点 0 就 是 正 
六 边 形 4BCDEF 的 
中 心 ， 它 到 边 4B、 
BC、CD 的 距离 0G、 
OH、OK 都 是 相等 
的 . 再 设 点 B、C 在 
AD 上 的 射影 分 别 为 B、C', 则 因 A 是 
正三 角形 ,点 B' 就 是 04 的 中 点 . 又 人 00D 
是 正三 角形 , 点 C' 就 是 OD 的 中 点 。 设 线段 
4B、BC、CD 旋转 而 成 的 曲面 面积 分 别 记 为 
面积 4B、 面积 BC、 面积 CD, 则 

面积 4B=2w.0G.4B', 

面积 BO= 2r.0 瓦 .BO1， 

面积 CD 一 2 .0 到 .CD (参照 问题 3187)， 

'"。 面积 BC=2r.0 互 .(0B' 二 OO 
一 2x.0 也 .0B' 十 2w.0 刀 .00/ 
一 2.09.45 十 280 区 .0D 
一 面积 4B 二 面积 0D. 

3219. 已 知 以 4 为 直角 的 直角 三 角形 
4BC 的 两 边 4B、4C 的 长 分 别 为 8em、 
15em。 如 果 把 这 个 三 角形 绕 斜 边 BC 旋转 ， 
试 求 所 成 旋转 体 的 体积 。 一 个 半圆 切 于 两 边 
4B 和 40, 县 圆心 在 BC 上 ， 试 求 这 个 半 泗 
绕 BC 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 。 


解 BC?=A4B2- .4402 一 82- 直 152=289， 
.. BO =V2890=17, 
设 由 取向 BC 所 引 的 垂 线 ,其 牌 足 为 D, 则 
BC. 4D= 4B.4C。 
即 - 17.A4D=8x15, 
0 
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设 入 4BC 绕 BC 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 为 | 所 以 


Vicms, 线段 4C 绕 BO 旋转 所 成 曲面 的 面 
积 用 面积 4C 表示 , 则 


了 一 雪 "面积 40.4B (问题 3200) 


- 卫 m.(4D.40).4B (问题 3161) 


一 二 zx 2 120 x15x8= :00 。 


51 
X83.14162~887 .04 (cm3). 


14400 
”一列 


其 次 ， 设 内 切 于 4 和 4C, 且 圆 心 在 BC 
上 的 加 的 圆心 为 0， 这 个 圆 和 40 的 切 点 为 
E, 则 OB/ BA, AE:EC= BO:OC., 又 4O 
是 人 4 的 平分 线 , BO:0C 一 4B: 4C. 

a ABE: BC= AB: AC=—8:15, 

8 8 120 
Br 


因为 ZOAEB 是 好 ", 人 40B 也 是 45°, 所 以 
O 了 一 4 已 ， 即 


.4 五 一 


120 
OE 


人 O 的 体积 了 acms 为 
120 \3 _ 6912000 
y= 委 Wa (要 23 ) = a650L ~ 
~ so x 3.1416~594.91(em’). 
3220. 边 长 | 
为 4 的 正 五 边 形 
以 其 一 边 为 轴 旋 
转 ， 求 这 个 旋转 
体 的 体积 . 

:. 解 ”如 图 ， 设 
边 长 为 a 的 正 五 
边 形 绕 一 边 CD 
旋转 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 人. 现 从 4、B 
向 CD 引 垂 线 , 其 垂 足 分 别 为 了、G。 对 角 线 
AC 和 BE 的 交点 为 瑟 , 4F 和 BB 的 交点 为 
及 , 则 由 LHH4B= 人 HBA4~36*, 可 知 
HA=~HB, HC—HE. 

LEAH= /BHA-72° 

可 知 HE~—48. 

所 以 ， 4E= 4 一 万 了 = EC 一 a。 
设 HA=HB=y, 

则 BE~wta, LAEP~—36°,. 


又 由 


A 和 AHABWwAABE. 
24_ AB 即 之 = 
AB BE’ a wita’” 
vs+a) 一 02，22 十 ao 一 02 一 0， 
一 0 十 oa2 二 402 V5-1 
和 


(2Z>0)。 
从 而 
AOC=BE= 
AF?=~ AO02— OF? 
5+1,\? /a\? 
al( 2 4) -(§) 
542V5 » 
0 


V5+1 


<+a 一 一 5 一 Gy 


M5~1 
2 


MREAo/E 
A472 ,. 


又 由 BBfCD 可 知 


(V5—1)+2 
2 .v5+2v5 
M5+1 2 
_V5+2\/ 5 
~ 5+1l 
= 了 V5+2V5(V 5 -1a, 


设 四 边 形 450F 绕 CD 旋转 所 成 旋转 体 
的 体积 为 V1， 梯形 GFA4B 绕 CD 旋转 所 成 
旋转 体 的 体积 为 72, 直角 三 角形 GCB 绕 CD 
旋转 所 成 旋转 体 的 体积 为 了 a, 则 所 求 的 体积 
六 是 刀 的 两 倍 ， 而 五 又 是 了 2 减 去 了 3 所 得 
的 差 。 由 于 


GZ 一 BE 一 了 BE 5+1 ra, 


GO-GF-OF—Y5+1, 


由 问题 3172, 知 . 


732 
Fa 一 也 mr(472 十 4 万 .BG 二 BG2) .GF 
1 _[/V5+2V5 \? 
-#7[( 2 a) 
V5+2V5 
3 
x~5+2V5 (V5 -Da 
和 


十 


54+2V/ 6 (V5 1a 
Geass 用 
M5+1 
A 
1/5+2/5 ,5+3MV5 
5( 4 + 8 ~ 
10+2vV5 
16 
1 5+2V/5 M5+1 


ES ce © ten 


5 2 4 
_15+7V5. 3 
7 


本 人 IC3 


又 由 问题 3159， 知 
7s= 吝 vw BG.GO 


1 S54+2V5.(V5—1). 1 
| 
a 


L151iMVS5.MV5-1 8 
3 8 4 


V=271=2(7a—7;,) 
eo 
a(t wo aa) 


c= SS orC3。 


3221。 求 边 长 为 a 的 正六 边 形 以 其 一 边 
为 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 . 

解 ” 设 边 长 为 a 的 正六 边 形 4BCDEF 以 
其 一 边 0D 为 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 为 
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7V， 从 B 及 吾 向 CD 引 垂 线 ， 其 垂 足 分 别 为 
GQ. 五 。 连结 4C、 
FD, 则 AC、 FD 
都 垂直 于 CD. 设 . 
这 个 正六 边 形 的 
中 心 为 0, 4C 和 
OPB 的 交点 为 五 ， 
则 四 边 形 4BCO 
是 菱形 , 4C 和 
0B 互相 垂直 平分 ， 又 因 人 4B5O 是 正三 角 
形 , 所 以 


BO=— AB=a, 


a 
BK * 


从 而 ”GC=BEK,.…. 60=3. 


又 AE~ V2- BE Vo (2y 


一 一 7 CG 


2 3 
,…， A0~2-AK=2. a =V3a, 


2 
又 BG=KO=AK, .. Bo=~a. 


同 理 ， D 杞 =- 吨 ,FD=V 3a, ee 

设 矩 形 以 CD 为 轴 旋 转 所 成 旋转 
体 的 体积 用 体积 4CDF 表示 , 人 4BC 以 CD 
为 轴 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 用 体积 4BC 表 
示 , 余 类 推 , 则 所 求 体积 为 

了 一 体积 4CDF 上 体积 4BC 
十 体积 也 不 
体积 4ACDF=%.A0?.CD= (MM 3a)?.4 
一 3zc23， 

体积 4BC= 体 积 GO4B 一 体积 GOB 


= 二 (BO?+ BG.AC+ AO®) .GC 

~ 和 gw BG2.GO 
= 于 * (BG A0+A0) .GO 
A 


= (问题 3172, 3159)， 


第 四 章 ”旋转 体 的 表面 积 和 体积 


体积 DEF= 体 积 4BO. 
2 Vara aX ra Gnas. 

3222- 已 知 边 长 为 a 的 正六 边 形 
4BCDZ8 和 通过 DD 上 且 牌 直 于 AD 的 直线 
也 了 , 求 这 个 正六 边 形 以 XY 了 为 轴 旋 转 所 成 
旋转 体 的 体积 。 

解 作 BC 的 延长 线 交 苹 卫 于 G, FB 的 
延长 线 交 也 了 于 且 ,， 则 BG、F 五 都 垂直 于 
有 XY 了 . 设 4D 的 中 点 为 0, OD 和 0 相交 于 
五 , 则 因 四 边 形 0CDB 是 菱形 , 知 OD 和 CE 
互相 垂直 平分 。 又 因 人 0CD 是 正三 角形 , 故 
有 


/本 
KD 去 CQ) OK=—~ Q。 


。 CG—~BH=3, 


于 23 
BG=FH= 一 4 填写 3 


/3 . 
AD=20a, GD Qa。 


天 一 和 好 b> 


Xx 一 

设 正六 边 形 a 绕 了 旋转 所 成 放 
转 体 的 体积 为 了 , 并 把 四 边 形 4BCD 绕 XY 了 
旋转 所 成 旋转 体 的 体积 用 体积 4BCD 表示 ， 


则 
= 体积 4BCD 二 体积 AFED 


一 3. 体积 4BCD. 
体积 4BCD= 体 积 4BGD 一 体积 CGD 
(参照 问题 3159, 3172) 

= w(BG2+ BG.AD+ AD’ :GD 


1 


一 可 06%*GD 
3) re] 
/3 1 a\2 V3 
x se"() 


733 
3、/ 3， 


em 3 TQ 》 


V3 
区 商 一 2x、 9 warm3 /3 was, 
3223. 


求 边 长 为 4 的 正八 边 形 以 其 一 边 
为 轴 旋 转 所 成 旋转 
体 的 体积 . 

解 设 正八 边 形 
ABCDEFGH VI 
边 DE 为 轴 旋 转 所 
成 旋转 体 的 体积 为 
7. 延长 30 交 DB NN /| 
于 点 有 KK， 延长 GF DE™L 
交 DE 于 点 工 , 连结 4D、HE, 则 BK、4D、 
有 五、GL 都 垂直 于 DB. CK、KD 都 是 以 a 
为 对 角 线 长 的 正方 形 的 边 ,所 以 


OK=KEKD=_°. 
V3 


1+V3, 
> 


且 AD=— BC+2CK =a+2. 二 


BE-CK+BO=- +a= 


=(1+vV2)a. 
若 把 四 边 形 4BCD 绕 DB 旋转 所 成 旋转 体 
的 体积 用 体积 4BCD 表示 , 则 
万 二 体积 4DBH+ 体 积 4BOD 
十 体积 HGFE 
一 体积 4DZB 互 +3. 体 积 4BCODD。 
体积 ADEH=w.4D?.DE 
—w[E(1 + M3)a]?-a=(3+2V 3)zas, 
体积 4BCD== 体 积 4BKD 一 体积 CKD 


Br(BE*+BE.AD+ 4D) .KD 

~ msCE2.ED 
(参照 问题 3172，3159) 

一 地 z[(BE2 一 CEK2) 
+BE.AD+4D*]:KD 

"(BE -CK) (BK+CK) 
+BK.AD+AD?].KD 

—1 %(B0.AD+BE.A4D+ 41) .ED 
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1 Fy lI+MVB 
-了 xj. (十 w/ 2)at 3 


‘x (LiVBat[d+ V3)ar} 
x .0 3+2V3 Sy 
.V2 2 ” 
了 一 (3 十 2、/ 3 )mra3 
3+ 
| 一 2(3 十 32/ 2)nra3., 
3224. 已 知 也 号 
妃 分 别 是 A4BC 
的 两 边 4B、4C 的 
中 点 ,如 把 入 4BC 
以 BC 为 轴 旋 转 ， 
试 求 人 ADB 旋转 


二 


BD [3 C. 


所 成 的 旋转 体 体积 和 梯形 DBCE 旋转 所 成 . 


旋转 体 体积 之 比 。 
解 设 由 4 向 BC 作 垂 线 , 其 垂 足 为 也， 


点 了 在 BC 上. 再 由 愉 、 妃 分 别 向 BC 作 垂 ， 


线 , 垂 足 为 DB', 于 是 
DD'— BB' 一 地 AF, DE 二 BO, 


i sl 5 1,_1 3 
BD'~3 BF, CB'~30F. 


如 把 A4BC 绕 BO 旋转 所 成 的 旋转 体 的 体 


积 用 体积 4BC 表示 , 则 
体积 4B0 一 体积 4BF+ 体积 ACF 


一 于 .472.BD 十 本 472.C 


一 本 .4 有. (37 十 OP， 


人 一 本 47?.BO， 


体积 DBOZ = 体积 DD'B'E+ 体 积 DBD' 


十 体积 ZCE 
=%.DD"?.DE +$ :DD?.BD’ 
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TT, APY .BO TT .4AF2. BF+CF 
8 AF BC+ AF 可 


一 一。 2 十 一 -~-。 人 
一 一 。 4 万 2。 BC 十 一 4 厅 2 。 BO 


—$"AF?.BO, 


。。 体积 A4DE 
一 体积 A480 一 体积 DBOB 


APY, BOT .AF?. 
吕 479 .BO 一 各 .479 BO 
.AP BO 


因而 ”体积 4DB: 体 积 DBCBE 
一 也 AF?. BO:$*AF*.BC=1:1, 


其 次 , 如 从 《4 向 
BC 作 垂 线 ,其 垂 足 
也 在 边 BC 的 延长 

体积 4BO= 体 积 4BF 和 ~ 体积 ACF 

一 可 472. (BF~OF) 一 可 472.BO 
体积 DBCEB 一 体积 DD'E'B 
十 (体积 DBD'~ 体 积 B08B') 


SS， 5 -2 .AF2, BF~CF 
8 AF? BC 了 AF 和 


,AF?. .43 
8 AF BO+37 AF?3. BO 


| 一 他.47?.BO， 
体积 4DE = 体积 4BO 一 体积 DBOB 
= "AF?. BC. 


.…- 体积 4DE: 体 积 DBCOB 一 1:1。 
3225. 已 知 卫 是 人 4BC 的 边 40 上 的 


| 一点。 把 人 4BC 以 BO 为 轴 旋 转 ， 如 果 


人 4PB 旋转 而 成 的 旋转 体 体 积 和 人 PBC 旋 
转 而 成 的 旋转 体 体 .A 


上 | 积 之 比 是 mw:%w， 试 
求 4P:PO。 R 
解 由 4 及 P 分 [一 一 改 。 


别 向 BC 作 垂 线 、 Da 


垂 足 是 D 和 Q8. 设 和 4PB 绕 BC 旋转 所 成 
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旋转 体 体 积 用 体积 4PB 表示 , 则 
体积 4BC= 体 积 4BD 十 体积 40D 


= 王 mAD?. BD+3 -A4D20D 


一 二 w+AD2. (BD4CD) 


于 w+ AD?. BO, 


体积 PBC 一 体积 PB9+ 体 积 POQ 
一 末 rwPO2-BG+ 到 mPG2.09 
一 到 一 P92(39+09) 


= 子 x PQ?. BO, 


.“， 体积 4BP 一 体积 4BC 一 体积 PBC 
一 也 (A4D— PQ BC, 
由 于 体积 4BP: 体 积 PBC=m:n, 所 以 
二 “(4D?— PO) . BC 


污 mr PQ BOMm:n. 


即 (AD?— PQ?) : P= m:n, 
*. nn(A4D?— PQ?)=m-. PQ?, 
%: AD2= (m+n) :PO?, 
AD? _ m+n 


AC-PC _ Vn Vn, 
PO Mn 
即 AP _ Vm+n— Vn, 
-PO Mn 
然而 
MMTFN— MN 
NR 
(Vmtint+VN) (Vmi+n—Vn) 
(Vm+in+V nV 


m 
n+V (mtnn 


AP mm 
PO n+tvV (mtnn 
即 AP:PCO=m:n + (nitn)n. 

3226. 在 平行 四 边 形 4BCD 中 , 4B= 
Q,， BC 一 5。 设 这 个 平行 四 边 形 绕 BO 0 旋转 所 
成 的 旋转 体 体 积 为 
V1， 绕 CD 旋转 所 成 
旋转 体 体 积 为 六 2, 求 
Vi:Vs. 

解 从 4、 吕 分 别 
向 BC 作 垂 线 ， 其 重 机 
足 为 召 石 . 又 从 4、B 分别 向 CD 作 垂 线 , 其 
垂 足 为 G 万 设 人 4BE 绕 BC 旋转 所 成 旋 
转 体 体积 用 (pc)4BE 表示 ， 作 4DG 绕 CD 
旋转 所 成 旋转 体 体积 用 Fep)4DG 表示 , 则 
Vi=V (gc AEFD+V(g0)A4BE 

~—Vogso DPOF. ~ 
人 和 人 ABESQADON, 
Vgc ABE=V(g0)DCF, 
*, Vi=VipoABFD—w. AB2. EF 
=%.AE?. BO. 

又 Va=V(opABHG+V(cp)ADG 
—Vop)BCH. 
AADGEABCH, 

VicpADG =VopyBOH 

*, Vs=V(opABHG 

=%.AG2.GH=%. AG?. DO, 

V1 _ w-AB?.BO se 2 BC 

Vo mw:AG?: DC AG/ DO" 

BC:AE= DC.AG, 


Db 


由 于 


由 于 


但 是 


3227. 三 角 
形 以 其 所 在 平面 
上 (不 通过 该 三 
角形 ) 的 直线 为 - ps : 
轴 旋 转 所 成 旋转  ; !;:} 
体 的 体积 ， 等 于 人 
这 个 三 角形 的 重 ”上 人 
网 性 汪 全力 
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面积 的 乘积 。 

解 设 入 4BC 绕 如 图 所 示 的 直线 了 了 旋 
转 。 由 顶点 4、B、CO 和 重心 8G 分 别 向 直线 
及 了 作 垂 线 ， 垂 足 为 4^\B'、C'、G'.。 再 设 
A4BC 绕 了 了 旋转 所 成 旋转 体 体积 用 体积 
ABC 表示 ， 目 44 一 ga BB' = 5b, CO 一 0 
GG'=g, 则 

体积 4BC 一 体积 4BB'4' 十 体积 44CC 

一 体积 BBCO 

瑟 (2 十 0D 十 D2) .A'B 
+ 部 2(a2 十 GaC 十 c2) .AO’ 
一 至 w(024Do 二 co .BO 

一 诗 w[ (+aD+ 6) .A'B’ 
十 (2 十 ac 十 c2) .4A'0’ 
一 (22 十 pe 十 c2) . (4A'B'+AO')] 

= 二 x{{ (a2+ab+b?) 一 ( 刀 十 be 二 oo)] 
x 4"B' 二 [(a2? 十 ac 十 c2) 
一 (2 二 DC 上 ceo].4C4 

= 卫 mw[(a—e) (at+bt+c) .A'B' 
+(a—b) (at+b+o) 4O9] 

一 上 x(at+b+o f(a—e) .4'B 
+(a—b).A4'0"]. 

由 于 ap 十 c 一 39, 且 

(gag—c).A'B'+ (a~—b).AC’ 

=[(a+b) 一 (十 c)] 40B 十 [Toc) 
一 (2 十 0] 40 

=(a+b).A'B'+(ato) :AO’ 
— (b+0) (4'B’+A'C') 

of (CT+D 4B , {lato) LO 
中 2 2 


网 CH9 .B'C’ | 


一 2 [梯形 4BB'4' 的 面积 
十 梯形 44'C'C 的 面积 
一 梯形 BB'C'C 的 面积 ] 
一 2. 人 4B0 的 面积 ， 
所 以 


体积 4HC= 地 7.3g- (2 人 4BC 的 面积 ) 


一 2xg* 八 4BC 的 面积 。 

3228， 正 多 边 形 以 其 所 在 平面 上 (不 与 
该 多 边 形 相交 ) 的 直线 为 轴 旋 转 所 成 旋转 体 
的 体积 ， 等 于 正 多 边 A 
形 的 中 心 绕 直 线 旋 转 
而 成 的 圆 的 周 长 和 这 
个 正 多 边 形 面积 的 乘 
积 。 

解 设 正 % 边 形 
ABCDEB… 的 中 心 为 
0, AO4B、AOFBC、 
人 和 OCD、 … 的 重心 分 别 为 Gi、 Go、 Ge、 “bo 在 
这 个 正 % 边 形 所 在 的 平面 上 且 不 切割 这 个 正 
多 边 形 的 直线 为 了 。 从 G1、Gs、Ga、… 分 别 
向 了 所 作 的 垂 线 长 为 g1\、 92、9a、…， 从 O 
向 了 所 作 垂 线 长 为 g. 如 果 把 人 04B 绕 
ZY 旋转 所 成 旋转 体 体积 用 体积 4BC 表示 ， 
则 由 上 题 知 

体积 4BODZ… 一 体积 O4B 二 体积 OBO 

十 体积 QOD 十 … 

一 2w91* 人 04B 的 面积 

七 2rg. 人 OFBC 的 面积 

十 2xgs. 人 人 00 的 面积 十 … 
由 于 多 边 形 4BCDE… 是 正 多 边 形 ， 

AO4BoAOECO2AOCDo 
所 以 体积 4BCDE … 二 2% 091 十 92? 十 … 十 gr) 
xAO4B 的 面积 , 
又 由 于 多 边 形 GiGsG3… 也 是 正 多 边 形 , 设 其 
中 心 为 0, 则 

9i 十 gp 士 … 一 29g， 

“"， 体积 4BCDE.… 

一 2w (ng) .人 OA4B 的 面积 

二 (2mg) .n 作 40B 的 面积 =2mg 

x( 正 % 边 形 4BCDE… 的 面积 )。 

3229. 包含 相交 于 A 
同一 点 且 不 在 同一 平面 
上 的 三 条 直线 的 贺 锥 有 
多 少 个 . 

解 ” 如 图 , 4B、CD、 

五 8 为 相交 于 点 O 且 不 
在 同一 平面 上 的 三 条 直线 。 因 点 0 把 每 条 
直线 都 分 成 两 条 半 直 线 ， 所 以 共有 六 条 半 直 
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第 四 章 ”旋转 体 的 表面 积 和 体积 | 737 


线 。 又 由 于 不 在 同一 平面 的 三 条 半 直 线 就 可 
构成 一 个 圆锥 ， 因 此 可 得 构成 圆锥 的 方法 如 
下 : 

首先 取 O4, 再 配 上 除 0B 外 的 其 他 两 条 
半 直 线 ， 就 可 得 到 四 组 : (O04, CC， OE), (O04, 
OC0, OF), (04, OD, OF), (04A, OD, OF,), 
它们 共 组 成 四 个 圆锥 . 同样， 如 取 0B 也 可 
得 到 四 组 , 组 成 四 个 圆锥 ,因此 共 可 组 成 8 个 
圆锥 . 

3230. 如 果 四 
面体 的 三 组 对 边 互 
相 垂直 ， 则 其 六 边 
的 中 点 在 同一 球面 
上 . 

解 设 4B 和 CD 
为 四 面体 中 互相 垂直 的 一 组 对 边 ， 边 4B、 
BCCD、DA、AC、BD 的 中 点 分 别 为 BF、G， 
及 .KL， 则 PGH 是 平行 四 边 形 。 又 因 
EH/ BD, BF/I AC, AC1 BD, 所 以 到 如 上 
加 FP, 从 而 如 FGH 是 矩形 。 设 这 个 矩形 的 对 
角 线 的 交点 为 0, 则 

OBER=OF=—OG=0OH. 

同 理 ， 玉 二 也 过 点 0, 从 而 OK、OL 和 0 
等 长 ,所 以 这 6 个 中 点 都 在 以 O 为 球 心 、0B 
为 半径 的 球面 上 。 

3231. 一 内 侧 边 长 为 24 的 立方 体 容 器 被 
水 充满 , 首先 把 半径 为 a 的 球 放 入 其 中 , 再 放 

一 个 能 被 水 完全 淹没 的 小 球 . 若 想 使 溢出 的 
水 量 最 大 , 这 个 小 球 的 半径 应 该 有 多 大 ?由 于 
装 入 两 球 而 溢出 的 水 量 约 占 容器 体积 的 百 分 
之 几 ? 


(1) (2) 

以 立方 体 容 器 4BCD-4'B'C'D' 的 对 角 线 
4C 和 C4 所 确定 的 平面 把 这 个 容器 截 慷 ， 
其 截面 如 图 (2) 所 示 。 由 于 被 水 完全 淹没 的 
小 球 0' 和 以 4 为 半径 的 球 0 相 切 ， 并 且 它 
们 都 与 容器 上 底面 4BCD 相 切 ， 所 以 在 


ee 


(2) 中 贺 0' 和 圆 0 外 切 , 并 且 圆 O 和 圆 0 都 
和 边 4C 相 切 。 设 圆 0 和 圆 0 的 切 点 为 8， 
则 
40'=2wv/ 3a .: 40 一 V3o， 
4S=(wV3 一 Ta。 
又 设 小 圆 0' 的 半径 为 >， 则 
AO'=V 37, AS=~(V3+1)r, 
(V3 -la={V3+1)7. 
解 之 , 得 
/3— 
~ 3+1 
将 两 球 0 及 0' 的 体积 分 别 用 六 7V' 表示 , 则 
py xas, V4 vw (2— M5), 


7 二 1 (2-- ~ 3)a， 


7 二 7 一 全 a[l+ (2— V3) 


一 4r (9 一 5 ~/ 3 )aa， 
故 由 于 装 入 两 球 而 溢出 的 水 量 和 容器 中 原 有 
水 量 的 比 为 
dr (9 一 5、/ 3 )as 
人 =3(9-5V 3) 
沪 0.55, 


即 小 球 的 半径 为 (2 一 MV 3 )a， 法 国 水 量 的 记 
容器 内 全 部 水 量 的 
5550 。 

3232。 设 四 面体 的 
六 条 楼 都 积 同 一 球 相 
切 ， 而 且 切 点 都 在 各 校 
上 ， 则 该 四 面体 的 不 相 
交 的 两 棱 的 和 之 间 有 什 
么 关系 。 

解 ” 设 四 面体 的 六 条 校 都 和 球 O 相 切 ， 切 
点 分 别 为 P、.8@、RB、S、T、UV, 球 的 半径 为 7, 则 
AP?=— AT?~— 4AS?— AO?—72, 

". AP=AT7=4S., 

同 理 ， 


BP= B= BU, 
OCR~CQ=0CT, 
DR=DU =DS. 
。,- APT+BP--ORTDE 
=AT+CT+BUVU+DU 
一 LSTDS+DBOTOC9， 


ee 
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即 4B+CD=AC+BD=A4AD+BO, 
因此 三 组 对 边 之 和 都 是 相等 的 。 
3233, 已 知 一 平面 
和 一 球面 相 切 于 点 4， 
从 球面 上 的 一 点 刀 作 该 


1. 圆柱 、 圆 稚 

3236， (定义) 通过 贺 0O 上 的 一 点 4, 引 
一 条 不 含 于 圆 0 所 在 平面 的 线段 44', 且 不 
改变 44' 的 方向 , 则 当 点 4 在 这 个 圆 上 绕 一 
周 时 所 形成 的 空间 图 形 叫 做 圆柱 . 

如 圆 和 44' 垂直 时 , 所 形成 的 圆柱 叫做 直 


人 他 ~ 二 "2 一 mr' 一世。 
即 4、 了 3 两 点 沿 等 图 线 的 长 为 7 。 
A4、B 的 最 短 距离 为 通过 4、 的 大 圆 且 含 
有 北极 W 的 弧 长 , 即 


平面 垂 线 的 垂 足 为 O， 
AC—4em, BO=3cm, ANB=60 2p Tr, 
求 该 球 的 半径 . 2 < 
解 ” 设 从 点 如 所 作 平 面 z 的 垂 线 与 球面 EE 
的 另 一 交点 为 B'， 则 A 
AOC2~CB.0B', ANB 本 
AC—4, CB=3, 即 4、B 之 间 沿 等 图 线 的 长 是 4、B 之 间 最 短 
. 0B'>0B. . 距离 的 3 倍 。 
设 BB'=z, 则 
423(340), S255. 在 地 球 O 的 北极 可 处 的 切 平面 
| 上 ,把 北纬 30” 。 / 
“2=。 的 小 别 分 别 以 
故 球 的 半径 为 球 心 OO 和 南极 
25 S 为 投影 中 心 
3 二 一 8 cm。 作 投 影 ， 求 由 
3234， 把 纬度 同 是 60°, 经 度 是 180° 的 | 此 产生 的 两 加 
不 同 两 点 4、B 之 间 沿 等 的 面积 之 比 。 
圈 线 (纬度 相等 的 线 ) 相连 解 设 地 球 的 半径 为 7 十 乙 表 示 北 续 
的 长 度 是 4 了 3 间 最 短 距 30° 的 一 地 点 。 分 别 以 地 球 中 心 0 和 南极 8 
. 离 的 几 倍 ? 为 投影 中 心 , 点 一 在 过 北极 站 且 和 地 球 相 切 
解 在 球面 上 , 4、B 两 的 平面 上 的 投影 分 别 为 EE， 
点 之 间 的 最 短 距离 是 通过 则 
这 两 点 的 大 贺 的 劣 弧 长 。 因 此 得 求法 如 下 : NR—? tg 60°= Wa 
北纬 60° 的 小 圆 直 径 为 4B, 4、B 是 纬度 i ee 
为 60*， 经 度 为 180° 的 不 同 两 点 。 设 地 球 的 NB 一 27 谨 30" 一 -7 本 
半径 为 +?, 4 一 2 则 故 所 求 面积 之 比 为 
人 一 Sin 30°= w (VB7)?: (二 一 9:4。 
第 五 章 曲 面 体 
圆柱 。 


解 从 定义 可 知 点 4 所 描 出 的 图 形 是 和 
O 全 等 的 贺 0O"。00' 2 人.44 00' 叫做 这 
个 圆柱 的 轴 。 4.4' 叫做 这 个 圆柱 的 母线 . 母 
线形 成 的 曲面 叫做 这 个 欧 柱 的 侧面 . 加 叫 
做 贺 柱 的 下 底 ， 贺 0' 叫做 圆柱 的 上 底 (加 0 
/四 O).。 


第 五 章 曲 面 体 


A 
i: A 

3237 . 圆柱 被 过 其 母线 的 平面 所 截 ， 则 
其 截面 是 平行 四 边 形 , 

解 ” 取 圆柱 的 一 条 母线 44， 用 平面 
(44', B) 截 这 个 圆柱 .过 B 
引 母 线 BB', 则 44’'/ BB'， 
从 而 44' 和 BB' 可 决定 一 
个 平面 。 由 于 这 个 平面 和 平 
面 (44',，B) 重 合 ，BB' 就 是 
贺 柱 的 侧面 和 平面 (44', B) 
的 交 线 ， 于 是 截面 就 成 为 
44 卫 了。 又 因为 圆柱 的 两 
底面 是 平行 的 ，4B/ 4 所 以 44'B'B 是 
平行 四 边 形 。 

注 上 面 的 平面 既 可 以 换 成 与 轴 平 行 的 平 
面 ,又 可 以 换 成 含有 轴 的 平面 。 

3238. 用 与 底面 不 相交 的 互相 平行 的 
个 平面 截 圆 柱 ， 则 这 两 个 A < 
稚 口 相等 。 

解 ”因为 平行 直线 被 两 “入 
个 平行 平面 所 截 长 度 相 
等 ,所 以 把 圆柱 4BC- A: 
4'B'C' 用 与 底面 不 相交 的 
两 个 平行 平面 去 截 ， 各 母 
线 被 这 两 个 平行 平面 所 截 A 
取 的 长 度 均 相 等 。 如 把 这 
个 长 度 记 作风 把 两 个 截 日 记 作 41B1Cl 和 
42B2x22， 则 把 截 口 41B101 沿 母 线 平行 移动 
2 就 和 截 口 42BxCz 重合 。 

。“。 截 口 A41B1C1 
| 号 截 口 4,B20，. 

3239. 圆柱 被 与 底 平 


行 的 平面 所 截 ， 则 截 口 和 A 
底面 全 等 。 “ - 
解 如 果 吏 柱 4BO- 只 C’ 


4BC' 被 一 个 平行 于 底面 B 
的 平面 41B101 所 截 , 则 这 个 贺 柱 被 分 成 两 个 
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贺 柱 , 即 48BC-41B1C1 和 41B101-.4'B'O'. 因 
为 圆柱 的 两 个 底面 是 相等 的 ,所 以 

上 底面 4BCc2 鹤 面 41BiC1 
及 截面 41BIO 弓 下 底面 4'B'C'。 

3240. 如 果 斜 : 
柱 被 含 轴 的 平面 所 
截 ， 则 在 斜 圆柱 的 轴 
截面 中 ， 最 大 的 截面 
是 矩形 , 

解 设 久 加 和 柱 
4BC-4'B'C' 上 底面 
4BC 的 中 心 为 0, 下 
底面 4FBC 的 中 - 心 
为 0', 00' 就 是 这 个 斜 圆柱 的 轴 。 过 点 DO 作 
垂直 于 00' 的 直径 BD, 作 一 个 含 00' .BD 的 
平面 把 这 个 斜 贺 柱 截 开 , 设 截 面 为 BB'D'D. 
再 作 一 个 含有 00', 但 不 售 BD 的 任意 截 
面 , 设 截 面 为 440'0, 则 BB'D'D 和 A44'C'O 
都 是 平行 四 边 形 。 因 为 BD 在 与 00' 垂 
直 的 平面 上 ， 所 以 BD100', 因而 BDL 
BB', 所 以 平行 四 边 形 BB'D'D 就 是 矩形 , 其 
面积 为 B'D'-00'. 另外 , AC 与 00' 不 垂直 ， 
平行 四 边 形 44'0'C 不 是 矩形 ， 如 从 点 O 作 
4 的 垂 线 O 瓦 ， 则 平行 四 边 形 44OC 的 
面积 等 于 4'0'*O 及 。 因 为 B'D'、4L'C' 都 是 底 “ 
面 的 直径 , 它们 相等 ,但 是 00' 比 OH 大 , 所 
以 B'D'.00'>4'0'.OH, 即 截 面 BB'D'D> 
截面 44CC. 所 以 在 含 轴 的 截面 中 ， 

DD 


最 大 的 截面 是 矩形 
BB'D'D. 、 A 
3241, 如 果 斜 
圆柱 被 含 轴 的 平面 
所 截 ， 则 在 这 些 截 
面 中 ， 最 小 的 截面 
是 垂直 于 底面 的 截 
面 。 人 
解 设 针 圆柱 
4BC-4BC 上 底面 4BC 的 中 心 为 0, 下 底 
面 4323C 的 中 心 为 0，O0' 是 这 个 圆柱 的 
轴 。 从 0 点 向 下 底 而 4'B'0' 作 垂 线 OH, 用 
平面 (00，0 互 ) 截 斜 圆柱 , 则 其 截面 44'C'C 
是 平行 四 边 形 且 与 底面 垂直 , 其 面积 为 40”… 
0O 瑟 。 再 用 含有 00', 但 不 含 OH 的 任意 平面 
截 斜 圆柱 , 其 截面 B5'D'D 是 平行 四 边 形 ; 从 
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0 作 B'D' 的 垂 线 OK， 则 其 面积 =B'D'。 
OK. 因为 4C、BD 都 是 底 圆 的 直径 , 它们 
相等 .又 截面 BB'D'D 不 和 底面 垂直 , 因而 有 
OH<OK, 所 以 4'0'.OH <B'D'.OK. 

“"， 截面 440'C< 截 面 BB'D'D， 
即 在 用 含有 轴 的 平面 截 斜 圆柱 所 得 的 截面 
中 ， 与 底面 垂直 的 截面 最 小 。 

3242， 在 斜 圆柱 的 轴 截 面 中 ， 最 大 的 截 
面 和 最 小 的 截面 互相 
垂直 . 

解 设 斜 园 柱 
ABC-4'B'C' 上 底面 
4BC 的 中 心 为 O, 下 
底面 43BC 的 中 心 
为 0, O0 是 这 个 斜 
圆柱 的 轴 。 从 点 O 作 
下 底面 43BC 的 垂 
线 O 及 , 用 平面 (00', OO 有) 截 斜 贺 柱 , 所 得 截 
面 44CC, 就 是 这 个 斜 圆柱 轴 截 面 中 最 小 的 
截面 (参照 上 题 ) .又 在 下 底面 42B'C 上 , 从 
0' 引 40' 的 垂 线 和 下 底面 圆周 相交 于 避 、 
忆 ， 则 在 平面 (00，2 DZ) 截 斜 圆柱 的 截面 为 
BB'D'D. 由 于 B'D' LO 万 B'D'10OH, 所 
以 BD'L(O'H,， 0 五 )， 从 而 BD' 100'. 故 
截面 8B'D'D 是 矩形 ， 是 斜 圆 柱 轴 截 面 中 最 
大 的 截面 (问题 3240) 。 因 平 面 (0'H,0OH) 
和 截面 44'0'C 是 同一 平面 ， 

.。 B'D'| 截面 44OO。 
从 而 ”截面 BB'D'D 1 截面 44CO， 
即 在 斜 圆柱 的 轴 裁 面 中 , 其 最 大 的 截面 和 最 
小 的 截面 互相 垂直。 

3243. 如 果园 柱 的 两 个 轴 截 面 都 是 抑 
形 , 则 这 个 贺 柱 是 直 圆 柱 ; 否则 这 个 圆柱 是 斜 
三 柱 ， D 
. 解 设 圆柱 的 两 个 轴 截 
面 分 别 为 矩形 44CC 和 
BB'D'D. . 

因 A44'140, 44' 1 O00', 
. O00’'140. 
又 BB’LBD, BB' /I OO0', 
*, O00’!| BD, LA 
00' 上 平面 (40, BD),， A 一 区 
即 00'] 底面 45C, 因此 这 个 圆柱 是 直 
柱 。 


.4'B'C' 的 中 心 为 0 
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如 果 截 面 44'0'C、BB'D'D 中 ， 无 论 哪 一 
个 如 44CO 不 是 矩形 则 44' 与 4C 不 
垂直 。 从 而 00' 与 4O 不 垂直 ，OO 与 底 
面 4BC 不 垂直 , 因此 这 时 的 圆柱 是 斜 加 
柱 . 
3244. 圆柱 的 侧面 关于 轴 的 中 点 对 称 。 
解 ” 设 圆柱 4BC- 
4'B'0' 上 底 4BC 的 : 
中 心 为 0, 下 底面 


00' 是 这 个 贺 柱 的 轴 ， 
设 00' 的 中 点 为 0"， 

取 圆 柱 侧面 上 的 任意 
一 点 己 , 过 点 卫 作 这 ，， 
个 圆柱 的 母线 BB'， 

则 平面 (00', 了 了) 截 贺 

柱 的 截面 BB'C'C 是 平行 四 边 形 (问题 3237)， 
0" 就 是 口 BB'C'C 对 角 线 的 交点 。 由 于 BB' 
上 的 点 已 关 于 点 0” 的 对 称 点 @ 在 CC' 上 ， 
因而 4 在 这 个 圆柱 的 侧面 上 ， 所 以 圆柱 的 侧 
面 是 关于 00' 的 中 点 0” 对称 。 

3245. 过 圆柱 侧面 上 的 一 点 。 作 这 个 图 
柱 的 切面 . 

解 [作法 ] 

设 圆柱 4BC- . 
4'B'C' 侧面 上 已 
知 点 为 了 ， 过 点 
卫 的 母线 为 BB'， 
轴 为 00"。 过 点 
卫 作 一 个 与 底面 
平行 的 平面 %， 
则 截面 和 底面 贺 
相同 ， 设 这 个 截 2 
面 和 00' 的 交点 为 01, 则 01 就 是 这 个 截面 
的 圆心 。 在 平面 ww 上， 过 点 三 引 圆 Or 的 切 
线 PT, 设 BB' 和 PT 确定 的 平面 为 B, 则 8 
是 过 已 知 点 已 且 和 圆柱 4BC~4'B'C" 相 切 
的 平面 。 

[证 明 ] 在 平面 8 上 取 不 在 BB' 上 的 任 


je| | 意 一 点 9, 从 点 @ 作 ZP 的 平行 线 和 五 B' 相 


交 于 P'. 再 在 平面 (BB', 00'7 上 , 从 点 P' 作 
PO1 的 平行 线 和 00' 相交 于 0x. 因为 Pi@1 
PT,，P'0s /PO1, 所 以 平面 (PQ,，P'O2) 1/ 平 
面 a, 从 而 平面 (P'9@，P'O) 截 圆柱 的 截面 和 
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圆 Oi 全 等 ， 它 的 中 心 是 0O2。 因 此 ,由 PT 
PO1, 可 知 P6P'O，，P9 是 贺 0 的 切线 . 
已 知 点 乡 在 圆 0; 的 外 部 ， 因 而 点 8 也 在 这 
个 圆柱 的 外 部 。 这 就 是 说 , 在 平面 8 上 而 不 
在 直线 BB' 上 的 所 有 点 都 在 圆柱 的 外 部 ， 所 
以 平 而 B 和 圆柱 只 有 一 条 直线 BB', 即 平面 
B 就 是 这 个 圆柱 的 切面 。 

3246. 过 圆柱 外 部 的 已 知 一 点 ， 作 这 个 
圆柱 的 切面 。 

解 ” 设 点 己 是 贺 
柱 4BC-4'B'C" 外 
的 已 知 点 ， 这 个 图 
柱 的 轴 为 00'。 过 
点 卫 作 与 这 个 贺 
柱 底面 平行 的 平面 
&, 则 平面 w 截 开园 
柱 的 截面 和 底面 全 
等 , 设 截面 和 00' 的 交点 为 O1， 则 Oil 就 是 这 
个 蕉 面 的 中 心 . 在 平面 wk 上 , 从 点 卫 引 贺 Or 
的 切线 了 PT1 及 PT72， 设 过 了 Ti 及 了 的 圆柱 的 
母线 分 别 为 BB' 和 DD', 则 平面 (PT1, BB') 
及 (PT。, DD') 都 过 已 知 点 卫 , 且 和 这 个 贺 柱 
相 切 。 事实 上 ， 和 上 题 一 样 可 以 证 明 ， 平 面 
(PZT1, BB') 和 加 柱 只 有 一 条 公共 直线 BB'， 
平面 (PTs, DD') 和 圆柱 只 有 一 条 公共 直线 
DD'. 

3247 ， 过 圆柱 轴 截 面 上 的 两 条 母线 分 别 
作 贺 柱 的 切面 ， 则 
这 两 个 切面 平行 、 
"人 解 设 在 加 柱 
4BC-A4'BO' 的 加 
(00”) 截 面 上 , 母线 
为 BB'、DD', 过 
BB' 且 切 于 圆柱 的 
平面 为 w 过 DD' 
县 切 子 圆柱 的 平面 
为 B 则 w 含 有 从 五 所 引 上 底面 加 0 的 切线 
BE, B 含 有 从 了 所 引 上 底面 贺 O 的 切线 DF 
(问题 3245), 于 是 BB 和 DF 都 垂直 于 圆 O 
的 直径 BD, 所 以 BBJ/DF. 又 因 BB'DD' 
都 是 贺 柱 的 母线 ，BB’ /1 DD', 

"。 平面 (8B', BEB) /平面 (DD DF), 
即 平面 c/ 平面 8. 
3248. 已 知 在 半径 为 5ccm 的 直 圆 柱 侧面 
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解 过 母线 45B, 作 圆 柱 的 
展开 图 , 设 点 4 的 对 应 点 为 
A1、A2， 点 B 的 对 应 点 为 Bi、 


上 有 一 点 4, 在 点 4 铅 直 向 上 bcm 的 点 B。 
B,, 则 
A14,=27ra, 


如 把 线 的 一 端 系 在 点 4， 沿 圆 . 
柱 卷 一 周 , 另 一 端 系 在 点 B, 求 人 > 
该 线 的 最 小 长 度 ， 胸 

A2B»=b. : 中 . 
, AIB=V (Dra Th ~ VI TD , 
即 所 求 线 的 最 小 长 度 是 /3555 十 丈 (com) 。 


B, Bs 
Ai As 


3249. 设 直 圆柱 被 过 轴 上 的 一 点 0, 且 
和 轴 成 45” 角 的 平面 所 鹤 的 截 口 曲线 为 C， 
被 过 点 O 且 平 行 于 底 的 平面 所 截 的 截 口 曲 
线 为 及 , C 和 五 的 交点 为 和 如。 如 果 过 点 4 
沿 母 线 把 直 圆 柱 的 侧面 截 开 ， 并 展开 在 平面 
上 , 问 曲线 CO 成 什么 曲线 ?并 画 出 图 形 。 


解 设 ? 为 贺 素 的 半径 , 了 为 二 上 的 一 
点 ,和 卫 在 同一 母线 上 的 @ 为 曲线 C 上 的 一 
点 . 从 名 向 直径 4B 引 垂 线 98B， 则 了 PR 
4B, 从 而 人 PERQ 就 是 这 两 条 曲线 C、 玉 所 在 


Wiz 


,maaan 
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平面 构成 的 二 面 角 , 且 人 PR 一 45， 


PQ=PE. @ 


又 设 LPOA4 一 z*, 则 
PR= POsinz° =—?8Sin x°, 
| . PQ=7Siny°. © 
当 点 了 在 圆 忆 上 运动 时 ， 人 AOP 从 0° 转 
到 360°, 点 @ 的 展开 图 就 是 @、@ 所 表示 
的 正弦 曲线 . 

3250，( 定 义 ) 一 个 圆周 上 的 所 有 点 和 
贺 所 在 平面 外 的 一 点 卫 连结 所 构成 的 空间 
图 形 叫 萝 锥 。 特 别 地 ， 当 点 卫 在 过 阅 心 且 垂 
直 于 这 个 加 所 在 平面 的 直线 PO 上 ， 叫 直 贺 
锥 . 说 出 加 锥 、 直 网 锥 各 部 分 的 名 称 . 

解 圆 0 叫做 圆锥 的 底面 ,点 一 叫做 圆锥 
的 顶点 ，PO 叫做 贺 锥 的 轴 , P4 叫做 圆锥 的 
母线 ,特别 在 直 网 锥 中 , P4 也 叫做 圆锥 的 斜 


交点 的 截面 是 三 角形 ， 
解 设 过 圆锥 人 
4BC 的 顶点 & 且 和 底 . 
面 圆周 4BC 只 有 两 个 
交点 BC 的 平面 为 w 
连接 8B, 则 SB 在 现 维 A D 
的 曲面 上 ， 同 时 也 在 平 
面 a 上 .同样 , 连接 SC， 0 
则 SC 在 圆锥 的 曲面 上 ， 同时 也 在 平面 a 上 。 


连接 BC, 则 .BC 在 圆锥 的 底面 上 ， 同 时 也 在 


平面 % 上 .因此 , 这 个 圆锥 在 平面 处 的 哉 面 
是 人 SBCO. 


3252. 证 明 平 行 于 圆锥 底面 的 截面 是 圆 ，| 


并 且 截 面 和 轴 的 交点 是 截面 的 圆心 . 

解 ” 设 贺 锥 8-45B0 底面 4BC 的 圆心 为 
0O, 平行 于 底 的 截面 为 4B'C', SO 和 截面 
4'B'C' 的 交点 为 0。 取 截 面 4'B'C' 周 上 任 
意 两 点 4'\B', 设 过 4 及 B' 的 母线 分 别 为 
54 及 SB， 则 0'4' 和 04 在 同一 平面 ($4, 
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SO) 上 县 不 相交 ， 因 
而 是 平行 的 。 局 样 ， 
0'B' 和 0B 也 在 同一 
平面 4SB，8O) 上 且 


不 相交 , 也 是 平行 的 。 
04 80’ 
“* ‘O04 80， 
0O'B' _ 80’ 
O08 8§0” 
因而 
04_0B 
04 
已 知 04=0B，.…. 0'4'=0'B'. 因此 4'、 


B' 到 0O' 的 距离 相等 , 即 取 这 个 截面 4'B'C' 周 
上 的 任意 两 点 到 0O' 的 距离 都 相等 ,所 以 截面 
4A'B'C' 是 以 O' (截面 和 轴 的 交点 ) 为 圆心 的 
加. : . 

3253. 斜 贺 锥 的 轴 截 面 的 最 大 面积 是 等 
腰 三 角形 。 A 

解 设 过 斜 圆 锥 的 轴 
A0 的 截面 为 4BC,， 则 
ABC 是 三 角形 ，.40 为 其 
中 线 。 设 从 4 向 BC 所 引 
垂 线 4 互 的 垂 足 为 豆 , 则 
Sanso 一 妆 BC.4H. ~ 
因为 BC 是 底面 圆 的 直径 ,是 一 定 的 ,A 及 三 
AO， 所 以 入 4BC 仅 当 4 互 和 -40O 重合 时 面 
积 最 大 . 当 A 五 与 40 重合 时 , 40.1B'C'( 直 
径 B.C"), 即 40 是 B'C' 的 垂直 平分 线 ， 从 而 

AB'=.A40'. 


因此 圆锥 的 轴 截 面 中 最 大 的 是 等 腰 三 角形 . 


3254. 斜 圆锥 的 轴 截 面 ， 什 么 时 候 面 积 
最 小 ? | 

解 ” 设 斜 圆锥 的 轴 为 40,， 从 顶点 4 向 底 
画 所 引 垂 线 为 4 五, 则 平面 (40, 4 及 ) 截 得 
的 截面 面积 最 小 。 证 明 如 下 . 2 

. 设 平面 (40,， 4 已) 截 得 的 截面 为 A4BC， 
4 互 是 人 4BC 的 高 , 则 四 


SA4Bc 一 BC.AH,. 


设 过 40 的 其 它 平 面 截 得 的 截面 为 人 4'B'0', 
如 果 从 闪 向 BC' 引 垂 线 4 及 ', 则 … 


1 
.Ba4B'o'= BO"AH',, 


人 


已 知 BO、B'C' 都 是 底 的 直 
径 , 它们 是 相等 的 .4 耳 是 
到 底面 的 生 线 ， 所 以 4H 
<AH'. 


即 # B04H 
< 到 1 B'C'。 AH'’, 


ep 因此 ， 在 平面 (40， AH) 
处 的 截面 最 小 . 

3255, 证 明 : 在 斜 圆锥 的 轴 截 面 中 ， 最 大 
截面 和 最 小 截面 互相 垂直 . 

解 ” 设 斜 回 锥 的 轴 为 40, 从 顶点 4 向 底 
面 所 引 的 垂 线 为 4 已， 
则 平面 (40，4 万 ) 截 斜 
殴 锥 的 纳 截面 .4BC, 是 
这 个 圆锥 最 小 的 轴 和 截面 
(参照 上 题 ) 从 底面 的 
圆心 0 引 .3C 的 垂 线 和 
底面 圆周 相交 于 D、 万， 
设 平面 《40, DE) 截 余 
圆锥 的 截面 为 4DE, 则 
由 DE_LOH, DE1AH 可 知 ， 

DE | 平面 (0H, 4H)， ， DELA4O. 
因此 ,截面 4DBE 是 等 腰 三 角形 , 并 且 是 圆锥 
的 轴 截 面 中 最 大 的 (参照 问题 3253) . 


已 知 平面 \O 互 ，4 石 ) 与 截面 45C 是 同一 


平面 , 且 了 ZL 截面 4BC， 

“。 截面 4DZ 1 截面 4BC. 
即 和 斜 圆锥 的 轴 截 面 中 ， 最 大 的 轴 截 面 和 最 小 
的 轴 截 面 是 互相 垂直 的 . 

3256, 如 果 贺 锥 的 两 个 轴 截 面 都 是 等 腰 
三 角形 ， 则 该 回 锥 是 直 
圆锥 .否则 ， 它 是 斜 
锥 。 

` 解 ” 设 贺 锥 的 轴 为 40， 
它 的 两 个 轴 截 面 分 别 是 
A4BC 和 和 人 A4DE.， 如 果 
和 人 4BC 和 和 人 4DE 都 是 以 BC 
4 为 顶点 的 等 腰 三 角形 ， 了 
则 40 就 是 BO 及 DE 的 垂直 平分 线 ， 

“。 401 平 面 (B0, DE)， 

因此 这 个 圆锥 是 直 圆 锥 . 

如 果 从 4BC 不 是 等 膜 三 角形 , 则 AD 就 不 
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是 BC 的 垂直 平分 线 , 而 0 是 BC 的 中 点 , 所 

以 40 不 垂直 于 BC， 即 40 不 垂直 于 底面 。 
因此 , 这 个 圆锥 是 余 贺 锥 。 

. 当 A4D 不 是 等 腰 三 角形 ， 也 可 同样 证 
明 这 个 贺 锥 是 斜 圆锥 . 

3257. 过 圆 人 作 这 
个 圆锥 的 切面 . 

解 设 回 锥 8- - 
4BC 侧面 上 已 知 
一 点 了, 过 点 卫 的 
圆锥 母线 为 SB, 轴 
为 SO. 过 点 己 作 与 
底面 平行 的 平面 
截 贺 锥 ， 则 其 截面 
是 贺 。 设 这 个 截面 和 SO 的 交点 为 ou .01 就 

是 这 个 截面 加 的 圆心 (问题 3252). 在 平面 
上 , 从 点 卫 引 圆 01 的 切线 PT, 设 SB8 和 PT 
决定 的 平面 为 6， 则 8 就 是 过 已 知 点 卫 且 和 
圆锥 8S-4BC 相 切 的 平面 。 

[证 明 ] 在 平面 8 上 ， 取 不 在 SB 上 的 任 
意 一 点 @, 设 从 @ 引 直线 TP 的 平行 线 和 SB 
的 交点 为 已。 在 平面 (SB, SO) 上 ， 从 点 书 
引 PC 的 平行 线 和 SO 的 交点 为 D?。 

"~ PQNPT, P'O,) PO)， 

. “*。 平面 (P'Q, P'0,) /平面 (PT, PO))， 
即 ”平面 (P'Q, P'O2) /平面 a. 
因此 ， 平 面 (P'9, P'O02) 和 底 平行 。 故 平面 
(P'Q, P'O2) 截 圆锥 的 截面 是 圆心 为 02, 半径 
为 OP ' 的 较 。 由 于 PT Po 所 以 PQL 
R'O， 从 而 P'@ 就 是 圆 Cs 的 切线 , 故 点 4 在 
截面 四 Os 的 外 部 , 也 在 圆锥 的 外 部 。 因而 ， 
在 平面 8 上 但 不 在 直线 SB 上 的 一 切 点 都 在 
圆锥 的 外 部 ， 即 平面 6 和 圆锥 只 有 一 条 公共 
的 直线 8B, 因此 平面 8 就 是 圆锥 的 切面 。 

3258. 过 圆锥 
外 一 已 知 点 ， 作 贺 
锥 的 切面 。 

解 设 在 圆锥 
S-4BO 外 的 已 知 
点 为 了， 圆锥 的 轴 
为 SO. 如 果 过 点 
一 作 一 个 与 圆锥 底 
面 平行 的 平面 a 截 贺 锥 , 则 截面 是 贺 . 如 果 
这 个 截面 和 SO 的 交点 为 Oi 则 OQ1 就 是 这 


744 


个 截面 圆 的 圆心 (问题 3252) . 

在 平面 xc 上 ， 从 成 点 引 圆 01 的 切线 PT1 
和 PT7?， 设 过 切 点 24 及 了 2 的 圆锥 的 母线 分 
别 为 SB 和 5D; 则 平面 (P71 SB) 和 平面 
《PT2, SD) 都 过 已 知 点 一 且 和 这 个 圆锥 相 
切 的 平面 。 因为 平面 (PT1，SB) 和 圆锥 只 有 
一 条 公共 直线 SB, 平面 (PT2?，SD) 和 圆锥 只 
有 一 条 公共 直线 SD, 其 证 明和 上 题 一 样 。 

3259. 过 加 . 
锥 轴 截 面 的 两 条 
母线 分 别 作 这 个 
圆锥 的 切面 ， 则 
这 两 个 切面 的 交 
线 和 圆锥 的 底面 
平行 。 

解 ” 设 圆锥 5S- 
4BC 的 轴 为 SO, 轴 截 面 为 S84B, 过 母线 S4 
与 这 个 圆锥 相 切 的 平面 为 w, 过 母线 5B 与 
这 个 圆锥 相 切 的 平面 为 6。 设 圆 锥 底面 所 在 
的 平面 和 平面 a 的 交 线 为 4B, 则 4 总 和 底 
面 圆周 只 有 一 个 公共 点 4, 所 以 4B 是 底面 
圆 的 切线 , 4 为 切 点 。 同 样 , 设 贺 锥 底面 所 在 
的 平面 和 平面 8 的 交 线 为 BF, 则 BF 是 底 
面 贺 的 切线 ， 是 切 点 。 已 知 4B 是 底面 网 
的 直径 , 故 4 五/ BF. 平面 4 含有 一 条 平行 
线 4 而 不 含 B8; 平面 8 含有 另 一 条 平行 
线 BF 而 不 含 4B, 所 以 w 和 8 必 相 交 , 设 其 
交 线 为 SK, 则 8K 与 4 平行 ,也 与 B7 平 
行 。 ; 


"。 SKE /平面 (4E, BF). 
已 知 平面 (4E，BF) 和 底面 是 同一 平面 
"， SK/ 底面 4BC. 

3260. 直 园 锥 的 
切面 与 由 这 个 切面 上 
的 母线 积 轴 所 决定 的 
平面 垂 真 . 

解 设 直 网 锥 &- 
42BC 的 切面 为 w， 母 
线 S4 在 切面 上 ， 直 
闻 锥 的 轴 为 SO0(O 是 
底面 较 的 圆心 ). 设 
切面 ac 和 底 所 在 的 平面 的 交 线 为 4 已 ， 则 4B 
和 底面 圆周 只 有 一 个 公共 点 4。 因而 4 五 是 
底面 圆 的 切线 , 和 是 切 点 。 
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‘*, AB1O4. 
又 因 SO 底面 43C， 
， SO 14 万 ， 
于 是 ” ”AE1 平 面 (04, SO) 


但 是 平面 (04, SO0) 和 平面 (S4, 50) 是 同一 


i .“，。 AE | 平面 ($4, SO). 
又 因 切 面 x 是 包含 4 的 平面 ， 所 以 切面 % 
上 平面 (34，SO) 。 
3261. 如 图 , 在 直 加 
锥 的 侧面 系 紧 一 条 线 ， 
斜 绕 圆锥 表面 一 周 . 设 
从 圆锥 顶点 CO 到 该 线 的 


| 最 远 点 为 4， 最 近 点 为 


B, 已 知 04=15cm, 所 
绕 线 的 长 度 为 cm, 求 
08B 的 长 。 

解 ” 设 沿 母线 O04 截 直 圆柱 的 展开 图 为 
O18F, 在 展开 图 中 4 的 位 置 为 4、 4 BB 的 
位 置 为 Bi。 由 于 线 是 绕 紧 的 ， 所 以 A1B144 


成 为 一 条 直线 ，Bi 成 为 4i4s 的 中 点 。 已 知 
O141 一 0142=0O4 一 15 cm 
A1B1= BiA.—24cm -2=12cm, 
+ 0B=01BI— VO 
一 wV 152~12 -9(cm). 


它 .、 球 ,球面 三 角形 


(1) 球 
3262. (定义 ) 
转 所 成 的 空间 图 形 

叫做 球 ， 

[说 明 ] ”把 半圆 
408 以 直径 4B 为 
轴 旋 转 ， 所 成 旋转 
体 ( 球 ) 的 曲面 叫 球 
面 , 4B 的 中 点 则 
球 的 中 心 ( 球 心 ). 因 


把 半圆 绕 其 直径 为 轴 旋 
A 
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此 ， 球 面 上 的 所 有 点 到 球 心 O 的 距离 相等 。 

3263. 球 有 对 称 中 
心 ， 对 称 轴 及 对 称 面 。 

解 设 球 的 中 心 为 
0. 

Gi) 设 卫 为 球面 上 任 
意 一 点 ， 把 半径 PO 向 
0 的 方向 延长 , 和 球面 相交 于 点 P', 则 OP 一 
OP'. 因此 ， 点 已 关于 O ey P', 故 
球 是 关于 球 心 0 对 称 
的 。 

(ii) 设 忆 为 球面 上 
任意 一 点 ,4B 是 一 条 直 
径 , 点 卫 关 于 4B 的 对 
称 点 为 P', 由 于 OP 一 
OP', 所 以 PP 在 球面 上 ， 
故 球 是 关于 直径 4B 对 称 的 。 因为 a 
条 直径 ,所 以 球 的 对 称 轴 有 无 数 条 。 

(ijii) 设 卫 为 球面 上 
任意 一 点 , 过 球 心 0 的 
截面 为 4BC, 点 呈 关 
于 截面 4BC 的 对 称 点 
为 P', 则 由 于 OP=0P', 
所 以 P' 在 球面 上 . 因 
此 ， 球 是 关于 包含 球 心 
的 平面 对 称 的 。 因 为 含有 球 心 的 平面 有 无 数 
个 ,所 以 球 的 对 称 面 也 有 无 数 个 . 

3264. 如 果 点 4 在 球 O 外 , 则 从 4 到 球 
0 上任 一 点 的 距离 中 ， 以 线段 40 和 球 O 的 
交点 4 最 小 ; 以 线段 40 的 延长 线 和 球 O 
的 交点 49 最 大 . 

如 果 点 4 在 球 内 ， 则 从 4 到 球 O 上 任 一 
点 的 距离 以 线段 40 向 4 方向 延长 和 球 O 
的 交点 的 距离 最 小 ; 以 线段 40 向 0 方向 延 
长 和 球 O 的 交点 的 距离 最 大 . 


， 


解 ”Gi) 当 点 和 在 球 0 外 时 , 设 线段 40 
和 球 O 的 交点 为 卫 , 线段 40 的 延长 线 和 球 
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AO—-OR<AR, AO+OR> AR, 
AO—OR= AO—OP=AP, 
AOT+OR= AO+OQ= .48, 

“， AP<AR, AQ> AR. 

(这 ) 当 点 4 在 球 
内 时 ， 设 线段 40 向 
女方 向 延长 和 球 的 交 
点 为 了 P， 线 段 40 向 
0 方向 延长 和 球 的 交 
点 为 8@。 如 在 球 上 取 
既 不 是 忆 也 不 是 9 的 任意 一 点 马 则 在 
A 人 4OR 中 ， 

OR—OA<AR, OR+O0A>AR. 
OR—OA~OP—O0A4A=AP, 
OR+O0A4=08+0A4= .AQ, 

, AP<AR, AQ>AR. 

3265. 已 知 在 平面 a 的 同人 出 有 定点 
和 球 O。 在 平 
面 w 上 取 一 点 
过 ,在 球 O 上 
取 一 点 了 ， 要 
使 4 全 十 XY 
的 值 最 小 ， 问 
点 卫 、 了 应 怎 
样 选取 

解 设 点 4 
关于 平面 c 的 
对 称 点 为 4 4 和 球 心 O 连结 的 线段 和 平 
面 的 交点 为 了， 和 球 0 的 交点 为 卫 ， 这 时 
4 和 十 和 7 的 值 最 小 ， 

事实 上 , 在 平面 a 上 取 任 意 一 点 卫 ' 球 O 
上 取 任 意 一 点 了 ', 则 有 

AX'+X'Y'=A'X'+R'Y'AY,, 
AX+XY=ARXRT+XY=AY, 
由 问题 3264 知 4 了 三 4 了 ， 
‘. AX+XYEAX'+X'Y'. 
注 当 Y' 与 了 重合 ,X' 与 XX 重合 时 
AX+XY-= AX'+X'Y'. 

3266， 球 被 平面 所 稚 , 则 其 截面 是 加. 

解 ” 设 球 的 球 心 为 O, 半径 为 ", 从 0 疝 截 
平面 所 引 垂 线 的 垂 足 为 互 ， 截 口上 的 任意 一 
点 为 卫 ), 则 OP 一 *， LOHP= 人 EB, 当 0H= 


由 于 


由 于 


0 的 交点 为 @。 如 在 球 O 上 取 了 既 不 是 卫 又 不 ' 时， 
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HP=~V OBi~OHY 
V7 
一 ( 定 值 ). 
故 截面 是 以 五 为 圆心 ， 
以 定 值 V 到 一 外 为 半径 
的 圆 。_ 

注 用 球 心 距 相等 的 平面 蕉 球 ， 所 得 截面 
加 都 相等 。 

”3267 ,用 两 个 不 同 的 平面 截 球 ， 则 离 球 
心 越 近 的 截面 越 大 。 

解 设 球 的 球 心 为 
0, 半径 为 "+, 从 O 向 两 
个 平面 所 引 垂 线 的 垂 中 
分 别 为 互 、 互 ， 截 面 的 
半径 分 别 为 HP、H'P', 
则 


CR 


万 P 一 /万 一 DZ ， 
厂 'PP' 一 V72 一 0 互 2. 
若 O8<OH', 则 
V7IOH? > VR-OHS, 
.. HP>H'P'. 
. 故 球 的 截 平面 离 球 心 越 近 ， 所 得 的 截面 越 
大 


注 过 球 心 的 球 截面 是 以 球 的 半径 为 半径 ， 


的 圆 , 它 是 所 有 球 截面 中 最 大 的 一 个 , 我 们 把 
它 叫做 球 的 大 回 , 不 通过 球 心 的 球 截 面 ,叫做 
球 的 小 加 
3268. 设 球 心 为 O 的 球 被 一 个 于 面 松香 
的 截面 加 为 4BO， 
P 是 球 上 到 截面 罗 
‘ABC 上 各 点 等 距 
离 的 点 则 截面 
4BC 与 球 的 半径 
OP 垂直. | 
解 ” 设 丛书 向 截 
面 4BC 所 引 的 垂 
组 的 垂 足 为 五 , 蕉 面 4BC 的 圆 上 任意 两 点 为 
4 也, 则 在 人 PHA、 人 PHB 中 , PA4=PB，, 


2 马公 共 ， 
ZLZPHA~ /PHB= /BR, 
*. APHALAPHS, 
因而 HA-HB,. 


故 互 到 截面 加 4BC 上 各 点 的 距离 相等 ， 因 
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而 五 是 截面 加 4BC 的 圆心 。 同 样 ， 如 从 球 
心 0 向 截面 4BC 所 引 垂 线 的 垂 足 为 五 则 
五 ' 也 是 截面 区 4BC 的 圆心 。 因 此 及 和 五 ' 
是 重合 己 的 ， 从 而 O.H.P 三 点 成 一 直线 ， 且 截 
面 4BC LOP. 

注 球 上 这 样 的 ee 的 
极 . 

3269. 有 相同 
的 极 的 小 加 所 在 的 
平面 是 平行 的 . 

“ 解 ” 设 球 0 的 两 
个 小 贺 分 别 为 
ABC、DEF, 它们 
共同 的 极为 卫 , 则 
平面 4BC {OP， 
平面 DBF LOP， 
所 以 平面 4BC / 平面 DBP。 

327Q. 球 的 大 图 
把 球 及 球面 分 成 两 等 
分 、 

解 设 球 心 为 O ， 

球 的 任意 大 圆 为 

4BO, : 它 把 球 分 成 的 Cy 
两 部 分 为 D-4BC 和 

加 -4BC. 如 果 把 D- . E 

24BC 的 截面 和 B-4B0 的 截面 重合 , 而 且 使 
两 部 分 在 截面 的 同 侧 迭 合 ， 则 由 两 部 分 曲面 
上 的 所 有 点 到 球 心 O 都 是 等 距离 , 可 知 这 两 
个 曲面 完全 重合 。 故 被 大 圆 4BC 所 分 开 的 
球 及 球面 的 两 部 分 完全 相等 。 即 球 的 大 加 把 
球 及 球面 分 成 两 等 分 . 

3271， 设 球 的 两 个 大 圆 相交 于 点 已 则 这 
两 个 大 圆 也 在 点 乙 的 
相对 点 (把 了 作为 一 
端的 球 直 径 的 另 一 
端 ) P' 处 相交 。 

解 设 球 O 的 两 
个 大 图 P4B、PCOD 
相交 于 点 P, 了 的 相 
对 点 为 P'. 因为 贺 
PAB el i 己 的 公 
共 直 径 为 PP'。 因 此 这 两 个 大 加 在 点 P' 也 
是 相交 的 。 

3272. 在 过 球 内 定点 三 的 裁 面 中 ,和 OP 


NA 
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垂直 的 截面 的 面积 最 小 . 

解 过 点 卫 作 垂直 于 PO 的 平面 a, 则 在 
平面 c 处 的 截面 面积 
最 小 ， 事实 上 , 过 点 
一作 不 与 % 重合 的 任 
意 平面 8B, 设 从 0 作 
平面 8 的 垂 线 的 垂 足 
为 9, 则 

LPQO= LB, 
.. O80<OP. 
其 中 OP 是 从 OQ 到 平面 的 距离 , 08 是 从 0 
到 平面 8 的 距离 ， 因 此 平面 6 的 截面 比 平面 
w 的 截面 大 (问题 3267)。 即 平面 a 的 截面 
最 小 。 

3273。 如果 4、B 为 球 上 任意 两 点 ， 并 县 
4、B 不 是 球 直径 的 
两 端 , 则 过 4、8 的 大 
贺 只 有 一 个 . 

解 ” 设 球 的 球 心 为 
0, 则 过 球 上 两 点 4 
五 的 大 圆 ， 就 是 球 过 
4、B、O 三 点 的 平面 
的 截面 。 当 4、B 不 是 球 直 径 的 两 端 时 , 三 点 
4、B、O 不 在 同一 直线 上 , 它们 仅 可 决定 一 个 
平面 , 因此 过 4、B 的 大 圆 只 有 一 个 。 

注 如 果 4、B 是 球 直径 的 两 端 , 则 4、B、 
O 三 点 共 线 , 因为 过 直线 40B 的 平面 有 无 数 
个 ,所 以 过 4、B 两 点 的 大 圆 也 有 无 数 个 。 

3274。 过 球 上 三 点 且 在 球 上 的 园 兵 有 一 
个 、 

”人 解 ” 设 球 上 的 三 点 分 
别 为 4、B、C, 用 三 点 
4、B、C 所 确定 的 平 瑟 - 
截 球 ， 则 所 得 截面 为 
园 ， 且 其 贺 周 过 4、B、 
C 三 点 。 故 过 球 上 三 点 4、B、C 县 ， 在 球 上 的 
圆 是 存在 的 . 

又 因 球 上 的 三 点 4 BC 不 在 同一 直线 上 ， 
而 过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 只 能 确定 一 个 
回 ， 故 过 球 上 的 三 点 4、B、C 上 且 在 球 上 的 圆 
只 有 一 个 。 

注 平面 4B0 不 过 球 心 时 ;过 4、B、C 三 
点 且 在 球 上 的 圆 是 小 圆 ; 平面 4BC 过 球 心 
时 ,过 4\B,、O 三 点 且 在 球 商 上 的 圆 是 大 贺 。 


3275. 含有 已 知名 上 三 点 的 球 ， 包 含 这 
个 加 的 全 部 。 

解 设 已 知 男 上 的 三 点 分 别 为 4、B、C( 不 
在 辣 一 直线 上 ), 含有 这 三 点 的 球 的 球 心 为 0 
(参照 上 题 的 图 )， 如 果 球 不 包含 巨 知 圆 的 全 
部 , 则 在 平面 (4B0) 处 的 截面 圆 也 含有 4、 
B、C 三 点 。 因 此 , 含有 4、B、C 三 点 的 融和 
球 上 的 截面 圆 共 两 个 。 但 是 过 不 在 一 直线 上 
三 点 的 圆 只 有 一 个 , 所 以 这 是 不 合理 的 。 故 
含有 圆 上 三 点 的 球 必 含有 圆 的 全 部 . 

3276. 下 面 是 平面 上 的 有 关 命题 ， 试 写 
出 它们 在 球面 上 对 应 的 命题 . 但 在 iv 中 ， 
应 把 正确 的 数 先 填 在 (iv) 的 ( ) 中 。 

《i) 在 连结 两 点 4 如 的 连 线 中 以 线段 4B 


短 . 2 
《ii) 过 两 点 的 直线 有 一 条 ， 而 且 只 有 一 


条 。 
《iii) 不 同 的 两 条 直线 相交 于 一 点 ,或 者 互 
相 平 行 。 
《ivY) 四 条 直线 把 平面 最 多 分 成 (”) 部 分 . 
解 (i) 在 球面 上 不 同 的 两 点 女 .B 的 连 
线 中 , 以 过 4、B 大 圆 中 的 劣 弧 4B 最 短 . 
《ii) 过 不 是 直径 油 端 的 不 同 两 点 的 大 部 
《证 )》 不 同 的 两 个 大 圆 一 定 在 直径 两 端 相 


交 ， 
《ir) 四 个 大 图 把 球面 最 多 分 成 C14) 个 部 


| 分. 


注 、 现 在 考虑 % 条 直线 把 平面 最 多 能 分 成 
多 少 部 分 、 设 把 最 多 部 分 数 用 7 Ca) 表示 , 如 


| 果 直 线 数 从 ?条 再 增加 一 条 ， 则 增加 的 -条 


直线 和 % 条 直线 就 及 个 交点 ， 
分 数 就 增加 % 十 1， 即 
f (Ril1) 一 Fo) 十 % 十 1 
.f+l) 一 万 (2 一 色 十 王 。 
已 知 一 条 直线 把 平面 分 成 两 个 部 分 , 即 . 
f(1) =2, 
, f(1)=2, 
f(2) 一 FL 一 2， 
f(3) 一 /2) 一 3， 
f(4) 一 F 3) =4, 
“。， f(4) =2+2+3+4=11., 
因此 问题 (iv) 即 : 四 条 直线 把 平面 最 多 能 分 
成 1 个 部 分 。 


分 平面 的 部 
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下 面 再 考虑 球 上 % 个 大 圆 把 球面 最 多 能 分 
成 多 少 部 分 。 设 这 个 最 多 部 分 数 用 了 (nm) 表 
示 , 如 果 把 大 圆 数 从 %* 个 再 增加 一 个 , 则 增加 
的 一 个 大 圆 和 2% 个 大 加 有 2n 个 交点 , 从 而 球 
面 增 加 2% 个 部 分 。 

°. Pnt+l1)=F(n)+2n, 
即 Fl(nt+1)—F(n)=2n. 
已 知 一 个 大 贺 把 球面 分 成 两 个 部 分 。 即 
五 (1L) 一 2， 
F(l) 一 2， 
F(2)—F(1)=2x1, 
五 (3) —F(2)=2x2, 
F(4) 一 下 (3) 一 2x3， 

.也 (4) =2+2x1+2x2-+-2x3=14. 
这 就 得 出 了 (iv) 的 解答 . 

3277. 一 条 直线 和 球 的 交点 不 超过 两 
个 ; 

解 设 直线 
芝 了 和 球 相交 于 
4、 BC 三 点 ， 该 
球 的 球 心 为 0， 
则 


所 以 有 


且 4、.B.C 在 直线 了 上 , 这 是 不 合理 的 . 因 | 


此 一 条 直线 和 球 不 会 有 三 个 交点 ， 同 理 可 证 


不 会 有 四 个 、 五 个 … 交 点 。 故 一 条 直线 与 球 


不 会 有 两 个 以 上 的 交点 . 
3278. 球 的 小 圆 被 过 下 


分 . 

解 设 球 O 的 小 加 AAAT 
为 4BCD， 它 的 极为 “ 八 - 
P、P', 过 P、P' 的 大 
为 PBP'D, 小 圆 和 
大 贺 的 交点 为 B、 DD， 
则 小 贺 的 平面 和 大 银 
平面 的 交 线 为 BL. 了 
设 在 大 圆 平面 上 ，BD 和 PP' 的 交点 为 玉 ， 
则 五 也 是 半径 OP 与 小 图 平面 的 交点 。 又 因 
小 贺 4BCD LOPR( 问 题 3268), 所 以 五 为 小 
圆 的 圆心 ， 因 而 3D 为 小 圆 的 直径 ， 故 小 圆 
ABCOD 被 BD 二 等 分 . 即 小 加 4BCD 被 大 圆 
PBP'D 二 等 分 。 

3279. 已 知 球 心 为 0 的 球 上 有 4、B、C 
三 点 ,证 明 人 4LCB 不 小 于 人 40B 的 一 半 
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解 (i) 如 果 用 平面 4B0 截 球 所 得 的 截 
面 4BC 是 小 圆 。 设 小 贺 4BC 的 圆心 为 Dy 
则 由 和 4DO= 人 BR 
可 知 D4<04. 因 
为 人 4DB、 八 40B 
都 是 等 腰 三 角形 ， 
4B5 公 共 , 且 D4< 
04, 所 以 
LADB> /A408B, 


即 到 ZADB> L408. 


又 同 弧 上 的 团 周 角 是 贺 心 角 的 二 ,从 而 
LA4CB=3 LADB, 


人 40B> 地 L408. 


(这) 如 果 平 面 4BC 截 球 的 截面 4BC 是 
大 贺 .。 因为 DA=04, 所 以 


/4CB= 主人 40B. 


综合 ()、(ii) 两 种 情况 , 可 得 
LA0BE3LA0B. 


3280. 已 知 点 P 卫 是 球 内 的 定点 , 4B、CD， 
EF 是 过 点 卫 且 相互 直 交 的 三 条 弦 , 证 上 明 : 
AB?-+ 0D?+ EF? 
及 PA?+PB+PO?+PD?+PETPF? 
是 定 值 . 
解 ” 设 球 的 半径 为 
7?, 线段 OP 的 长 度 为 
Q, 纺 AB.CD、EB 的 
中 点 分 别 为 G、 有 五 、 芭 . 
从 0 向 平面 (CD, 
2F) 引 垂 线 的 垂 足 为 
且 , 从 O 吕 向 平面 (4B, 妃 B， 引 垂 线 的 垂 足 为 
Y,， 从 O 向 平面 (4B, CD) 引 垂 线 的 垂 足 为 
了 ， 则 OZKY-2Z 电 PG 是 长 方 体 ， 设 
OX=YK=GP=2ZH=), 
OY=XK=HP=~=ZG =m, 
OZ=ZXH=KP=YG=%n, 
“E+m+=0OP?=0. 

而 AG?=042 一 002=042 一 (OF?+YG?) 
一 和 2 一 (2 十 22)， 
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4B2 一 (34G)2 一 44G2 同样 ， OF~OY, OG=02, 
=4[72— (2 十 02)] 。 ., OE?+OF?- OG?—=OX2+OY?+022, 
同样 ， CD?=4fr2 一 (02 十 22)]， 从 而 OR2+OYF?+ OZ?=R?. 
EF?~4[72— (22+7n2)], 3282. 已 知 04、OB、O0 为 球 的 互相 垂 
“» AB?+COD?+BEF? 直 的 三 条 半径 ， 它 们 在 任意 平 功 w. 上 的 正 投 
=1272—8(2+m?+n2) 影 分 别 为 0'4'、0'B'、O'0', 证 明 


一 272 一 802( 定 值 ) 。 


多 
PA?+ PE (AG+GP)?+ (4G—GP)? 
一 24G2 十 2GP2 
一 2[72 一 《m2 十 12)] 十 22 


=272— 2m2— 2n2--212. 
同样 ，PC? 革 PD? 一 27? 一 2n? 一 22? 十 2m2， 
2m2+2n?, 


PE?+PF?—27?— 212— 
“ PA?+PB?+PO? . 
+PD + PE?+ PF? 


=672 一 2(2+ m+) 有 二 

一 6r2 一 202 ( 定 值 ).。 \i 六 i 

注 当 呈 在 球 外 时 ， ja / 
也 能 得 出 完全 相同 的 结 ”ASH 


果 . 

3281. 已 知 04、0B、OC 是 球 0 的 三 条 
互相 垂直 的 半径 , 它们 在 过 奈 心 O 的 任意 直 
线 愉 N 上 的 射影 分 别 为 OX、OY、O2 证明 

OZXZ2-O72-O22 一 22， 
其 中 马 是 球 的 半径 。 

解 在 MN 上 取 OD 
等 于 半径 , 先 过 DD 作 平 
行 于 平面 (0B, 00) 的 
平面 (DH, DK), 和 04 
交 于 五 。 其 次 过 点 品 作 
平行 于 平面 (00, 04) 
的 平面 (DK, DZL), 和 0B 交 于 了 .最 后 , 过 
点 也 作 平 行 于 平面 (04, 0B) 的 平面 (DL， 
DH), 和 0C 交 于 G. 

已 知 04、0B、00C 互相 垂直 ， 所 以 0B、 
OF.OG 为 三 边 的 平行 六 面体 OGLF-BHDK 
是 长 方 体 ,于 是 

OE2+OF?-+OG~—OD2= RS. 
在 人 ODE 和信 40X 中 ,已 知 
OD=—O0A=R, /OBD= /OXA=/R, 
人 0 公共 . 
“. 人 ODEQLAOAX, 
". QE=OX. 


ee ap 


O42?+0'B?+0'0?2—2R2, 
其 中 五 为 球 的 半径 ， 
解 ”如 图 , 设 从 4、 
B、C 向 00' 所 作 垂 
线 的 垂 足 分 别 为 
了、 了 、2Z， 则 00'、 
A44'、BB'、CC' 都 是 
平面 ww 的 垂 线 ， 
440X、BBIOTY、CC'O'G 都 是 矩形 。 
042 二 0O'B2 二 OO2 
一 闷 42 十 了 刀 2 十 GO2 
一 (042? 一 OX2) (052 一 OZ2) 
十 (0C2 一 022) 
= (R2— OX?) 十 (BR2 一 OZ2) 
+ (RB?—02?) 
“=3R2— (OX?+OY?-++ O02°). 
根据 上 题 知 ， 
OX2-O7Z2-O22 一 Ra， 
0'42-O'B2TOC'3 
一 3R2 一 好 2 一 22。 
3283. 求 球 的 半径 。 
解 ” 设 已 知 球 的 球 心 为 0。 
a a A Hs 


ba 
多 


(1) (2) (8) 

(1) 取 球 面 上 的 任意 一 点 了 ， 把 两 脚 规 的 
一 端 固 定 在 卫 点， 以 另 一 端 在 球面 上 画 
A4BC (图 了), PP 就 是 小 加 4BC 的 极 ( 问 题 
3268)，P4 的 长 度 就 是 圆规 两 脚 的 宽度 。 

(2) 若 取 小 圈 4BC 上 的 任意 三 点 4、B、C， 
那么 4B、BC、CA4 的 长 度 用 两 脚 规 能 够 求 出 . 
因此 在 平面 上 可 以 作出 和 人 4BC 相同 的 
从 4'B'O', 设 其 外 接 贺 的 圆心 为 瑟 '; 则 五 -4 
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等 于 小 殴 4BC 的 半径 互 4( 图 2) . 

(8) 取 五 141 等 于 五.4' 为 直角 边 ， 和 以 
4iPi 等 于 4P 为 斜 边 , 作 直 角 人 五 141Pi, 设 
从 41 作 41Pi 的 垂 线 和 PiEi 的 延长 线 交 于 
PP, 则 PI 等 于 球 的 直径 PP' (图 3) 。 

事实 上 ,在 人 A4iPiP 和 和 A4PP' 中， 

LP=/LP, LAi1~ /A= LR, 
AiPi1=AP, 
“» A4:P.PIQAAPPD,,, 
*. PiP'=PP', 
若 取 已 的 村 为 OrPu 即 为 球 O 的 半径 
OP, | 

3284，. 过 球面 上 的 一 点 且 与 半径 垂直 的 
直线 就 是 球 的 切线 。 反 
之 ， 过 切 点 的 半径 和 切 
线 垂直 。 

解 -(i) 设 球 心 为 0, 
球面 上 的 一 点 为 4， 过 a 
点 4 上 且 与 半径 O04 垂直 PA 
的 直线 为 MW。 设 在 MN 上 除 4 外 的 任意 
一 点 为 P, 则 因 OP>04, 所 以 卫 在 球 外 . 即 
在 MN 上 除 点 4 外 ,其 它 的 点 都 在 球 外 ， 故 
HN 是 球 O 的 切 
线 . 

(ii) 设 MN 为 
球 0 的 切线 ，4 为 
该 切线 的 切 点 。 候 
定 MN 与 半径 O4 

` 不 垂直 , 从 O 向 MN 作 重 线 OR, 在 MN 上 
取 点 4 使 及 4'= 及 4, 且 4'、.4 在 点 瑟 的 
异 侧 , 则 O04'=04, 所 以 4 为 球面 上 的 点 ， 
于 是 2N 和 球 有 两 个 交点 4 和 4', 这 与 
2N 是 切线 的 假设 相 子 盾 . 故 以 4 为 切 点 
的 切线 MN 与 过 此 切 点 的 半径 互相 垂直 . 

3285， 过 球面 上 一 点 ， 且 与 半径 垂直 的 
平面 是 球 的 切面 。 反 
之 ， 过 切 点 的 半径 和 

.切面 垂直 。 | 
O, 球 上 的 一 点 为 4， 7 
过 点 4 且 与 半径 04 
垂直 的 平面 为 w。 设 在 平面 c 上 除 4 以 外 的 

任意 一 点 为 卫 , 则 因 O4 是 平面 a 的 垂 线 ， 


解 (i) 设 球 心 为 
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OP 是 平面 5 的 斜 线 ,所 以 OP>O4,， 从 而 卫 
在 球 外 。 这 就 是 说 , 在 平面 上 除 一 点 在 
球面 上 外 ， 其 它 所 有 点 都 
在 球 外 ， 因 此 平面 a 是 这 
个 球 的 切面 。 

(ii) 设 平面 a 是 球 O 
的 切面 , 4 为 其 切 点 , 假定 
平面 w 与 半径 O4 不 垂直 ， 设 从 O 向 平面 a 
作 垂 线 , 其 垂 足 为 五 。 在 平面 上 以 五 为 贺 
心 ， 以 互 4 为 半径 作 圆 ， 则 这 个 圆 上 的 任意 
一 点 己 都 有 OP 一 04， 从 而 这 个 圆 在 球 上 。 
这 和 平面 a 是 球 的 切面 的 条 件 相 矛 盾 ， 故 以 
4 作为 切 点 的 切面 «与 半径 04 垂直 。 

3286. 由 球 的 共同 
切 点 的 两 条 切线 所 决定 
的 平面 ， 是 这 个 球 的 切 
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解 ” 设 球 心 为 0， 球 
面 上 的 点 为 4, 由 女 作 
奈 的 两 条 切线 为 4B、A4C， 4 AC 所 决定 的 
平面 为 a。 

因为 切线 与 过 切 点 的 半径 垂直 ,所 以 

AB!104, AC.1.04, 

.“。 平面 (4B, 4C) 104， 
即 平面 &104, 故 平面 a 是 在 点 女 与 球 相 
切 的 平面 (参照 上 题 )。 

3287 . 过 球面 上 一 点 的 一 切 小 圆 (包括 
大 圆 ), 以 这 点 为 切 点 的 小 融 的 切线 都 在 过 这 
个 点 的 球 的 切面 上 . 


解 ” 设 过 球 上 的 点 4 县 与 球 相 切 的 平面 
为 a, 过 点 4 且 在 款 面 上 的 任意 圆 为 4B0， 
含 4BC 的 平面 和 平面 a 的 交 线 为 4D, 则 
4D 和 圆 48C 在 同一 平面 上 , 只 有 一 个 公共 
的 点 《4, 所 以 AD 是 贺 4B0 的 切线 . 又 4D 
在 平面 5 上 , 故 过 球面 上 一 点 4 的 所 有 图 在 
点 如 处 的 切线 ， 都 在 球 的 点 4 处 的 切面 
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% 上 ， 
3288 ， 从 球 外 一 点 内 于 所 作 的 切线 都 相 
等 . 


解 ” 设 从 球 外 的 一 点 卫 
光 球 作 任 意 的 两 条 切线 为 
. PA、 PB, 则 PA 1 04， 
PB1l10OB， 故 在 人 P4O、 
和 人 PBO 中 

04==0B, PO 公共 ， 

ZLZPAO= /PBO= /R, 

, A 人 PA0%A 八 PBO, 
因而 PA=~PB. 
故 从 点 三 向 球 所 作 的 切线 都 相等 。 

3289. 过 球 外 的 定 直线 ， 作 这 个 球 的 切 
面 . M 

解 ” 设 球 心 
为 0， 在 球 外 
的 定 直 线 
为 MN, 平面 

(MN, O) 把 球 
裁 开 . 设 从 
MN 上 任意 一 点 向 截面 的 大 圆 所 作 两 条 
切线 的 切 点 分 别 为 4、B, 4B 和 OM 的 交点 
为 C, 则 OM 是 4B 的 垂直 平分 线 , Ad4OM 
是 以 OM 为 斜 边 的 直角 三 角形 , 以 OM 为 
轴 把 人 4OM 旋转 ， 就 得 到 由 C4 旋转 而 成 
的 圆 ABB, 圆心 为 0， 由 24 旋转 而 成 的 
辆 锥 侧面 , 底面 是 加 4BB。 设 含 加 4BB 的 
平面 为 w 4B 的 延长 线 和 收入 的 交点 为 了 ， 
则 也 是 平面 上 的 点 . 
”在 平面 w 上 , 设 从 刀 向 圆 4BB 所 作 切 线 
的 切 点 为 ， 则 DB.LCE, 又 因 平面 a 垂直 
OM, 可 知 DELOM. 所 以 

DE 平面 (CE, OM)， 

. DELOBE. 

又 人 EOM 和 人 4OM 是 合同 的 , MELOR， 

“平面 (DB, ME) LOB. 
因为 OB 是 球 的 半径 ， 所 以 平面 (DE, ME) 
是 球 的 切面 ,但 平面 (DEB, ME 和 平面 (MN,， 
DE) 重 
.MN 可 以 作 球 的 切面 。 

注 因为 从 刀 能 够 向 圆 4ZBB 作 两 条 切 
线 , 所 以 过 MN 能 够 作 球 的 两 个 切面 。 

3299. 过 定点 了 向 球 作 任意 的 割 线 


合 , 六 此 它 就 是 过 MN 的 平面 。 故 过 
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PMN, 则 PM.PN 为 定 值 . 
解 ” 设 连结 
PO 的 直线 分 
别 交 球 于 A4、. 
B, 则 A4、B 均 
为 定点 。 如 果 
用 两 直线 
PP4B、PMN 所 决定 的 平面 截 球 ， 则 截面 为 
大 圆 ， 两 直线 PP4B、PMN 均 为 该 大 圆 的 割 


Ae 


. »。, PM.PN=PA.PB. 
因 三 点 了 、4、B 是 定点 ， 所 以 P4.PB 为 定 
值 , 从 而 了 让. PN 也 是 定 值 
注 如 果 双 和 Y 两 点 重合 为 点 7; 则 PZ 
为 球 的 切线 。 关 于 
切线 PT 有 关系 式 : 
PT?—PA.PB, 
3291. 一 平面 
与 球 相 切 于 点 4， 
从 球 上 的 一 点 五 向 
平面 引 垂 线 BC, 垂 
足 为 .已 知 40= 
4cm，BC 二 3cm, 求 球 的 半径 , 
解 ” 设 球 的 半径 为 Ycem， 延长 0B 再 与 球 . 
面相 交 于 B'。 过 点 4 作 直 径 44 从 B 及 
B' 向 44' 引 垂 线 , 其 垂 足 分 别 为 卫 和 也, 则 
AD=4'D’'= BC=3, 
"0B' 一 4D' 一 44' 一 4D' 一 (27 一 3)。 


因为 CB.0B'=0A4?, 
所 以 3(27 —3) 一 42， 
于 是 r 一 全 一 4.17(cm)。 


3292。 如 果 不 在 MM 
同一 平面 上 的 四 边 形 
的 四 条 边 与 球 相 切 ， 
则 其 切 点 都 在 同一 加 
上 . 

解 设 四 边 形 
4BCD 的 边 4B、BC、 
CD、DA4 分 别 与 球 相 
切 , 其 切 点 分 别 为 加 
卫 \G\ 囊 。 直线 4C 和 
直线 互 G 在 同一 平面 
(4, 0, D) 上 ,它们 
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或 者 相交 ,或 者 平行 。 假 定 它 们 相交 , 交点 为 
互 , 过 C 引 4 互 的 平行 线 与 及 EK 相交 于 工 . 
在 平面 (4,，B, 0) 上 , 连结 KF 的 直线 和 4B 
相交 于 五 ， 从 4 引 CZ 的 平行 线 与 了 的 


延长 线 相交 于 ML. 
因为 DH=DG, 
所 以 LDHG= /DGH., 


又 LCLG== 人 DHG (平行 线 的 内 错 角 )， 
人 CGL== 人 DG 五”( 对 项 角 )， 
。 LCLG= /CGL, CL=0G, 
从 而 KC:KA=0L: AH=0G:AH. 
又 CF 二 CG (问题 3288)， 
EC:KA=CF: AM=0G: AM, 
“, CG:AH=0G:AM. 
| AH=AM, 
BE':AE'=BF:AM=BF: AH. 
因为 BF=BE, AH= AE. 
所 以 BE': AE'— BBE:AE, 
故 允 与 互 重 合 . 因此 互 ` 了、.G、 互 ， 在 平面 
(KG, KF) 上 , 即 加 、 FG、 瑟 在 平面 (KG， 
了 ) 截 球 的 截面 加 上 . 


于 是 


如 果 直 线 40 与 直线 及 G 平行 , 则 由 DE = 

DG 知 ， AH=0G, 从 而 4H=AE,CG=0F, 

所 以 AE 一 CR。 在 平面 (4, B, C) 上 , 从 也 

引 4C 的 平行 线 与 4B 交 于 如， 从 43 引 CF 

的 平行 线 与 了 B' 的 延长 线 相交 于 了 , 则 
BE':AE'~ BF: AM. 

因为 BF 一 BE, 又 4MFC 是 平行 四 边 形 ， 


所 以 
AM=—0OF, 
因而 AM=AE. 
oe BE':AE’~BBE:AE, 
故 B' 与 轧 重 合 . 


“» EF/ /ACO, EF/ HG. 
因此 , 召 、 卫 、G、 量 在 平面 (BF, HG) 上, 即 
怠 、 了 F、G、 瑟 在 平面 (BF, HG) 截 球 的 鹤 面 
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加 上。 
3293. 如果 两 个 球面 在 连 心 线 上 的 一 点 
处 相交 ， 则 它们 
没有 其 它 公 共 和 
点 。 
解 ” 设 两 球 的 
球 心 分 别 为 0、 
0', 它们 在 直线 
00' 上 的 一 点 卫 处 相交 . 
(i) 如 果 卫 在 线段 00' 上 . 设 4 为 球 0 
上 除 点 一 外 的 任意 一 点 , 则 在 入 400’ 中 
04>O00' 一 0D4. 
因为 00'-0'4=00'-0'P=0P 一 ( 球 O 的 
半径 )， 
'，O0O4> 球 O 的 半径 。 
因此 , 球 0' 上 的 点 ,除外 都 在 球 O 外 , 即 这 
两 个 球 除 点 卫 外 没有 
其 它 公共 点 . 
Gi) 如 果 忆 在 线段 AN, 
00' 的 延长 线 上 ， 设 0 0 
在 连 线 OP 上 ， 取 球 0' 
上 的 除 己 以 外 的 任意 
一 点 4 则 在 人 40O0' 中 ， 
0O4<O0' 十 04。 
而 00'’ 和 0'4=00'++O'P 
一 0P 一 球 O 的 半径 ， 
“，。 O44< 球 O 的 半径 。 
因此 , 球 0 上 的 点 除 也 外 都 在 球 0 内 , 即 两 
球 除 点 卫 外 , 没有 其 它 公共 点 . 
3294. 如 果 两 球 相 切 ， 则 其 切 点 和 这 两 
个 球 的 球 心 在 同一 直线 上 . 
解 ” 设 两 球 的 球 心 分 别 为 0、0' 切 点 为 
P. 若 卫 不 在 
00' 上 ,在 平 
面 (00'，P) 
上 取 点 卫 关 
于 00' 的 对 
称 点 P, 则 
OP 一 OP， 
O'P'~0O'P., 
所 以 P' 也 是 这 两 个 球 的 公共 点 .这 与 两 个 
球 相 切 的 条 件 矛 盾 , 因此 卫 必 在 00’ 上 。 即 


切 点 和 这 两 个 球 的 球 心 在 同一 直线 上 . 
3295. 证 明 两 个 球 的 交 线 为 一 贺 ， 这 个 
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圆 与 两 球 心 的 连 线 垂 页 ， 而 且 圆心 在 这 条 连 
心 线 上 . 

解 ” 设 两 球 $ 
的 球 心 分 别 为 | 
0、0', 两 球 的 
公共 点 为 和 4 
如 果 用 平面 
(00'。4) 截 球 ， 则 项 面 分 别 是 它们 的 大国， 
而 且 4 是 两 圆 的 一 个 交点 。 设 B 是 这 两 加 
的 另 一 交点 , 则 公共 弦 4B 被 00' 垂 直 平分 ， 
即 当 4B 和 00' 的 交点 为 C 时 ， 则 有 4C= 
BC, LACO=/ ACO'= /RBR. 

如 果 两 圆 以 00' 为 轴 旋 转 ， 则 可 得 到 原来 
的 两 个 球 , 点 4 旋转 所 得 的 曲线 就 是 两 球面 
的 交 线 。 已 知 4C 与 00' 垂直 , 所 以 4C 在 
过 C 且 与 00' 垂直 的 平面 上 , 因而 4 在 以 C 
为 圆心 的 加 上。 因此, 两 球 相交 于 以 C 为 加 
心 的 圆 , 此 圆 与 00' 垂直 , 且 圆心 在 00' 上 . 

3296. 如 果 两 球 位 置 是 外 离 ， 外 切 ， 相 
交 , 内 切 ， 内 离 , 则 这 两 个 球 心间 的 距离 分 别 
是 大 于 两 球 半径 之 和 , 等 于 两 球 半径 之 和 ,小 
于 两 球 半径 之 和 而 大 于 两 球 半径 之 差 ， 等 于 
两 球 半径 之 差 , 小 于 两 球 半径 之 差 。 这 些 命 
题 的 逆 合 题 也 是 成 立 的 。， 


解 ” 设 两 球 的 球 心 分 别 为 0.O, 其 半径 分 


别 为 7 

(i) 当 两 球 外 离 时 。 设 连 心 线 00' 与 球 0 
相交 于 4, 与 球 0' 相交 于 B, 则 

00'=04+AB+BO’ 
=7+AB+7' >r+?7'。 

《ii 当 两 球 外 切 时 。 设 切 点 为 号 ， 下 问题 

3294 可 知 , 切 点 在 两 球 的 连 心 线 上 ,所 以 
OO0'~OPTtPO's=7+?7'. 
《iii) 当 两 球 相 交 时 , 设 球 上 公共 的 一 点 为 


女 , 则 在 和信 400' 中 
OA~O'A<00'<04+0'4, 
即 7~7'<OO0'<r+r'. 


(iv) 当 两 球 内 切 时 。 设 大 球 的 球 心 为 0， 
半径 为 7, 切 点 为 PP， 由 问题 3294 可 知 切 点 
在 两 球 的 连 心 线 上 ,所 以 

OO' 一 OP 一 0 一 7 一 9 1/。 

《v) 当 两 球 内 离 时 。 设 大 球 的 球 心 为 0， 
半径 为 7, 把 O00"' 向 球 心 0' 方向 延长 ， 该 延 
长 线 与 球 0' 相交 于 , 与 球 O 相交 于 4, 则 
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O00'=04—A4AB—0'B=7—AB 
—7<7r—7", 
由 于 上 述 命题 包括 条 件 和 结论 的 所 有 和 情况， 
而 且 条 件 不 同 所 对 应 的 结论 也 不 同 ， 所 以 它 
的 逆 命 题 都 成 立 (转换 法 ) . 

3297. 已 知 三 个 半径 不 等 的 球 的 球 心 分 
别 为 4、B.C。 如 果 两 球 B、C 的 相似 外 心 为 
D， 相似 内 心 为 D'; 两 球 C、4 的 相似 外 心 为 
互 , 相似 内 心 为 召 ; 两 球 4、B 的 相似 外 心 为 
也; 相似 内 心 为 F'。 则 

(1) 了 五 ,五 在 同一 直线 上 ; 

(2) D、B'、F' 在 同一 直线 上 ; DD'、B、F 
在 同一 直线 上 ; D'、 EZ'、 Ff 也 在 同 一 直线 
上 上. 

解 ” 用 平面 
(4, B, 0) 截 
三 个 球 ， 则 其 
截面 分 别 为 大 
网 4、BC. D 
及 D' 在 平面 
(4, B, C) 上 D . 
而 且 是 大 圆 B\C 的 相似 外 心 及 相似 内 心 . 加 
及 万 在 平面 (4，B,，C) 上, 而 且 是 大 圆 C、4 
的 相似 外 心 及 相似 内 心 . 了 及 F' 在 平面 (4， 
B, C) 上 而 且 是 大 贺 4、 妃 的 相似 外 心 及 相似 
内 心 , 故 由 平面 几何 定理 (问题 1541) 可 知 本 
命题 成 立 。 

3298. 在 两 球 相交 圆 所 在 的 平面 上 ， 由 
该 贺 外 的 任意 一 
点 向 两 球 引 切 
线 ， 则 这 些 切 线 
的 长 都 相等 。 

解 ” 设 两 球 的 
球 心 分 别 为 O、 
0', 两 球 相交 的 
圆 面 为 c。 在 平面 c 上 ， 取 该 圆 外 的 任意 一 
点 卫 , 如果 用 平面 (P, 0, 0') 截 两 球 O、O' 及 
平面 %, 则 两 球 的 截面 分 别 为 大 图 O、O', 与 
平面 c 的 交 线 为 这 两 个 大 圆 0、0' 的 公共 弦 
4B, 而 且 点 卫 在 直线 4B 上 .如 在 平面 (P， 
0, O) 上 , 从 己 向 大 圆 0.O' 分 别 引 切线 PIT、 
PY', 则 

PT2—=PA.PB, PT?~—-PA.PB, 
"。 PT2?~=PT’ PT 一 PT 
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因 PT 也 是 球 0 的 切线 ,PT' 也 是 球 0' 的 
切线 ,所 以 从 三 向 两 球 所 引 的 切线 都 相等 。 
3299. 设 三 个 球 的 球 心 分 别 为 0、0'、O"， 
含 两 球 O、O' 的 相交 贺 的 平面 为 0, 含 两 球 
OO0" 的 相交 加 的 平面 为 6, 含 两 球 0"、O 的 
相交 贺 的 平面 为 7, 则 三 平面 a、B、Y 相交 于 
一 直线 ， 而 且 
从 这 条 直线 上 
的 点 向 三 球 分 
别 引 切线 ， 则 
这 些 切 线 的 长 
都 相等 . 
解 如果 用 
平面 (0, 0O， 
0O") 截 三 个 球 , 则 截面 分 别 为 大 加 0, 0', 0" 
在 截面 加 OO 、O"” 中 , 设 两 圆 O、0O' 的 公共 
弦 为 4B, 两 圆 0 、O" 的 公共 弦 为 CD， 两 加 
O"、0 的 公共 弦 为 轧 瑟 , 则 平面 (0、0', 0") 
和 三 个 平面 a、 B、Y 的 交 线 分 别 为 4B、CD、 
如 了 。 因为 00' 是 线段 4B 的 垂直 平分 线 , 所 
以 将 4B 绕 00' 轴 旋 转 便 得 到 两 球 0、0O' 的 
-相交 贺 , 故 两 球 0、0' 的 相交 加 所 在 平面 & 与 
OO 垂直 。 因 此 平面 0 是 与 含 4B 的 平面 
《0, 0 0") 生 直 的 平面 。 同 样 , 平面 是 与 
含 0D 的 平面 (0, O，0“) 垂 直 的 平面 ,平面 
7 是 与 含 BF 的 平面 (0, 0', 0") 垂直 的 平 


面 。 - 

”由 平面 几何 可 知 ， 两 两 相交 的 三 个 圆 的 公 
共 纺 相交 于 一 点 。 设 其 交点 为 豆 , 若 从 互 向 
平面 (0, 0', 0") 作 垂 线 五 P, 则 五 忆 同时 在 
三 个 平面 KB 上 , 因此 三 平面 a、B、Y 四 福 
于 一 直线 。 

其 次 , 从 瑟 P 上 的 点 卫 向 三 个 标 O、0O'、O” 
分 别 引 切线 PT、PT'、PT", 则 因 呈 是 平面 
a 上 的 点 ; 所 以 PT 一 PT'( 参 照 上 题 )。 又 因 
卫 是 平面 Bb 上 的 点 ,所 以 PT'=P7T" (参照 上 


3300. 过 不 
在 同一 平面 上 的 
四 个 点 ， 可 以 作 
而 且 只 能 作 一 个 
球 。 . 
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解 ” 设 不 在 同一 平面 上 的 四 个 点 为 4、B、 
0C、D, 线段 BC 的 中 点 为 及 , 和 八 4BC 的 外 心 
为 肪 ,， 八 BCD 的 外 心 为 吾 . 在 平面 (ME， 
MMF) 上， 从 恕 作用 BB 的 惟 线 和 从 玉 作 MF 
的 垂 线 相交 于 点 O。 于 是 

ME.LBC, MF .|BC, 
“， 平面 (UME, MF) 人 BC。 
从 而 OE LBC. 
又 + OBIME, 
“。 0 1 平面 (BO, ME), 
即 0B | 平面 (4, B, 0)。 


| 而 如 是 入 4BC 的 外 心 ,所 以 


‘EA=BEB= EO. 
., OA4=0B=0O0. 
同样 , OF.| 平面 (B, C, D), 且 
0B=00=0D. 
'. O04=0B=00~0D, 
因此 , 以 O 为 球 心 、 04 为 半径 的 奈 过 四 点 
A.B.C.D. 

其 次 , 设 还 有 一 个 过 四 点 4、B、C、DD 的 球 
的 中 心 为 0 则 0'4=0'B=0'0, 所 以 0 加 
是 平面 (4, B, 0) 的 垂 线 。 由 于 过 点 妃 的 重 
线 只 有 一 条 、 所 以 O'E 与 0B 重合。 同样, 
0'F 是 平面 (8, C0, 功 的 垂 线 ， 所 以 OZ 与 
O 重合 , 因而 O 与 CO 重合, 球 0' 与 球 0 重 
合 。 因 此 过 四 点 4、B、C、D 的 球 只 能 有 一 
个 。 
3301， 作 已 知 四 面体 的 内 切 球 。 

A 


B ne 

解 ” 如 图 ; 已 知 四 面体 4BCD， 设 平分 四 
面体 的 二 面 角 4 妃 的 平面 为 B4Z 平分 二 
面 角 4C 的 平面 为 74O, 而 了 4 和 了 4C 的 
交 线 为 4K. 平分 二 面 角 2C 的 平面 为 
GBO, 直线 4 与 GBC 的 交点 为 0, 则 OO 在 
二 面 角 4 的 平分 面 B4B 上 , 所 以 与 二 平面 
4BC、4BD 等 距离 .又 0 在 二 面 角 LC 的 平 
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分 面 了 4C 上 , 所 以 与 二 平面 4BC、4CD 等 
距离 .又 , O 在 二 面 角 BC 的 平分 面 GBC 上 ， 
所 以 与 二 平面 4BC、DBC 等 距离 . 故 0 与 四 
面体 的 四 个 面 等 距离 。 因 此 以 O 为 球 心 ， 以 
0 到 一 面 的 距离 为 半径 的 球 ， 就 是 四 面体 
4BOD 的 内 切 球 。 

3302. eee 球 相 
切 ， 则 其 各 组 对 楼 
的 和 相等 . 

解 设 四 面体 
ABCD 的 六 条 棱 
AB .CD AC. BD、 
AD、BOC 与 同一 球 
相 切 ， 其 切 点 分 别 
为 BF、G、H、K、L. Ne 
的 切线 相等 ， 

’» AE=AG=AK, BE=BH=BL, 

OF~0CG=0L, DF~DH=DK. 

. AEB-+-BE-COF+DF 
=AG+BH+OG-- DH 
=AK-+BL-CL+DK, 

人 R25 AB+OD~= AC+ BD= A4D-+ BC. 

3303. 如 果 四 
面体 相对 楼 的 和 相 
等 ， 则 可 作 与 四 面 
体 六 条 楼 都 相 切 的 
球 . 

解 在 四 面体 ? 
4BCOD 中 ;过 B4O 
的 平分 线 4 琅 作 平 
面 4BC 的 垂直 面 
ABH, 过 人 BAD 的 平分 线 4F 作 平面 
4BD 的 垂直 面 4FK， 二 平面 AEH.、 AFK 
的 交 线 为 4Z. 再 
过 人 40B 的 平 
分 线 CG 作 平 面 
ABC 的 垂直 面 
CGM， 此 平面 与 
直线 4 的 交点 
为 0. 因为 0 在 
平面 4EH 上 ， 
所 以 0 与 两 楼 4B、40 等 距离 .又 O 在 平面 
4FK 上 , 所 以 0 与 4B、4D 等 距离 . 再 者 ， 
0 在 平面 CGM 上 ,所 以 0 与 两 杰 BC、4C 等 


因而 
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距离 , 故 0 与 四 条 棱 48、4C、4D、 BOC 等 距 
离 。 从 O 〇 向 四 条 楼 4B、AC、4D、BC 作 垂 
线 ,其 垂 足 分 别 是 PQ、B、S, 则 OP 一 0 二 
OR 一 08. 因而 以 0 为 球 心 .OP 为 半径 的 
球 与 4B、4C、4D、BC 相 切 于 已、9、B、S 各 
点 , 从 而 
AP=—AQ—AR, BP~BS, 09 一 0S. 
设 这 个 球 与 平面 4BD 相交 的 小 圆 为 PZR， 
由 马 向 贺 PTE 引 切 线 BT,， 其 切 点 为 了 而 
BT 的 延长 线 与 4D 的 交点 为 也, 则 
BT= BP=BS, D'T=D'R, 
“。 AQ+CY+BT+D'T 
=ARTCS+BS+D'R. 
“, AC+BD'= AD’'+BO. 
AC+BD=ADT+ BC, 
“. BD~BD’'= AD~A4D', 
即 BD~BD'= DD', 
但 一 般 是 BD~BD'<DD', 所 以 这 个 结论 不 
合理 ， 故 D' 与 DD 重合 ,BD 与 圆 PTER 相 切 
于 了 即 BD 与 奈 0 相 切 于 了 。 同样 CD 也 
与 康 O 相 切 , 因此 六 条 校 都 与 球 O 相 切 。 球 
0 就 是 所 求 的 球 ， 
3304. 设 四 面体 内 切 球 的 半径 为 7, 旁 切 
球 的 半径 为 4、72o、7a、\74， 则 
| 
” 7 72 73 974 
解 设 四 面体 
4BOD 的 体积 为 
大， 内 切 球 的 球 心 
为 O, 则 四 面体 
ABCD 是 4 个 四 面 
体 


已 知 


0-BCD, 
O-40D， 
0-4BD, 
O0-4BC 
的 和 .所 以 


7 一 地 7(Saacp 十 Sakop 二 Sai 


+ SAaBc) . 


2 = 总 (Sagcp+ Saacp+ Sasapp 


十 Sea4ac) 。 (VY 
设 在 三 面 角 4 内 旁 切 球 的 半径 为 71 球 心 
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为 01, 四 面体 4BCD 是 3 个 四 面体 01-40D， 
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所 以 EF|I EH. 


O01-4BD,O1-4B0 的 和 减 去 四 面体 O01-BCD | 故 平行 四 边 形 加 FGH 为 矩形 。 设 它 的 对 角 


所 得 的 差 。 即 
1 
eh ri(Sa4acp+Saaap TSaapc 


I 
…。 二 — -3 (Saacp+ Beasp+ Bsnc | 
—Sagop), 
同样 , 设 在 三 面 角 双 内 的 旁 切 妹 的 半径 为 
72, 在 三 面 角 C 内 的 旁 切 球 的 半径 为 73, 在 三 
面 角 忆 内 的 旁 切 球 的 半径 为 rs 则 


去 = 交 (Saapp+Saapct SapoD 


”一 Sa4cp)， 
1 


一 = 


78 


> (Sa4pBo TSagcp +Sa4acp 


—Sa4BD)， 
i (Sapcpt+Saacp+ Saan 
Ta 3V 入 S43D 
一 Sa4sc) 。 
1 1 1 


= 了 -Ceacp 十 SAacp 十 Se4Bp 


十 SA4ac) . © 


由 和 @, 可 得 
2 t+ i+1li+1l. 
2 71 72 73 74 

3305。 如 果 四 人 A 
面体 的 各 组 对 楼 分 
别 相 互 垂 直 ， 则 它 
的 六 条 校 的 中 点 在 
同一 球面 上 . 

解 ” 设 对 楼 互相 B 
垂直 的 四 面体 为 
4BCD， 其 六 条 楼 
AB. BC.CD, DA、 
AC、BD 的 中 点 分 别 为 .FG、 玉 、 2 ,五 , 则 

Ep) .AC, HG) 40, 


.EF HG. 
又 因 EH/BD, G/BD, 

~ ., EH/ FG. 
故 四 边 形 加 FG 五 是 平行 四 边 形 。' 
已 知 401BD， 


线 EG、 了 FH 的 交点 为 则 
OZ 一 OF 一 09 一 0 


同样 ， 四 边 形 到 GZ 也 是 和 矩形， 其 对 角 线 


小 G、 玉 LL 的 交点 就 是 BG 的 中 点 0, 因而 


OE~OK=0G=0L, 
OKR=O0F=O0G~0OH=0K=0OL. 


| 因此 六 条 楼 的 中 点 如 了、G、 五 、 玉 、 工 都 在 以 


0 为 奈 心 、OB 为 半径 在 球面 上 . 

注 1 A0?4+BD?=(2EF)?+ (2FG)? 
=4(EF?+FG?) ~48G2 
=4(20E)?~—1608?. 

AD?+ BC?=160E’, 

AB?+0Cm=160?. 

由 此 可 知 各 组 对 校 互相 垂直 的 四 面体 ， 其 
对 棱 的 平方 和 是 相等 的 。 

2 40O 的 延长 线 和 面 BCD 的 交点 ， 既 
在 BG 上 ,又 在 DF 上, 所 以 它 是 人 BCD 的 


同样 ， 


重心 。 同 样 , BO 的 延长 线 和 面 4CD 的 交点 
是 和信 ACD 的 重心 。 由 此 ,O 是 四 面体 4BCD 
的 重心 . 


3306. 如 果 四 面体 的 对 楼 互相 垂直 则 
各 面 的 9 点 圆 在 同一 球面 上 . 

解 (参照 上 题 图 ) 设 对 棱 互 相 垂直 的 四 面 
体 为 4BCD, 其 六 条 楼 4B、BC、CD、 DA、 
AC、BD 的 中 点 分 别 为 吾 、 了、G、 互 、 瑟 了 工 .由 
上 题 知 , 这 六 个 中 点 百 . 卫 、G、 豆 、 互 、 工 都 在 
以 连结 各 组 对 楼 中 点 BG、B 五 、K 工 的 交点 
0 为 球 心 的 球面 上 。 这 个 球面 和 面 BOD 的 
交 线 是 圆 8GL, 而 圆 FGL 就 是 和信 BOD 的 
9 点 圆 。 其 他 各 面 都 有 同样 的 结果 ， 所 以 各 
面 的 9 点 圆 都 在 同一 奈 面 (过 各 棱 中 点 的 妹 
面 ) 上 . 

3307。 如 果 四 面体 各 对 棱 互 相 垂 直 ， 则 
过 一 个 面 的 三 个 顶点 和 另 一 面 的 垂 心 的 各 
球 , 它们 的 半径 都 相等 。 

解 ” 设 对 棱 互 相 垂 直 的 四 面体 为 4BCDP， 
五 为 面 BCD 的 垂 心 , 五 为 面 4CD 的 重心 。 
过 四 点 B.C.D.K 的 球 的 球 心 为 O, 从 O 向 
面 BC 所 引 垂 线 的 垂 足 为 32D 的 中 点 为 
4， 因 为 0B=OC=O0OPDP， 所 以 工 是 人 BCPD 
的 外 心 。 

oo LMILBD, 
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又 H 是 ABCD 的 垂 心 ， CHLBD, 
LMICH. 

其 次 ， 因 BD、 
AC 是 对 楼 ，BD 
40. 又 因 芭 
是 和 人 40D 的 垂 
心 ，DEK L400, 
"平面 (BD, 

DK) 140, 
BE 4LC.。 
同样 , 4B CD 
4 区 CDP， 
"平面 (4B, 4K) 10D, BKE LOD. 


于 是 ” ”BK 平面 (40, CD)， 
即 BK .| 平面 40D. 
“» LBEKED=/R. 
其 中 , ML 是 直角 三 角形 KBD 斜 边 的 中 点 ， 
, MK=MB=—MD. 
所 以 M 是 款 O 的 小 画 KBD 的 四 心 ， 
: '…，。 OM 平面 KBD. 


因此 , OM、AC 都 是 平面 KBD 的 垂 线 , 所 以 
OM |) 4C， 


同样 ，4 吾 上 平面 B0D, 则 OL、4 玉 都 是 
:| 0O", 则 互 "“ 是 A4BO 的 王 心 ， G" 是 人 4BC 


平面 BCD 的 垂 线 、 所 以 OLf 4H. 

因为 三 边 分 别 平行 的 三 角形 相似 ， 
AOLMwAAHC. 

但 是 ， LMU—30H, 


因而 , 设 球 O 的 半径 为 R, 则 
B=0B?—OM?4 BM? 


~(40) +( 诗 2D) 


= 工 (4C2+BDD) 


i =1 
+ OM 3 40. 


BR-\/ 工 (oz+BDD) 
-V2 O74 BD. 


这 样 ， 过 一 个 面 的 三 个 是 顶点 和 另 一 面 的 垂 
心 的 球 , 它们 的 半径 分 别 是 : 


V2 十 CD2， 于 VC5TBI 


于 VETFTED 


757 


可 是 ，4B2 十 CD2 一 402 十 D2 一 4D2 上 BO2 
(问题 3305 注 1)， 因 此 这 几 个 球 的 半径 都 相 
等 。 

3308. 如 果 四 面体 的 对 棱 互 相 垂 直 ， 则 
其 垂 , A Wd 交点 )、 

重心 (连结 各 顶点 
和 其 对 面 重 心 的 直 
线 的 交点 ) 与 外 心 
(外 接 球 的 中 心 ) 在 
同一 直线 上 ， 且 重 
心 是 连结 垂 心 和 外 
心 的 线段 的 中 点 .- 

解 ” 设 各 对 校 互 
相 垂 直 的 下面 体 为 
4BCD， 垂 心 为 耳 , 重心 为 CQ， 外 心 为 0. 设 
从 及 、G、O 向 平面 BCD 所 引 垂 线 的 足 分 别 
为 五 、G'\、 0 则 鼠 ' 是 人 BOD 的 重心 , G 
是 含有 各 面 9 点 圆 的 球 心 (问题 3306 及 3305 
注 2), G' 是 人 BO7D 的 9 点 圆 的 圆心 ，9' 是 
和 ABCD 的 外 心 , 所 以 五 、`G 人 、O' 在 一 直线 上 ， 
且 @G 是 五 'O' 的 中 点 , 因而 五 刀 、GG'、OO' 在 
同一 平面 (HH', 00') 上 。 其 次 ， 设 由 五 、G、 
0 引 平 面 4BC 的 垂 线 的 足 分 别 为 五 ”、G 


的 9 点 加 的 圆心 ， O 〇 ”为 A 人 ABOC 的 外 心 ， 所 
以 GQ"、O"H" 在 同一 直线 上 ,上 且 G” 为 0"H" 
的 中 点 ， 因 而 五 互 ”、GG“、00" 在 同一 平面 
(HH", 00") 上 . 于 是 可 知 三 点 五 ,.G、0 是 
在 平面 (及 H', 00") 和 平面 (及 ”“,00”) 的 
交 线 上 ， 即 它们 在 同一 直线 上 。 又 因 G' 是 
鼠 O 的 中 点 ,可 知 G 也 是 五 O 的 中 点 。 
3309. 如 果 四 面体 的 对 枝 互 相 垂 直 ， 则 
从 其 垂 心 ( 从 各 顶点 向 对 面 所 引 每 线 的 交点 ) . 


到 各 顶点 距离 的 地 的 点 和 各 面 的 三 心 、 重 


- 心 共 12 个 点 在 同一 球面 上 . 


解 ” 设 对 核 互相 垂直 的 四 面体 为 4BCD， 


. 重心 为 妃 ， 重心 为 6, 外 心 为 0, 则 G、 HO 


在 同一 直线 上 ， 且 G 是 五 O 的 中 点 (上 题 ). 
从 瓦 、O 引 平面 BOD 的 垩 线 ， 垂 足 分 别 为 

0'， 则 互 " 是 人 ABCD 的 重心 0' 是 
ABCD 的 外 心 。 其 次 ， 连 结 4G 和 互 'O' 的 
交点 为 G1, 则 是 和信 BOD 的 重心 , HG: 
G10'=2:1, 
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设 了 为 HG+ 的 中 点 ， 设 从 两 点 T、G: 引 
五 及 的 平行 线 和 
HO 的 交点 | 份 别 
为 I 则 
HIw=IL= 10, 
I 是 定点 。 延 长 
G1 与 1 的 连 线 
和 4 及 相交 于 
, 可知 
HEK=Gi1L. 
又 因 G 是 五 0 
的 中 点 (上 题 )， 
可 知 G 是 三 的 中 点 . 

“» GIiL:HA~GL:GH=1:3, 


HE:HA~1:3, HE=3 HA., 


又 因为 工 是 互 'Gi 的 中 点 ,所 以 I 是 GiK 的 
中 点 ,而 且 


LEH'G1= LR, 
. IK=IH'~1IG,, 
且 HI:HO~HER:HA=1:3. 


因此 ， IK/04, 有 IK~#04. 


综 上 所 述 ,重心 瑟 到 4 的 距离 了 的 点 EK 
和 人 BOD 的 要 心 "及 重心 6 都 在 以 定 
点 了 为 球 心 、 外 接 球 半径 的 子 为 半径 的 球 
上 . 同样 , 从 重心 瑟 到 的 距离 也 的 点 和 
人 40D 的 稚 心 及 重心 都 在 以 为 球 心 ,外 接 
球 半径 的 吝 为 半径 的 球 上 ， 其 它 的 情形 也 
一 样 , 因此 12 个 点 都 在 以 了 为 球 心 , 外 接 球 
半径 的 于 为 半 
径 的 球 上 。 
3310. 证明 
棱 长 为 4 的 正四 
面体 的 外 接 球 和 
内 切 球 的 半径 分 
别 是 
V5 V5 
1 
解 “ 设 楼 长 为 5 的 正四 面体 为 4B0D， 由 
4 向 对 面 B0D 引 径 线 4Hl， 由 如 向 对 面 


第 六 编 立体 几何 学 


ACD 引 垂 线 为 BH,, 且 4H1 和 BH 的 交 
点 为 0， 则 0 既是 外 接 球 的 球 心 ， 又 是 内 切 
球 的 球 心 .又 Hi 和 已 ?既是 人 BOD 及 
和信 4CD 的 外 心 ， 又 是 其 内 心 , 既是 其 重心 又 
是 其 重心。 设 CD 的 中 点 为 至 则 

BE= VBO-—OE? 


AH1=~MABi— BHY 
(fre ) ys 


又 EHi1:EB~ EH EA=1:3, 
"。 AO:OH:1=AB:H,Hi=3:], 


1_vV2, v6 
OH 4H XE 一 一 一 4。 


因为 O4 是 外 接 球 的 半径 ， 0 2 是 内 切 球 的 
半径 , 所 以 外 接 球 半径 是 ee Sh 半 
VG 
径 是 一 12 0。 
3341， 如 果 四 个 平面 相交 构成 四 面体 , 则 
与 这 四 个 平面 相 切 的 球 一 般 有 八 个 ， 
解 ” 设 四 个 平面 a、B8、Y、5 构成 一 个 四 面 


体 ， 且 %、 B 构成 的 二 面 角 二 等 2 分 面 为 WI\ Wy 
B、7 构成 的 二 面 角 二 等 分 面 为 zzs， Ta CQ 7 


构成 的 二 面 角 二 等 分 面 为 zs、 ze, 则 与 四 个 


平面 g、B、Y、6 相 切 的 球 的 球 心 必 在 mi、ma 
中 的 一 个 上 ,也 必 在 mm、 中 的 一 个 上 , 也 必 
在 zs、 me 中 的 一 个 上 。 反 过 来 ， 既 在 mm、za 
中 的 任意 一 个 上 ， 又 在 wa、 wa 中 的 任意 一 个 
上 , 又 在 ws、we 中 的 任意 一 个 上 的 点 ,都 与 四 
个 平面 w\、B、?》、5 相 切 的 球 的 球 心 。 因 此 ,与 
四 个 平面 c\6 人 
组 三 个 平面 的 交点 : 

(m1 Nw3, T5), (zt Wl, 55)， 

(xl ta, Fe6), (m1, Tay 6)， 

(to, WT3, WT5), (V2, Wa3, 6) 

《ro，T4，N5) ， (To, Ts, 16) 。 


因为 上 述 各 组 的 三 个 平面 相交 于 一 点 ， 所 
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以 与 四 个 平面 C、 Bb、 7、 6 相 切 的 球 一 般 有 八 
个 
i 


3312.。. 半径 相等 的 四 个 球 , 各 自分 别 与 其 
它 三 个 球 外 切 。 求 A 
证 ; 由 与 其 中 每 三 
个 球 相 切 的 四 个 平 
面 所 图 成 的 立体 是 
正四 面体 . 

解 ” 设 四 个 球 的 
球 心 分 别 是 4、B、 
C、D， 其 半径 都 是 7?， 则 . 

AB= AC—AD— BC=BD=0D(=27). 
所 以 ,四 面体 4BCZD 是 正四 面体 。 

因 球 万 、C、 呈 的 切 平面 与 点 B、C、D 的 距 
_ 离 都 等 于 ”% 所 以 它 与 平面 BO 了 平行。 其它 

的 切 平面 也 同样 ,因此 , 由 四 个 切 平面 国 成 的 
四 面体 4B'0'D' 的 各 面 与 正四 面体 4BCD 


各 面 平行 。 饮 而 , 其 对 应 的 楼 平行 ， 对 应 的 . 


面相 似 。 故 知 4'B'C'D' 是 正四 面体 . 
3313。 求 与 空间 三 定点 4、B、C 距离 的 
平方 和 一 定 的 点 P bp 
的 轨迹 . . 
解 设 BC 的 中 点 NA 
为 MG 为 AdBO 
M 


的 重心 ， 则 由 中 线 定 “B . 


再 得 
~ PB+PC?~2BNM?+2PM?, @ 
又 设 4G 的 中 点 为 入， 则 
PA2+ PG?—2PN?+2GN?. 加 
又 
PN?+ PM?—2PG?+2GN?, 
2BM?+2MG?— BG2+0G?. @ 
由 +@+@+@, 和 GN 一 4N=MG 得 
PA?+PB? PO? 
=8PG?+ AG?+ BG2+OG?2, 
设 PA?+ PB?4 PO?=m?, 
AG?+ BG?+CG?=n?, 


则 m2、 芭 都 是 一 定 的 ， 


所 以 PGr— 计 (mm), 


m2— Nn2 


即 PG—V —3 
是 一 定 的 。 因此 ， 点 卫 的 轨迹 是 以 和 4BC 
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IN22 一 7 
3 


为 半径 的 球 。 


的 重心 为 球 心 ， 以 凡 


”3314. 有 四 个 半 A 


径 都 是 7 cm 的 球 ,将 

其 中 三 个 球 相互 接触 

固定 在 桌子 上 ， 再 在 0 
上 面 放 另 一 个 球 。 求 

这 个 球 的 最 高 点 高 开 

桌面 的 高 度 是 多 少 ， 

解 “ 设 堆 又 的 四 个 球 的 球 心 分 别 为 4、 瑟 、 
C、D, 则 四 面体 4BCD 是 楼 长 为 2r em 的 正 
四 面体 , 其 高 4 玉 由 问题 3219 知 是 和 


2v 6 
x4B, 即 一 5 一 ?cm， 所 以 ; 这 四 个 球 的 最 


高 处 和 桌子 面 的 距离 是 ， 
3/ 6 


3315. 泉 上 放 闭 一 个 直径 为 50cm 的 球 . 
已 知 电灯 的 一 束 光 射 到 球面 的 视角 的 一 半 为 
a， 连 结 电灯 和 球 心 的 直线 和 桌面 的 夹 角 为 
8B。 当 a<B 时 , 球 的 阴影 是 实 贺 或 贺 ; 当 ac 一 
h 时 是 抛物 线 ; 当 a>>B 时 是 双 曲 线 。 如 果 电 
灯 的 高 度 为 *, 在 下 列 情况 中 , 回答 阴影 的 形 
状 ,并 说 明 其 理由 。 
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{1) he=300 cm- 

(i) 球 的 球 心 在 电灯 的 正 下 方 ; 

《ii) 球 的 球 心 不 在 电灯 的 正 下 方 . 

(2) h=50 cm, (3) h=40 cm。 

解 (1) (i) 光源 工 在 球 的 正 上 方 时 ， 阴 
影 的 边界 和 这 个 球 在 桌 上 的 切 点 的 距离 是 

300.tg & (cm)， 

“所 以 这 时 的 阴影 是 贺 . 

《ii) 因为 8>a, 所 以 阴影 是 椭 辑 . 

(2) 这 时 球 的 直径 和 光源 工 的 高 度 相 等 ， 
如 图 (2), a=B, 所 以 阴影 是 抛物 线 . 

《3) 这 时 工 的 高 度 比 球 的 直径 小 ， 如 
(3), 6<x, 所 以 阴影 是 双 曲 线 。 


(2) 球面 三 角形 
3316. 球面 上 相交 的 两 个 小 国 所 构成 的 
解 设 球 心 为 0， 


角 ， 等 于 在 交点 处 该 3 
两 个 相交 小 圆 的 圆心 


两 圆 的 切线 分 别 和 球 
心 所 确定 的 两 个 平面 
构成 的 二 面 角 的 平面 
角 
分 别 为 豆 \ 互 ， 其 交点 之 一 是 4. 贺 五 在 点 
4 处 的 切线 为 47, 圆 瑟 ' 的 切线 为 4T'， 则 

辕 互 的 平面 OH,， 

.. AT| OR. 
又 47 是 圆 互 的 切线 , AT.L HA4， 
“。 42 平面 (0 及, 玖 4)， 

从 而 AT1OA4., 
辣 理 ， AT' | 04., 
因为 04 是 平面 (47, 0) 和 平面 (47', 0) 的 
交 线 , 所 以 ~T47 ”是 平面 (47T, 0) 和 平面 
(4T', 0) 所 构成 的 二 面 角 的 平面 角 ， 又 因 两 
相交 小 轿 所 构成 的 角 就 是 在 交点 处 该 两 阅 的 
切线 所 构成 的 角 , 所 以 两 相交 圆 了、 五 ' 所 构 
成 的 角 等 于 两 平面 (4T, 0) 和 (47T', 0) 所 构 
成 的 二 面 角 的 平面 角 。 

注 因为 4TLOA, 所 以 小 圆 豆 的 切线 
AT 也 是 球 .O 的 切线 。 同样, 小 圆 豆 ' 的 切线 
也 是 球 2 的 切线 。 

3317.， 球面 上 两 个 大 圆 弧 所 构成 的 角 , 与 
这 两 个 大 圆 所 在 平面 构成 的 二 面 角 的 平面 角 
相等 ， 且 可 用 来 测定 以 这 两 个 大 加 的 交点 为 


| 4B' 都 是 四 分 圆 , 则 
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食 的 第 三 个 大 圆 在 这 两 个 大 贺 问 的 红 。 
解 设 球 心 为 0， 
两 个 大 圆 的 交点 分 别 
为 4\0, 以 4 为 极 的 
大 圆 与 以 4 为 交点 
的 两 个 大 图 的 交点 分 
别 为 B、B'. 如 果 AB、 


LAO0B= /AOB' _/R. l 
所 以 人 BOB' 是 度量 两 个 大 贺 4BO、4B'C 
所 构成 的 二 面 角 的 平面 角 . 
其 次 ,从 4 引 大 圆 4BC 的 切线 47， 则 


LO0AT= /RR, 
所 以 AT I OB. 
同样 , 从 4 引 大 图 4B'C 的 切线 4T', 则 
AT’'/ OB’, 
ZTAT’'~= /BOB’. 


这 就 是 说 ， 两 个 大 圆 4BCO、4B'C 所 成 的 角 
人 TAT', 与 这 两 个 大 贺 4BC、4B'C 所 成 的 


| 二 面 角 的 平面 角 人 BOB' 相等 。 


因为 一 个 圆 上 的 弧 与 该 驱 所 对 的 四 心 角 成 
比例 ,所 以 二 面 角 BB-A40~B' 可 以 度量 弧 BB' 
(如 果 球 的 半径 为 1 则 B88' 可 用 人 BOB' 的 
弧度 数 来 表示 ; 如 以 大 圆周 长 的 360 分 之 一 
作为 度量 缴 的 单位 , 则 有 P' 就 可 用 人 BOB' 
的 度数 的 值 表示 ) 。 

3318. 球面 三 角形 的 任意 两 边 之 和 大 于 
第 三 边 。 

解 ” 设 球 心 为 0， 
球面 三 角形 为 
4BC， 其 最 大 边 为 
AC。 连 结 04, OB， . 
OC 构成 三 面 角 0 
0-4BC， 由 问题 3076 知 

LAO0B+ /BOC > /A4O0, 
由 LA0B: /BOC: L004 
= .AB:B80:624, 
(LA0B+ LBOO): L004 
—(AB+EO):04. 
因此 ，、 AB+PBC>02. 
因为 妈 是 球面 三 角形 _4BC 的 最 大 边 , 显然 
还 有 
”+ 有 访 > 仿 , 人 B+ 分 > 友 ，. 
所 以 球面 三 角形 中 任意 两 边 之 和 大 于 第 
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宇 边 ， 

3319， 球面 多 边 形 的 任 一 边 小 于 其 他 所 
有 边 之 和 . 五 

解 设 球面 多 边 形 D 
4BODE 的 最 大 边 为 ， 

-全 ,分 别 用 大 回 弧 连结 
LO、 4D, 由 上 题 知 
AB< BC+AG, B 
AC<OD+AD, 

AD<DE+ FZ, 

“, AB+A0+AD<BO+AO+OD 
+AD+ Di + 4, 


即 AB<BOrOD+Db+E. 
3320. 设 忆 为 球面 三 角形 4BC 内 的 一 
点 ， 用 大 贺 弧 连结 | 
PB PC, 则 
BB+BC 
<AB+240. 
解 设 弧 BP 的 延 
长 线 和 红 4C 的 交点 
为 9, 由 问题 3318 知 0 
了 < 人 BT 
即 PB+PBY<AB+Awy. 
又 从 < 的 +6, 


~ 


PB PQ+ ECO<AB+ AQ + EY+EO, 


即 EBB+PC<AB+TAO. 
3321. 球面 三 角形 的 三 边 之 和 小 于 大 圆 . 
解 ” 设 球 心 为 0, 球面 三 角形 为 4BC， 作 

三 面 角 0-4BC (参照 问题 3318 的 图 ), 由 问 

题 3077 知 

LAOB+ /ZBOC+ /C0OA<ALR. 

但 ”人 40B: 人 B00: LC04:4LR 

= AB: Bo: 62: 大 圆周 长 ， 
"，AB+ 李 4+062< 大 圆周 长 . 


3322. 二 等 边 0 
球面 三 角形 的 两 底 
角 相等 . 反 过 来 ， 
两 底 角 相等 的 球面 /7 
三 角形 是 二 等 边 球 M 
面 三 角形 . 


解 设 球 心 为 。 3 一 
0, 球面 三 角形 为 4B0, 且 信 一 人 0, 从 4 
引 平面 0BC 的 秋 线 ， 委 足 为 电 . 再 从 4 引 


761 


OB、OC 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 MXN， 则 
OB 1M4, OP 1 万 4， 
"。 0B 平面 (KL,， HH4)。 
从 而 ”0BI1LMH (三 刁 线 定理 ). 
因此 ，, 乏 4MH 是 度量 二 面 角 0B 的 平面 角 。 
同样 ， 人 AN 玉 是 度量 二 面 角 OC 的 平面 
角 、 由 于 4B=40, 所 以 人 40B= 人 人 400. 
于 是 在 和 作 4MO 和 人 A4NoO 中 ， 
ZAMO~ /AANO= /R, 
LA0M= /AAON，,AO 公共 ， 
人 4MO2A 人 4NO， 
从 而 AM=AN. 
又 在 人 AAHM 和 和 人 4EN 中 ， 
~ ZAHM=/AAHN=/R, 
AM 二 AN，,， A 公共 ， 
.. AA4HMA 人 人 AHN, 
从 而 LAAMH= /ANH. 

由 此 可 知 二 面 角 0B= 二 面 角 00, 所 以 
作 B 一 人 C。. 即 二 等 边 球面 三 角形 的 两 底 角 
相等 。 

反之 ， 在 球面 三 角形 4BC 中 ， 如 人 B= 
人 LC， 则 
LAMH= /ANH, 

人 AHMQ2AAHN, 
AM=AN. 

A 人 AMOBA 人 ANO, 
LA0B= /AOC., 

*. AB=~B0. 
因此 两 角 相 等 的 球面 三 角形 是 二 等 边 球 面 三 
角形 . 

3323. 如 果 球 面 三 角形 的 三 条 边 相 等 ， 
则 它 的 三 个 角 也 相等 .反之 ,如 果 球 面 三 角形 
的 三 个 角 相 等 , 则 它 的 三 条 边 也 相等 。 

解 ” 在 球面 三 角形 4BC 中 ,如 果 念 = 大 
=04, , 则 由 G4 一 OB 知人 4A= LB. 

又 由 .45= 人 0 知 人 C= 人 B( 参 照 上 题 )， 
.. LA=/ B/CO. 

其 次 ， 在 球面 三 角形 ABC 中 ， 如 时 LA™ 
人 B= 人 0, 则 由 ~AC 一 -4 4 可 知 4BF= 了. 
由 人 4== 人 B 可 知 BO= AO,、 

EE AB=—BC= LO. 

3324， 如 果 A44' 是 球 的 直径 , 则 砍 4' 是" 
4 的 对 点 ,或 称 取 是 4 的 对 点 。 设 4、B、C 
的 对 点 分 别 为 4、B'\、C'， 则 球面 三 角形 4BC、 


从 而 
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和 球面 三 角 4'8'C' 的 对 应 边 相 等， 对 应 A 交点 为 肿 , 分 别 用 大 网 弧 达 结 加 4, BB, EC， 


相等 。 
解 因为 <40B = 
L4'0B’ 《对 顶 角 )， 
AB=4B. 
同 理 ， 
. Bfo, 
C4=0°4° 
因此 这 两 个 球面 三 角形 “~ 
4BC 和 4BC' 的 对 应 边 相 等 . 
又 二 面 角 04= 二 面 角 04'( 对 楼 二 面 角 )， 
LA=L4'. 
同 理 ， 人 B= 人 LB', LO0= 人 LC0', 
因此 这 两 个 球面 三 角 4BC 和 4B'0' 的 对 应 
角 相 等 . 
注 1 一 个 球面 三 角形 和 以 其 各 顶点 的 对 
` 点 为 顶点 的 球面 三 角形 ， 叶 做 互 为 对 称 的 球 
面 三 角形 。 互 相对 称 的 两 个 球面 三 角形 的 对 
应 边 相 等 ,对 应 角 也 相等 ,但 它们 不 一 定 是 合 
同 的 . 
2 一 个 球面 三 角形 和 与 它 的 对 称 球面 三 
角形 的 合同 球面 三 角形 也 是 互相 对 称 的 . 
3325.。 互相 对 称 的 两 个 二 等 边 球面 三 角 
形 是 合同 的 . 2 
解 设 球面 三 角形 ABC 下 ， AB=4C, A、 
B.C 的 各 对 点 4'、B'、0' 所 构成 的 球面 三 角 
形 为 人 A4'B'C', 则 由 上 题 知 
化 -47 二-3C 二 -0 十， 
LAmL4' LB=/B', LC= /0'. 
已 知 AB= 40， 
"人 B=40, 他 -4 礼 . 
_ 取 球面 三 角形 4B3C， 把 和 与 与 4 重合 
20 与 A 重合, 则 由 AB=A'O’ 可 知 知 0' 重 
合 于 B, 义 由 <4= 一 人 4 可知 和 BB 与 40 
重合 . ,最 后, 因为 4 24'B=26, B' 与 CC 重合 
从 而 全 重合 于 B22. 
“。 球面 三 角形 4BC 
喧 球 面 三 角形 4'B'C', 
3326. 互相 对称 的 两 个 球面 三 角形 的 面 
积 相等 . | 
| 解 设 球 心 为 0, 球面 三 角 形 为 4BC, 小 
阅 4BC 的 圆心 为 D, 0D 的 延长 线 和 球面 的 


则 在 和信 OAD 和 


人 OBD 中 ， A 
O04=0B, NO 
DA es DB, 


人 而 oe 
同样 ， B= 0, EA=EBB=EC, 

由 此 可 知 三 个 球面 三 角形 B44B, BBC, ECA4 
都 是 二 等 边 球面 三 角形 . 

设 4、B.C, 召 的 对 点 分 别 为 4 、B'\C'、E', 
并 以 这 些 对 点 为 顶点 构成 球面 三 角形 ， 由 上 
题 得 

球面 三 角形 TAB 一 球面 三 角形 BB'4'B'， 

球面 三 角形 BC 一 球面 三 角形 B'B'C’, 

球面 三 角形 BCA4== 球 面 三 角形 B'0'4'. 

由 于 球面 三 角形 4BC 是 三 个 球面 三 角形 
加 4B、BBC、BCA4 的 和 , 或 者 是 其 中 两 个 的 
和 减 去 余下 的 一 个 所 得 的 差 ， 球面 三 角形 
4'B'C' 是 三 个 球面 三 角形 B'4'B'、B'B'C'、 
BC'4' 的 和 , 或 者 是 其 中 两 个 的 和 减 去 余下 
的 一 个 所 得 之 差 。 

`“。 球面 三 角形 4BO 
一 球面 三 角形 4'B'0'. 

3327. 在 相同 或 相等 球面 上 的 两 边 及 其 
夹 角 对 应 相等 的 A S 
两 个 球面 三 角 
形 ， 是 合同 的 或 
者 是 对 称 的 。 B E 

解 已 知 在 相 C 
同 或 相等 球面 上 
的 两 个 球面 三 .角形 4BC、 DEF 中 ，. 

AB= Di, A0=DF, /A=/D. 
设 和 4BC 对 称 的 球面 三 角形 为 4'B'C', 则 
LB -AB, 40~ 和 L4'= LA4. 
从 而 可 知 
AB-DE, 40~ Pb, /A'e AD， 
-现在 取 DEF, 把 忆 放 在 4 上 , 使 七 放 和 
.28 重合 , 则 由 4B= 有 DE 可 知 , 罗 重合 于 也. 
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这 时 可 分 两 种 情况 讨论 : 
如 果 刀 和 C 在 .个 的 同 侧 ， 因 为 4 一 


了 D, 可 使 芒 重 合 于 和 . 又 因 A0=Py， 

于 是 也 重合 于 0, 从 而 万 六 重合 于 加. 因 

此 
球面 三 角形 4B0O 生 球面 三 角形 DB 

如 果 了 和 C 
在 4B 的 异 侧 ， 

可 把 D 放 艳 J : \ 

4 上 ,使 DB B ~E 

重合 于 和 4 人 B， e Ff 个 

这 时 五 和 0 

就 在 4 的 B’ 

同 侧 , 由 4 人 B 人 

一 帮 记 可 知 , 如 重合 于 B', 又 因 人 4' 一 人 D， 

天 可 重合 于 40 又 LCP, 于 是 了 重 

合 于 0', 因而 六 重合 于 BIC。 因此 
球面 三 角形 4'B'C' 吕 球面 三 角形 DB 。 

综 上 所 述 , 可 知 球面 三 角形 4BC 和 DEF 
或 者 合同 或 者 对 称 . 

3328. 在 相同 或 相等 的 球面 上 ， 两 角 及 
其 夹 边 对 应 相等 的 两 个 祭 面 三 角形 或 者 合同 
或 者 对 称 . 

解 ” 如 上 题 的 图 . 已 知 在 相同 或 相等 球面 
上 的 两 个 球面 三 角形 4BC 和 DEF 中 

LB=/E, LC~ /LF, BO~ bY. 
设 和 4BC 对 称 的 球面 三 角形 为 4BC'， 则 
有 

LB=/B', LC= /0', 区 -BC 


从 而 We 
LB'=m /BE, /Om /Fh, BO-EY,. 

_ 取 DEF,] 把 名 ? 放 在 BB 上 ， 使 碎 重合 于 
Bc, 由 于 色色 可 知 了 重合 于 C， 这 时 
可 分 两 种 情况 讨论 : 

如 果 D 和 4 在 入 的 同 侧 ， 由 人 B= 人 有 B 
可 知 DD 重合 于 Ba. 又 由 LO= LF 可 知 
了 D 重 合 于 C64 从 而 号 和 4 重合 。 因 此 

. ABCELDEF, 
如 果 把 多重 合 于 名 时 , D 和 4 在 钨 的 
寞 侧 , 则 可 把 : 恕 放 在 】 石上 上 ,使 名 六 与 BC 重 
会 , 了 和 4' 就 在 BO 的 同 侧 。 由 于 BO- 
加 加 可 知 互 重合 于 0', 由 一 B' 一 如 可 知 HD 


Pp ota evi a 


重合 于 B'A'， 又 由 LO0' = LP 可 知 了 和 
C'4* 重 合 ,因而 DD 和 4 重合 . 
. 4'B'O'LDEF,. 

综 上 所 述 ， 两 个 球面 三 角形 4BC 和 DEF 
或 者 合同 或 者 对 称 . 

3323. 在 相同 或 相等 的 球面 上 ， 三 边 对 
应 相等 的 两 个 球面 三 角形 4BC 和 DBF 或 
者 合同 或 者 对 称 ， 

解 ” 设 在 两 个 球面 三 角形 4BC 和 DEF 
中 ， 

AB=Py, 分 =- 亨 , 区 -下 
如 果 和 球面 三 角形 4BC 对 称 的 球面 三 角形 
为 4BC', 则 
WA ~ rs 个 ~ ~ 
A'B'~AB, A'C'= AC0, B'O'~— BO, 
从 而 
AB-P, 40-Dy, BO=A. 
取 DEP, 把 加 放 在 BB 上 ， 使 如 与 80 重 
合 ,由 研一 区 可 知 , 了 重合 于 0. 如 果 卫 
和 4 在 加 的 异 侧 , 作 4D 的 大 圆 弧 ， 则 得 
到 两 个 二 等 边 球面 三 A 
角形 B4DC4D， 因 
为 它们 的 两 底 角 相 
等 ， 于 是 可 得 人 4= B 
AD， {E) (F) 

如 果 和 和 BC 重 
合 时 ， 时 ,了 和 4 在 项 的 同 仙 ， 可 使 有 重合 
于 B'0', 于 是 DD 和 4' 就 在 BC 的 异 侧 ， 作 
AD 的 大 网 统 ， 则 可 得 两 个 二 等 边 球面 三 角 
形 B'4'D、0'4'D, 它们 的 两 底 角 相等 ,所 以 

LA4=-D， 从 而 LA4= 人 LD. 

基于 上 述 , 可知 4BC 和 DBZ 是 两 边 及 天 
角 分 别 相等 的 球面 三 角形 《 即 AB8=Dy, 4 
一 万 不 ， 学 4 一 人 D)， 它 们 或 者 合同 或 者 对 
称 。 

3330. 在 相同 或 相等 的 球面 上 ， 三 个 角 
对 应 相等 的 两 个 球面 三 角形 或 者 合同 或 者 对 

解 在 以 0 为 球 心 的 球面 上 的 两 个 球面 
三 角形 4BC 和 DEF 中， 
LA=/D, LB= /BE, /0~ ZF. 
和 问题 83881 一样, 作 4BO 的 极 三 角形 

4'B'O', 作 DEF 的 极 三 角形 D'B'Fr, 由 问 

题 3332 知 ， 一 BOC 和 人 4 互 为 补 角 ， 


a ee ee 


人 
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人 OF’ 和 人 DD 互 为 补 角 ,所 以 


LB'OC'~ /AE'OF’, 
从 而 BC 一 人 
同 理 CH=FD', AB DD’. 
因此 由 上 题 可 知 , 4'B'0’ 和 D'B'F' 是 合同 
的 或 者 是 对 称 的 。 
LA 一 AD LP'= LE, 
LO LF'. 


其 次 ， 由 于 4'B'C' 的 极 三 角形 为 4BC， 
D'B'F' 的 极 三 角形 为 DBF, 由 上 面 的 证 明 
可 知 , 4BC 和 DBF 是 合同 的 或 者 是 对 称 
的 


如 果 4BO 和 DEPB 分 别 在 两 个 相等 的 球 
面 重 合 ,所 以 和 同 球 上 的 证 明 一 样 。 

3331. 设 分 别 过 球面 三 角形 4BC 各 边 
BC.C4、4B 的 大 加 BO、.CA、4B, 在 A4、B、C 
同 侧 的 极点 为 4 
B'0', 则 球面 三 角 
形 4B'C' 时 做 球 
面 三 角形 480 的 
极 三 角形 。 

已 知 球面 三 角形 
4'B'C' 是 球面 三 角 
形 4BC 的 极 三 角 
形 ， 证 明 奈 面 三 角形 4BC 也 是 球面 三 角形 
4'B'O' 的 极 三 角形 . 

解 设 大 济 四 分 弧 的 长 度 为 ,4' 是 大 
BC 的 极 , 则 


AB=AC=. 
网 和 设 B’ 是 大 圆 CA 4 的 极 ， 则 
BO=BA=. 
设 0' 是 大 圆 4B 的 极 , 则 
CA=OB=. 
从 以 上 各 式 可 得 名 =G2=1， 因 而 4 是 大 
加 B'C' 的 极 。 
又 CIB 一 4 号 一 5 所 以 巨 是 大 阅 C4' 的 极 . 
又 40=B'C=l, 所 以 C 是 大 贺 4'B' 的 极 . 
由 此 可 知 球面 三 角形 ABO 也 是 球面 三 角形 
4'B'O' 的 极 三 角形 . ee 
”3332。. 设 球面 三 角形 4B0 的 极 三 角形 
为 4 BO 球 心 为 0， 则 人 BOCO、~CO4、 
24O0B 分 别 与 人 和 4、 人 B'、LO' 互 为 补 角 。 


解 ” 如 果 大 贺 统 4'B' 或 其 延长 线 和 大 贺 
弧 BC 的 交点 为 召 , 大 
图 弧 4C 或 其 延长 线 
和 大 圆 弧 BC 的 交点 为 
也, 则 4 就 是 大 贺 BC 
的 极 。 所 以 

LA'OF= /RBR, 

LA'OF= /R, 

.. ALA'=/BEOF. 
又 BB 是 大 贺 4'0' 的 极 人 人 BOF 二 LR,C 是 
大 品 4'B' 的 极 , LCOB = 人 RE， 
., LBOOC+ALBOF=/BOF+/OON 
—2/B. 

因此 ， 了 BOC 和 LBOF 互 为 补 角 ， 从 而 
人 BOC 和 人 4' 互 为 补 角 。 
同 理 ，CO4 和 人 B' 互 为 补 角 ， <40B 和 
人 L0' 互 为 补 角 。 

注 如 球面 三 角形 4BC 的 极 三 角形 为 
4'B'C', 则 4'B'C' 的 极 三 角形 是 4BO, 且 
LB'O0'、LO0'O04'、L4'O0B' 分 别 和 人 4、 


LB、LC 互补 . A E 
3333. 球面 三 角 ~ 
形 的 三 个 内 角 平 分 线 VSc 

共 点 。 

解 ” 设 球 心 为 0 的 
球面 三 角形 为 4BC， 
人 4 的 平分 线 为 4D， 6 
人 B 的 平分 线 为 B 记 ， 人 LC 的 平分 线 为 OF. 
设 六 和 殷 的 交点 为 I， 则 因 I 是 ZB 平 
分 线 By 上 的 点 , 了 到 两 平面 04B、0BC 的 
距离 相等 ,又 因 I 是 LC 平分 线 GB 上 的 
点 , 了 到 两 平面 08C.、O04C 的 距离 相等 ,所 以 
了 到 两 平面 04B 和 040 风 仆人 从 而 工 
也 是 Z4 平分 线 AD 
未 的 ; 点 . 故 45, BE, 
O% 共 点 了 

3334， 球面 三 角 
形 的 三 条 中 线 共 点 . 

解 ” 设 球 心 为 0 的 
球面 三 角形 为 4B0,， 
各 边 有 CO、 2、 A 的 
中 点 分 别 为 D、B、 也 ,， 六 .BO、 CA、4B 的 中 
点 分 别 为 D'、B'、F'。 因为 在 同 圆 内 。 四 心 、 
弦 的 中 点 .该 弦 所 对 缴 的 中 点 在 同一 直线 上 ， 


二 
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所 以 DD' 在 oD 上 ， 轧 ' 在 OB 上 ;， BF' 在 OF 
在 平面 三 角形 4BC 中 ， 它 的 三 条 中 线 
AD'.BB'、CF' 共 点 , 设 这 个 交点 为 G'， 则 三 
平面 (04, 0D), (0B, OE), (OC, OF) 共 
线 0G'。 设 0G 的 延长 线 和 球面 的 交点 为 
G, 则 三 平面 (04, 0D), (0B, 08), (00, 
OF) 和 直线 0G 分 别 与 球面 相交 所 成 的 球面 
三 角形 4B0, 它 的 三 条 中 线 4D、BE、CF 都 


共 点 G。 
3335. 设 球 心 为 
O 的 球面 三 角形 为 


4BO, 04、.OB、OC 两 
两 都 不 垂直 ， 则 由 球 
面 三 角形 的 各 顶点 分 
别 引 其 对 边 的 垂 线 共 
点 


。 0 
_ 解 设 由 B 引 妃 的 重 线 为 到， 由 C 引 
-4 方 的 垂 线 为 CF,， BB 和 OC 的 交点 为 是. 
再 过 04 上 的 一 点 4' 作 秋 直 于 04 的 平面 ， 
它 和 0B、0O0 分 别 交 于 点 B'、0', 则 两 平面 
OBE 和 4'B'C' 的 交 线 为 B'E', 两 平面 OCF 
和 4BO' 的 交 线 为 0'8', 设 BB' 和 0C'F' 
的 交点 为 五/， 则 五 ' 在 两 平面 OBB 和 OCF 
的 交 线 0O 且 上。 这 时 平面 4'B'0'104, 平 
面 04C 包含 04， 
平面 4'B'0' 1 平面 04C.， 
又 BEBL4C， 平面 0BE | 平面 040,.. 
所 以 两 平面 4'B'C'、OBE 的 交 线 B'B' 垂直 
于 平面 040， 
“， B'E'] 4'0', 
同样 OC'F' LA'B'. 
因此 , B'B 和 0'8' 的 交点 刁 ' 是 人 4'B'C' 
的 重心 ， 从 而 连结 4' 玉 ' 的 直线 和 BC' 相交 
于 了 则 
4D BO 
又 04 垂直 于 平面 4.B'C' 上 的 直线 BO', 所 
以 ， 
平面 (04, 4'D') BIO。 

从 而 平面 (04, 4'D') 垂直 于 含有 B'C’ 的 平 
面 OBC. 

设 OD 的 延长 线 和 80 相交 于 D, 则 A 
在 平面 (04, 4'D') 上 ，80 在 平面 03C 上 ， 
4DLBC。 因为 平面 (04, 4'D') 含 有 O08， 


. 形 的 面积 和 球面 面积 
. 角形 内 角 的 和 减 去 两 
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所 以 该 平面 上 的 AD 必 过 直线 ON' 上 的 点 
瓦 。 由 此 可 知 由 球面 三 角形 _ 4BC 各 顶点 向 
其 对 边 所 引 的 三 条 垂 线 4D，BE，CF 都 过 
点 妃 。 即 球面 三 角形 的 三 条 垂 线 共 点 。 
3336. 球面 三 角 


的 比 。 等 于 该 球面 三 


直角 所 得 之 差 和 八 个 
直角 的 比 。 

解 ” 设 球面 三 角形 
4B0 的 对 称 球面 三 角形 为 4BC' (44， 
BB', 00' 为 球 的 直径 ), 半 球 的 面积 为 5S， 
则 


月 形 4B4'C4 面积 :S= 人 4A:2 人 RR， 
和 1 一 一 4 . 
.“。 月 形 4B4'C4 面积 57 Ss, 
月 形 B0'B'4'B 面积 :8 一 人 B:3LB， 
了 了 1RI! 41 人 ZB a 
月 形 BC .B48 面积 FE S. 
月 形 C40'BC 面积 :S= LC:2 人 BR， 


月 形 CLC' BO 面积 =_2C_ .8S. 


2ZR 
。。 月 形 484'C4 面积 
十 月 形 BC'B'4'B 面积 
十 月 形 C40'BO 面积 
LA+LB+LC.g 
37BE . ~? 


球面 三 角形 4BC 面积 
十 球面 三 角形 4'B'O' 面积 十 8 
LA+LB+LO.g ; 
aR .~ 


因 3 
球面 三 角形 4B0 面积 
一 球面 三 角形 4 号 C 面积 ， 
“。 2x (球面 三 角形 4B0 面积 ) … 
~4A+LB+L0.sg 
2LB 


LA+LB+LC-2LR .8 
> 


球面 三 角形 48C 面积 
LATLB+IC-2LR ,8 
| 4B 
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从 而 
球面 三 角形 4BC 面积 
2 
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_ LA+LB+LC-2LR 
ZR * 

3337， 球面 三 角形 的 内 角 和 大 于 两 直角 
而 小 于 六 直角 . 

解 ” 设 球面 三 角形 为 4B0, 半球 面 为 S, 则 
由 上 题 知 

球面 三 角形 4BC 面积 
25 


LA+L BTLC-2LR 
8ZE * 


这 个 等 式 的 左边 是 正 的 , 右边 也 必须 是 正 的 ， 
“» LA+ALB+AL0-2LR>0, 
即 
LA+LB+LO>2LR, 


LA<2LR, LB<2/R, LC<2LR, 
LATALB+/AC<6LR. 


. 2AR</AAT+LB+/CL6LR, 

注 ” 从 球面 三 角形 的 三 个 内 角 和 减 去 两 直 
角 的 球面 叫做 这 个 球面 三 角形 的 球面 过 和 镜 . 

3338， 球面 凸 % 边 形 的 面积 ， 等 于 从 其 
内 角 和 的 一 半 减 去 (2 一 2) 人 BR 所 得 之 差 为 月 
形 角 的 球面 月 形 的 面积 。 

解 ” 设 球面 凸 % 边 形 为 4BCD..…WMN, 半 
球面 积 为 &。 如 用 大 圆 弧 连结 4CO、4D、.…、 
44, 则 得 ?一 2 个 球面 三 角形 , 这 时 人 4 被 
分 成 ZQl、 人 Qs、…、 人 Lan-2 等 n 一 2 个 角 ， 
人 LC 被 分 成 Le1、Lc2 两 个 角 ，LD 被 分 成 
和、A 人 aa 两 个 角 ,…，LM 被 分 成 人 rm 
?ia 两 个 角 。 由 问题 3336 知 

球面 三 角形 4BOC 面积 
Lut LB+ /2LBR.,y 
| 4/R 
球面 三 角形 40D 面积 

A A A et pA 

4LB 


ereaseoeodease 


"8, 


一 -ar-? 十 1 十 LA 一 2 人 RS 
4 


把 以 上 各 等 式 的 两 边 分 别 相 加 , 则 得 


其 余 的 同样 可 求 


从 而 
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球面 凸 % 边 形 4BOD…MN 面积 
~[ZA+ LBI+LCT…+ LN 
~2(n—2) /BR].S-: 4/BR 


-| 亩 (LAtLB+ LO+:…+ 人 LN) 


~ (n—2) LR|-S+2Z8. 


上 式 右边 表示 ， 以 分 子 中 的 角 为 月 形 角 的 月 
形 的 面积 ， 因 此 得 证 。 

3339, 说 明 什 么 是 曲率 和 曲率 半径 。 

狼 ” 如 果 把 弯曲 
的 道路 铁路 ,或 者 WY 
物体 上 的 曲线 看 成 » 
是 圆 弥 的 一 部 分 ， 
则 这 个 加 的 半径 


的 倒数 二 叫做 这 


条 曲线 的 曲率 ， ? . l 
叫做 曲率 半径 。 0 

例如 , 图 中 相交 成 60° 的 十 字 路 上 , 要 在 各 
角 PP、9、R、S 内 作 圆 弧 ， 使 其 曲率 半径 为 
50m 且 和 各 角 的 两 边 相 切 ， 试 求 各 角 顶点 
PQ、R.S 到 各 切 点 的 距离 . | 

如 图 ， 已 知 O7 一 07"' 一 50, 设 T=z, 由 
AZPBO=60"* 知 Se 

OT=V 3%, 


出 。 

又 如 ， 已 知 长 
25m 的 线路 的 
曲率 半径 为 
300m, 如 图 , 试 求 其 弯曲 的 高 度 0。 

设 40B=-6, 则 有 

25 .9 
‘300x27360° 


"64.7°, 


LBON =2.35°, 
ON =300c0s2.35° =300Xx0.9991 
299.7， 
", d=300—299.7=0.3(m)。 
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第 六 章 投影 画 法 


3340。 (定义 ) 什 么 叫 投 影 ? 

解 ”投影 就 是 把 物体 的 形状 用 视图 表示 在 
平面 上 .这 个 
平面 叫做 投影 
面 。 一 个 平面 
水 平 放置 ， 另 
一 个 平面 垂直 
放置 ， 前 者 叫 
做 水 平 投影 
面 ， 后 者 叫做 
正面 投影 面 . 

这 两 个 面 把 空间 分 成 四 个 象限 ,. 从 第 一 象限 
到 第 四 象限 的 位 置 和 三 角 中 的 象限 一 样 。 如 
果 投 射线 垂直 于 投影 面 ， 那 么 这 种 投影 叫做 
正 投 影 ; 如 果 投 射线 不 与 投影 面 垂直 , 那么 这 
种 投影 叫做 佟 投影。 除 水 平 投影 面 和 正面 投 
影 面 外 , 和 它们 直 交 的 面 叫做 侧面 投影 面 . 几 
何 体 在 正面 投影 面 上 的 视图 称 为 主 视图 ， 在 


水 平 投影 面 上 的 视图 称 为 俯视 图 ， 在 侧面 投 | 


影 面 上 的 视图 称 为 左 视图 . 


3341. (定义 ) 什么 叫 射影 、 正 射影 ? 一 条 
直线 在 平面 上 的 
射影 是 什么 
形 ? 

解 从 一 点 P 
引 平 面 z 的 垂 
线 ， 设 其 垂 足 为 
2 则 点 2 叫做 点 
在 平面 % 上 的 


正 射影 或 简称 射影 。 图 形 了 7 上 的 各 点 在 平面 
wm 上 的 正 射影 的 集合 叫做 图 形 了 在 平面 上 
的 正 射 影 或 简称 射影 。 如 一 条 直线 4B 不 垂 
直 于 平面 ， 则 该 直线 在 这 个 平面 上 的 正 射影 
ab 是 一 条 直线 .如 另 一 条 直线 CD 垂直 于 这 
个 平面 ， 则 CD 在 这 个 平面 上 的 正 射影 为 点 
CQ 

3342. 作 以 下 四 点 4、B.C.D 的 投影 . 
点 4 离 正面 投影 面 2cm, 离 水 平 投影 面 
3em; Sr 

点 电离 正 面 投 影 面 3.56m, 在 水 平 投影 面 
上 ; 

点 C 在 正面 投影 面 上 ， 离 水 平 投影 面 
4cm; 


点 隔 在 两 投影 面 上 ， 


3343. 已 知 点 4 在 水 平 投影 面 上 的 投影 
a, 正面 投影 面 A 
上 的 投影 %， 
求 点 4 和 基 
线 GZ 的 距离 。 

解 已 知 点 
4 的 俯视 图 为 
4a， 主 视图 为 
ou, 作 它 的 左 
视图 ao"， 则 4 . 

La" 就 是 点 4 和 GL 的 距离 . 
3344， 判定 下 面 投影 图 所 表示 的 几何 图 
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形 的 形状 和 位 置 。 


SO----。------|.------------ 


解 (i) a、a' 是 点 4 的 投影 , 它 的 位 置 在 
正面 投影 面 的 前 方 和 水 平 投影 面 的 上 方 若干 
距离 . 

(ii) b'e'、 be 是 线段 BC 的 投影 , 线段 的 位 
置 在 正面 投影 面 上 , 端点 C 在 基线 上 ， 

(iii) GQ'\G 是 点 了 的 投影 它 表示 点 号 在 
水 平 投影 面 上 ， 且 在 正面 投影 面前 方 若干 距 
离 的 位 置 ， 

(iv) ee 表示 点 召 在 基线 上 . 

3345， 从 定点 已 ， 把 已 知 线段 7 按 以 下 
指定 的 方向 作出 其 投影 图 . 

(1) 平行 于 基线 ; ” (2) 垂直 于 水 平 投影 
面 ; (3) 垂直 于 正面 投影 面 ; 《4) 平行 于 
正面 投影 面 , 对 水 平 投影 面 的 倾角 为 45°; 
《5) 平行 于 水 平 投影 面 ， 对 正面 投影 面 的 贷 
角 为 30°。 


和 (= 


(1) p'a'、pa 都 平行 于 基线 , 且 其 长 度 都 等 
于 

(2) p20’ |GL, pb'=L, 

(3) pecLGL, fc=i; 

(4) p'G'=—!, Le'p'ad’'~—45°; 

(5) pe=!, Lepad=30°. 


| 是 点 BB 的 左 视 


3346. 右 图 
是 线段 4B 投影 
图 的 一 部 分 ， 其 
中 o 是 4 的 
主 视图 ， 4 是 点 
4 的 俯视 图 ，27 


图 。 试 完成 线段 
4B 的 俯视 图 和 左 视图 . 

解 如 右 图 ， 
先 从 Bb" 求 5 
的 位 置 ， 以 确定 
4D， 再 从 4a、a’ 
求 a"”, 以 确定 
CD 

3347. 从 下 
面 的 投影 图 中 ， 


求 线段 4B.CD.BF 和 各 投影 面 交 点 的 位 置 : 


(i) 4 平行 于 正面 投影 面 且 倾斜 于 水 平 
投影 面 . 

(ii) CD 平行 于 水 平 投影 面 且 倾 斜 于 正面 
投影 面 。 

(iii) 吾 F 倾斜 于 两 投影 面 。 


解 
及 D2: 
1 y 1! 
! g 9 i 人 
Se cd : ms : 
| NLP pt }! 
C 一 i 全 -一 
: ; 4 l i 
a 0 | 


(i) : (ii) . (iii) 

3348. 已 知 长 5cm 的 线段 Pe 的 一 端 书 
在 水 平 投影 面 上 方 3cm, 正面 投影 面前 方 
1cm， 另 一 端 @ 在 水 平 投影 面 上 方 3cm， 正 
面 投影 面前 方 3.5cm,， 求 PQ 的 投影 。 


人 1 一 人 
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解 _ 取 点 卫 的 位 置 为 zx， 以 卫 为 中 心 ，| 


把 多 保持 在 3 cm 的 高 度 , 旋转 PQ@ 和 正面 投 
影 面 平行 , 则 点 8 的 投影 是 ， 距 GZ 为 3cm 
的 平行 线 和 以 2' 为 贺 心 \ 以 5cm 为 半径 的 贺 
弧 的 交点 9%。 再 求 96 的 水 平面 投影 go 然 
后 以 2 为 圆心 .pgo 为 半径 作 圆 弧 ,， 它 和 距 
GL 3.5cm 的 平行 线 相交 于 9, 则 p'q'\ 24 就 
是 所 求 的 投影 。 

3349. 已 知 线段 4B=5cm, 点 4 在 正 
面 投影 面 上 ， 点 互 在 水 平 投影 面 上, 4 与 
水 平 投影 面 的 倾角 为 30*， 其 俯视 图 与 基线 
成 45” 角 , 试 作出 4B 的 投影 图 。 


力 

先 从 基线 上 的 一 点 B(5t, 0), 在 正面 投影 
面 上 作 和 GZ 成 ”. 
30" 角 长 为 5cm 一 
的 线段 Xa' 及 
zc. 再 以 4 为 贺 
心 、 4B 为 半径 ， 
使 BB 在 术 平 投 
影 面 土 画 加 弧 
( 即 以 a 为 贺 心 ，- 
abo 为 半径 画 . 
弧 ), 它 和 GL 成 45° 角 的 直线 相交 于 B(2)， 
则 ao、a2' 就 是 所 求 的 投影 图 。 

3350. 若 把 直角 芝 4 了 垂直 投射 到 平面 
@ 上 , 则 直角 边 之 4 和 了 4 的 射影 或 它 的 延 
长 线 组 成 的 角 是 钝 角 。 由 其 中 一 条 边 的 射影 
和 另 一 边 射 影 的 延长 线 组 成 的 角 是 锐角 . 

解 设 芝 4 了 LE, 延长 和 4 到 1, 则 
人 X14Y 一 人 LB. 如 果 人 ZAY 的 两 边 和 平 
面 K 的 交点 为 也. 了 ，4、!1 在 平面 a 上 的 正 
射影 分 别 为 4 了 i, 则 革 、A4'、 及 1 在 一 条 直 
线 上 ,和 且 

LAAXe LR, LA4A'Y7=/B. 


ee 


| 8B 的 直线 垂直 


从 而 


ZA>RA', YA>YA'. 
"， AZXAYT>/RAY LR, 


LHIAYT<LR. 

注 在 同一 平面 
上 XY 为 公有 , 且 
XA>ZXA’, YA> 
了 4' 的 两 个 三 角形 
AXY、4'XY 中 ,有 
LXA'Y>ZRAY. 


”3351. 设 正 四 面体 48BCD 的 对 楼 4B、 


CD 的 中 点 分 别 
为 加 ,县 连 结 


平面 w,.4、B、 
C.D 在 平面 ww 上 
的 正 射 影 分 别 为 
A%B"C"D', 则 
A'B'C'D' 是 什么 
样 的 四 边 形 ， 并 
说 明 其 理由 。 

解 ”在 正三 角形 C4 和 D4B 中 ， 

CE 14P,， DB AB. 

“。 4D 1 平面 0BD， 


AB | EF, AB1.OD. 
因为 ”EC=BD， 所 以 了 HLCD， 
又 知 加 了 | 平面 
， 4B1m CD1T。 
故 有 AB/ A'B', AB= 4'B', 


CD/) CD OD=O0'D'. | 
设 BF 和 平面 % 的 交点 为 6, 则 0 是 
4B OD 的 中 点 . 又 因 ABILOD, 而 有 
4'B'LC'D', 所 以 四 边 形 4'B'C'D' 是 正方 
形 . 
3352. 已 知 直立 于 水 平 投影 面 上 的 线段 
4B, 如 把 4B 倾斜 使 与 水 平 投影 面 成 物 ” 


- 角 ， 再 把 它 在 水 平 投影 面 上 的 投影 倾斜 使 与 


正面 投影 面 成 30* 角 , 试 作出 它 的 投影 图 ， 


(1) -. ., (2 
解 线段 4B 直立 于 水 平 投影 面 上 ， 它 的 ， 
投影 为 a'b'(ab)。 把 线段 4B 倾斜 使 与 水 平 
投影 面 成 物 ” 角 ， 它 在 正面 投影 面 上 0 
为 a”b", 在 水 平 投影 面 上 的 投影 为 a2b2. 
把 gobs 倾斜 使 与 基线 成 30° 角 的 平面 由 
as 这 样 就 可 作出 其 正面 投影 面 上 的 投影 


0 人 人 ( 因 o2a2 az “一 aabs, 所 以 2 


Brrr 等 高 ) 。 

注 画 如 鲜 人 的 分 解 式 或 统一 于 图 者 

可 以 。 
3353, 已 知 两 
平面 .86 的 交角 为 
6, 交 线 为 XY. 
土 的 和信 4BO 的 底 
边 BC 在 XY 上， 
它 的 面积 为 8&， 求 
这 个 三 角形 在 8 上 
的 投影 三 角形 4'B0 的 面积 。 

解 设 人 4B0 的 高 为 4 互 , 由 

AHLXY, 从 而 L4H4'=0. 
0, A'He=AH co80, 
Snape “BO-AH AH,. AH 1 
Sga'po “BO-AH A800 Tao" 
. SA4 “BC 一 人 2a3Bo- *“cos6 一 Scos09。 

注 ”如 果 底 边 BC 不 在 XY 上 ,只 要 Bol 
之 了 也 可 得 出 同 
样 的 结论 . 

3354. 已 知 
两 平面 a、B6 相 交 
成 角 9, 设 平面 
上 的 三 角形 
ABC 在 平面 8 上 
的 正 投 影 为 三 角 


形 4BO 则 人 4BO 和 人 4'B'C' 的 面积 有 


什么 关系 ? 
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解 ” 设 两 平面 a、6 的 交 线 为 之 了, 过 C 且 


与 X 了 了 平行 的 直线 和 4B 相交 于 D, 过 0' 县 


与 XY 了 平行 的 直线 和 A'B' 相交 于 D', 由 上 
题 知 
SA4h'p'o" 一 SA4po"cosD， 
心 spp'c' 一 Seapc'cogg。 
“» SA4'B0 一 SAapovcc3B。 
3355。. 设 两 平面 a、B 的 夹 角 为 ， 9, 平面 
& 上 的 多 边 形 一 在 
平面 8 上 的 正 投影 
为 已 ， 如 多 边 形 
P、P' 的 面积 分 别 * 。 
用 S、&' 表示, 则 
S'=S e080 
(可 化 为 三 角形 证 
朋 )。 
解 ” 设 平面 a 上 的 多 边 形 了 为 4142…4，， 
从 A1 分 别 连结 As, As, ng Li 则 把 P 分 


i| 成 一 2 个 三 角形 .因此 对 应 地 也 把 平面 8 
:| 上 的 多 边 形 4 和 4 


“4x 分 成 有 一 2 个 三 角形 。 
已 知 两 平面 KB 的 夹 角 为 由 上 题 知 


Saatasas =Sag,44,° C080, 


Saaratat =Sh4,4,4,°0080, 
Saatas 4s SAAAns4s C080 
: oe S'S cosO, 
3356. 已 知 两 平面 a、8 成 60° 角 ， 平面 
Q 上 的 三 角形 4B0 各 边 长 分 别 为 5cm、 
7cm、10cm, 求 它 在 平面 86 上 的 正 投影 三 角 
形 4'B'C' 的 面积 。 
解 . 根据 海伦 公式 ,平面 cc 上 的 人 450 的 
面积 为 
VX 2 (om) 
报 据 问题 3354 可 知 八 4BC 在 平面 oF 
投影 三 角形 4.B'0' 的 面积 为 
23wW66x coa60* 一 /66(em2)。 
3357. 已 知 平面 wx 上 的 菱形 4BCD 在 另 
一 平面 6 上 的 正 投影 为 四 边 形 41B'0'D', 问 
4B'OD' 号 怎样 的 四 边 形 ? 在 什么 时 候 
4'B'C'D' 也 为 萎 形 ? (只 需 简 单 叙 述 其 结果 )》 
解 设 菱形 4BCD 对 角 线 的 交点 为 00 
在 8 上 的 正 投影 为 O', 则 
0O'4'=0'0, O0'B'=0'D'。. 
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所 以 四 边 形 4'8'C'D' 为 平行 四 边 形 . 平行 
四 边 形 4'B'C'D’ 为 鞭 形 的 充 要 条 件 是 . 
0 LB'D’', 
因此 , 次 形 4BCD 的 对 角 线 4C、BD 都 应 与 
平面 8 平行 。 反之 ,如 果 对 角 线 40、BD 都 
平行 于 平面 6, 则 
OO0'140，401 .4Cr。 
"。 O00'1L40. 
LOCLBD， 
.…。 平面 (00', BD) 140， 
从 而 平面 (00', BD) 上 4C。 
.BD LAO'. 
故 四 边 形 4'B'C'D' 为 萎 形 .。 


又 知 


3358。 说 明 由 线段 的 投影 求 该 线段 实际 


长 度 的 方法 . 

解 《1 旋转 法 ”如 线段 和 投影 面 平行 ， 
则 它 在 投影 面 上 投影 的 长 度 就 是 该 线段 的 实 
际 长 度 . 因此 , 把 平面 4abB 以 .32 为 轴 旋 转 
到 与 正面 投影 面 平 行 的 位 置 4i915B、。 如 果 
4A1415B 在 正面 投影 面 上 投影 为 ai(a1)obob'， 
则 aib' 就 是 线段 4B 的 实际 长 度 . 故 
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得 作 图 方法 如 下 。 

作 以 2 为 圆心 、2c 为 半径 的 画 ， 它 和 过 点 
5 县 平行 于 基线 的 直线 ba 相交 于 点 at. 再 
过 点 xx 作 垂直 于 基线 的 直线 , 它 和 过 点 @ 且 
与 基线 平行 的 直线 相交 于 点 01, 则 er 就 是 
线段 4B 的 实际 长 度 。 : 

或 把 平面 44'2'B 以 Bb' 为 轴 旋 转 到 与 水 
平 投影 面 平行 的 位 置 41016'B, 它 在 水 平面 
上 的 投影 为 a1la1)obob, 于 是 ap 就 是 线段 
4B 的 实际 长 度 。 故 又 得 作 图 方法 如 下 。 


以 丸 为 贺 心 .ba 为 半径 作 贺 , 它 和 过 点 矿 
且 与 基线 平行 的 直线 2 ai 相交 于 点 .G1, 再 过 
点 91 作 与 基线 垂直 的 直线 , 它 和 过 点 4 县 与 
基线 平行 的 直线 的 交点 为 dl 则 a15 就 是 线 
段 48 的 实际 长 度 。 

(2) 押 倒 法 (也 称 检 合 法 ) : 

如 图 , 设 把 梯形 4B2a 推倒 ， 平 放 在 水 平 投 
影 面 上 的 图 形 为 41Bl2c， 则 

4140 一 4a 一 Cao， 
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A1B1 一 A42B。 〈 参 照 上 题 ) 。 


了 0 一 BED 一 0200， 


LA100= /Biba= /RBR,。 
再 把 梯形 4B5'a As 
坚 起 ， 平 放 在 正 8， 
面 投影 而 上 的 图 | 
形 为 4;B25'a . : 
型 一 一 
.Aza'= Aa’ : ~ 
一 400， 和 
B 一 五 2 ox J B: 
一 0D0， A, 
LA%0=/Bbo= LR, 
故 得 如 下 作 图 方法 。 


ca4I、2Bi， 并 在 这 两 条 垂 线 上 分 别 截取 

GA1 mC00 2P; 一 0D0D7， 
得 到 两 点 41、B1, 连结 41B1, 则 41B1 就 是 
线段 4B 的 实际 长 度 . 

或 者 ,过 a"、5', 在 a'b' 的 同 侧 分 别 作 a'5 
的 垂 线 w4、2"B?， 并 在 这 两 条 垂 线 上 分 别 
截取 a' 4? 一 ao 2'Bs==b0b, 得 到 两 点 4、B，， 
连结 42Bs， 则 42Bs 就 是 线段 4B 的 实际 长 


度 。 可 » 

3359. 应 用 押 倒 法 , 求 

图 中 线段 4B 的 实际 长 度 

2 以 及 该 线段 和 水 平 投影 ”~ 一 一 一 

面 的 交角 6， 和 正面 投影 | 6 

面 的 交角 9。 2 
解 过 a、5, 在 a 的 同 & 

侧 分 别 作 a2 的 重 线 a41、5B1, 并 在 这 两 条 

垂 线 上 分 别 截取 a41=aoa', 81 一 Bob', 得 到 


两 点 41、B1, 连结 41B81。 青 过 点 41 作 与 65 
平行 的 直线 410”, 则 自 
A1B1—), NT 
LB1A1b”~=0. \ 5 

过 a、2 :在 c2 的 同 
侧 分 别 作 wa2' 的 垂 线 一 二 一 一 二 一 
4 .42、50'Bz, 并 在 这 两 | AN 
条 垂 线 上 分 别 截 取 加 

2 .49 一 GoC， a Po 

DZ 万 2 一 20D， 
得 到 两 点 42、Bs, 连结 4?B2z。 再 过 点 Bo 作 


b'w' 的 平行 线 Bza"， 则 
A2Bo=l, 一 425za = 


| 面 的 夹 角 。 


1 就 是 所 求 的 投影 图 


| 3358 可 以 求 出 原 


显然 

3360, 应 用 旋 
转 法 ， 求 在 水 平 投 
影 而 、 正 面 投影 面 
的 投影 分 别 为 cz、 
48 的 线段 的 实 际 
长 度 ， 以 及 线段 
4B 和 各 投影 面 的 
夹 角 ， 

解 参照 问题 


| 3358 可 得 如 下 作 图 方法 . 


”把 op 变换 为 平行 于 正面 投影 面 的 投影 


| ab1， 则 与 它 对 应 的 主 视图 a'01 就 是 线段 4B . 
过 oz 在 叱 的 同 侧 分 别 作 吧 的 垂 线 


的 实 长 同样 , 把 a'b' 向 水 平 投影 面 平行 移 
动 ， 其 俯视 图 aza 也 是 4B 的 实 长 。 图 中 的 
oa. 8 分 别 表示 4B 和 水 平 投影 面 及 正面 投影 


3361, 已 知 线段 4B 的 投影 a9o5、a'b', 求 
作 把 线段 延长 的 投影 图 。 


解 ” 把 a2 变换 为 平行 于 正面 投影 面 的 投 
影 at 则 主 视图 a'64 就 是 已 知 线段 的 实 长 . 
因此 把 已 知 线段 延长 ， 它 的 主 视图 就 是 把 
a'b1 延长 2 所 得 的 Qa'ct, 它 的 俯视 图 是 aci. 
再 把 ab1、 a'b1 变换 为 原 i 则 ac、 a'ct 


(参照 问题 3358) 。 
3362. 根据 右 
而 的 投影 图 求 作 它 
的 原 图 形 。 
解 根据 问题 


图 形 三 边 的 实 长 . 
过 4、5 旦 在 2 的 
辣 侧 作 垂 线 aa2、55。o, 使 其 长 分 别 等 于 aoa。 
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ee 


bob', 连结 mpo 就 是 人 4BC 的 边 4B 的 实 


同样 , 过 ac 且 ”证 
在 ac 的 同 侧 作 垂 ” 一 sb 
线 aaiscon 使 其 长 所 天 卫 
分 别 等 于 aoa'、 ‘i! 
coc， 连 结 aicl 就 1 
是 A4BC 的 边 4C 
的 实 长 。 yh 

又 过 bc 且 在 2c Ax 


的 同 侧 作 垂 线 2Bit、 cC1, 使 其 长 分 别 等 于 
bob"、coc', 连结 BiC1 就 是 人 4BO 的 边 BC 的 
实 长 。 

设 以 BT、Ci 为 圆心 , 分 别 以 242、ctQz 为 半 
径 的 两 个 圆 的 一 个 交点 为 414， 则 和 俯 41BIO1 
就 是 人 4BC 的 实 形 . 

3363. 设 直角 三 角形 4LBO(CA4L= 人 BR) 
在 平面 上 的 正 投 影 为 4'B'0', 和 且 44’=a, 
BB'=5, 00'==c, 试 证 

BC=~V (一 0 一 2(C 一 D) (a—oe). 
解 如 图 . 设 B'4 
1 BE, 0'4' oD, 
BO 1 BF, 正三 角形 
4 BC ' 的 长 都 为 mm， 
则 
AB:~- AF?+BE? 

= (a—b)?+m?, OD 

AC2= AD?- DO2 

=(4—0)?+m, @ 

BO—C0F2T+ BF (一 


b)?+ m2, 
由 于 LA4= 人 LB, 则 4B 二 A402=BO?, 
所 以 [一切 2? 十 mi 人 十 [(a 一 c)2 十 和 人 

.= (c—0)?+m’, 


从 而 ?二 一 24? 填 24ab 填 2ac 一 2be 
一 一 2(c 一 5) (a—o). 

代入 图 , 得 602 一 (<- 芒 2?--2(a 一 芒 (ae 一 o)， 

HE0=w -0505 一 5 一 (一 0) ， 
“S364. 设 a6 是 和 水 平 投影 面 成 5* 角 的 

线段 的 俯视 图 ,. 求 该 线 段 的 主 视图 . | 
解 把 ab 变 换 为 象 a1b 那样 平行 于 正面 
投影 面 ， 则 其 主 视图 表示 实 角 红 * (问题 
3358)， 所 以 人 Gb 一 45°。 设 Val 和 过 ar 
且 垂 直 于 基线 的 直线 相交 于 ql, 则 561 就 是 
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线段 ,4B 的 实 
长 . 又 因为 4 的 
高 度 等 于 a 的 高 ， 
度 ， 所 以 az 就 
是 所 求 的 主 视图 . 

3365. 如 图 ， 
求 线段 4B 的 
长 

解 在 平面 
Se 上 , 过 B31 4B 的 平行 线 和 BF 相交 


即 4B=13. 
又 根据 求实 长 的 方 12 
法 ， 可 知 贺 中 CF' E 12 | 和 


| 就 是 所 求 的 长 ， 1 


3366, 已 知 线 
段 的 实 长 及 与 投影 。 c8__12. 
面 的 倾角 ， 求 作 其 
投影 图 。 

解 如 图 ， 设 已 知 线 段 4B 和 水 平 投影 
的 倾角 为 w， 和 正 » - 
面 投影 而 的 倾角 为 
B， 则 由 其 投影 图 、 
投射 线 及 以 4B 为 
公共 斜 边 的 两 个 
直角 三 角形 452、 

Bb'; 可 知 4B 是 NI 
定 值 。 A Nas jB . 

在 作 图 时 ， 设 把 . 如 
上 述 两 个 豆角 三 角形 画 在 水 平 投影 面 上 ， 分 
别 为 ab1B.aBbo, 则 
所 求 俯 视图 的 大 小 
就 是 abo, B 端 距 正 
面 投影 面 的 距离 就 
是 Bbs, 所 以 9 就 
是 所 求 的 俯视 图 ， 
a'b' 就 是 所 求 的 主 


ty 
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视图 . 
3367. 在 水 平 投影 面 上 求 一 点 P， 使 距 
两 定点 的 距离 分 别 为 ?。 


解 如 图 设 

Ql, bo=m 人 y 
的 傍 视 图 分 别 为 : pr 
QQ、bc, 则 以 妃 为 C ' ed -| L 
圆心 、cb 为 半径 | 
的 贺 弧 和 以 a 为 。 -ia 

圆心 、od 为 半径 AN 

的 加 弧 的 交点 2 bg 


就 是 点 三 在 水 平 投影 面 上 的 投影 。 点 一 距 
两 定点 4、B 的 距离 分 别 为 5 ”mn。 

3368. 已 知 从 4 经 到 达 0 向 上 凸 的 
道路 的 水 平 投影 图 为 cgc, 且 4B、BC 对 水 平 
投影 面 的 倾角 分 别 为 &.B, 如 把 由 4 到 C 的 
道路 改作 直路 , 求 它 与 水 平 投影 面 的 倾角 . 

解 ” 设 连结 
道路 两 端的 直 
线 ac 和 基线 
平行 . 作 以 az 
为 底 边 、 且 含 
角 a 的 直角 三 
角形 Qabb1, 则 
pp 就 是 点 呈 
的 高 度 。 把 它 
移 到 正面 投影 
面 上 ， 可 求 得 
点 0'。 

同样 ， 作 含 
有 边 2c 和 角 
8 的 直角 三 角 
形 zc 则 C 比 五 高 cct 所 以 把 piTcci 作 
为 高 就 可 决定 co。 这 时 , AC 的 主 视图 ac 和 
正面 投影 面 平行 ， 所 以 人 ca 就 是 新 的 直 
路 对 水 平 投 影 面 的 倾角 . 

3369. 已 知 水 平 投影 天 上 的 人 4BC 中 ， 
A4AB=2cm，BC 一 2.5cm,04=3cem。 在 水 
平 投影 面 外 有 一 点 了， 它 双 八 4BC 各 顶点 


的 距离 分 别 为 4P==2cm, BP=1.5cm,，| 


CPP 一 2.5cm， 试 求 点 书 的 位 置 。 
解 ”在 平面 投影 上 画 三 角形 abc, 使 其 一 


边 ob 垂直 于 基线 .再 在 水 平 投影 面 上 求 距 


2cm、 距 bl.5cm 的 点 po, 和 距 51.5cm、 
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距 c2.5em 的 点 9p1， 然 后 从 po 向 2 引线 
线 ; 从 和 4 向 bc 引 垂 线 ， 设 它们 相交 于 2 则 
乡 就 是 点 卫 在 水 平 投影 面 上 的 位 置 ，g 就 是 
点 己 在 正面 投影 面 上 的 位 置 ， 


3370. 试 述 : 从 空间 两 直线 的 投影 图 判 
别 其 位 置 关系 的 方法 。 

解 ”本 题 可 分 为 下 列 四 种 情形 来 判别 。 

《L) 相交 。 

(i》 两 直线 在 主 视图 \ 售 视图 上 都 相交 , 且 
连结 其 交点 的 直线 垂直 于 基线 ， 则 此 两 直线 
相交 (图 少 。 

《ii》 两 直线 在 主 视图 、 僻 视 图 中 的 一 个 图 
上 相交 ,而 在 另 一 个 上 重合 , 则 此 两 直线 相交 
(图 2) 。 

(iii》 在 主 视图 和 俯视 图 中 的 一 个 图 上 是 
点 和 直线 , 而且 点 在 直线 上 , 则 此 两 直线 相交 
(图 3) 。 


(2) 异 面 直线 . 
在 下 列 情形 , 两 直线 是 异 面 直线 。 
(iv) 两 直线 在 主 视图 和 俯视 图 上 都 相交 ， 

且 连 结 其 交点 的 直线 不 垂直 于 基线 。 

(v) 两 直线 在 主 视图 和 俯视 图 中 的 一 个 图 
上 平行 ,而 在 另 一 个 图 上 相交 . 

(vi) 两 直线 在 主 视图 和 俯视 图 中 的 一 个 
图 上 , 一 条 直线 是 点 , 另 一 条 是 直线 , 但 这 个 
点 不 在 这 条 直线 上 。 

(8) 平行 。 


在 下 列 情形 , 两 直线 平行 。 

(Gyii) 在 主 视 图 和 俯 祝 图 中 ， 两 直线 都 是 
平行 的 。 

《viii) 在 主 视图 和 俯视 图 中 ,有 一 个 图 上 
两 直线 平行 ,而 另 一 个 图 上 两 直线 重合 

(ix) 二 直线 在 主 视图 和 俯视 图 中 的 一 个 
图 上 都 是 点 .. 


a cd 


(4) 不 能 判别 的 情形 。 

(x) 在 主 视 图 和 俯视 图 上 , 两 直线 都 重合 ， 
且 垂 直 于 基线 , 不 能 判定 它 是 相交 或 平行 。 

(xi) 两 直线 中 有 一 条 在 主 视图 和 俯视 图 
上 上 都 垂直 于 基线 ， 而 另 一 条 在 主 视 图 和 俯视 
图 上 都 和 基线 斜 交 ， 不 能 判定 它 是 相交 或 是 
异 面 直线 。 

《xii) 两 直线 在 主 视图 和 俯视 图 上 都 垂直 
于 基线 ,不 能 判定 它 是 平行 或 是 异 面 直线 。 


《10) 
) (11) (12) 


六 
la、 | 


3371. 
迹 线 和 翟 直 迹 线 ? 


解 ” 一 平面 与 正面 投影 面 、 水 平 投影 面相 
交 的 直线 叫做 该 平面 在 各 投影 面 上 的 迹 线 . 


平 曾 在 正面 投影 面 上 的 迹 线 叫 做 垂直 迹 ， 在 


什么 叶 做 平面 迹 线 , 御 么 电 做 水 平 ， 


水 平 投影 面 上 的 迹 线 叫 做 水 平 迹 . 

.上 图 (4) 是 第 一 象限 里 的 平面 相交 情 况 ， 
(B) 是 其 迹 线 图 .平面 4 平行 于 水 平 投影 面 ， 
A'a' 是 高 度 而 不 是 水 平 迹 ; 

平面 好 平行 于 正面 投影 面 ; 

平面 2 垂直 于 两 个 投影 面 ; 

平面 了 D 和 正面 投影 面 斜 交 且 和 水 平 投影 
面 牌 直 ; 

平面 加 和 水 平 投影 面 i 斜 交 且 和 正面 投影 
面 垂直 ; 

平面 总和 两 个 投影 面 都 斜 交 

平面 G 和 两 个 投影 面部 仙 交 1 且 平行 于 基 
线 。 bt 

3372. 求 作 过 
正面 投影 面 上 的 两 
定点 4、B, 及 水 平 
投影 面 上 定点 C 的 
平面 的 迹 线 。 

解 ” 甜 直 迹 为 过 
正面 投影 面 上 两 点 w、2“ 的 直线 , 设 它 和 基线 
相交 于 了 。 因 而 水 平 迹 就 是 通过 7, c 的 直 
和 基线 的 交点 也 
要 画 在 纸 外 ， 可 
作 如 下 处 理 。 取 
直线 ac 上 的 任 
意 点 D， 连 结 
BD, 求 出 其 水 平 迹 点 5， 则 ce 就 是 该 平面 的 
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水 平 迹 。 
注 如 图 在 ac、a'c' 上 分 别 取 任意 点 4、 
2', 作 aa' ff ce' | da', 设 5G' 和 LG 的 交点 为 
e', 并 在 56 的 延长 线 上 求 6。, 使 ee 92, 则 
从 图 中 可 知 
b'ad':d'e'=0'D: Desbd:de. 

3373. 求 点 4 在 平面 2 上 的 条 件 . 

租 当 点 女 在 平面 上 时 ， 设 过 和 4 且 与 
水 平 投 影 面 平行 的 平面 和 了 在 正面 投影 面 
上 的 迹 线 Tt 的 交点 为 B, 则 BB 的 主 视图 是 ， 
从 a' 引 与 基线 平行 的 直线 和 7T# 的 交点 ， 设 
它 为 5'.B 的 售 视 图 在 基线 上 , 设 它 为 5。 因 
为 4BJ Tt, 所 以 ab 1 It. 

y 


因此 点 4 在 平面 了 上 的 必要 且 充 分 条 件 
是 : 设 过 a 引 人 Tt 的 平行 线 和 基线 的 交点 为 b， 
过 a' 引 基线 的 平行 线 和 Zt 的 交点 为 5' bb 


垂直 于 基线 . | 
3374. 求 | 
已 知 直线 的 重 。 py : 
直 这 点 和 水 平 oe 加 
迹 点 。 i : 
解 设 已 知 | 
直线 4B 的 俯 。 6 


视图 为 dg， 主 视图 为 wz。 从 经 的 延长 线 
和 基线 的 交点 卫 引 基线 的 短线 ， 设 它 和 pa: 
的 延长 线 相 交 于 P', 则 P' 就 是 4B 的 垂直 
迹 点 。 

从 zu/ 的 延长 线 和 基线 的 交点 ZT' 引 基 线 
的 垂 线 , 设 它 和 24 的 延长 线 相交 于 P, 则 P 
就 是 4B 的 水 平 迹 点 。 如 图 , 平面 迹 点 表示 
在 向 基线 的 一 例 . 
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以 上 的 作 图 ( 见 上 图 )， 只 要 考虑 平面 
AabB、4Bb'a 的 垂直 迹 线 、 水 平 迹 线 , 就 可 
求 得 4B 在 各 投影 面 上 的 迹 点 。 

3375. 求 合 有 两 条 相交 直线 的 平面 的 迹 
线 . 

解 “ 应 用 上 题 的 方法 ， 分 别 求 出 已 知 两 相 
交 线 4B、CD 的 垂直 迹 和 水 平 迹 即将 两 重 、 
直 迹 点 、 了 两 水 平 迹 点 分 别 连结 , 即 得 所 求 的 迹 
线 . . 

在 图 中 , 设 两 线段 4B、.CD 相交 于 点 0, 先 
求 出 4B 的 水 平 迹 点 卫 、 垂直 迹 点 P， 再 求 
出 CD 的 水 平 迹 点 Q\、 垂直 迹 点 9, 则 含有 
4B 和 CD 的 平面 的 水 平 迹 为 PQ, 垂直 迹 为 
PQ'. 


Q’ 
N 
AN 
\ 


3376. 求 不 在 同一 直线 上 的 三 点 4、B、C 
所 决定 的 平面 . . 

解 分 别 连结 4B、 BOC, 就 可 报 据 上 题 的 
方法 求 出 4B 和 BC 所 决定 的 平面 . 

先 求 出 BC 的 水 平 迹 点 (B) 和 垂直 迹 点 
(8), 再 求 4B 的 水 平 迹 点 (D)。 设 连结 DE 
的 直线 和 基线 宰 交 于 点 T, 再 连结 TF， 则 
Ti(TBHD) 和 TH《TF) 分 别 为 过 三 点 的 平面 
7 的 水 平 迹 线 和 垂直 迹 线 。 它 可 用 图 表示 如 
下 : 
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3377。 求 下 图 所 示 的 平面 与 两 投影 面 所 
成 的 角 。 中 


(2) (3) 


(4) (5) 

解 设 了 为 已 知 平面 , 了 为 基线 , Ti 为 
了 的 水 平 迹 线 , Tt 为 了 的 垂直 迹 线 。 

(1) 设 垂直 于 Ti 的 平面 5 的 水 平 迹 线 为 
Ss, 垂直 迹 为 S39', XE 和 8s 的 交点 为 TI 工 t! 
和 Ss' 的 交点 为 2。 以 5 为 圆心 、ST1 为 半 
径 的 圆 和 基线 的 交点 为 To 连结 2T2, 则 
272S 就 是 了 和 水 平 投影 面 所 成 的 角 c。 

设 TZ=2, 则 SZ2=1, TS 一 了。- 


“STIST ->, 


2 
即 org ye 
因为 Tt、 2Z8 和 基线 的 夹 角 都 是 30°, 所 以 平 
面 了 和 正面 投影 面 的 夹 角 是 
即 p=arctg 二: 


tp=- 广 


、 4 
(DD (2) 

(2) 设 垂直 于 2 的 平面 8 的 水 平 迹 线 、 垂 
直 迹 线 分 别 为 Ss、Ss', Tt 和 Ss 的 交点 为 Ty 


< 
A 


777 


Z1 和 Ss’ 的 交点 为 3, 以 8 为 贺 心 STi 为 
半径 的 圆 和 基线 的 交点 为 T。， 连 结 27T。, 则 
人 2T25 就 是 平面 7 和 水 平 投影 面 所 成 的 角 . 


C。 


、 二 
TZ=1, 则 SZ=_ ,TS-_， 
设 ， 则 3 
1 
a ST .=ST. 
' 33 ~ ” 


V2 


(3) (4) 

其 次 ,在 图 (3) 中 , 设 垂直 于 24 的 平面 S 的 
水 平 迹 线 为 Ss, 垂直 迹 线 为 8 TV 和 Ss’ 
的 交点 为 Za，2z 和 Ss 的 交点 为 口 , 以 8 为 
圆心 、 ST 为 半径 的 贺 和 基线 的 交点 为 7，， 
连结 0Ts, 则 LUT3S 就 是 了 和 正面 投影 面 
所 成 的 角 B。  . 

设 了 TS 一 LI， 则 

STs=STs=- Lt, SU 1 
py 

a 

“eo tgh— iJ 


即 eA 
《3) 和 (DD 同样 作 图 , 设 7 了 2=1， 则 
1 = = 一 一 工 
EC ST1I=ST, 3° 


ek tgo 一 元 入 一 \/3， 


即 w 一 aretg V3, XB=0. 
(4) 和 (2 同样 作 图 , 设 ZZ 一 2， 则 
SZ=~ 3, TS=1. 
., 8STI 一 8 一 - 方 ， 
. tga=MV6, 即 a=arctg V6. 
下 面 再 求 6, 如 图 (5) 中 的 右 图 。 设 SZ= 
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(5) 
2, 则 ST.a=STs=V 3, SU=2. 


2 2 /也 
9 Ms yA 3 3 
认 B 一 -7 一 避 


2w/ 3 
即 B=arctg 5 2 x 


《5) 设 过 基线 
上 任意 点 S 且 与 
2 垂直 的 平面 
&, 它 的 水 平 迹 线 
为 Ss (Ss 如 图 所 
示 ), 垂直 迹 线 为 
Ss ，Tt 和 Ss 的 
交点 为 24 (这 时 
为 TY 和 As 的 (6) 
交点 ), TV 和 Ss 的 交点 为 和 G。 以 人 8 为 沿 心 、 
ST'1 为 半径 的 圆 与 基线 的 交点 为 T2, 连结 
ZTo, 则 人 ZT2S 就 是 工 和 水 平 投影 面 所 成 
的 角 cx。 


8 1 . 
TZ=1, 则 82 二 -一 一 ST， 
设 ， 则 了 73 了 


“, STI~ST, 地， 


2 tga—g 3 3， 
即 =arctgV3. 
因为 Ti.Tt .和 基线 的 夹 角 都 是 45*， 所 以 可 
知 6 一 a。 

3378. i 
距离 为 一 定 的 水 
平 直 线 。 

解 因为 在 已 
平 投影 面 有 一 定 
距离 的 直线 ， 在 
正面 投影 商 上 的 
投影 平行 于 基线 ， 在 水 平 投影 面 上 的 投影 了 


线 , 并 说 明 其 理由 . 


立体 几何 学 


行 于 Tt, 所 以 可 作 图 如 下 . 

设 已 知 平面 在 两 投影 面 上 的 迹 线 分 别 为 
Zt.TV, 作 距 GL 为 定 距 离 的 平行 线 a'0', 设 
它 和 ZV 的 交点 为 a 再 由 求 a. 过 4a 引 TY 
的 平行 线 ab, 则 a6b、a'b' 就 是 所 求 直线 在 两 
投影 面 上 的 投影 。 oLz 

3379. 图 上 的 oA 
点 41、A42 分 别 是 空 :| 
间 一 点 .4 的 俯视 
图 和 主 视图 , 1、L2 
分 别 为 直线 ?和 水 5As 


- 平 投影 面 、 正 面 投 


影 面 的 交点 。 “1: 
(1) 求 连结 I1.4 直线 的 俯视 图 和 主 视图 。 
(2) 求 4 和 ? 所 决定 的 平面 和 水 平 投影 
面 、 正 面 投影 面 的 交 


解 (D) 从 元 向 
基线 引 垂 线 ， 则 连结 
该 垂 线 足 和 4 的 直 
线 就 是 所 求 的 主 视 、 
图 . 连结 44 的 直 
线 就 是 所 求 的 俯视 图 

(2) 这 里 用 I1、 Lo、4 求 已 给 平面 和 正面 


-投影 面 的 交 线 。 先 求 连结 LL4 的 直线 和 正 


面 投影 面 的 交点 卫 , 则 连结 LsP 的 直线 就 是 
所 求 的 交 线 (参照 问题 3374) . 
设 连 结 L2P 的 直线 与 基线 相交 于 @, 则 直 . 
线 QI 就 是 已 给 平面 和 水 平 投影 面 的 交 线 ， 
3380,， 设 平面 工 的 水 平 迹 线 、 垂 直 迹 线 
分 别 为 TKZT8, 点 4、B 分 别 为 Ti、 TE 上 的 
点 , 试 求 线段 48B 和 


解 从 4 向 基线 所 引 垂 线 的 垂 线 足 & 是 
点 4 的 傍 视 图 ， 所 以 4B 的 俯视 图 就 是 aB 
(8 的 入 视 图 5 就 是 如 自己 ).。 

从 B 向 基线 所 引 垂 线 的 惰 线 足 5， 是 B 
的 主 视图 ; 所 以 4 的 主 视 图 为 42 (4 的 让 
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视图 就 是 和 4 自己 )， 

3381。 求 已 知 两 平面 了 、S 的 交 线 的 投 
影 . 了 

解 设 平面 
了 的 水 平 迹 
线 、 垂 直 迹 线 
分 别 为 Tt 
Ts', 平面 8 的 
水 平 迹 线 、 垂 
直 迹 线 分 别 为 
Ss、 Ss', 则 74 和 8s' 的 交点 4 是 这 两 个 平 
面 和 的 公共 点 , 所 以 点 4 也 是 这 两 个 平面 交 线 
的 垂直 迹 点 。 同 样 , Zt 和 Ss 的 交点 BB 是 这 
两 个 平面 交 线 的 水 平 迹 点 。 

求 4B 的 投影 和 上 题 一 样 , 从 4、B 向 基 
线 引 垂 线 , 设 其 垂 足 分 别 为 wp 则 aB 就 是 


已 知 两 平面 交 线 的 俯视 图 , 45' 就 是 该 交 线 | 


的 主 视图 . 

.3383. 已 知 
定 平面 上 一 直线 
的 主 视图 ， 求 作 
其 俯视 图 。 

解 ” 设 定 平面 
的 水 平 迹 线 、 重 
直 迹 线 分 别 为 
Zt.Tt, 该 平面 上 的 直线 4B 的 主 视图 为 
av'。 应 用 问题 3373 的 方法 , 求 co\2 的 俯视 
a.b, 则 直线 a5 为 ay 的 俯视 图 。 

3383、 已 知 定 平 面 上 一 定点 的 主 视图 ， 
求 作 其 俯视 图 。 

解 在 定 平面 上 ， 过 定点 书 作 任 一 直线 ， 
设 它 在 正面 投影 面 上 的 投影 为 #51, 它 的 俯视 
图 为 wp, 则 点 卫 的 俯视 图 2p 必 在 此 直线 上 。 

, | 


也 可 在 定 平面 上 , 过 p' 作 水 平 直线 P4, 它 
的 俯视 图 为 ap, 在 这 条 直线 上 可 求 出 p。 如 
己 在 第 二 象限 , 和 上 面 一 样 , 可 在 定 平面 上 过 
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卫 作 任意 直线 pe5， 作 与 它 对 应 的 俯视 图 
zca， 在 其 上 可 求 出 2。 

3384. 已 知 三 个 定点 4、B、 CG 的 两 个 投 
影 和 一 点 也 的 主 
ate i y 
| | Le 
上 , 求 也 的 俯视 mar 
- : < 一 一 一 一 一 一 并 

解 设 连 着 ER L 和 
pod 的 直线 和 连 和 过 
结 Qc' 的 延长 i 
线 相 交 于 e， 在 9 


信 视 图 a6 上 求 e: 则 在 连结 ec 的 直线 上 可 
求 出 俯视 图 G4。 或 者 根据 问题 3376, 作 含 有 
4、b、c 三 点 的 平面 ， 如 2 在 此 平面 上 , 则 可 
和 上 题 一 样 , 求 其 俯视 图 ， 

3385. 已 
知 一 直线 和 该 
直线 外 的 一 
点 ， 求 作 含 有 . 
该 直线 和 点 的 
平面 。 

解 ”过 已 知 
点 卫 作 已 知 直 
线 4B 的 平行 
线 。 求 出 其 水 
平 迹 点 c, 连 
结 cb (4B 的 
水 平 迹 点 ) 的 
苇 线 并 , 就 是 : 
所 求 平 面 的 水 平 迹 线 。 连 结 Ta' (4B 的 垂直 
迹 点 ) 的 直线 2#， 就 是 所 求 的 垂直 迹 线 。 

如 已 知 直 线 4B 和 基线 平行 , 在 4B 上 任 
取 一 点 0, 连 直线 PC。 设 PC 的 垂直 迹 点 为 
e'， 水 平 迹 点 为 8, 过 e"、 4 分 别 作 基线 的 平 
行 线 , 就 是 所 求 平 面 的 两 迹 线 , 这 时 所 求 平面 
平行 于 基线 。 

3386. 求 作 过 
定点 己 且 与 已 知 
平面 了 平行 的 平面 
的 两 迹 线 。 

解 过 2 引 2Y 
的 平行 线 2Ga， 则 
Pp'a' 与 正面 投影 面 平 行 ,所 以 其 俯视 图 Pa 平 
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行 于 基线 。 因此 ,过 a 引 Ss 平行 于 7i, 过 8 
引 Ss' 平行 于 了 t',. 就 是 所 求 平面 的 迹 线 ， 


注 当 平面 7 的 。: a 
两 迹 线 平行 于 基线 。” 习 二 


时 , 首先 在 平面 7 ,A /Pl. 
上 引 任意 直线 4B， C 一 办 -3 一- 

过 P 引 直线 45B 的 ， I/ | 
平行 线 C0D, 设 其 重 7 
直 迹 为 o% 水 平 迹 区 
为 4. 过 ca 分别 作 与 +7t 的 平行 线 , 就 
是 所 求 平面 的 迹 线 . 


3387 ， 求 作 含有 两 直线 4B、 CD 中 的 一 
条 且 与 另 一 条 平行 的 平面 。 

解 从 点 女 引 CD 的 平行 线 43, 4E 的 
主 视图 为 we， 俯视 图 为 ae. 如 果 连 结 be 的 
直线 作为 Tt, 连结 Te 的 直线 作为 TV 则 
Tt、7t' 就 是 含有 48 且 与 CD 平行 的 平面 的 


同样 ,从 C 引 4B 的 平行 线 ， 求 其 主 视图 
cz" 俯视 图 cf. 连结 Gf 作为 Ss, 连结 Sc/ 
作为 Ss', 则 Ss、Ss' 就 是 含有 CD 上 且 与 4B 
平行 的 平面 的 迹 
线 。 

3388。 求 已 知 
平面 和 定 直线 的 交 
点 。 

解 (i) 如果 已 
知 平面 和 直 于 正面 
投影 面 , 则 TY 和 42 的 交点 p' 就 是 两 者 交 
点 的 主 视图 , 2 是 其 俯视 图 . 


《ii) 如 果 已 知 直线 垂直 于 水 平 投影 面 , 则 | 


其 交点 Dp 的 俯视 图 和 ab 都 是 点 9。 由 于 p 是 
了 平面 上 的 一 点 ， 根 据 问题 3373, 就 可 求 出 
其 主 视图 2 . 

(tii) 如 果 已 知 直 线 和 平面 都 倾 铬 于 两 个 


2 的 交点 咒 则 c、 


| 理由 是 如 下 。 


投影 面 ， 可 先 作 包含 直线 4B 县 与 正面 投影 
面 垂直 的 平面 $， ， 

再 作 平 面 8 和 了 的 
交 线 CD。 然后 求 
2 和 2 的 交点 
c，aa 的 延长 线 和 


a 就 是 交 线 CD 的 
两 迹 。 因 为 CD 、4B 都 在 平面 8 上 ， 它 们 的 


交点 书 就 是 所 求 的 点 、 因 此 ， 0 


交点 p, 再 由 Dp 就 可 求 得 2'。 
3389. 过 定点 卫 作 定 平面 7 的 生 线 。 
解 从 2p 向 
Tt 引 垂 线 2%'， 
从 2 商 Zt 引 垂 
线 pa, 则 24 垂 
直 于 平面 了 .其 


设 过 点 局 且 与 
平面 TT 上 的 直线 
Zt 垂直 的 平面 
为 8, 则 5 垂直 于 平面 了 . 又 因 S 垂直 于 水 
平 投影 面 上 的 Zt, 所 以 8 也 垂直 于 水 平 投 
影 面 。 从 而 8 的 水 平 迹 线 为 过 2 且 与 34 垂 
直 的 直线 ga。 故 从 点 一 向 平面 工 所 作 垂 线 
的 足 B 的 平面 投影 必 在 直线 2& 上 。 

同样 , 设 过 点 卫 且 与 2Y 垂直 的 平面 为 S， 
则 8 的 垂直 迹 线 为 过 ?2 且 与 ZX 垂直 的 直 
线 2a'。 又 & 垂直 于 正面 投影 面 , 所 以 BB 的 
垂直 面 投影 5 必 在 直线 Za' 上 。 

因此 , 作 & 和 工交 线 的 水 平面 投影 ca 和 
2a 的 交点 5, 就 是 点 BB 的 水 平面 投影 。 与 5 
对 应 的 2' 就 是 点 BB 的 垂直 面 投影 . 

3390., 求 已 知 平 面 和 两 个 投影 面 的 
夹 角 。 


第 六 意 投影 画 法 
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解 ” 作 已 知 平面 了 的 垂直 迹 线 TY。 
和 正面 投影 面 垂 直 
的 平面 ab， 和平 
面 了 交 于 ab'， 则 
bb 和 正面 投影 面 
的 夹 角 ,就 是 
和 正面 投影 面 的 夹 
角 . 

为 求 a, 如 图 , 作 

4'2' 为 底 , 52' 为 垂 线 的 直角 三 角形 ， 则 其 余 
边 a'bo 即 为 交 线 的 实 长 , a 为 4B 和 正面 投 
影 面 所 成 的 实 角 . : 

要 求 了 和 水 平 投影 面 的 夹 角 B， 和 上 面 一 
样 ， 作 与 Zt 及 水 平 投影 面 垂 直 的 平面 cq4， 
就 可 求 出 8. 

3391。 已 知 一 屋 de -在 
主 视图 中 


再 作 


LP'A'B'~ /LOB'A' 沁 
在 俯视 图 中 , 4BCD 
在 从 视图 中 430D | | 
LDPA= /09B~90°, 
LPDA= /QC0B=45°, 
求 该 屋顶 的 实际 面积 
解 从 PP 引 4D 的 垂 线 PEH, 五 为 其 垂 


足 , 则 


PH~=3, PN'mS tg30° 一 一 


所 以 梯形 4BQP 的 


30Pp QR 
WA 
倾斜 度 一 二 7 ;A : 


G a Di : c 
1 
A L B 
敢 梯形 部 分 的 倾斜 角 为 30*。 
又 梯形 4BQP 的 高 为 
呈 see30" 一 全 x- 一 
Vd 


1 
2 


pr 2 
~ 2 V3 V3 


故 屋顶 三 天 形 衣 分 的 坝 


去 xax- 抱 


一 -4 _ 


一 Q) 。 


aq 
V5 2 
总 面积 为 


Ss ota9s] 
2al_2V3 
V3 3 “ 


第 七 编 ， 近 世 儿 何 问题 


1。 根 轴 

3392. 若 从 八 4BC 的 各 顶点 向 对 边 作 
短线 44'、BB' C0C'， 则 BC 与 BO', AC 与 
L410', 4B 与 4'B' 的 三 个 交点 一 、@、 忆 在 一 
条 直线 上 . 

解 由 于 4B4'B' 是 加 内 接 四 边 形 ,所 以 

RA-RB=RA'.RB'. 

又 因 有 4.RB 是 点 
五 关于 圆 4BC 的 
网 宪 ，BR4.RB' 是 
点 及 关于 辆 4'B'O' 
的 圆 园 。 因 此 点 开 
关于 两 个 加 4BC、 
4'B'C' 的 圆 赫 相 
等 。 由 此 知 忆 是 在 
这 两 个 加 的 根 轴 上 (问题 1835) - 

同样 理由 ; P、@ 也 都 在 两 四 4BO、4'B'C' 
的 根 轴 上 。 所 以 点 已 、Q、 瑟 是 在 一 条 直线 
上 . ; 
. 注 (定义 ) 根 轴 ”由 一 点 向 两 加 所 作 的 切 
线 ,其 长 相等 的 这 种 点 的 轨迹 叫做 两 贺 的 报 


轴 . 
3393. 着 一 图 内 切 于 人 4BC， 在 各 边 的 
切 点 上 ， 分 别 作 与 边 相 切 且 彼此 互 切 的 三 个 
工 、 M、N， 其 互 切 点 分 别 为 P、Q、B， 则 
4P、BQ、ORBR 三 线 


的 内 切 四 与 边 BC、 
04、4B 的 切 点 分 
别 为 D、 召 、Z， 由 
AB 一 AF 知 4 是 
两 圆 工 _ 这 根 轴 上 
的 点 ， 从 而 4P 是 两 团 工 、M 的 报 轴 。 因此 
直线 4P 是 过 三 个 图 五 了、N 的 根 心 . 

B9、CB 也 同样 过 三 个 圆 的 报 心 ， 所 以 三 
条 直线 4P、BO、CR 相交 于 根 心 ， 

3394， 设 定 四 0 垂直 相交 于 两 加 O41、O2 


a 


则 过 两 圆 OQ1、 Os 的 交点 PP、8 的 任意 网 五 也 
与 贺 O 垂直 相交 。 
解 三 个 圆 OO> 
互 是 共 轴 加 ,其 报 轴 
为 P@。 再 设 圆 0 的 
半径 为 多 圆心 为 O1。 
由 于 出 心 CD 关 于 两 圆 
O1、 Os 的 加 等 都 等 于 
z2， 从 而 圆心 O 在 两 人 
圆 的 根 胃 P 上 。 因此 圆心 C 关 于 与 丙 
O1、 Os 的 共 轴 圆 五 的 圆 短 也 等 于 和， 即 贺 O 
与 加 五 垂直 相交 。 

3395。 设 忆 为 
任意 点 ,从 三 向 两 
圆号 .CO 作 两 条 切 
线 PU、PV， 又 从 
P 向 两 园 的 根 加 
XY 作 垂 线 PN， 则 PU、PV 的 平方 差 等 于 
连 心 线 BC 与 PN 之 积 的 两 倍 。 

解 设 圆 了 3、C 的 半径 分 别 为 m 9， 巾 
PV?~PO—OW’, PU?—= PB— BUS, 

“» PV?2—PU? 
一 (PCO2 一 已 B2) 十 BDI2 一 CO73 .. . 
= (PO—PB)+7:—7?. ,© 

由 三 向 BO 作 垂 线 BE， 允 为 BC 的 中 点 ， 


由 问题 89& 知 

~ PO-_PP~2BC:MH. ©® 
又 因为 BC、 了 了 的 交点 和 4 是 两 贺 根 轴 XY 
上 的 点 ,有 


AB?2—72= .A0272, 
172=A4B— AO? 
= (A4B+AO0) (4B— AO) 
一 一 BO.34M。 .© 


由 @、@、@ 有 


P72-- PU?~2BO. MH —2BC. AM 
2BO(MH— AM) 
~—2BO.HA~2BO.PN. 

3396. 由 圆周 互 上 任 一 点 三 向 另 一 加 和 
作 切 线 P7， 设 两 圆 B、C 的 根 轴 为 了 ,由 


Ca 
mannan 和 站 ie 和 0 E ob oadoit ya ace 
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卫 向 了 了 作 垂 线 PN, 则 有 ZPF2 一 2BC.PN 
解 在 上 题 中 Vv Xx 
了 PU=0， 由 上 题 的 了 
结果 PV? 一 PD? 一 
2BC.PN 有 
PT72 一 2BOC.PN。 Y 
3397. 过 定点 4 作 动 圆 与 定 圆 了 垂直 
相交 ， 若 其 交 
点 为 P、@, 则 


动 贺 的 圆 心 ， 
作 AN 垂直 了 PQ, 设 A4K 为 圆 B 的 切线 , BC、 
PQ 的 交点 为 M, 则 根据 问题 1318 有 
AP.AQ=20P.AN. 
又 因 Po 为 两 圆 的 报 轴 , 应 用 上 题 的 结果 ， 
有 AK?=2BC.AN，。 | 


ee AP 40- .AK? 


EM. 2(..* Er 
=- 记 ARK?('.* LCPB~ /R) 


AP:AQ 
Pe 


但 因 全 是 定 值 ,所 以 


也 是 定 
值 
3398. 设 两 团 O、0' 的 外 公 切 线 为 44 
4L、 4 为 其 切 点 ， 
作 两 圆 的 任意 外 切 
C， 加 CGC 与 贺 O 
的 切 点 为 刀 ， 与 贺 
O 的 切 点 为 B', 延 
长 4B 与 加 CC 交 于 
也, 证 明 点 卫 在 两 | 
O、0O' 的 报 轴 上 ， 
解 因为 44' 是 过 点 4 的 圆 0 的 切线 ,有 
LA44B= 瑟 /L408. a 


又 在 贺 BB'P 上 , 连结 BB', 则 
LBB'Pm3LBCP..  ®@ 


第 七 编 ” 近 世 几 何 问 题 


由 于 人 40BwAEcP 用 
LAOB= /BCP. 
由 四 、 四 有 
LA'4B= /BB'P. 
由 此 可 知 4、B、B'^ 4 共 敬 . 
“. PA.PB=PA'.PB’, 
因此 点 三 在 两 圆 的 根 轴 上 。 

3399, 设 4、B 分 别 是 两 定 加 局 上 的 定 
点 ， 在 两 圆 的 Xx 
报 轴 了 世上 求 
点 了 , 使 P4、 
PB 与 两 加 的 
另 一 交点 分 别 “ 
为 9、 忆 那么 
直线 9B 垂直 于 了 了 。 

解 ” 设 已 求 得 点 卫 ， 作 贺 4@ 关于 了 了 的 
对 称 圆 4g。、 设 4、9 的 对 应 点 为 4'、@'， 
由 于 QBLXY, 所 以 8 在 QB 上 ,而 44'1 
88'; 由 此 

AP44' 一 ~P99 一 ~PO9。 
因为 了 为 两 圆 根 轴 上 的 点 , 有 
PB.PR=PA-PQ=PA'.PQ', 
从 而 4、9、 五 、 了 3 在 局 一 圆周 上 。 
. LA'BR=/PO'Q, 
“,' LA'BR=/PAA'. 
故 呈 在 过 A4、A4'B 的 圆周 上 。 因 为 这 三 点 
都 是 已 知 的 ,所 以 点 卫 的 位 置 就 可 确定 . 

3400, 设 两 定 圆 0.0' 的 外 公 切 线 为 UV 

( 圆 O 的 切 点 为 7， 圆 O 的 切 点 为 ), 两 网 


的 相似 外 心 为 

s, 相似 内 心 为 C 

S'， 则 以 SS "为 NN 
直径 的 加 0 与 人 
两 圆 0O、O' 共 

， . 


解 ” 设 两 圆 O、C :的 半径 为 9 7 ， 圆 O 
是 两 加 0、0' 的 阿波 罗 尼 斯 贺 。 如 果 圆 07 
与 网 O 相交 , 其 交点 为 卫 , 那么 
PO:PO' 一 和 7。 

又 因 PO=7， 所 以 PO0'=7"， 于 是 忆 是 两 贺 
0、0' 的 交点 ， 因 而 圆 0” 是 与 两 加 O、O' 共 
轴 ( 如 果 由 卫 向 8S" 作 垂 线 了 P 且 ， 则 两 贺 0、 
0' 的 根 轴 是 忆 囊 ， 而 两 加 OQ、O” 的 根 轴 也 是 
PH, 两 圆 0O、O"” 的 根 轴 也 是 P 玉 )。 如 果 两 


2， 调和 点 列 \ 调 和 线束 


圆 0、O' 不 相交 时 , 那么 两 贺 的 外 公 切 线 吕 
过 点 s, 点 O、 

S'、O'、5 在 一 ; 
条 直线 上 .又 
设 ZF 与 欧 O” 
的 交点 为 人 W， 
则 由 OUS'W、 , 
O'7 都 垂直 于 V7, 而 互相 平行 ,所 以 U、WW、 
7、S 是 调和 点 列 。 闭 两 事 O、O' 的 根 轴 茸 了 
与 UV 的 交点 为 了 则 由 了 是 U7 的 中 点 ， 
有 ITU? 二 TW .TS, 且 因 O、O'、0" 在 垂直 于 
XY 的 直线 上 , 所 以 加 0" 是 和 两 圆 O、O 共 


乙 。 调和 点 列 、 调 和 线束 

3401， 已 知 四 条 射线 组 成 的 线束 , 与 一 条 
模 截 线 的 交点 组 成 调和 点 列 时 ， 则 不 论 模 截 
线 位 置 如 何 , 其 交点 仍 是 调和 点 列 。 


过 点 C 作 04 的 平行 线 , 与 OB、OD 的 交点 


4B 04 

BO- EO? 四 

4D 04 

5 万 一 5。 
内 @O、@、 回 有 . : 

EC=OF. @ 


从 此 过 00 上 任意 一 点 C' 作 任 意 截 线 
4'B'0'D'， 过 0' 引 O4 的 平行 线 与 0B、OD 
的 交点 为 召 、F', 由 加 有 BC'=0'F'. 
.0404 ,下 AB AD 
BO OF"’ BO GD 

3402、 设 人 4B0 的 内 切 圆 在 三 边 BC、 
CA、A4B 上 的 切 点 为 D、 轧 、F,: 连 结 了 了 、B 
的 直线 与 BC 的 延 A 
长 线 交 于 EK, 则 B、 
D、C、 及 是 调和 点 
列 。 

解 设 和 4BOC B 
的 内 切 网 在 三 边 
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BO、CA4、A4B 上 的 切 点 分 别 为 D、B、F， 延 
长 了 与 BC 的 延长 线 交 于 到， 根据 美奈 劳 
斯 定理 ,有 


FA EC KB 
FB FA RKO”! © 
但 由 于 BF=BD，AF 二 AB, CD=0CB， 根 
据 @ 有 
BA DO .KB_ DO _ KC 
BD EA RKC BD KB” 
BD_ BE 
从而 7"~ oF 
因此 B、D、C.、 到 是 调和 点 列 . 
注 如 把 本 题 中 的 内 切 贺 改 用 旁 切 加 时 ， 
则 定理 仍然 成 立 . 


3403， 已 知 相 交 于 4、 刀 的 两 圆 ， 瑟 与 、 
YY' 是 两 圆 的 任意 直径 ， 又 和 了、 民工 的 交 
点 为 Zr 及 了 '、 对 了 的 交点 为 条， 则 以 GQf 
为 直径 的 圆 过 A、B 两 点 。 


解 设 连 结 22' 的 直线 与 了 Y' XZX' 的 
交点 分 别 为 卫 、@, 有 了 ' 与 了 Y' 的 交点 为 S. 
在 完全 四 边 形 了 ZX'Y' 中 ,由 于 (六 S, 了 X， 
@) 是 调和 点 列 ， 人 XZX'BX= ABE， 所 以 BZX、 
BX' 分 别 是 人 QBS 及 其 外 角 的 平分 线 。 由 
此 得 

BQ 
等 - FS 。 © 
又 因 (P, 了 , 8, 了 ) 是 调和 点 列 ，~ 了 BY 一 
BE， 所 以 BYZ、BZ' 分 别 是 LPBS 及 其 外 
角 的 平分 线 , 由 此 得 
了 8 BS ® 
YE™ Bp* - 
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对 人 PQS 及 其 截 线 了 了 及 2Z， 应 用 美奈 劳 斯 定 ， 
理 得 


4 QZX. 


由 人 @、@ 有 


© 


一 一 一 一 一 


展 
| 

S 
四 


EPZP 
又 因 (P,，2', 8, 2) 是 调和 点 列 , 所 以 
2Z9 _ 2 
ZP ZZ'P* 
根据 @、@， 
BP .3ZP FP" 
所 以 BZ'、BZ 是 LQBP 及 其 外 角 的 平分 
线 ， | 
, LZI'BI~= LR, [© 
由 此 知 以 2Z2' 为 直径 的 贺 过 点 B。 
同 理 ， LZ2AZ'= LR 


亦 可 证 得 22' 为 直径 的 圆 过 点 4。 

3404. 设 人 4B0C 的 人 A、 人 LB、LC 内 
的 旁 心 分 别 为 工 、 用、 六， 在 BC 上 取 点 
延长 戏 和 、N 与 边 4B、40C 的 延长 线 分 别 
交 于 Z、 了 ， 则 Z、 | 
LK、 了 在 一 直线 上 . 

解 设 NY、MZ 
与 LM、LN 的 交 
点 分 别 为 P、8, 则 
BM.BN 是 人 4BC 
及 其 外 角 的 平分 
线 , 于 是 知 (Z, Z，“ 四 
Q，M) 是 调和 点 列 。 同 理 (了 , 卫 , P, 入 ) 也 
是 调和 点 列 。 又 因为 调和 线束 工 (2Z,X,@， 

L(Y, ZX， 卫 ， N)=L(Z, 芝 ， ©, 1M), 
从 而 第 四 条 射线 ZZ、ZZ 也 是 共同 的 ， 即 
和 人 XY2Z 的 边 了 2 过 旁 心 。 


3S. 极 、 极 直线 

3405。 过 定点 六 作 直 线 ， 与 两 条 定 直线 
OZ、OF 的 交点 为 4、B, 求 点 卫 关 于 4B 的 
调和 共 罗 点 CO 的 轨迹 。 

解 连结 OP、00, 由 于 马 、4、C、B 是 调 


近世 几何 问题 


和 点 列 ， 所 以 OP、04、00、0B 是 调和 线 
束 。 因 此 过 五 的 任意 


直线 截 这 四 条 直线 的 交 
点 都 是 调和 分 割 点 ( 问 
题 3401) 。 所 以 点 C 的 和 
轨迹 是 直线 00。 

注 在 上 面 的 情况 x Y 


中 ,点 卫 称 为 直线 0C 的 极 。 而 直线 OC 称 
为 点 也 的 极 直 线 . 两 条 共 罗 直 线 OP、OC 中 
一 条 直线 上 的 任 一 点 为 极 时 ， 那 么 男 一 条 直 
线 是 这 个 点 的 极 直 线 。 对 O4, 0B 也 是 一 


样 。 
3406. 过 点 三 作 两 条 直线 PLDPF、ZPOD， 
与 定 角 XOZ 的 两 边 OX、OY 分 别 交 于 4、 
C、B、D， 则 四 边 形 4CDB 对 角 线 的 交点 
的 轨迹 是 点 卫 
的 极 直 线 。 . 
解 设 点 卫 
关于 4B 的 调 
和 共 斩 点 为 
E, 则 Q@(P,4， | 
乃 , B) 是 调和 人 9 
线束 ， 延 长 BQ 与 OD 交 于 了， 报 据 上 题 知 
@(P, C, 了, D) 也 是 调和 线 来。 由 于 直线 
BQF 过 点 卫 的 极 直 线 上 的 两 点 轧 、 了， 因此 
这 条 直线 是 点 卫 的 极 直线 。 由 上 题 知 点 卫 
的 极 直线 过 点 O。 故 点 @ 的 轨迹 是 点 忆 的 
极 直 线 02。 ; 

3407 , 怎样 的 图 形 是 完全 四 边 形 (完全 
四 角形 ), 叙述 它 的 定义 。 3 
解 ” 设 在 同一 平面 上 四 个 点 中 ， 任 意 三 点 


不 在 同一 直线 上 ， 连 E 


结 四 点 的 六 条 直线 所 
构成 的 图 形 叫做 完 。“ 
全 四 边 形 (完全 四 角 /3 
到 .而 这 四 个 点 时 [AAA 
做 顶点 ， 连 结 的 六 条 .人 BF 
直线 叫做 边 。 不 过 同一 项 点 的 边 叫做 对 边 。 
对 边 的 三 个 交点 叫做 对 角 点 ， 连 结对 角 点 作 
出 的 三 角形 叫做 对 角 点 三 角形 。 图 中 的 妃 、 
O、 万 就 是 对 角 点 。 

3408. 设 完全 四 边 形 4BOD 的 对 角 点 为 
卫 、O、 允 ， 则 线束 瑟 (4，0O，B, 下 是 调和 线 
束 , 从 而 BO 是 点 也 的 极 直线 、 


3. 极 \ 极 直线 
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解 pe gels eu le. 
则 吾 (4, 及, B, 万) 是 
调和 线束 。 因 为 对 角 线 
AC、BD 的 交点 O 的 轨 
迹 是 点 耳 的 极 直 线 ( 问 
题 3406)， 所 以 点 0 在 
加 EK 上 , 因此 线束 五 (4， 
0, B, 万 ) 是 调和 线束 ， EO 是 点 了 的 极 直 
线 。 

3409. 由 圆 O 外 一 点 卫 向 贺 作 切线 
P4、PB， 过 己 作 任意 割 线 了 BF 与 4B 交 
于 点 @, 则 忆 五 、9、 环 是 调和 点 列 。 

解 设 园 0 的 
直径 CO 了 过 点 卫 ， 
0D 与 4B 的 交 
点 为 S,， 则 有 
O8 .OP = 04%, 
因而 D、S、P、C 
为 调和 点 列 ,由 阿波 罗 尼 斯 定理 知 ， 以 DC 为 
直径 的 夯 周 上 所 有 的 点 到 卫 、 5 的 距离 之 比 


是 一 定 的 . 
BP_FP, Wm BBS 
ES Fo’ Fp NS 


这 个 比例 式 表明 ,SP 是 人 BAS 的 外 角 平分 
线 , 而 48.LDO, 所 以 389 是 ZFSB 的 平分 
线 . 因此 P、 召 、 8、 也 是 调和 点 列 。 

注 4B 叫做 点 一 关 于 圆 O 的 极 直线 。 即 
从 定点 己 向 贺 0 作 割 线 , 割 线 上 的 弦 为 ZF， 
点 卫 关 于 弦 端 点 的 调和 共 示 点 8 的 轨迹 是 
AB. 这 时 点 卫 叫做 直线 4B 的 极点 . 由 此 ， 
点 呈 关 于 区 0 的 极 直线 是 垂直 于 OP， 且 有 
性 质 08.OP 一 ”2(r 为 加 O 的 半径 )。 或 者 从 
点 卫 向 贺 O 作 切线 , 连结 切 点 的 直线 ,就 是 
作出 的 极 直线 。 

3410. 设 X 了 是 点 2 
关于 圆 0 的 极 直 线 ， 则 
XY 上 任意 一 点 卫 关 于 
加 O 的 极 直 线 通过 点 
2Z. 

解 设 02 与 ZY 的 交 
点 为 4, 则 由 ZY 是 点 的 极 直 线 , 有 . 

04.03=?2 (7 为 加 0 的 半径 ). 
又 着 XY 上 任意 一 点 卫 的 极 直 线 , 与 OP 的 
交点 为 五 则 有 0B.:OP=72?。 .,04.08 = 


0B.0P。 由 此 知 P、B、4、2 是 在 同一 网 周 
上 ,因而 CP4Z 一 90"， 

. LPBZ=—90°, 
故 点 也 的 极 直线 通过 点 2。 

3411。 已 知 定 网 0, 定点 2， 则 过 点 2 的 
任意 直线 的 极点 在 点 G 的 极 直线 了 上 。 

解 作 过 定点 2 的 任 
意 直线 万 FP， 由 0O 作 万 
的 垂 线 0B, 设 0B 与 点 2 
的 极 直线 有 了 的 交点 为 
P, 02 与 XY 上 的 交点 
为 4， 由 于 点 4 在 点 2 
的 极 直 线 XY 上 , 所 以 
04.02Z~r?(7 为 园 0 的 半径 ). 由 于 四 点 2、 
4 了 3 三 共 圆 ,从 而 0OB.OP 一 04.025 一 72. 所 
以 点 也 是 过 定点 2 的 直线 如 的 极点 。 

3412. 过 圆 所 在 平面 上 的 一 定点 作 国 的 
任意 割 线 , 过 割 线 上 弦 的 两 端点 作 切 线 , 则 此 
两 切线 的 交点 ， 在 定点 
为 极点 的 极 直 线 上 。 

解 过 点 书 作 加 0 的 
割 线 P4B, 4B 为 加 0 
的 弦 , 过 弦 两 端点 4、B 
的 切线 交 于 点 @, 09 与 
4B 的 交点 为 ML, 则 4 为 点 @ 的 极 直线 ,也 
在 点 @ 的 极 直线 上 ， 并 且 OM.08=7? (7 为 
团 0 的 半径 ) 。 

其 次 ,由 @ 向 OP 作 垂 线 QN, 设 QN 与 加 
周 的 交点 为 C、D, 则 用 、W、P、@ 共 轩 , 且 
ON.OP=OM.0Q==7?， 所 以 CD 是 点 呈 的 
极 直线 , 9 在 点 卫 的 极 直 线 上 . 

3413. 过 贺 所 在 平面 上 的 一 点 P, 作 图 的 
两 条 割 线 P4B、PCD, 设 A4C、BD 及 4D、 
BC 的 交点 分 别 为 台 、F， 则 互 或 者 了 都 在 
了 点 的 极 直 线 上 。 

解 设 点 卫 关 于 4、 
了 3 的 调和 共 示 点 为 五 ， 
点 卫 关 于 C、 DD 的 调和 
共 元 点 为 耻 , 则 及 了 L 是 
点 卫 关 于 圆 0 的 极 直 
线 。 如果 考虑 到 调和 线束 (BP, 恕 4,， BK, 
妃 B) 与 调和 线束 (BP, EC， EM, 恕 DD), 因为 
EP 公共 ,4 与 BC 是 同一 直线 , BB 与 BD 
也 是 同一 直线 ,于 是 及 与 BM 也 是 同一 直 
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线 . 因此 下 MY 过 点 E. 

其 次 ， 如 果 考 虑 到 调和 线束 (FP， 了 4， 
FK, FB) 与 调和 线束 (8P, FD, FM, FO)， 
因为 HP 公共，A4 与 了 FD 是 同一 条 直线 ， 
了 了 B 与 EC 也 是 同一 条 直线 ， 于 是 BK、FM 
也 是 同一 条 直线 。 因此 及 让 通过 点 了 。 所 
以 吾 、 玉 都 在 点 忆 的 极 直线 KM 上 

3414. 设 贺 0 内 有 一 点 P， 过 P 忆 作 其 极 
直线 了 的 垂 线 
PQ, 由 向 加 0O 
作 两 条 切线 94、 
9B, 则 4B 通 过 
点 也. 

解 设 了 了 了 是 
点 卫 的 极 直 线 , 又 P81LXY 了 ,因此 O、P、@ 
在 一 条 直线 上 。 由 问题 3409 有 


OP.00=043, 
。…。AO4PcAOQ4。 
由 于 人 O48 二 人 R，.…. OP4= LR， 同 理 
人 OPB== LBR, 所 以 4B 通过 点 也。 
3415. 若 有 共 极 二 及 极 直线 的 若干 圆 ， 
则 这 些 圆 是 共 轴 
系 的 况 。 
解 由 工商 
卫 了 作 垂 线 工 L"， 
设 适合 条 件 的 陪 
之 一 与 直线 LL 
的 交点 为 P、 8@， 


圆心 为 B, 则 8、 L、 P、 L 是 调和 点 列 ， 设 双 
为 LZ 的 中 点 ， 则 4P.48=4Z2?. 由 此 以 
LL' 为 直径 的 圆 与 贺 刀 垂 直 相交 。 

设 圆 4、B 的 交点 之 一 为 0， 从 LIZ 的 垂 
直 平 分 线 0V 上 的 任 一 点 8 作 贺 BB 的 切线 ， 
其 切 点 为 T, 则 . 

ST?~SB?— BT?~—SA?+ AB?— BC? 
=SA2+ AC2=SA2-+ AL?=SL®, 
., ST=SL'=S8L. 
因此 , 从 点 如 向 适合 条 件 的 圆 作 切 线 , 其 切线 
长 等 于 SL。UV 是 这 些 融 的 根 轴 。 所 以 适 
合 条 件 的 巾 是 共 轴 系 的 贺 . 

注 贺 系 中 的 任意 两 贺 的 根 轴 都 相同 时 ， 
称 这 个 圆 系 是 共 轴 系 的 圆 . 

3416. 两 吏 4、B 的 根 轴 , 到 它们 的 相似 


-中心 8 关 于 加 4 与 了 四 B 的 极 直线 的 距离 
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解 由 43 向 两 圆 作 公 切线 STZ'， 与 四 4、 
如 的 切 点 分 别 为 了、T'， 与 两 吧 报 轴 的 交点 
为 号， 则 点 5 关于 圆 :4 的 极 直 \ 线 是 由 人 向 
4B 作 的 垂 线 . 同 理 , 关于 贺 BB 的 极 直 线 是 
由 他 向 4B 作 的 垂 线 。 因此 两 圆 的 极 直 线 
与 根 轴 平 行 , 且 PT=PT',， 所 以 极 直 线 与 根 
轴 等 距离 。 同 理 , 对 于 两 圆 的 相似 内 心 也 可 
同样 证 明 。 

3417. 已 知 圆 0， 在 点 一 关于 圆 O 的 极 
直线 LM 上 任 取 一 点 8， 作 以 PQ 为 直径 的 
圆 ， 则 此 圆 与 辑 O 垂 
直 相交 。 

解 设 OP 与 直线 
LM 的 交点 为 4， 因 
为 O41LLM, 于 是 以 
PeQ 为 直径 的 园 过 点 
4, 与 加 0 相交 于 点 B， 

'. OB?~OP.04. 
因此 0B 是 较 了 PAQ 的 切线 ,所 以 两 圆 垂直 相 
交 。 

3418. 设 定点 卫 关 于 两 园 0、0' 的 极 直 
线 为 工 、 乙 , 其 交点 为 @, 以 PQ 为 直径 作 贺 ， 
则 此 加 与 两 加 0、0' 垂直 相交 ， 且 其 圆心 在 
加 0、O' 的 报 轴 上 . 

解 ” 因 为 8 在 极 
直线 工 上 ,由 上 题 
有 图 Ey 与 加 O 垂 
PQ 与 加 0' 也 垂直 
相交 ,因此 加 P@ 与 两 圆 0、 0' 垂直 相交 . 由 
此 其 圆心 在 两 圆 0、0' 的 殷 轴 上 .。 

3419. 设 盖 为 加 0O、O' 根 轴 上 的 任意 点 ， 
则 点 三 关于 锅 0、0' 的 极 直 线 的 交点 在 根 轴 
于。 

解 ” 设 点 书 关 于 圆 0O、O' 的 极 直线 为 工 、 
ZL', 工 与 的 交点 为 8， 则 以 PQ 为 直径 的 
圆 与 园 Ov0' 垂直 相交 , 报 据 上 题 知 , 贺 P@ 


3. 极 \ 极 直线 


的 圆心 C 在 况 0、0' 的 根 轴 上 。 但 因 P 卫 又 
在 两 圆 O、O ”的 
根 轴 上 ,所 以 P8 
是 两 圆 的 痕 轴 ， 
即 极 直 线 工 与 


置 及 对 角 线 交 点 ， 求 这 个 四 边 形 外 接 圆 心 的 


轨迹 . a 
解 在 四 边 形 

ABOD 由 ， 只 知 对 yl 

边 B4、CD 的 位 SA 
NS 

BO 的 交点 乙 又 设 必 一 考 一 人 

BA、CD 的 交点 为 

0O0， 则 0(B, Z, P, 0) 是 调和 线束 ， 而 0B、 

OZ、OC 是 定 直 线 , 因此 OP 也 是 定 直线 。 其 


置 ,对 角 线 40、BD 
相交 于 定点 2,4D、 


次 ，02ZP 是 关于 这 个 贺 的 自 共 轿 三 角形 ( 问 . 


题 3422)，2 是 直线 OP 的 极点 。 所 以 圆心 
的 轨迹 是 过 点 2 且 垂直 于 OP 的 直线 . 

3421. .从 贺 外 一 定点 D 引 两 条 直线 ， 与 
圆周 分 别 交 于 点 了 P、P' 及 8、9' 若 PQ 恒 过 
定点 20, 则 PQ' 也 
必 过 另外 的 定点 。 

解 “ 在 加 内 接 四 
边 形 P99'P' 中 ， 
设 PQ 与 PQ' 的 
交点 为 了 , PG' 与 
QP' 的 交点 为 2， 
延长 0OM 与 ZG 及 
YP' 的 交点 分 别 为 五、H， 则 了 2Z 是 点 0 的 
极 直线 .由 于 0O 是 定点 ,所 以 了 2 是 定 直 线 . 
又 因 O\、M 都 是 定点 , 因此 及 也 是 定点 。 这 
时 了 (0，MX, ,WW) 是 调和 线束 ， 所 以 0、 
M、K、W 是 调和 点 列 。 但 是 O、M、 玉 都 是 
定点 ， 因 此 驴 也 是 定点 。 从 而 P'Q' 过 这 个 
定点 NT。 

3422. 在 圆 内 接 四 边 形 4BCD 中 ， 设 
4B、DO 的 交点 为 互 ，4D、BC 的 交点 为 
了 ,4C、BD 的 交点 为 2, 则 人 XYZ 是 自 共 
斩 三 角形 . 

解 因为 了 Z 是 芝 的 极 直线 , XZ 是 了 了 
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的 极 直 线 ， 所 以 XY 是 Z 的 极 直 线 ， 即 了 、 
YY、 是 ZYG、2GXK、 YY 

及 了 了 的 极点 ， 于 是 
和信 了 Z 是 自 共 斩 三 
角形 . 

注 (定义 ) 在 
人 AX72G2 中 ,车 了 ZZ 是 
及 的 极 直 线 ， 儿 也 是 
了 的 极 直 线 ， 及 了 是 
Z 的 极 直线 时 ， 称 
人 XYZ 是 自 共 堪 三 角形 . 

3423. 在 圆 内 接 四 边 形 4BCD 中 ， 设 过 
点 4、 卫 的 切线 相交 于 点 P, 过 点 B、C 的 切 
线 相 交 于 点 9， 
则 直线 PQ 通过 
对 角 线 的 交点 
E. 

解 设 4D 与 
BO 的 交点 为 8， 
则 点 P、8、 有 都 
在 点 8 的 极 直线 
上 (问题 3412，3413)， 从 而 点 P、 及、@ 在 一 
条 直线 上 . : 

3424. 已 知 加 内 接 四 边 形 4BCD 的 一 边 
4B 固定 , CB、D4 的 交点 为 P, 对 角 线 的 交 
点 为 9 则 连结 PQ p 
的 直线 通过 定点 ， 

解 设 边 B4、CD 
的 交点 为 ， 则 PQ 
是 点 和 的 极 直 线 ( 问 
题 3413) 。 若 从 点 4、 
B 作 切线 ， 其 交点 为 “ 
互 , 则 PQ 过 这 个 定点 召 ( 问 题 3412) 。 

3425. 过 哆 内 的 定点 2 作 两 弦 4AC、BD， 
求 4B、Do 的 交点 Y 
及 的 轨迹 . 

解 设 4D、BC 的 
延长 线 相交 于 点 了 了， 
连结 了 2 与 CD、AB 
的 交点 分 别 为 P、9， 
则 ZZG 是 点 对 关于 人 -87 
这 个 现 的 极 直 线 (问题 3409) , 从 而 点 在 点 
2 关于 这 个 圆 的 极 直 线 上 (问题 3411)。 所 


以 点 且 的 轨迹 是 点 2 的 极 直线 。 
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3426. .已 知 圆 0 的 外 切 四 边 形 450D， 
4B、BC、CD、D4 的 切 点 分 别 为 BB、F、G、 
了 EH 与 FG 的 交点 为 P， 则 PO 垂直 于 
4AC. 


解 因为 4 是 及 的 极点 ,所 以 4 在 点 也 
的 极 直线 上 . 同 理 C 是 8G 的 极点 ,所 以 OC 在 
点 书 的 极 直线 上 。 故 4C 是 点 卫 的 极 直线 ， 
因此 OPL4C. 


3427。 设 圆 O 外 切 四 边 形 为 4BCD， 对 ， 


边 4B、CD 的 交点 为 卫 ,， BC、AD 的 交点 为 
分 别 为 豆 、 万 、G、 万 ,五 妨 、G 克 的 交点 为 @， 
EF、 HG 的 交点 为 及 则 芝 、 工 、 @、 有 EB 在 ey 
直线 上 . 

解 由 于 9 
是 吾 丽 、G 有 的 
， 交点 ， 根 据 上 

题 知 @ 是 4C 
的 极点 . 同 理 ， 
五 是 BD 的 极 
点 。 从 而 直线 
QR 是 40、BD 
交点 卫 的 极 直 
线 。 因为 了 了 也 是 点 卫 的 极 直线 ， 所 以 及 、 
了 、@、 忆 都 在 点 卫 的 极 直 线 上 . 

3428.。. 已 知 贺 外 切 六 边 形 4BCDEF， a 
三 条 对 角 线 4D、BE、 
CF 相交 于 一 点 .【 布 利 
安 深 定理 ] : 

解 设 贺 的 切 点 分 别 
为 4\B'、C" DE'、 
五 ， 则 4、 忆 分 别 是 张 
4Z、CD 的 极点 。 设 

4 了 、C7D 的 交点 为 忆 ， 向 上 是 知 点 忆 的 极 
直线 是 4D。 

同 理 ， 设 4B'、D'B' 的 交点 为 8, B'C、 
如 FP' 的 交点 为 B， 则 弦 BB、CF 分 别 是 点 
@%、 忆 的 极 直线 。 由 帕斯卡 定理 (问题 1538) 


| 8， 由 @ 分 别 向 P4、 


是 点 了 .8 的 极 直 线 ， 
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知 , 忆 、@、 互 在 一 直线 上 , 所 以 A4D、BB、CF 
交 于 一 点 。 

3429. 已 知 一 点 关于 三 个 贺 的 极 直线 ， 
且 三 条 极 直线 过 同一 
点 , 求 这 点 的 轨迹 。 

解 已 知 三 个 圆 的 
圆心 分 别 为 4、B、C， 
设 点 己 关 于 这 三 个 加 
的 极 直 线 相交 于 点 


FB、PC 作 垂 线 @LZ、9M、9@N, 就 是 点 一 的 
三 条 极 直 线 。 假 定 圆 4、B、O 的 半径 分 别 为 
4、D、c 则 
AL. AP—a2, BM .BP=0, 
ON.0P~o2. 

因此 ， 以 PQ 为 直径 的 圆 ( 即 过 工 、2、X 的 
圆 ) 与 已 知 三 个 圆 4、B、C 分 别 垂 直 相 交 , 故 
点 卫 在 圆 PQ 上 .。 反 之 ,这 个 圆 上 的 任意 点 
卫 的 极 直 线 , 交 于 过 点 卫 这 个 圆 的 直径 的 另 
了 、C 垂直 相交 的 嘱 . 

3430。 设 两 点 已 @ 关于 网 O 的 极 直 线 
分 别 为 苹 、 了 , 由 P、@ 分 别 向 互 、 了 作 垂 线 
PU、QN, 则 

OP:08 一 PM:QN。 [沙门 定理 ] 

解 ” 设 延长 OP、08 与 互 、 了 分 别 交 于 点 

P'、 ®’, 则 之 、 Y 分 别 


=R2 @ 
(BE 为 加 0 的 半径 )。 
由 卫 \8 作 O8、OP 的 
垂 线 4、 ®B, 则 己 、 B、 毛 、@ 共 圆 ， 因此 
. OP.0B=08.04. 四 
由 四 -@ 有 OP.BP'=09.49， 
“» OP:00=A8Q':BP'~PM:ON. 


答 。 反 形 


3431. 设 一 个 图 形 上 的 任意 两 点 4、 B， 
其 反 形 上 的 对 应 点 分 别 为 4、B'， 则 4B 与 
4'B' 之 比 等 于 其 反 演 塞 i 与 由 原点 8 至 4 
B' 距离 乘积 之 比 , 即 


en Lrc era 


可 


2 
AB BSA.SB'" 


解 5 是 原点 , 4、4', B、B' 是 对 应 点 , 因 
S 


此 SA4.SA'=SB.SB'=i 
SA _ SB 
SB 8A 
ASABwASB'4', 
从 而 


AB 
A'B' 


84 
BB A 
LSA.SA_ 1 
TSAISD BASp'* 

注 (定义 设 有 A 

定点 5 及 图 形 P, 4 BR 

为 图 形 已 上 的 点 , 在 站 

连结 XS 的 直线 上 取 A S 

点 如 使 S4.84' 一 ; 

《一 定 ), 称 点 44 的 轨 

迹 久 是 三 的 反 形 ,点 人 叫做 反 演 中 心 ， i 叫 

做 反 演 释 。 


3432， 若 两 条 曲线 下 为 反 形 时 ， 在 其 对 、 


应 的 两 点 上 作曲 线 的 切线 ， 则 切线 与 过 这 两 
点 的 动 径 的 夹 角 相等 。 

解 . 设 两 条 上 曲线 为 CO、C', 将 动 径 88B" 以 
原点 8 为 中 心 作 旋 
转 ,移动 到 S44 
的 位 置 , 则 点 B、B’ 
相应 地 分 别 趋 近 于 
点 4、4"， 其 割 线 
AB、4'B' 就 分 别 
趋 近 于 曲线 C、C- 
在 点 4、4A' 上 的 切 
线 位 置 。 因 C、C 是 互 为 反 形 的 ， 由 上 题 知 
4BS 一 AS4'B', 因 此 .LA5BA 在 动 径 SBB' 
旋转 过 程 中 , 总 是 等 于 人 S84'B', 所 以 人 8BA4 
的 极限 位 置 为 <547T，LS4'B' 的 极限 位 置 
为 ZS84'T'。 
等 的 。 

注 在 4、4 上 作 的 切线 ,总 在 动 径 SAA4' 
的 同 侧 与 动 径 44 具有 相等 的 夹 角 . 

3433. 和 若 两 加 O、0O' 是 以 S 作 反 裳 中心 
的 互 为 有 反 形 。 则 在 其 对 应 的 两 点 4、4’ 上 的 
切线 与 动 径 S44' 的 夹 角 相 等 。 

解 ”因为 两 加 0、0' 互 为 反 形 ， 


所 以 反 演 


ee ee 


从 而 ,， LS84T 与 X84'T' 是 相 


中 心态 是 两 即 的 相似 中 心 (问题 M37) 。 在 
图 上 0'4'10B, 设 4'、B 上 的 切线 为 4T"、 
BIT， 划 A'T') BT, . .LT7'4'B'= ZTBA. 
若 在 点 4 的 切线 为 47， 则 由 L748~ 
了 TBA4M4 有 
ZT'A'B< /TAB, 

3434. 若 两 条 曲线 卫 、 了 了 相交 于 一 点 4， 
对 、 了 的 反 形 分 别 为 允 了 则 ` 科 '、 了 ' 也 相 
交 ， 且 其 交点 与 交点 4 互 为 对 应 点 ,在 交点 


处 的 切线 的 夹 角 相 9 

等 。 T 
解 设 曲线 下、 了 x 

的 交点 为 4， 反 演 中 

心 为 8 点 《的 对 应 

点 为 45 则 XY 都 人 XX 了 工 

过 点 4'。 又 在 点 4' 作 及、 了 ' 的 切线 , 在 点 


女 作 对、 了 的 切线 ， 切 线 的 交点 分 别 为 、 
7', 由 问题 3432 有 
LTA4'=/TA'4, LT'Ad'= LT'4'A. 


| 所 以 了 与 了 的 夹 角 等 于 ZX' 与 了 ' 的 夹 角 . 


3435, 不 过 反 演 中 心 8 的 直线 X 了 的 反 
形 是 过 & 的 圆周 。 

解 从 8 前 屯 工作 垂 
线 SA, 设 反 演 峰 为 72， 
取 满 足 84.84 =7? 的 
点 4, 设 B 为 XY 上 任 
意 一 点 ，B 的 对 应 点 为 
B', 则 SB.8B'= S84. 
S47 因此 B、4、4'、 B' 共 回 ， 

‘LSB'A4=/AAB=/R, . 

是 定点 因此 知 点 B' 的 轨迹 是 以 SA4' 

> 径 的 圆周 。 所 以 直线 了 的 反 形 是 通过 
点 5S 的 圆周 。 

3436. 着 定 团 周 上 的 一 点 s 为 反 演 中 
心 ， 则 这 个 贺 的 反 形 是 垂直 于 直径 84' 的 直 
线 及 了 。 

解 设 B' 为 圆周 上 任意 一 点 ，B' 的 对 应 
点 为 万 , 则 84' S54~8B'.8B, 因此 4、 4、 
B、B' 共 贺 ， 


ep 全 me 


7S92 “ 


"。 LASAB= SB' 4 
一 BR。 
因此 点 万 的 轨迹 是 过 点 4 
委 查 于 8S4' 的 直线 XY 
(其 中 4 是 4 的 对 应 点 ) . 
3437. 设 园 0 为 定 园 ，x 
S 为 圆 外 的 定点 ， 则 以 8 了 人 
为 反 演 中 心 ， 圆 C 的 反 形 是 以 S 为 相似 中 心 
的 圆 。 
解 ” 设 反 演 军 为 2, 点 8 关于 圆 C 的 圆 塞 
为 22 则 由 图 知 , SB.SB'=7?, S84.8B=72. 
。 SB’ 2 
“i (一 定 ) 。 
加 此 ， 从 反 演 中 心 8 向 圆 C 作 动 径 84B, 设 


用 4 代替 动 径 的 一 端 B, 则 84:8B' 是 一 定 
的 (问题 3437) 。 因 此，B' 的 轨迹 是 以 定点 


C' 为 圆心 , 半径 为 全 到 (及 是 加 C 的 半径 ) 
的 圆周 。 显然 8 是 两 图 CO、C' 的 相似 中 心 . 
B ; 


3438. 设 圆 0C 为 定 圆 , 8 为 定点 , 点 S 关 
于 定 圆 C 的 较 守 为 22， 反 演 宕 为 22， 则 以 8 
为 反 滨 中心 贺 C 的 反 形 是 它 自己 . 

解 在 上 题 各 9 一 中 , 设 p?=79， 则 有 
34 一 SB', 所 以 定 贺 C 是 其 自身 的 反 形 , 

3439. 若 两 贺 O、O-' 的 相似 外 心 (或 内 
心 ) 为 反 演 中 心 , 则 圆 O、O"' 互 为 反 形 。 


解 设 S 为 两 贺 O、0O' 的 相似 外 心 ， 则 由 
图 知 有 


| SA” 这 、 
( 设 圆 0, 0' 的 半径 分 别 为 "9) ， 


设 S4 与 圆 0 的 另 一 交点 为 了 ， 由 对 于 贺 
0 的 网 千 设 为 2 则 34.3B 一 2 
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“8B.84 一 全 pr (一 定 )- 

所 以 圆 0 与 0' 是 以 8 为 反 演 中 心 ， 反 演 千 
为 革 p? 的 反 形 。 

3440. 车 加 0 的 一 动 弦 PQ, 对 于 一 定点 
4 总 张 成 直角 进行 运动 ， 则 弦 PQ 的 极点 的 
轨迹 是 一 个 贺 . Q 

解 设 人 为 PQ 的 中 SH 
点 , C 为 04 的 中 点 , 团 0 3 
的 半径 为 ,根据 中 线 定 
理 


2CM?+2C0? : 
= AM?+ MO?= MQ?+ MO?—72, 
7 

ww CU~Y S00 (一 定 )， 
因 点 C 是 定点 ， 所 以 点 玫 的 轨迹 是 以 C 为 
圆心 的 圆 。 又 因 OM LPG， 所 以 关于 贺 0， 
PQ 的 极点 有 在 OM 上 , 因为 O08.OM 一 08?， 
故 所 求 的 轨迹 是 点 O 关于 这 个 圆 C 的 反 形 . 
3441。 由 定点 卫 作 两 条 直线 PX、PY,， 


与 另 一 条 定 直线 LM 的 交点 为 也、 了 。 如 果 


PZX、PY 使 人 XPY 保持 不 变动 时 ,证 明 
公 了 PY 的 外 接 贺 恒 与 一 个 定 圆 相 切 。 

解 ” 设 也 为 反 演 Re 
中 心 ， 以 任意 数 为 
反 演 短 , 并 使 有 、 了 了 工 
在 反 形 上 的 对 应 点 
分 别 为 z、y， 则 直 
线 LZM 的 反 形 是 圆 9 | 
Pwy (问题 3435), 贺 PXY 的 反 形 是 直线 zz 
(问题 36)。 又 因 人 XPY 即 LxPy 及 
ZzPy 是 一 定 的 , 所 以 即使 贺 PXY 移动 时 , 线 
段 zy 的 长 也 是 一 定 的 。 从 而 线段 2y 与 贺 
Pwy 的 同心 锐 4BC 相 切 。 反之 ， 相 应 于 zy 
的 反 形 的 加 PXY, 切 于 相应 贺 4BC 的 反 形 
的 定 圆 (问题 3434) . 

3442. 若 以 4、 刁 为 圆心 两 圆 的 根 轴 
也 了 ,关于 两 圆 4、B 的 极点 分 别 为 已 9, 则 
卫 、8 关于 两 加 的 相似 中 心 8、5' 作成 调和 共 
施 点 。 

解 设 有 了 与 4B 的 交点 为 政 ， 由 用 向 
两 贺 4、B 作 切线 必 T、MT"', 而 了 是 根 轴 
上 的 点 , 因此 MT 一 MT 


又 因 了、@ 是 XY 了 的 极点 , 所 以 a 
MA-:MP~MT?, MB.MOQ=MT?,. 
“. MA:MP=MB-:NQ. ©Q@ 

又 S、S' 是 两 融 的 相似 中 心 , 于 是 以 SS 为 
直径 的 圆 是 与 两 圆 4 了 共 轴 系 的 圆 ( 上 题 )， 
故 MS'. MS MT'2. ©® 
由 @, @ 知 以 了 为 反 演 中 心 , 以 MTZ2 为 反 
演 赛 , 求 了 、@、8、S' 的 反 形 的 对 应 点 分 别 为 
A、 B、 S'S. 因此 (P, ©&, Ss, S")=(4, B, 
8', 8) .由 于 (4, B, 8', 8) 是 调和 点 列 , 所 
以 (P, @, S, 5 是 调和 点 列 。 

3443. 作 已 知 圆 的 内 接 四 边 形 4BCD， 
使 边 4B、BC、CD、D4 分 别 过 定点 已 @、 
B.S. 

解 [分 析 ] 设 四 边 形 4BCD 是 所 作 的 
四 边 形 ， 以 定点 Ps 2、 ZR、 s 为 反 演 中 心 ， 且 
以 相对 于 这 些 点 的 定 圆 的 况 宕 为 反 演 逢 ， 将 
点 4 顺 次 对 于 了 、9、BR、S 作 四 次 反 形 , 则 点 
4 再 回 到 原来 的 位 置 。 

如 果 将 点 5 在 BQ、P 的 A 二 5 
圆 上 作 三 次 反 形 ， 其 位 置 设 
为 8', 则 将 S' 在 P、8、 有 的 
贺 上 作 三 次 反 形 时 ， 显 然 & 六 
是 回 到 点 S 的 位 置 。 又 将 直 
线 S'4 依次 对 于 卫 、@、 有 B 作 反 形 , 则 是 过 点 
S 的 辑 。 若 将 这 个 圆 对 于 再 作 反 形 ， 则 变 
成 过 4 的 直线 P'4， 这 个 点 P' 是 将 点 一 在 
@、R、S 的 贺 上 依次 作 了 三 次 反 形 的 点 。 但 
是 直线 S'4 与 圆 的 夹 角 ， 在 进行 四 次 反 形 后 
其 大 小 、 符 号 也 不 变 。 因 此 8'4 与 P'4 是 一 
直线 . 所 以 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 由 邓 依次 在 8、 RR、 的 贺 上 作 
反 形 , 求 出 点 己 的 确定 位 置 。 其 次 , 将 8 依 
次 在 五 9、 了 的 圆 上 作 反 形 ， 确 定 & 的 位 
置 , 设 P'S' 与 圆 的 交点 为 4。 

” 同 理 , 依次 作出 B, C, 了 。 

3444. 若 两 中 PA4B, 84B 分 别 在 P、@ 

上 与 加 O 相 切 时 , 证明 下 列 比例 式 


形 793 


AP: AQ= BP: BQ. 

解 设 贺 P4B、84B 的 圆心 分 别 为 Oi、 
0s, O10 与 PQ 的 交点 为 及 ， 则 下 是 两 贺 
O1、 Os 的 相似 中 心 。 连 结 玉 4, 则 O01、 O02 是 
以 为 反 演 中 心 的 互 为 反 形 (问题 3439) . 
由 咽 0 在 点 也 .4 与 图 Oi、 O3 相 切 ,于 是 乙 、 
@ 是 反 形 的 对 应 点 ， 

“。 KP.KRKQ=EKA?. 

因此 瑟 4 是 人 A4P9 外 接 倒 的 切线 

*. LAPQ= /KAY, AKPAWANKAQ, 


从 而 AP: A®@=KP:KA., 
辣 理 , 连结 KB, 有 KP:KQ=EKB?, 所 以 KB 
是 人 BPQ 人 外接 圆 的 切线 。 - 

*. LBPQ= 开 B9，AKPBoAEEBQ， 

.因而 BP: BO=KP:KB. 
因 豆 是 中 心 线 0102 上 的 点 , 故 
KA=KB. 
“ KP:KA~KP:KB, 

即 AP: 40=BP: BO. 


3445. 设 一 个 圆 与 八 4BC 的 边 4B、 4C. 
以 及 外 接 贺 分 别 相 切 于 点 .D、 有、 了 ， 应 用 反 
形 法 证 明 ， 连 结 DE 的 直线 过 八 4BC 的 内 
心 I。 A 

解 设 入 4BC 的 内 
切 赔 了 与 4B、AC 的 切 
点 分 别 为 G、 及 ,在 这 
个 加 上 作 与 BC 道 平行 
的 切线 KZ, 与 4B、4C 
的 交点 分 别 为 K\、Z, 则  ，， 

AB-AK=AC-AL, | 

又 设 KAL=2a, 人 A4LK 二 28, 则 有 

ZKB=2c 十 28。 
“, LLEIT~a+B. 
而 ZAKL=180° — 2m—28, 


794 
“, LAIK=180°— /AKL 
ALLEI~ /IARK 
. 180°— (180° —20—28) - 
一 (cpB) —«=p. 
。 LT 一 却 LALK = /ABI, 


因此 , 47 是 在 点 了 切 于 人 BIXK 的 外 接 圆 ， 
。。 AK,4B=472, 
车 以 4 为 反 演 中 心 , 以 47 为 反 演 宕 , 作 及 工 
的 反 形 ， 则 由 问题 3435 有 了 4BC。 因 网 工 
与 KL、 4B、A4C 相 切 ,所 以 圆 工 的 反 形 是 与 
4BC 及 直线 4B、4C 相 切 的 吏 D8 五 . 即 
圆 工 与 圆 DZ 是 以 4 为 反 演 中 心 ， 反 演 圭 
为 472, D、G 是 对 应 点 , 故 有 
4D.4G 一 472。 

因 7IG 4D， 所 以 L471D 二 LR。 同 理 
AIE== LR, 所 以 D、T、 召 在 一 直线 上 。 

注 (定义 ) 当 人 人 4LK= 作 ABC 时 ， 常 
称 KL 与 BC 是 逆 平 行 的 。 

3446。 若 作 一 回 与 人 4BC 的 外 接 圆 及 
边 4B、A4C 的 延长 线 分 别 在 点 了 D、 吾 相 
切 时 ， 应 用 反 形 法 证 明 ， 连 结 DB 的 直线 过 
入 4BC 的 旁 心 。 

解 设 和 4 内 的 旁 心 为 I, 旁 切 圆 与 4B、 
AC 的 切 点 为 G、 号， 车 在 加 了 上 作 与 BC 逆 
平行 的 切线 了 LZ, 则 与 上 题 一 样 有 

AC.AL=AK.AB= 4712. 
若 以 4 为 反 演 中 心 ，47Z?2 为 反 演 守 ， 则 与 上 
题 一 样 ， 轩 了 与 加 
DER 互 为 反 形 。 所 


以 
AG.AD=AK.AB 
王 .472， 
且 4DLIG， 因 此 连 
结 D1, 有 
ZAID= /BR., 
. 司 理 ， 和 人 A418 一 : 
人 LR， 所 以 D、T、 瑟 在 一 直线 上 。 


S. 十 字 比 、 对 合 

3447. 若 由 四 条 射线 组 成 的 定 线束 被 一 
横 线 相 截 ， 则 其 四 个 十 字 比 不 随 横 稚 线 变化 
而 变化 . 

解 ” 设 线束 (顶点 为 4) 由 一 横 线 所 截 的 截 


a a ee 


. 为 一 定 。 
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点 为 4、B、C、D， 过 B 作 FD 的 平行 线 与 
4 交 于 了 ,与 FO 交 F 
于 @, 则 
AB: AD= PB: FD 
及 
CD:BO= FD:QB. 
。 AB.0CD: AD.BO 
=PB:9B, 
由 这 个 等 式 右 端 是 定 比 ， 所 以 十 学 比 48。 
CD:AD. BC 对 一 切 横 截 线 都 是 定 值 。 
注 (定义 ) 十字 比 又 称 非 调 积 比 。 在 一 
条 直线 上 有 四 点 4、B、C、D, 按 下 列 方式 作 
比 ， 


.4B. AD S 
8:0 或 4B.0D:;4D.0B 
叫做 这 些 点 的 十 字 比 , 或 叫 非 调和 比 。 十 字 
比 记 为 (4BCD), 上 图 中 的 线束 记 为 了 

(4BOD). 
AB .AD AB. AD 
着 舍 :全 ~- 六 徊 :条 = 荡 册 \ 
列 4、B、C、 也 是 调和 点 列 . 
3448. 同一 圆 上 的 四 点 与 此 圆 上 任意 点 
连结 的 线束 ， 
十 字 比 的 值 恒 


解 设 同 一 
圆 上 的 四 点 为 
A、 B,C、 D, 
将 此 四 点 与 加 
上 任 一 动 点 三 
连结 , 则 所 成 的 角 人 4PB、 和 人 BPC、 人 CPD、 
LA4PD 是 一 定 的 , 因此 十 字 比 P(4BCD) 是 
定 值 。 在 图 中 , 显然 有 

LAPB= /A'P'B', /BPOC= /B'P'O’, 

LCPD= /CP'D, 
*, P(A4BCD)=P'(4'B'CD). 

3449. 切 于 同一 疗 的 四 条 定 切 线 ,车 被 第 
五 条 动 切线 所 截 ， 
则 其 十 字 比 一 定 。 

解 ” 设 过 贺 上 四 
点 4、B、C、D 所 
作 切 线 ， 分 别称 为 区 
4、B、C、D， 这 四 条 切线 与 第 五 条 动 切 线 的 
交点 分 别 为 M、 N、 £\ 9， 圆 心 为 O, 切 线 


5. 十 字 比 对 合 


号- 一 一 一 一 


4、B 的 交点 为 K, 则 0 是 人 MKN 的 旁 心 ， 
故 有 


LAMON= 孔 1 /MKN. 


由 于 人 O、P、 起 后 
ZMKEN~ /AOB. 


因此 ”LUON 一 二 人 40B. 


” 同 理 ， ZNOP=3 LBOO, 


LP00= 计 LO0D， 


于 是 在 线束 0 (MNPQ) 的 顶点 O 处 的 夹 角 
一 定 , 所 以 十 字 比 (MNP8) 也 一 定 ， 

3450， 若 共 一 点 4 的 两 组 点 列 4BCD、 
4B'C'D' 的 十 字 比 要 等， 则 连结 其 对 应 点 的 
直线 相交 于 一 点 。 

解 ” 设 直线 BB'、CC' 交点 为 了 ,直线 FD 
与 直线 4BCD 交 
于 点 及 连结 84， 
因为 

F(ABCOX) 

. =F(AB'O'D') 

. ~=~F(4BCD), 

于 是 8X 与 BD 是 同一 条 射线 ,所 以 辽 与 D 
是 同一 点 , 即 BB'、CO'、 DD' 三 线 共 点 。 

3451. 设 有 四 条 射线 的 两 组 线束 , 这 两 组 


线束 顶点 不 同 ,但 共有 一 条 射线 , 且 其 十 字 比 . 


相等 时 ， 则 对 应 F 
射线 的 交点 是 共 
线 点 。 F 
解 线束 了 
(4BCD) 及 了 F D 
(4BCD) 共 一 条 全 BC XY 
射线 FF ， 且 有 相同 的 十 字 比 。 将 BC 向 两 
端 延 长 与 了 8' 相交 于 点 4, 与 BD 相交 于 点 
及 , 且 F'D 与 BC 相交 于 点 了 , 因为 : 
F(ABCX)=— F(A4BOD) =F'(4BCD) 
oF'(4BOY)~F(A4BOY). 
a 条 射线 ， 即 互 与 立 
， 从 而 这 两 点 都 与 点 了 重合。 所 以 4、 
B、 c、 也 是 共 线 点 。 
“3452. 在 对 合 的 点 群 中 , 任意 四 点 4、B、 
C、 号 的 十 字 比 与 其 共 辊 点 4'、 B'、 0"、 D 的 


| 局 理 ， 


i 


十 字 比 相等 。 

解 设 0 为 对 合 中 心 ， 重点 为 劝 从 OO 向 
任意 方向 作 直线 OP, 设 OP=0F, 连 结局 与 
各 点 ,由 定义 有 04.04' 一 OP?, 于 是 OP 是 


| 加 4P4' 的 切线 。 因 此 人 OPA4= 人 P40. 
| 同 理 ， LOPB 一 人 PB'O， 


wo。 LAPB=/PBO- /PA'O: 
LA'PB', 


LBPO~= /B'PO', /CPD= ZO'PD’, 


| 所 以 两 组 线束 (4BOD) 及 PP(4.B'C'D') 的 


十 字 比 相等 。 
(4BOD) = (4'B'0'D’). 


© AB CD 2 
注 (定义 ) 对 合 : 4、4 B、B', C、0' 
等 在 一 条 直线 上 , 取 这 条 直线 上 的 一 点 0, 使 
04:04'~0B.0B'~00.00'~.… 
则 这 些 点 叫做 对 合 的 ，O 叫 对 合 中 心 。4、 
4， B、 万 ， C、 CO， 人 叫做 对 合共 思 点 。 又 
瑟瑟 取 在 0 的 点 列 线 上 的 两 侧 , 使 
O 了 ?一 0O72 一 04.04' 一 0DB.OB' 一 … 
则 妙 、 玉 叫做 重点 。 又 点 了 与 各 点 连结 的 直 
线 吕 做 对 合 线束 。0OB、OF 叫做 重 射线 .又 
若 共 圈 点 在 中 心 0 的 同 侧 时 ， 则 重点 或 重 射 


| 线 是 存在 的 。 


3453. 在 对 合 点 群 中 ， 任意 三 点 4、 B.C 
与 重点 耳 的 十 字 比 ， 等 于 三 个 点 的 共 罗 点 
4B'0' 与 重点 了 的 十 字 比 ， | 


解 与 上 题 一 样 , 设 OP=0F, 则 LOPF 
二 人 PFO, 从 而 .4PT 一 .4'P8。 因 此 两 
组 线束 局 (4BCF) 与 P(A4'B'O'F) 四 
相等 。 

(ABOF) = (A'B'O'F). 

3454. 已 知 对 合共 恩 点 4 与 4y 

B', 求 其 对 合 中 心 0 及 重点 了 。 a 


7S6 


意 点 卫 与 B、B 画 
圆 与 前 一 圆 的 另 一 交 
点 为 @, 则 延长 8 与 


太 
44' 的 交点 就 是 所 求 CC) 


的 对 合 中 心 0. 因为 人 一 8 六 
7 
一 OP.09=OB.051 
其 次 , 如果 重 点 殖 、 了 存在 ( 共 斩 点 在 点 O 
的 同 侧 时 ), 则 有 
0 瑟 一 0782 一 04.04'。 
由 此 关系 , 在 点 O 的 两 侧 能 够 求 得 互 、 下 。 
3455. 设 4、B、C、D、E、Ff 为 加 上 任 
意 六 点 ， 从 任意 一 点 按 任 意 顺 序 连 续 连 结 各 
点 的 六 条 直线 中 , 则 第 一 条 与 第 四 条 的 交点 、 
第 二 条 与 第 五 条 的 交 
点 ， 第 三 条 与 第 六 条 
的 交点 是 共 线 点 。 
{帕斯卡 定理 3 
解 设 4B 与 DE， 
BCS EF, CDS PA 
的 交点 分 别 为 、 了 、 
ZZ ,连结 ZX，2ZY 了 ,ZB,， ZA 与 了 EB 的 交点 为 
@, 20 与 了 BB 的 交点 为 了 , 这 时 有 
Z(FYPE)~C(FYPE) 


© 


C(FYPE)~C(FBDE)~A(FBDE) 四 


(问题 3442). 
同 理 ， . 
A(FBDE) =A(QXDE) 
—Z(QXDE). 四 
由 @O、@、@@ 得 


Z(FYPE)=Z(QXDE), 

即 在 相等 的 十 字 比 (FY 了 PE)= (Q@XDE) 上 ， 
三 条 射线 2 加、ZP、2F 分 别 与 ZB、ZD、2@ 
公共 ， 于 是 有 第 四 条 射线 和 7Y 与 G 是 同一 
直线 。 

注 帕斯卡 定理 最 简单 的 情形 是 问题 
1538。 本 题 中 , 直线 了 ZY 了 叫做 外 斯 卡 线 。 

3456. 作 罗 0 的 内 接 人 4BO, 设 4、B、 
C 关于 点 O 的 对 称 点 分 别 为 4、B'、C0', 在 
圆 上 任 取 一 点 了， 若 P4'、PB'、 PC' 与 BC、 
CA、AB 的 交点 分 别 为 对、 了 了、2Z, 则 四 点 芳 、 
Es Z、 0 在 一 直线 上 。 
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解 过 4、4 画 任意 加， 再 过 此 困 上 的 任 | 


解 圆 0 内 接 帕 斯 卡 六 边 形 4CCPB'B4 
中 ,40 与 PB', PO” 
与 45B, C0' 与 BB' 
的 交点 了 了、2Z、O 在 
一 直线 上 (由 上 题 )， 
同 理 也 、Z、O 也 在 
一 直线 上 。 所 以 
辽 、 Ee 分 、 O 在 一 直线 上 。 

3457. 设 A4BCD 是 出 0 的 内 接 四 边 形 ， 
五 万 在 CB、CD 上 ,上 且 使 人 人 DAE、 人 BAF 
为 直角 的 点 ， 则 及 、O、 
了 在 一 直线 上 . 

解 设 延 长 4B、4F 
分 别 与 圆 0 交 于 点 五 、 
了 , 则 DX、BY 是 这 个 
圆 的 直径 ， 相 交 于 圆心 
O。 闭 把 4XDOBZ 看 ，Y 
作 帕 斯 卡 六 边 形 (问题 3455), 则 4Z 与 0B， 
XD 与 BY，DO 与 工 4 的 交点 ， 即 妃 、O、 万 
在 一 直线 上 。 


所 杂 题 


3458、 过 两 铀 的 交点 之 一 4 作 两 条 互相 
垂直 的 直线 ZX 了 、@PR, 与 两 加 的 罗 心 线 相 
交 于 点 辽 、 了 ， 若 这 两 直线 又 与 一 圆 相交 于 
点 了 、 9， 与 另 一 圆 相交 于 点 Z、 E, 则 

民工 :XI 一 POPR. 

解 把 ZE、 了 YQ@ 上 的 点 0、0' 作 为 圆心 ， 
由 LZAR 是 
直角 知 ， 直 线 
ZR、YQ 分 别 
过 0O 及 0O'. 设 
00' 与 82Z 的 
交点 为 了 ， 则 


劳 斯 定理 知 ， 


YX.ZT.Q0'_1 . FX IO 
XZ TQ YO’ X22 2T77 
PR 03 70@ PR 2T" 
XY PQ 

所 以 HF PR* 


3459. 设 入 4BC 的 边 4B、 BC、04 分 
列 过 一 条 直线 上 的 定点 卫 、 了 、Z， 且 两 个 顶 


6。 杂 
点 4、B 分 别 在 定 直 线 OZ、OM 上 时 ， 求 
三 顶点 C 的 轨迹 。 2 

解 作 X8、YP . 

分 别 平行 OZ、OC， 
与 OM 的 交点 为 @ 
及 了 了， 则 A402 是 
和信 了 BX 的 模 截 线 ， 
由 美奈 劳 斯 定理 Y 
有 


oR 


Z¥ 0B LE” 08' 0 
因此 比 PO:O9 一 定 。 而 O、@ 是 定点 , 知 卫 
也 是 定点 ，Y 是 定 直线 。 因为 0G 平行 于 
了 P, 0 是 定点 ,所 以 OC 是 定 直 线 。 改 点 .CO 
的 轨迹 是 直线 OO。 

3460. 从 和 人 4BC 内 一 点 戏 向 BC、C4、 
4B 作 垂 线 ， 其 算 中 分 别 为 4、DB、C-. 点 0 
为 人 4'B'C' 的 外 心 ， 从 4、B、C 向 边 B'O'、 
0'4'、4'B' 作 垂 线 ， 则 这 三 条 垂 线 相交 于 点 
M 关于 0 的 对 A 
称 点 M' 上 。 

解 ” 因 为 

LAB'M=/B 
= /AC'M, 
由 此 4、 CO、 M、 
了 3' 是 共 贺 点, 其 3 A C 
圆心 了 是 4M 的 中 点 。 假定 人 4.B'C0' 的 外 
心 为 0， 则 B'0' 是 两 圆 4B'C'、4'B'C' 的 公 
共 弦 , 于 是 BO 垂直 于 圆心 线 IO, 即 O7.L 
BO'。 因为 红 =TM，MO = OM'， 所 ,以 
I0l AM'’, 


, AM'’'LB'O',. 

同 理 , BM'140', CM'1LA4'B'。 所 以 三 条 
垂 线 过 以 '。 | 

3461. 由 人 4BC 内 任 一 点 卫 向 各 边 作 
垂 线 , 过 其 垂 足 D、 避 、 了 的 加 与 三 角形 各 边 
再 相交 时 , 则 过 这 些 点 ZL、 耻 :入 所 作 的 各 边 
上 的 垂 线 共 点 。 

解 负 贺 DEF 
的 圆心 为 O， 该 圆 . 
与 A4BC 各 边 再 
交 于 工 、 及 、, 在 
PO 的 延长 线 上 取 ft 
点 了 P' 使 0P'=0P, 在 BC 上 作 0 的 射影 
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题 一 一 -er 


0', 则 0' 是 PP' 射 影 的 中 点 。 
又 0' 是 弦 LD 的 中 点 , 而 也 是 也 的 射影， 
因此 工 是 P' 的 射影 。 由 此 过 点 工 季 直 于 


BC 的 直线 过 点 P'。 同 理 过 点 妈 、X 分 别 垂 
直 于 40、4B 的 直线 都 过 点 PP 所 以 这 三 条 
垂 线 共 点 。 
3462. 设 人 4BC 的 内 心 为 厂 旁 心 为 
1、 Ba、 Ba， 车 由 这 四 点 向 各 边 作 十 二 条 垂 
线 , 每 三 条 交 于 一 点 即 相交 于 四 点 , 则 这 四 点 


Ox 


是 四 个 旁 心 三 角 ， 
形 的 外 心 。 

解 设 O、Oi、 
02、 Os 是 旁 心 三 
角形 BlBsEs、 
BoBsl、 EalBi、\ 
TEiEs 的 外 心 ， 
则 和 4BC 是 这 
四 个 三 角形 的 
垂 足 三 角形 ( 间 . 
题 465)。O 是 
和信 B123B3 的 外 心 ， 人 入 4B0 是 其 垂 足 三 角形 
(问题 07), 因 此 0B1 算 直 于 BOC, 0Bs 垂直 
于 AB, OE, 垂直 于 AC. 又 由 工 B2、 Es 分 
别 向 其 垂 足 三 角形 的 各 边 所 作 的 垂 线 过 点 
Oi. 由 I、 Ea、 EB! 分 别 向 40、 BO、 AB 所 作 
的 垂 线 过 点 O09。 由 TT 加 >、B1 分 别 向 4B、 
3C、40 所 作 的 重 线 过 点 08. 所 以 从 工 . 瑟 、 
加、 B3 向 人 4BC 的 各 边 作 十 二 条 垂 线 ， 每 
三 条 在 0、 Or、 O:、 Os 上 相交 。 

3463. 过 人 450 的 两 个 顶点 B、C 分 别 
引 平 行 于 对 边 的 直线 ， 在 其 上 分 别 取 点 开 、 
了 ， 过 马 `、 了 分 别 引 .43B、40 的 平行 线 相 交 
于 点 区 ， 则 XC、ID、 2 


交点 为 了 P，BA、Y2Z 的 
交点 为 0 ， 这 时 PO 
是 人 BOY 的 横 截 线 ， 


因此 由 美奈 劳 斯 定理 有 
BP .了 CO.OX -1 
PY CO XB 
因 YC0=0'4, 00=AB, 


OX= 了 2，XPB=ZO。 


ee ee ee ee 
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“~, BP.04.12 -1 
PY AB 2Z0'’ 
因此 , 由 美奈 劳 斯 逆 定 理 知 ,点 2、4、P 在 一 
条 直线 上 。 

3464. 设 4、B、C、 中 是 这 个 闫 序 的 
共 圆 点 ，O1、0O2。、0a、0O4 分 别 为 人 BCD、 
入 40D、 八 4BD、 八 4BC 的 甜心 ， 则 4O1、 
BO C0; DOs 
相交 于 同一 点 ， 

解 因为 40。、 
BO1 都 垂直 于 
CD, 且 等 于 从 外 
接 贺 心 O 向 CD 
所 作 垂 线 长 的 两 
倍 (问题 5609)。 册 此 40s4BO1, 所 以 401， 
DO 互相 平分 。 

同 理 ， BO 人 上 00>， 且 BO。、COs 互相 平分 。 
又 A042DOL' 从 而 AO1 与 DO4 互相 平分 。 
所 以 四 条 直线 AO1、 BO2、 CO3、 DOs 分 别 在 
其 中 点 上 相交 。 

3465。 若 四 边 形 48BCD 的 两 组 对 边 延 
长 相交 于 如、 五 ， 则 四 个 人 BOB、A 入 DCF、 
和 信 4BF、 八 4DE 的 重心 在 同一 直线 上 . 

解 设 入 BCB、 人 入 DCF 的 外 接 贺 相交 于 
点 了 ， 则 另外 
两 个 三 角形 的 
外 接 贺 也 通 
过 点 卫 ( 问 题 
631) . 若 从 点 
也 向 BF、 DE E 
作 垂 线 PN、 
PM， 则 关于 
点 卫 的 四 个 三 
角形 的 西 姆 还 线 都 过 巡 、 的 同一 直线 . 但 
是 (问题 72) 连结 三 角形 的 重心 与 外 接 圆 上 
点 了 的 直线 , 是 被 关于 点 了 的 西 姆 进 线 MN 
所 平分 。 设 四 个 垂 心 为 Hi、 fH、 Hs、 Hs， 
虽 这 些 点 在 平行 于 MN 的 同一 直线 上 。 

3468. 在 八 4BC 中 , 设 4B>A40, 由 B、 
0 向 对 边 作 垂 线 BD、CF, 则 

4 万 十 0 万 > ACT+BD. 

解 在 48B 上 取 40C 一 40, 由 C 向 40、 
BD 作 重 线 0 下、OT 则 在 人 A0F、 信 40'K 
中 ， pe 公共 ,~ 下 一 一 太一 一 并， 4LC=40O， 
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因此 , 人 4OF2 人 40 区 07=0O 区 一 工 D。 
“» AB—AC . 
=AB— AO' 
=BO, © 
BD—OCF 
=BD-—O'K 
BL, ®@ 上 


又 ZBIO'~ 人 LR, 于 是 BL<BO'. 
由 @、@ 有 4B-40>BD-0OZ， 


*, AB+OF>AC+BD. 

3467., 将 五 边 形 48BCDE 的 各 边 延 长 相 

交 ， 得 到 星 形 的 顶点 如 图 中 的 了 F、G、 五 、T、 

J) 设 人 4Bz 与 人 4EJ 外 接 圆 的 交点 为 

， 人 4BF 与 人 GBC 外 接 圆 的 交点 为 也, 

入 BDI 与 ACDH 外 接 圆 的 交点 为 到, K4. 
与 TM 的 交点 为 W, 则 到、、N、 履 共 网 。 

F 


人 人 BCG.、 
人 FIC 的 外 
接 圆 相交 于 
一 点 (问题 
631) 。 由 于 
和 人 4BF、 作 BCG 的 外 接 圆 相交 于 工 ， 则 I、 
了 、L、C 共 贺 。 

辣 理 。 在 完全 四 边 形 如 FCDI 五 中， 因为 . 


“和 DOH、 和 DEI、A 和 FIC 的 外 毛 圆 相交 于 一 
点 ，ADBI 与 人 DC 的 外 接 贺 相交 于 ML， 
. 则 也 、C、M、 了 共 贺 (因为 过 公共 三 点 了 、C、 


工 的 圆 , 所 以 是 同一 回 ) 。 名 
LIFL=180°~ ALMI=ZNMUL,. © 

但 是 人 LIFL= 人 LAKL~ 人 人 ANEL. ©® 

根据 @、 @ 得 
| ZNEL~ /ANML, 

所 以 K、I、N、M 共 辐 。 

3468， 把 五 边 形 4BCDBB 的 各 边 延 长 作 
出 五 个 三 角形 ， 则 这 五 个 三 角形 外 接 圆 的 五 
个 新 交点 是 在 同一 圆周 上 ..[ 米 库 勒 定理 ] 

解 ” 由 上 题 的 证 明 , 显然 五 、I、N、 了 L 共 
圆 。 又 因 瑟 、M、 互 在 人 47 太 的 各 边 上 , 因 
此 和 人 KA4B、 人 BIM、 人 KMN 的 三 个 外 接 


| 贺 相 交 于 一 点 。 由 于 加 4 与 加 BLM 的 


、 6. 杂 题 


共 圆 ， 所 以 
KL.M.S 
也 共 圆 。 同 
理 玫 、 忆 、 M、Q 也 共 贺 。 由 此 互 、 工 9、2、 
&S 共 圆 。 x 

3469. 圆 形 弹子 盘 上 4 点 放 有 一 只 球 ， 
这 个 球 向 边缘 作 两 次 反射 ， 使 其 回 到 原 位 置 
毛 上 ， 试 作出 点 女 所 经 过 的 路 线 4BC4 的 
图 。 报 据 物体 反弹 的 法 则 ,半径 OB、0OC0 应 
分 别 是 人 4BC、 
40B 的 平分 线 。 

解 5 分析] 设 
问题 已 解 出 ，B、C 
为 圆 上 所 求 出 的 位 
置 , 由 于 BO、CO 是 
和 4BO、LA40B 的 
平分 线 ， 显然 有 

4B=A40, OB 一 O00。 从 点 女 作 BC 的 平行 
线 ， 与 BO 的 延长 线 相交 于 点 6G, 则 BG 是 
”ZL0BA4 的 平分 线 , 因此 
AB= 4G. O 
以 4 为 圆心 40 为 半径 作 圆 , 与 CO4、OG 的 
交点 分 别 为 工 、 五 , 则 有 
和 .40 了 = -4FoO。 
又 由 @@ 有 ‘LG= 人 4B0， 
:由 @、@@ 有 L9G4H= /04B, 
县 因 A 玉 =04, 4G 一 4B, 因此 
: A4GHEcSA4BO。 
。。 五 49 一 0B=r “(7 为 加 0 的 半径 )， 
*, OG—OH=7. @ 
又 LGHL=LR=LG4L, 因此 , G\、 五 、4、 
工 共 加 ， 
OH.O0G~=0A.O0L==2042 
(… OL=204). © 
由 图 与 回 知 06 与 OR 之 差 与 积 于 是 可 
以 作出 这 两 条 线段 (问题 2016) 。 由 此 作 图 
如 下 。 es | 

[ 作 图 ] 作 过 点 和 4 的 直径 BF,， 由 4 作 

BF 的 垂 线 ,在 其 上 取 点 9, 使 其 满足 分 析 中 


四 
©® 


| 
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的 条 件 合 、@, 求 出 0G, 延长 GO 与 圆 相交 
于 5, 作 点 妃 关 于 加 FP 的 对 称 点 0, 则 4BCA4 
必 是 所 求 的 球 的 路 径 。 

3470. 在 相交 的 两 个 定 贺 O、O' 上 , 求 作 
一 条 割 线 .4B3CP， 与 两 圆 的 交点 依次 为 4、 
B、0C、D， 使 其 满足 4B=BC=0D， 

E A ; 


解 [分 析 ] 设 割 线 4BOD 已 求 出 , 连结 
BO，00'， 因 为 4B= BO， BC 一 CCD， 所 以 
BO1AC, CO' 1BD， 于 是 从 4 了 作 BO 
的 平行 线 ,与 连 心 线 00' 交 于 点 MK、N, 则 有 
MO=00' 一 0OW, 因此 点 MK、N 是 定点 。，@ 
如 图 ， 设 如 B、GH 是 两 器 的 直径 ， 从 点 至 、 
了 、G、 互 作 了 H 的 从 线 , 与 4D 的 交点 分 别 
为 BF'、G'、H', 则 由 问题 1313 有 ， 

EE'.FF'~ EM.MNE, 
GG'"*HH'=~=G0.0H. 
延长 BE 与 4D 交 于 点 ,由 于 BB'] 
PF'f| GG'f HH' 所 以 
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PE PF ~ pa”™ 
BEE.pp' GG'.HH' 
PE.PF Pa.PH * 
将 @、@ 代入 得 
EM-MF _ GO:OH 
PE:.PF Pa:.PH?” 
PG.PH _ GO:OH @ 
PE.PF EM.MF® 
因 耻 是 定点 , 万、 也、O、G、 也 也 是 定点 , 于 
是 @ 式 有 端 是 定 值 . 所 以 PG+PH:PE.PF 
是 定 值 。 但 PG.PH, PR.PF 是 两 浪 0、0 
的 加 等， 车 两 四 0、0' 的 半径 分 别 为 了、 
则 PE.PF=PO?—7?, PG.PH=PO?—r'2, 
、 > “ PO?—7'2 
在 @ 中 设 也 了 [家 所 加 则 也 0 后 一 
ms 知 点 卫 是 定点 ， 因 LOBP LB, 若 以 
PO 为 直径 的 贺 与 加 0 的 交点 为 B, 则 过 也、 
也 的 直线 即 为 所 求 的 直线 ， 
3471. 在 上 题 中 ， 求 适合 于 4B:BC:CD 
一 1 的 直线 4BCD。- E 


bb 
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解 ” 设 适合 条 件 的 线段 4BCD 已 求 出 , 由 
子 4B:BC;:CD= 二 :m:n 因此 AC:BO; BD 一 
(十 1) :Mm; (Mm 十 RW)。 设 AC、BD 的 中 点 为 
互 、7T， 则 有 

AK:KT:TD 


= 亏 AC: (KC+ BT — BO) :于 3D 
AN 二 1 
妾 tm):[ 主 C+ 十 妆 (mtn) 
.1 
m |: 于 (nm+m)。 


由 女 、. 马 作 KO 的 平行 线 4M、DN， 假 定 与 
连 心 线 00' 的 交点 分 别 为 罗 、N， 则 MO: 
O0':O'N 一 AK:KT:TD, 了 上 式 右 端 是 定 值 ， 
且 00' 是 定 线段 ,所 以 MO、OX 是 定 长 , 从 
而 MX 是 定点 。 在 图 上 了 BF、G 互 是 圆 O、 
0O' 的 直径 ,从 点 召 、F、G、 互 作 图 的 切线 , 与 
AD 的 交点 分 别 为 BF'、G'、 昌 ', 00' 与 
4D 的 交点 为 PP, 则 与 上 题 一 样 ,有 . 
如 B'.FF' 一 .MB( 定 信 ) (问题 1313)， 
GG'.HH'=GN'.NH, 
PG-:PH _ OG:NH 
** PERE.PF ME-.MF°* 
以 下 的 问题 与 上 题 一 样 , 因为 点 卫 的 位 置 确 
于 是 以 PM 为 直径 的 圆 与 贺 O 的 交点 4, 连 
结 P4 即 为 所 求 的 直线 P4. 
3472. 求 过 定点 书 的 一 条 直线 ， 与 两 个 
相交 的 定 贺 0O、0’ 相 截 的 四 点 成 调和 点 列 。 
解 ” 设 问题 的 解 已 求 出 , 过 点 卫 的 直线 与 
砚 0Q、0’ 的 交点 分 别 为 4、B、C、D, 且 4、 
“C、B、D 成 调和 点 p 
列 。 车 设 4B 的 中 


点 为 M， 圆 0、0 < 把 
的 半径 为 7 7， (6 
则 
MC.MD=MB? KW 
(问题 1480) 。 


而 MC.MD~—MO?—7?, 
又 MB2=72— MO3, 
*. MO2— ?73272— MO?, 
.…， MO2 十 MKO2 一 72 十 2( 一 定 ) 。 
辩 设 00' 的 中 点 为 8, 根据 中 线 定理 有 
MO?+ MO=2(MO2+ QO0°). 
“2(MQ+Q0°) =72+7'2, 


从 而 MQ 太一 ~-Q0? (一 定 )。 


由 此 ， 点 到 的 轨迹 是 以 00' 的 中 点 多 为 加 
心 具 有 定 半 径 的 柄 ,在 这 个 圆 上 ， 由 于 
人 PMOx AR, M 在 以 PO 为 直径 的 圆 上 . 
由 此 ， 根 据 这 两 圆 的 交点 决定 了 点 用 的 位 
置 , 通过 刀 、M 的 割 线 即 为 所 求 的 直线 . 

3473. 在 已 知 平行 四 边 形 内 ， 求 作 已 知 
面积 的 内 接 菱形. QE 

解 ” 设 已 知 平行 
四 边 形 4BCD 面 
积 为 "2 的 内 接 菱 
形 为 PQRS。 如果 发 
问题 已 求 得 ， 则 平 
行 四 边 形 4BCD 8 RC 
的 中 心 0 与 内 接 菱形 的 中 心 是 重合 的 ， 若 
在 OP 上 取 O08' 等 于 08， 则 有 OP.09= 
OP.08', 因为 PQRS 是 菱形 , 所 以 

OP.09 一 二 mm。 


从 而 OP.08' 一 至 m2, © 


但 4D 是 定 线段 ,OP.08 是 一 定 的 , 于 是 点 
PP 在 4D 上 移动 时 ， 点 的 轨迹 是 贺 (问题 
3435) , 它 的 直径 为 OB. 因 为 PQRS 是 芙 形 ， 
有 PO109, 如 果 由 O 作 长 等 于 O08 和 且 与 0% 
夹 成 直角 的 直线 O8'",， 则 人 8B'QO= 人 BO 
二 人 BR。 因此 可 作 图 如 下 .。 

[ 作 图 ] 由 0 向 4D 作 霍 线 O 有 五 , 在 Of 
的 延长 线 上 取 点 刀 , 使 和 


OH.0E 一 二 m2 


其 次 由 OO 作 直 线 0B', 使 O08 一 OB' 且 
人 BOB' 一 90“。 以 OB' 为 直径 作 圆 与 边 4B 
的 交点 为 9， 连接 8O， 并 延长 与 CD 的 交点 
为 8s， 由 0 作 85 的 垂 线 与 4D、BC 的 交点 
分 别 为 P、R, 则 PQRS 即 为 所 求 作 的 萎 形 。 
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第 八 编 解析 几何 


第 一 间 


1. .直线 的 性 质 
3474。 证 明 函 数 y=az 的 图 象 是 直线 ， 
az2+2 的 图 象 是 
平行 于 直线 % 一 az， 
县 和 Yy 轴 相交 于 
点 (0, 9) 的 直线 ， 
解 在 y=az 中 、 
设 X=0 则 y=0, 设 
Zz 一 1 则 yg 一 ,所 以 
4 一 ax 的 图 象 过 点 0O(0，0) 及 4(l a)。 从 
连结 点 04 直线 上 的 任意 点 书 向 2 轴 作 垂 线 
PQ@, 设 09=2 QP 一 y, 则 由 
QP _N4 
‘00 ON 


(4 六 是 过 4 所 作 z 办 的 垂 线 )， 

2 

可 知 w 1 
这 就 是 说 ， 


Y=. 


直线 O4 上 的 所 有 点 的 坐标 (%, 2 
都 满足 Y 一 az。 .再 取 直 线 04 外 的 任意 一 点 
人 e', 9), 则 由 艺 # 工 可 知 它 的 坐标 不 满足 
4% 一 az。 因 此 
(i) 直线 O4 上 所 有 点 的 坐标 都 满足 y= 
ax; 
《ii) 直线 O4 外 所 有 点 的 坐 标 都 不 满足 
2% 一 GZ。 所 以 函数 y 一 az 的 图 象 是 直线 O4. 
其 次 , 看 函数 
2 一 CO， 
2 一 0X 十 2。 
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当 z=m 时 ， 设 
在 人 名.@ 中 对 应 
的 y 值 分 别 为 
y、y ; 则 


直 


.| 直线 在 y 轴 上 的 截 
| 距 是 一 2. 


级 


取 点 了.@ 的 坐标 分 别 为 (me， Y”)、《72,)， 
则 直线 PQ 垂直 于 z 轴 ( 因 它 和 2 轴 平 行 )， 
且 PQ 一 5b, 这 个 5 值 和 变数 z 无 关 。 即 对 于 
同一 的 z 值 ,y"” 一 y' 总 是 等 于 定数 5, 所 以 @ 
的 图 象 就 是 把 直线 y=ax 沿 9 轴 方 向 平行 移 
动 2。 具体 地 说 ， 当 5>0 时， 把 直线 Y=a% 
向 上 平行 移动 区 当 2<0 时 ， 把 直线 9 一 ca7 
向 下 平行 移动 |2|， 就 得 到 函数 y 一 az 七 2 的 


| 图 象 。 


报 据 以 上 讨论 可 知 : 

(i) y 一 as 的 图 象 是 过 原点 的 一 条 直线 ， 
其 中 a 的 值 可 以 决定 这 条 直线 和 2 轴 正 向 夹 
角 的 大 小 , 即 可 决定 直线 的 方向 , 因此 我 们 把 
4 叫做 直线 y= 二 a2 的 斜率 或 方向 系数 .。 

(ii) y= 一 az 十 2 的 图 象 是 平行 于 直线 y 一 0 
且 和 4 负 交 于 点 (0, 5) 的 一 条 直线 ,我 们 把 
”叫做 该 直线 在 9 轴 上 的 截 距 . 

3475。 画 出 下 列 各 函数 的 图 象 ， 并 求 各 
直线 的 斜率 和 在 y 轴 上 的 截 距 。 


(1) y= 二 2 一 2 (2) 3¢+2y=6. 


解 GD) g 一 立 x 一 2 是 一 次 式 ， 它 的 图 象 


是 直线 。 设 z 一 0， 则 2 一 一 2， 2 一 0， 则 z= 
4, 故 所 求 图 象 是 经 过 两 点 (0， 一 2) 及 (4， 0) 
的 直线 。 


在 % 一 到 ?一 2 中, z 的 系数 是 吉 ， 所 以 访 
直线 的 斜率 是 评 . 


在 此 式 中 , 令 2 一 0 
则 % 一 一 2, 所 以 该 


(2) 3z 十 20 一 6 
的 图 象 是 经 过 两 点 (2, 0) 和 (0, 3) 的 直线 .把 
原 方程 写成 | 
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2 一 一 3xz 十 6， 
,二 二 
。 4 一 2 十 3。 
故 该 直线 的 斜率 是 
一 忌 ， 在 y 轴 上 的 截 距 


是 3。 


3476. 求 出 适合 下 列 条 件 的 直线 方程 : 
(1) 和 斜率 是 一 号 且 过 点 (3, 一 J); 


(2) 和 2z 轴 正 向 的 夹 角 是 30" 且 过 点 (0， 
一 2)。 


”和解 “GD) 设 所 求 直线 方程 为 yaz+b. 已 
知 斜率 一 一 名, 该 方程 可 写成 y= 一 对 z+， 


又 知 该 直线 过 点 (3, 一 了 ,以 x 一 3, y= 一 1 
代入 上 式 得 


一 1 一 一 号 x3+2 a b=1, 
故 所 求 直线 方程 为 
% 一 一 号 z 二 1。 


(2) 因 这 0 一 -大 ， 故 知 直 线 的 斜率 是 
了 二， 从 而 该 直线 

bp] 
ee 
=-- 志 ZX 十 D。 
又 该 直线 通过 点 
(0, 一 2), 所 以 5 二 
一 2。 故 所 求 方 程 为 


1 
bn | 
求 过 定点 (%1，9Y1)，、 和 斜率 为 a 的 


3477. 
直线 方程 。 

' 解 ” 设 所 求 直 线 方程 为 Y 一 aZ 十 2 (其 中 
为 待定 系数 )， 已 知 直线 通过 点 (zt 9 以 
ZX 二 V1、Y 一 V4 代入 上 式 , 得 妇 二 az1 填 5， 

ee b=Yi— ari. 
把 它 代入 y=ax 十 5， 即 得 所 求 直 线 方程 为 
2 一 0 十 (Yi—am), 


即 2 一 细 一 4(4Z 一 21) 。 
3478. 求 过 两 定点 4lzi, 1) 和 万 (2o， 
2%) 的 直线 方程 , 其 中 21 寺 2. 


解 ”由 上 题 知 , 过 定点 4(zt，%i) 且 斜率 为 


-eeeae ee ne 


| 直线 过 两 点 4(a， 
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4 的 直线 方程 为 y 一 级 二 Q(z 一 4)。 设 这 条 
直线 过 点 Blw2, gop); 把 xX 二 Xo、 Y= 二 代入 上 
式 ,得 

一 从 一 4G(22 一 0)， 


ac 一 华 一 瞩 . 
各 一 位 
把 a 的 值 代入 y 一 =a(z 一 zw1) 得 
0 
WN (% 21， 
即 YY _. VP—%1 。 
YY XVM 
这 就 是 所 求 过 两 定点 4、B 的 直线 方程 。 
3479。 求 过 两 点 (一 3, 0) 和 (5, 一 纪 的 
直线 方程 。 
解 ” 由 上 题 得 所 求 直线 方程 为 
y—0 _ 2—(—3) 
—4—0 6—(—8)” 
“。 2+2y+3=0., 


3480、 求 在 z 轨 上 的 截 距 为 a， 在 Yy 轴 
上 的 截 距 为 5 的 直 直 
线 方 程 。 

解 ” 设 直线 和 2 
钠 、4 轴 分 别 交 于 
点 4、B, 则 04= 
人 0B=。, 因此 该 


0) 和 BO0, b), 
为 


由 问题 3478 知 所 求 直线 方程 


3481。 求 在 ” 轴 、9 办 上 的 截 距 分 别 为 
3， 一 2 的 直线 方程 。 
解 ”由 上 题 可 知 ,所 求 直 线 方程 为 
wv y _ Bp 
t= 9 一 可 2 2。 
3482。， 求 与 直线 22 一 y=0 相交 成 45° 
角 , 且 过 定点 (1，2) 的 直线 方程 。 
解 直线 2z 一 y=0 的 斜率 为 32， 设 所 求 直 
线 的 斜率 为 Y， 和 3541 知 
一 2 


tg 一 土 于 Fr; 即 1= 土 全 Tm ， 


第 一 章 直 线 


"MN 二 一 3 或 mn 一 子 : 
故 所 求 直 线 方 程 为 
y+2= 一 3(z 一 1)， 如 3z 十 7 一 1 


或 y+2= 计 wD 即 “一 ay 一 7. 


3483， 求 三 点 4(%i, 1)，B(wo, yo)， 
C (za ys) 共 线 的 条 件 . | 

解 连结 4(mi, y1) 和 B(zs, yo) 的 直线 方 
程 为 


| Yy2—Y1 
se_ = rhed 窜 
YY (7—21) 


如 果 点 CCzs, %%) 在 直线 4B 上， 以 Y=x3、 
y=Y3 代入 上 式 ， 得 


v2 Y1 
ee m= Vv 一 化 和 
$3 (23— 1) 


“(ys—Y) (Vo ~ D1) = (Ya—Y1) (V3— 1), 
或 


v1(Yo—Y3) + za(Y3—Y) 十 ze( 信 一 加 ) =0, 


Yi(%2— 9) 十 (2 一 轨 ) 十 go(01 一 2) 一 0. 
这 三 个 式 子 中 的 任何 一 个 都 是 所 求 三 点 共 线 
的 条 件 。 

注 如 把 上 述 条 件 用 行列 式 表示 , 则 为 


Z1 22 Vs 
WH ta za 一 0。 
1 1 1 
3484。 证 明 两 点 4(z1, 11) 和 B(wo, 3») 
闻 的 距离 为 
AB= ~V (2%2— 21)+ (Yo—Y1)?. 


解 如 图 ,从 4、 下 


分 别 引 zw 轴 的 垂 B(z,9) 
线 441,BB1, 过 4 pt 
再 引 直 线 BBi 的 A(zw 好 访 


垂 线 4C, 则 
OA1=%1, 
OPBi 一 0o2， 

BiC=¥y, BiB=y,. 
o, AC=A1B1=%2— 1 
BC=Yys— Yi. 

在 直角 三 角形 4BC 中 , 应 用 勾 股 定理 , 得 

4B? 一 40? 十 CB2。 

即 AB?=(%2— 01)2 + (Ya— Y1)?, 

“ AB=V (za—%)3+t (YYy) i 


803 


3485。 把 连结 两 点 4(wmy, Wj) 和 Be， 
go) 的 线段 内 分 (或 外 分 ) 为 rn 试 分 别 求 其 
内 分 点 和 外 分 点 的 坐标 公式 ， 并 把 它们 统一 


` 为 一 个 公式 。 


解 ” 从 点 4、B 分 别 向 zw 轴 作 重 线 , 设 其 垂 
足 分 别 为 4、 五 则 04' 一 zb 0OB' 一 2。 设 
分 线段 4B 为 双 : 的 内 分 点 瑟 的 坐标 为 
(z, 2), 从 点 卫 向 z 轴 作 垂 线 PP', 则 OP'= 
2Z。 因 为 44 必 PP、BB' 是 平行 线 , 所 以 } 

A'P':P'B'=AP:PB=m:n, 
即 人 一 2D) : (m2—%) ~—mn. 
2(Z 一 21) 一 M2(2 一 2)， 
(m+NR) T=mr + nm。 
— M2 + nr1 
?十 2 “ 


同 理 , 从 4、B、P 分 别 向 y 轴 作 垂 线 , 可 得 


Ne 化 


Mya + WYL 
m+n “ 


jy 二 


AP: BP=m:n, 
及 AP:BP=A'P':B'P, 
可 知 A'P':B'P'=~m:n. 


以 4 卫 一 0 一 00 B'P'~—73— yy 
代入 上 式 , 则 得 贱 a 
VV’ NT 人 NN, 
nL—H1)=—=m(V—r2), 
即 (人 一 幼 Z 一 ?022 一 01y 
_ 02 一 7201 


名 
es 化 入 一 外 人 
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i ! mya— ny 
同 理 ， y= 2， 2 

比较 上 述 内 分 点 和 外 分 点 的 坐标 公式 ， 它 
们 的 区 别 只 是 % 的 符号 不 同 ， 因 此 如 果 外 分 
时 % 取 负 值 ， 则 两 组 坐标 公式 就 可 统一 为 内 
分 点 坐标 公式 。 

3486。 求 连结 两 点 4( 一 3,0) 和 B(2, 0) 
的 线段 被 分 成 3:1 的 内 分 点 、 外 分 点 的 坐标 ， 
和 该 线段 中 点 的 坐标 。 


解 内 分 点 的 横 坐 标 为 
3x2+t1x(—3) 


841 TE’ 
外 分 点 的 横 坐 标 为 
3x2—1x(~3) _9 
ye 4 
中 点 的 横 坐 标 为 
诗 (3+2) 一 一 评 
3 1 
即 (到 ,0 )， (5 中 (~ 0)- 
3487. 方程 . 
222-+95y+10y2—13%— 30y+20—0 
的 图 象 是 两 条 直线 . 


(1) 求 这 两 条 直线 的 方程 ; 

(2) 求 这 两 条 直线 和 % 轴 、y 轴 所 围 成 的 
图 形 的 而 积 。 

解 (1) 把 方程 按 y 整理 ， 

10y?2-+ (9%—30)y+22?—13%+20=0。 @ 
解 关于 yy 的 二 次 方程 ,得 

一 9z 十 30 士 (z 一 10) 
YT 


“+ YT Y oS 
即 2z 二 5% 一 5，Z 十 2% 一 和。 


这 就 是 所 求 的 两 条 直线 的 方程 。 


《2) 设 所 求 面 积 为 8, 则 
人 一 Sao4p 一 Seocp 


第 八 编 解析 几何 


1 1 ,5 4a_5 
. 到 ~X4X3 宇 X 吾 X14 一 子 
-1 


注 方程 @ 表示 两 直线 , 则 它 的 判别 式 必 


. 须 是 关于 x 的 完全 平方 . 


3488. 分 别 求 出 下 列 二 次 方程 所 表示 
的 两 条 直线 。 

(1) (一 幼 ? 一 6(z 一 2 人) 十 8 一 0 

(2) (2z 一 39) 2 一 6z 十 97 一 I0 一 0。 

解 《1 把 方程 左边 分 解 因 式 ， 

(zc 一 一 2) (z 一 一 和 一 0。 

“1% 一 Yy 一 2 一 0 或 ， 2- 一 4 一 0。 

因此 所 给 方程 的 图 象 是 两 直线 y==2 一 2 和 


V 一 2 一 人 
(2) (2%—3y)?2—3(2%— 3y) ~10=0. 
把 方程 左边 分 解 因 式 ， 
(2%—~3y—5) (2 一 3 十 2) 一 0。 
因此 所 给 方程 的 图 象 是 两 直线 : 


2z 一 37 一 5 一 0 和 2% 一 3yt+2=0。 
3489。 如 果 关 于 zw、y 的 二 次 方程 
flz, Y) =ry+I2—12y+ Dy—10=0 
的 图 象 是 两 直线 , 口中 应 填 入 什么 数值 . 
解 ” 设 应 填 入 口中 的 数 为 %, 并 把 f(z, 从 
一 0 法 2 整理 , 则 得 
—(y~7— (12y2~py+10) =0. © 
为 将 此 方程 左边 分 解 为 两 个 关于 xz， 4 的 一 
次 式 的 积 , 则 其 判别 式 DD 必须 是 完全 平方 . 
今 知 
D=(y—3)2+4(12y2— ky+10) 
~49y2—2(3+2%)Yy+49. 四 
@ 为 完全 平方 的 条 件 是 它 的 判别 式 D'=0， 
于 是 得 (3 十 28)2 一 492 一 0，.… 7 一 23 或 0 一 
一 26。 
Qi) 车 7 一 23， 则 
f(z, Y) spy 3 12y7 +4230 10 
一 (Z 十 3 一 2 (2— 4y+5)。 
因此 f(z, Y) 一 0 所 表示 的 两 直线 是 
2 十 34 一 2 一 0 和 2~4y+5 二 0. 
(ii). 若 % 一 一 36, 则 
fl%, Y=2~rYy +37—12y2—26y—10 
=—0— (Yy—3)%— (12y2+26y+10) 
= (2—4y—2) (7+3y+5). 
因此 ,jw 幼 王 0 所 表示 的 两 直线 是 
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2 一 4 一 2 一 0 和 xz+37 二 5 一 0。 
3490. .ea 为 何 值 时 , 方程 
22 十 22Vy-ab2 十 3z 十 99 一 0 
表示 两 直线 , 并 写 出 这 两 条 直线 的 方程 。 
解 。 2 二 2%y 十 ay 二 35 十 9y 一 0， 
即 22 十 (2y 十 3)0 二 acV2 十 9 一 0。 
p+3) ~V 人 3 一 99) 


为 使 已 知 方程 表示 两 直线 ， 上 式 报 号 内 的 式 
子 : 
(2y+3)?—4(ay?+9y) 
一 4 十 129 十 9 一 4222 一 364 
=4(1—a)y—24y+9 
必须 为 完全 平方 , 因而 其 判别 式 应 为 零 , 即 
122—36(1~a)=0。 .， 0 一 一 3， 
于 是 
ve 二 (2 十 3) V16% —24y+9 
2 


即 z=y 一 3 或 x 一 一 3y.. 所 以 题 设 方程 表示 
两 直线 : z 一 y+3 一 0 和 %+3y 一 0。 | 
3491. 画 出 下 列 二 次 方程 的 图 象 。 
62z2 一 500 十 02 一 8x 十 2 一 8 一 0。 
解 ”把 方程 按 z 整理 ， 
6z2 一 (5 十 8)z 十 ( 包 二 24 一 3) 一 0， © 
622 一 (5 十 8)2 
十 (一 2) 
X (y+4)=0. 
把 上 式 分 解 因 式 ，@ 
可 写成 
[3z—(y—2] 
x [22~ (y+4)]=0. 
从 而 题 设 方程 表示 两 
直线 ; 
3z 一 4 十 2 一 0， 
.2 一 4 一 4 一 0。 
其 图 象 如 图 所 示 。 
3492。 关于 zy 的 二 次 式 
flv, Y=2—ry— 6y:+9%+ byt+20, 
回答 : 
(1) 如 果 f(z， 办 能 分 解 为 两 个 关于 ZY 
的 一 次 因 式 ,应 取 什 么 值 ? 
(2) 将 (了 DD 所 求 的 值 代入 了 lz, 引 ， 把 满 


足 不 等 式 了 (z, y) >0 的 wy 值 为 坐标 的 点 
的 范围 ,用 图 表示 出 来 。 . 
解 (1) 将 f(%, 四 接 整理 ， 
Fo， 切 一 妇 十 (9 一 办 2 十 (一 6g2 十 Ng 十 20) 。: 
为 使 此 式 能 分 解 为 两 个 关于 zx、 gy 的 一 次 因 
则 f(z, 2) =0 的 判别 式 了 须 是 完全 平 
; 即 
D= (9-)2—4(—6y+by+20) 
一 25y? 一 2(9 十 2p)y 十 1( 为 完全 平方 )。 
为 使 上 式 成 立 ， 则 方程 =0 的 判别 式 D' 须 
等 于 0, 即 
也 一 [2(9 十 281)]? 一 4x25 一 0。 
(9 十 212)2 一 25， 
9 十 28 一 土 5。 


从 而 b=—7, 1 一 3. 


(2) 把 X 一 一 2 代 人 Cz, 力 , 则 . 
fx, 2) (2— 3y+5) (ZT+2y+44), 
如 果 f(%, 幼 >0, 则 须 且 仅 须 


人 人 

ZX 十 2% 十 和 >0; s+2y+4<0。 
因而 所 求 点 (2 幼 的 范围 是 图 中 斜 线 的 部 分 
(边界 除外 )。 


b= 一 7 的 情形 可 类 似 作出 ， 
3493， 求 过 两 直线 2z 十 4 一 3，z 十 多 一 2 ， 
的 交点 和 原点 的 直线 方程 。 
解 ” 设 过 两 直线 交点 的 直线 方程 为 
2x 二 一 3 十 5(z 十 4 一 2) 一 0。 人 
由 于 该 直线 过 原点 , 以 z= 0 一 0 代入 @ 式 ， 


-3 一 26=0， .…。 
故 所 求 直线 为 程 为 。 
. 2z49 一 3 一 号 (z 二 的- 区 一 0 
即 ， .9T100g 一 0。 . 
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: 3494， 已 知 两 直线 2 一 2y+2=0 和 
2z 卫 Y 一 3 一 0 的 交点 为 4, 两 直线 2z 十 3y 一 5 
一 0 和 3z 一 2g 一 3 一 0 的 交点 为 妃 , 求 过 两 点 
和 4、B 的 直线 方程 . 
“ 解 ” 设 过 两 直线 s_2y+2=0, wt 
移交 点 4 的 直线 方程 为 
(zs—2y+2) +k(22+4y—3)=0, © 
过 两 直线 2z 十 39 二 5 一 0,3z 一 2% 一 3 一 0 的 交 
点 的 直线 方程 为 - 
(22+83y—5) 十 1 (3z 一 24 一 3) 一 0， 四 
把 @ 写成 
(1 十 21)z 二 (一 Se — 3h=0, 
把 @ 写成 


四 
(2 廿 3z)z+ (3 一 20)y (5+ 9K) = 0. @® 
为 使 @、@ 表示 同一 直线 , 则 须 下 
IT 二 2 一 240 2 一 3 ® 
32343 3—2%" (5+8k)" 
从 回 得 
~ Tkk' ah 4pY =0 © 


Ok' ~—10k'—4k—4=0. 
@@x9 一 加 Xx7, 得 34%k' 一 8k 一 35 一 0， 
Pa he 


以 图 代入 加 得 342 一 59i +12 一 0. 


即 。， (17k'—4) (2k'— = 
t 4 站] 3 


当当 时 ,@ 的 分 母 为 零 ,应 应 该 略 去 。 


当 1#= 和 车 时 ,由 加 得 zj 一 代 . 以 有 wi 


- 值 代入 0 或 回 , 可 得 所 求 直线 方程 为 
. : 46z 十 432 一 97. : 


注 先 分 别 求 出 题 设 两 直线 的 交点 ; 然后 


求 连结 该 两 交点 的 直线 方程 也 可 以 ， 但 有 时 
计算 较为 麻烦 ， 
:”3495。 求 过 两 直线 
32 一 2% 十 5 和 0，52 二 4 一 3 一 0 
的 交点 和 点 卫 (1, 3) 的 直线 方程。 
解 设 过 题 设 两 真 线 交 点 的 直线 方程 为 
《3z 一 24 十 5) 十 8(5x 十 4% 一 3) 一 0。 
其 中 丰 为 任意 数 。 因 该 直线 还 过 点 PC1,3)， 
以 z=1 y=3 代入 上 式 ， 则 
(3—6+5)+k(5+12—3) =—0, 


第 八 编 解析 几何 


即 “ 2+14k==0， 
故 所 求 直线 方程 为 z 
(az 一 24 二 多 一 子 (5g 十 约 -3) 一 0， 

or 
3496。 已 知 点 卫 (6,0) 在 过 两 点 4( 一 1 
3)、B(5, 一 2) 的 直线 上 , 求 4 的 信 。 
解 ” 过 两 点 4( 一 1, 3), B(5,， 一 2) 的 直线 
方程 为 


y—3= 3 (2+D), 
即 | 6yt+52=13, 
由 于 点 P(6, @) 在 此 直线 上 , 所以” 
6c+30=13， 从 而 o=- 也 。 


3497， 求 下 列 各 直线 的 方程 . 
(1) 过 定点 (3， 一 2)， 且 和 轴 正 向 成 


| 120° 角 的 直线 ; 


(2) 过 定点 P( 一 2， 
距 为 2 的 直线 ; 
(3) 过 定点 P(2, 3), 县 在 两 轴 上 截 距 相 


一 3)， 在 2 轴 上 的 截 


| 等 的 直线 


解 . (1) 由 题 设 知 直线 的 斜率 为 
tg 120°=—~V3，, 


| 故 所 求 直线 方程 为 ， 


tb 十 2 一 一 /3(z 一 3)， 


“ 即 , Y=— V3r+3V 了 3 一 2. 


(2) 设 直线 在 ? 4 轴 上 的 截 距 为 站 则 有 
了 +=1. 
又 这 条 直线 过 点 Se 2， 一 3), 因 而 


一 2 ， 一 3 人 
sn 


故 所 求 直 线 方程 为 | 
即 82 一 6. 


别 解 ” 设 所 求 直 线 方程 为 g 一 xz 十 2。 因 
为 该 直线 过 点 卫 ( 一 2， 一 3) ,所 以 


一 3 一 一 2Mj2 十 D。 (A) 
又 该 直线 过 点 (2, 0), 有 


O02m-+6。 -和 


解 名 .@@ 得 mr3 bo -3 
.| 喜 所 求 直线 方程 为 。 
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y™T 2 始 


(3) 设 直线 在 两 轴 上 的 截 距 都 是 a, 则 有 
生计 也 =1, 
也 a 


32 一 笋 一 6。 


好 2 十 2 一 4。 


因为 该 直线 通过 点 P(2, 3), 所 以 
2 十 3=X， 即 Ga 一 5。 
故 所 求 直 线 方程 为 ”2 十 9 一 5。 
3498. 连结 两 点 4(zi y1), B(x 号 
的 线段 和 直 线 az 十 2% 十 ce 一 0 相交， 问 线段 
AB 被 这 条 直线 分 成 怎样 的 比 ? 
解 ” 把 线段 4B 内 分 为 mn: :的 点 的 坐标 
为 
ptt me Ym 
mR mn 
将 它 代 入 az+by 十 c=0 中 , 则 有 
NT1 T+ MN . NY1+ MY ee 
GO 十 C 一 0， 
即 (az 十 2 十 e) 十 如 (qz 十 5 十 c 一 0。 
说 一 CO1 十 0 十 C 
% CO2 十 Bao 十 5” 
证 明 在 直线 族 
4 一 1 一 2 二 8 十 1L 一 0 
解 把 % 一 pz 一 2 二 ZL 一 0 写成 
(9 一 2 二 1) 一 8(Z 一 了 一 0。 © 
在 @ 由，* 为 钙 意 给 定 的 数 它 都 成 立 。 由 于 
使 @ 成 为 关于 7 的 恒等式 的 必要 县 完 分 条 
件 是 


”3499， 


4 一 2 十 1 一 0， 且 2Z 一 1 一 0。 

解 此 两 式 得 4==1, 9 一 0. 所 以 题 设 直线 族 中 
不 论 为 何 值 都 通过 定点 (1，0) . | 
. 注 在 一 次 式 azx+5 中 ,不 论 % 取 何 值 ， 
az 十 总 等 于 零 ， 即 关于 2 的 恒等式 az 十 
一 0 成 立 的 必要 且 充 分 条 件 是 4 一 0, 5 二 0。 

3500. 如 果 允 、% 满 足 关系 式 2m 一 3% 
王 卫 则 直线 mz 十 ny 一 5 必 通 过 一 定点 。 


解 .2m 一 ~3n=1, 一 2. 


把 j 值 代入 X14 十 ny 一 5, 得 . 
2 


一 -一 一 % 十 200 一 5 


二 人 +2—10=0. © 


不 论 ” 取 何 值 ，@ 式 成 立 的 充 要 条 件 是 。 


32+2y=0， 有 目 ww 一 10=0。 
由 此 两 式 得 z=10, y 一 一 15. 
所 以 直线 mz 二 oy 一 5 总 过 定点 (10,， 一 15)。 
3501。 求 三 条 直线 : al1X 二 DIV 十 cl 一 0v 
aaZ 十 Dog 十 Co 一 0，aeg 十 Da% 十 C3 一 0 共 点 的 条 
件 。 
解 直线 alz 十 pl 十 ct 一 0 和 ort by to 
一 0 的 交点 的 坐标 为 
、 CC y= CI1C2 一 C2CT1 
Do 一 GD 01Do 一 02801 
把 上 面 两 式 代 入 asz 十 sg 十 cs 一 0 中 , 则 得 
bc2 一 DO ,1 ». .CI02 一 CoG1 
G10? 一 G2b1 村 Q1b2— a201 
二 0。 


十 Ca3 


as(Dics 一 BC) 十 Da(clas 一 c201) 
: Tea(mb2~—a201) 一 0) 


ai(b203— bs02) 十 az(paci 一 bico) 
十 Cs(D1ca 一 Decl) 一 0. 
此 两 式 就 是 题 设 三 直线 共 点 的 条 件 . 
注 如 用 行列 式 表示 三 线 共 点 条 件 , 则 为 
CI bl CI : 
aa bo. 02|=0. 
Qs by cs 
3502， 求 过 两 直线 2x 一 3y 一 二 3z 十 2 
一 2 的 交点 并 与 直线 Yy 二 32 一 0 平 全 的 直人 
方程 . 
解 过 两 直线 2z 一 3 一 1 和 01 22 的 
交点 的 直线 方程 为 : 
.25—3y—1+k(3%+2y~—2) =0, 
即 《2 寺 3%)w 一 (3 一 2K)y 一 1 一 2 二 0; 


其 斜率 为 2 七 唉 ， 又 知 直 线 % 十 3z 一 0 的 儿 


故 所 求 直线 方程 为 
22—3y~14 二 (35+2y 一 2) 一 0 


即 39z+13y 一 25=0. . 
3503。 已 知 一 直线 在 % 轴 上 的 截 距 是 
一 4, 且 过 点 (一 4, 2), 求 过 点 (4, 5b) 且 委 直 于 
书 知 直线 的 直线 方程 . 
解 ， 设 在 y 轴 上 的 截 距 为 8， 在 # 辆 上 的 
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截 距 为 4 的 直线 方程 为 


因为 该 直线 过 点 (一 1, 2), 所 以 
a Be i 
tH 1 。 8 了 。 

故 题 设 已 知 直 线 方程 为 

8 


了 而 于 这 和 过 上 2) 的 直线 方 
程 为 


ps 


即 3gp+2y—3a+20。 
3504。 如 果 及 一 a6b>>0, 证 明 
ami+2hry + by?=0 
表示 过 原点 的 两 直线 ， 并 求 该 两 直线 所 成 的 
和 角 . a . 
解 a +2hry+ by 0, 
由 于 ee, >0, 所 以 
yy/ = 地 
即 A 
i 一 2 一 A 
因此 题 设 方程 表示 过 原点 的 两 直线 。 设 这 两 
条 直线 所 成 的 角 为 6, 则 
—h+Vh—ab —h—~Vh2—ad 
. 6 加 b 
tg2= 土 
h2— (h2—a6b) 
1+ 
2Vh:—ab 
二 0 要 2、/ hi—ab 
也 十 Ga0 at+b * 
bo 
本 3/ 和 一 古 
eo. tg tr 
3505. 若 a、5 为 变数 ，% 为 定数 ， 且 


ee 
十 守则 直线 二 十 匠 =1 总 过 某 一 定 
点 。 


解 已 知 守 十 却 = 如 所 以 志 + 辣 


到 
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以 -元 十 页 二 1 代 换 人 + 区 一 1 上 有 端的 1 


和 
ry 11 
er 


1/,_ 1).1/,_1 
即 二 人- 刘 + 二 人 -到 0 
2 a 1. ;1 
故 直线 对 二 车 一 工 总 过 定点 (元 ， 元 ) 

3506， 设 过 点 (2，3) 的 直线 和 2 轴 的 交 
点 为 (a, 0)， 和 2 轴 的 交点 为 《0 5)。 和 如果 
P74 十 9bm~ab, 试 求 2、4 的 值 . 

解 ” 设 过 点 (2，3) 的 直线 的 斜率 为 om 则 
其 方程 为 一 3 一 mm《2 一 2)， 因 为 这 条 直线 和 
2 轴 交 于 点 (a 0)， 所 以 

一 3 一 名 (4 一 2) 。 
又 因 这 条 直线 和 轴 交 于 点 (0, 六 ,又 有 
b—3=—2m,。 


从 以 上 两 式 中 消去 mr, 得 
一 3 _a-2 
0 
“。 3 十 20 一 GD， 从 而 2 一 3，4 一 3. 

3507. 设 过 ?4 轴 上 的 定点 (0, 2) 的 直线 
y 二 mz 十 2 和 已 
知 两 直线 

1 一 27 一 2， 

9 一 一 2 一 2 
的 交点 分 别 为 
PQ. 

(1) 设 线段 
Pe 的 中 点 允 的 
坐标 为 (和 ， 了 )， 


试用 双 表 示 王 、 了 ; 


(2) 当 色 变化 时 , 求 点 妈 的 轨迹 方程 ,并 
指出 其 轨迹 是 什么 ? : 

` 解 (1) y=mz+2, OO 

2 一 2X 一 2， ©@ 

y= 一 2% 一 2， . 


点 疡 的 坐标 是 联 立 方程 @、@ 的 解 : 


4 y= 2(3+m)_ 

一 912 2~—m 

2(2—7) 
吕 十 办 2 

因此 线 航 PQ 的 中 点 冯 的 坐标 为 


2 一 也 


0 一 一 


ee 一 一 一 一 一 一 一 -一 


第 一 章 直 线 


Xi (se , @ 


2 一 2 十 了 4 一 7102 
2(2+m) ,2(2—m) 
Fe 计 2 一 m 2 十 人 ] 
2(4+m2) 
i © 
(2) 从 @、@ 消去 mo, 得 
4X2 一 Z2 一 一 4， 即 了 2_422-4， 


这 就 是 所 求 点 戏 ( 环 , 了 了 ) 的 轨迹 方程 。 它 表 


示 实 轴 为 y 轴 , 顶点 为 (0, 2) 和 (0， 0 渐 |、 


、\ 近 线 为 y= 土 2 的 双 曲 线 . 

3508 ， 方程 (22+y)sin 20 一 2xy， 当 9= 
0°、15°、45° 时 ， 
各 表示 什么 图 
形 ? 并 讨论 当 6 
从 0° 变化 到 45° 
时 ， 该 方程 图 象 
的 变化 。 

解 当 9 为 0"、 
15*、45° 时 ， 由 
于 


sin 0° =0, sin 30° 一 地， sin 90° =1, 


所 以 题 设 方程 分 别 为 2Yy==0，22 填 一 4vy， 
2+ 一 22y。 其 中 第 一 
两 坐标 轴 \ 第 二 式 表 示 两 直线 
2 到 (2+4 ~ 3)%, 2 一 (2 一 V3)z, 

第 三 式 (zw 一 y)?=0 表 示 直 线 5 一 y=0， 因 此 
当 8 由 0° 变化 到 45° 时 ,方程 (2 十 y2)sin 36 
一 2wy 所 表示 的 两 直线 ， 从 两 坐标 轴 逐渐 接 
近 直 线 4 一 2。 


2。 绝 对 值 
3509， 画 出 函数 %= -- 半 1z--3 | 的 图 


象 。 . 
解 当 z 宇 2 时 ,2 一 2 宇 0， 


gr -了 CC-2)。 ©® | 


式 z 一 0 » 人 


当 z<2 时 ,zz 一 3 一 0， 


从 @、@ EN 图 象 ， 如 上 图 。 
引 510. 画 出 方程 
iy|=2%+1 的 图 人 象 。 
解 当 y 宇 0 时 , 方 
程 可 写成 
2 一 2x 二 1、 中 
当 y<0 时 ,方程 可 
写成 
一 0 一 20 十 1 
即 闪 
y=~22—1,. © 
从 名 .加 就 可 得 到 题 设 方程 的 图 象 ,如 上 图 . 
3511， 画 出 浮 数 y==|3 一 z| 填 |z 一 1| 的 
图 象 。 
解 为 了 讨论 3-z 和 xz~I 的 正 负 号 ，z 
的 取 值 范围 可 以 分 以 下 三 部 分 考虑 : 


[3—z|=3—z, 


即 
4 一 和 一 2。 © 
(这 ) 当 1< z 
<3 时 ,3 一 Zz>0, xz 一 1>0; 从 而 
13 一 zZ| 一 3 一 2 [2S=—1|=z—~1. 
y=|3~z|+lz~1|= (3—2) + (5—1), 
即 


y=2. ©® 
(iii) 当 z 兰 3 时 , 3 一 z 圭 0, 2 一 1>0, 从 而 
[3—z|=2—3, {2—1|=%—1. 
y=|3—z[+|z~1i|=(s—3)+ (2~1) 


y=2%—4. ML@ 
画 出 @、©®\® i 
是 所 求 函 数 的 图 象 , ， 
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3512， 画 出 下 面 函数 的 图 象 。 
4 一 |z 十 5| 十 |z 一 和 一 2|z 一 3] 
解 为 了 讨论 z 二 5,z 一 4,2Z 一 3 的 正 负 号 ， 
把 zx 的 到 值 范围 作 如 下 区 分 : 


SS 3<z5&4 ACs ， 
一 5 3 4 
(i) 当 wz 夺 一 5 时 ，%+5 三 0， 2 一 4<0， 
一 3 过 0, 因而 
y= ~ (z+5)~ (0. 
4 一 一 7， 心 
(ii) 当 一 5<z 夺 3 时 ，2 十 5>>0， 2 一 3 三 
0, z 一 4<<0, 因而 
.2 一 (w 十 5) — (2—4) +2(2—3), 


5 2 一 2 十 3. © i 


5 
(2.9) a 
下 Vu 


{=5.—7) 


(iii) 当 3<%&4 时 ,w+5>0, esd 


2 一 4 和 0, 因而 
y=(%+5)— (z 一 4 一 2(Z 一 3) 。 
.…。 4 一 一 20 十 15. G@ 
(iv) 当 w>4 时 ， 人 %—3>0, 2— 
4>0, 因而 
y= (2%45)+ (~4)—2(2—3). . 
“Y=7. ©® 


画 出 @、@、@、@ 的 图 象 , 即 上 图 中 的 折线 。 | 


就 是 所 求 函 数 的 图 象 。 
-3513.。 画 出 函数 y=||z| 一 1| 的 图 象 。 
解 ” (1) 当 z 人 0 时 ，| z | 一 zy 所 以 y= 


12 一 1|。 可 分 两 种 情况 考虑 : 
(i) 0 至 Z 夺 工时, 则 
y=|5—1|=1—z, © 
(这) 2> 工 时 , 则 
y=|s~—1|=%—1. b © 


(2) 当 2<0 时 , |2| 一 一 2 因而 
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4 二 | 一 2 一 二 | 。 

又 可 分 两 种 情况 考虑 : 

(iD) xz 于 一时,z 十 1 和 0 即 一 2 一 1 兰 0。 

4 一 | 一 2 一 二 一 一 一。 [@) 

(ii) Z> —1 时 ,x+1>0 芭 一 2 一 一 0。 
， “. y=|—2-—1|=z+1. . .@ 
从 @、G@、@、@ 可 得 到 所 求 函数 的 图 象 。 

3514。 作 函 数 y=1|z+1| 一 lz 一 2| [的 
图 象 . 


解 (1) 当 2z 硅 一 工时 ， 

[z+1i|=— (s+1), |z—2[=— (2—2). 
y=|!z+1|—|z—2|] 
一 | 一 (z 十 1) 十 (z 一 2 |~|-3l | 
一 3。 

(2) 当 一 1<zw 2 


时 ， 了 一 一 生 
[z+1|=zT+t1, 
|z 一 3| 一 2 一 
… 2 一 |z 二 二 2Z 一 3| 
秽 分 以 下 两 种 情况 讨论 : 
(1) -1<s 志 去 时 ,25 一 1&0， | 
"y= (22—1), 四 
(ii) 互 <z<3 时 ,2z 一 1>0， 
Y=22—1, 四 
(3) 当 z>2 时 ， 
y= |z+1— (2—2)|=3. 二 
从 QO 可 得 所 求 函 数 的 图 象 。 如 上 
图 。 
3515。 已 知 三 个 数 w、D、c 满足 <D< 


c, 试 作出 函数 y= [xz 一 a 十 |y~-5b1 寺 ly 一 cl 
的 图 象 ,并 利用 图 象 求 y 的 最 小 值 。 
解 . Qi) 当 2Z<c 时 ， 
2 一 4 三 0，2 一 D<0，20 一 0C< 0 
“Y=— (0—0)— (~ (gc) 
=~—3¢+ (a+b+0), 外 
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《ii) 当 &<zS2 时 ， 
2 一 0>0, 2 一 0 三 0, 和 一 CC 一 0， 
“"。 2 一 (2 一 4) 一 (2 一 切 一 (2 一 C) 
一 一 和 十 (一 4 十 D 十 C)。 四 
(这 ) 当 .5b<z<e 时， 
2 一 4>>0，7 一 0D>0， 7 一 6 三 0， 
3 一 (Z 一 0) 士 (2 一 D) 一 (2Z 一 C) 
一 4 一 (G 十 0 一 C) 。 ©® 
(iv) 当 z>e 4 
时 ， 
rz~a>0, 
rz—b>0, 
Zz—c>0, 
= (XZ—a) 
十 (ZX 一 2D) : 
十 (2 一 C) 
一 3X 一 (ac 十 D 十 c) @ 
从 DD.Y® 的 图 象 就 可 得 到 所 求 函数 的 
图 象 ， 如 上 图 。 从 图 象 可 以 看 出 当 z 一 总 时 ， 
4 有 最 小 值 :% 一 “一 9。 
3516， 记号 {4} 天 示 与 2 最 接近 的 整数 . 


{0} 二 加 。 试 画 出 函数 y 二 |2 一 {2}| 的 图 象 ， 
解 “ 各 果 n 一 各 三 ?m+ 去; 则 {2} 一 


m” 可 以 具体 表示 如 下 : 
- 如果 2 一 1.1， 则 {2}=1} 

如 果 z 一 1.2， 则 {2}=1; 

如 果 z 一 1.3， 则 { 邓 一 1; 

如 果 Z=1.4， 则 {} 一 3 

如 果 2 一 1.6， 则 {2}==2; 

如 果 2 一 1.7， 则 {2} = 二 2; 

当 z 一 1.5 时 , x 和 4、2 的 间隔 相等 ,那么 
这 时 取 {人 } 二 1, 还 是 取 {2}==2, 似乎 有 些 迷 
感 。 现 讨论 如 下 : 

当 z=~1.5 时 ,车 取 {2} 二 1, 则 

lz—{z}|=|1.5—1|=0.;; 

当 z 一 1.5 时 , 若 取 {2}==2, 则 
lz—{2}|=|1.5-2|=| 一 0.5|==0.5. 因 此 ， 
当 z=1.5 时 ,无论 取 {2}=1 或 {中 ==2, 其 

所 对 应 的 y= |z 一 {2}| 都 是 -- 样 的 。 于 是 ， 
可 得 下 表 : 


811 


w|1 


1.1|1.2|l1.3|1. 1.5|1.6/1.7|1.8|1.9| 2 
y1010.10.2 .3l0.4l0.5l0.40.30.20.1 0. 


如 果 2 取 其 他 的 值 ， 同样 可 计算 出 对 应 的 
2 值 。 因 此 所 求 图 象 如 下 图 : 


0.5 


| 
~—2—1.5—1 2 0.5 1 15 2 


人 S。 垂直 、 平 行 

3517，。 求 两 直线 y 一 mw 了 5 和 y 二 m7 十 
已- 互相 三 直 的 充 要 条 件 。 

解 把 直线 y=mz+ 台 用 工 表示 , 直线 y= 
和 2 十 2 用 5' 表示 , 并 设 直线 LL 和 zw 轴 正 
向 所 成 的 角 分 别 
为 ae'; 则 
.MmM=tga, 

m=tga’. 
如 果 志和 过 互 


相 垂直 , 则 
即 如 果 mn 为 整数 且 加 一 瑟 奔 5 夸 如 十 壮 ， 则 | 


即 


到 之 ,如 果 等 式 @ 成 立 , 则 直线 工 和 工 互 
相 垂直 。 若 取 垂 直 于 直线 工 的 直线 忆 '， 设 
"的 斜率 为 加”, 则 由 上 述 证明 可 知 

1 


"二 a 
mm 
Ee 一 一 过 成立, 于 是 
Wy 一 人 
所 以 直线 /IL", 从 而 rr. 
综 上 所 述 , : 直线 g 一 MX 十 2 和 2 一 MiZ 十 2 
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互相 垂直 的 充 楼 条 件 是 mo 一 一. 

3518。 求 两 直线 az 十 2% 十 c 一 0 和 az 十 
84% 十 5 一 0 互相 平行 的 充 要 条 件 。. 

解 让 az 十 2 十 c 一 0 得 


如 果 设 两 直线 平行 大 公有 关外 相 和 


a a 
~ 一 -名 .如 豆 和 


这 就 是 所 求 两 直线 平行 的 充 要 条 件 。 
a _a oC_oe’ 

合 . 
3519, 求 过 点 (21, gD) 且 与 已 知 直线 y~ 
920 十 0 平行 的 直线 的 方程 . 

解 ”由 问题 3477 知 , 过 点 (z1, 91)、 斜 率 为 
名 的 直线 方程 为 

V 一 Ym 0 

这 就 是 所 求 直线 方程 . 

3520. 求 与 直线 Vy 一 02 十 垂直 且 过 点 
(z%1, Yi) 的 直线 方程 . 

解 ” 由 问题 3517 知 , 与 直线 4 一 mx 二 5 重 


直 的 直线 的 斜率 为 一 却 ， 根 据 问题 3477 可 | 


知 , 所 求 过 点 (m1, ) 且 和 斜率 为 ~ 过 的 直线 
方程 为 。 
yn 一 一 声 (2 一 0)， 
已 知 直线 
4 一 MX 十 D， 6 
求 过 原点 且 垂直 于 直线 @ 的 直线 及 与 直线 
@ 的 交点 的 坐标 . 
解 “已 知 直线 的 方程 为 
4 一 M2Z 十 D， 
则 过 原点 且 垂直 于 直线 @ 的 直线 方程 为 
y= 一 塘 ER © 


” 解 联 立 方程 、@ 得 


3521 . 


ee m2 二 1* 


因而 所 求 兴 标 为 (一 加 ) 
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3522. 
一 0 的 距离 。 
解 直线 


求 从 点 (zu 9D 到 直线 az 十 2 十 


. az+by+e=0, (OV) 
即 g 一 一 笃 z 一 呈 , 其 斜率 为 一 对 所 以 过 点 
P(wi, 1) 且 与 RAR 

y= (eo). ©® 


设 直线 @ 和 @ 的 交点 互 的 坐标 为 (22,2o)， 
则 


ax;2+ by2+c=0, ©® 
h(n) ®@ 
把 @@ 改写 为 
: 2(zo 一 21) —a(Yy2— Yi) =0, © 
把 @ 改 写 为 | p(n,w) 
Ga (m2— 1) 人 2 
十 20 一 加 ) 
-二 azi 十 by 
-+c 二 0。、 个 
从 图.@@ 求 思 一 
21 和 %2 一 9 则 
V9— i= — tt 2 
和 


设 卫 \ 瑟 两 点 间 的 距离 为 4, 则 
B= (22—%01)?+ (Yo—Y1)?, 
把 zo 一 m1, Wp 一 级 的 值 代入 上 式 ， 
— (02+6b2) (am + by t+c)? 
(Q?2+ 52)2 
一 -zl 十 2 十 0) ， 
C2 十 02 
*。， 7 一 [az 十 Do1 十 ec| 
Vet+b “ 
注 .特别 地 ， 当 点 王 和 原点 重合 时 , 则 
lel 
Jar 
3523。 求 从 原点 和 点 (tL， 约 ) 分别 到 直线 
35 一 4y 一 5 的 距离 。 
解 由 让 下 和 从 原点 到 直线 3z 一 4 一 5 


的 距离 是 -Ba 一] 从 点 (l 2) 到 直线 
3z 一 匆 一 5 的 距离 是 


‘se 
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[3x1—4x2-5| -10.9 
M32+42 5 “ 
3524. 求 两 条 平行 直线 az 十 到 于 c 一 0 
和 az 十 by 十 c 一 0 间 的 距离 . 
解 从 点 (ml, y) 到 两 直线 az 士 凤 十 c 一 0 
积 az 十 20% 十 c 一 0 的 距离 分 别 为 
lavitbyte| lani-toy+e| 
Vat ? Vato 
所 以 两 平行 直线 间 的 距离 为 
| (az 十 bi 二 ce) — (avi-t+ by o') | 
wa2 十 到 
。_|2 一 2 
/aq2 十 到 ” 

别 解 1 因为 原点 到 两 直线 az 十 zy 目 c 一 0 
十 一 0 ~ [c| 
2 y+c' 一 0 的 距离 分 别 是 7 和 
Va2+b2 
ec—e'| 

Vat+b2 ~ 
2 容易 知道 , 点 (各 ,一 襄 ) 是 直线 


az 十 zy 十 c 一 0 上 的 点 ,由 问题 3522 知 ,这 个 ， 
” 点 到 直线 azx 十 by 十 c'=0 的 距离 为 | 一 c+c'l 


ep VAT 
即 V5T 芝 。 
3525. 如 图 . 4 妃 是 乍 直 于 轴 的 直线 ， 


BC 是 过 两 点 (一 1, 0) 
和 (0, 1) 的 直线 , 4C 是 
过 点 (0，2) 且 与 2 轴 正 


向 夹 角 为 6 和 的 直线 。 


(D 求 直线 4B\BO、 
C4 的 方程 

(2) 不 用 点 C 的 坐标 , 求 线段 4C 的 长 

(3) 用 (2) 的 结果 求 人 4BC 的 面积 . 

注 以 上 各 点 尽量 简单 地 解答 ， 答 数 不 化 
为 小 数 . 

解 (DD BC 是 过 点 (一 1, 0) 和 (0, 1) 的 直 
线 ,所 以 其 方程 为 y 一 2 二 1. 直线 4C 和 2 轴 
正 向 的 夹 角 是 坷 mo 怒 于 5 一 一 <. 又 4C 
在 轴 上 的 截 距 为 2, 所 以 直线 4C 的 方程 为 


工 
mc -一 一 一 一 A 人 1 一 
9 在 0 的 方程 中 令 4 一 和， 


， 所 以 该 两 平行 直线 间 的 距离 为 ， 


| 线 4 的 对 称 点 @ 的 坐 


则 z 一 3 3, 即 点 4 的 坐标 为 (3 3，0). 
直线 4B 是 过 点 4(2w 3 ,0) 且 和 2 轴 垂 直 ， 
所 以 其 方程 为 z=2MV 3 . 

(2) 在 八 4BC 中 ，ALCBA=45°, /CAO 
一 30°, 因 而 人 人 BCA 一 45° 寺 30 二 75°*。 由 正 
弦 定 理 ,得 

LO AB 
sin45” sin75° * 
因 AB=1+2~/3, 
ho ABsin45° .ABsin45° 
sin 75° sin(45° 二 30°) 


2U+2V 3) 

IT 3 
=——(1+2vV 3)(~-V3) 
=5— V3. 


(3) Saaao 一 总 4B.4Csin60。 
= 二 (+2 3X5—V3) 
_27 一 w 3 
— 

3526.。 在 以 0 为 原点 的 直角 坐标 系 x0Oy 
里 , 直线 2 十 y 一 2 一 0 和 2 轴 、y 轴 分 别 交 于 
点 4、B. : 

(1) 求 从 04 的 中 点 


双 到 直线 4B 的 距离 ; 
(2) 求 点 双关 于 直 


标 。 

解 《1) 如 图 , 04= 
1.0B=2,、 4B~~V$5, 
根据 问题 3522 可 知 ， 点 O 到 4B 的 距离 为 


OH= 议 : 所 以 点 下 到 直线 4B 的 距离 是 


1 
MP=3 OH= 


2 

~V5° 

(2) 从 日 高 Oz 引 垂 线 QN( 如 图 ), 则 
LQPA= /QONA=—90°, 


| 本 而 PEN 和 4 是 加 内 接 四 边 形 ,所 以 


ee ee 人 一 vv 
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M4.MY 一 
已 知 MX4 一 工 ,MP 一 一 一 - 霹 ， 
这 些 值 代入 上 式 ,得 


人 MQ., 
;MQ= - 方 ， 把 


从 而 


， _1,4_13 
+ ON~0M+MN=3+§ 一 0 


NO~V NG-HNY ZX =/ 人 -二 ) - (二 ) 


> 5 
13 2 
因此 得 9( 二 0， 亏 )。 
3527. 
条 平行 直线 az 十 2 十 c 一 0，az 十 2 十 c 一 0 
相交 , 求 该 直线 夹 在 两 平行 线 闻 的 线段 的 长 . 
解 直线 4z 十 BV+C=-0 和 直线 az 十 万 
十 c=0 的 交点 坐标 为 
_ Be~o0 _ Ca—c4d 
MoaB’ A6-aB* 
直线 47 十 By 十 C=0 和 直线 az 二 byTc' 二 0 
的 交点 坐标 为 
Be: 一 DO Ca 一 C4 
AaB’ HA-ap* 
设 直线 4z 十 By 十 C 一 0 夹 在 两 平行 线 az 十 
by+c 一 0, azx 十 by+c' 一 0 间 的 线段 长 为 a 
则 


01 一 


: B= (V2~— N01) 2 (Yo — Yi1)2, 
将 前 面 所 求 的 V1i\Y1, V2\Y2 代入 上 式 ， 
_ Br(c—c)? + 42(C 一 C)? 
(4 二 2575 (46 一 0B): 
__ (42 十 B2) (c—oe')? 
(Ab—aB): 
w +B lc—o'l 
i146—aB| 
3528。 已 知 定 直线 az 十 DY 十 C 一 0 (xD 一 
0) 和 定点 三 (xo， yo) 。 
(1) 过 点 一 且 与 9 轴 平 行 的 直线 和 定 直 
线 、z 轴 的 交点 分 别 为 @、B， 求 线段 8B 的 
长 ; : 


oe -a= 


已 知 直线 4m 十 By4C=0 和 两 . 
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(2) 过 点 古 且 与 2 轴 平 行 的 直线 和 定 直 
线 的 交点 为 5, 夹 角 人 PS8Q 为 oa, 求 线 段 PS 
的 长 和 论 a; 

(3) 求 点 P 卫 到 定 直 线 的 距离 PH。 

解 (1 过 点 
P 且 与 y 轴 平 行 
的 直线 方程 为 

允 一 20， 
因而 点 叉 的 有 坐 
标 是 (zo, 0)。 点 
4 的 坐标 是 方程 

2 一 00 
和 az 十 2 十 c 一 0 的 解 : 


ZX 一 X0， 


Co 十 C 
全 


2 一 一 
。 二 |_ axo 十 C 
” 人 6 |. 


(2) 直线 PS 的 方程 是 y=yo, 所 以 点 8 的 
坐标 为 


2 一 一 


C 
2 ， 2 一 oo 


从 而 
me- 


一 | mu+-zaote | 
a 


-| tyote | ® 


PQ= [sad | 四 


we 器 -他 


由 于 db<0, a、2 的 符号 相反 ,所 以 
tga= 一 子 。 


(3) 从 卫 向 定 直线 作 垂 线 , 垂 足 为 瑟 , 考 
虑 直角 三 角形 PQS 的 面积 , 则 有 


1 1 
FPH.Y=3 PS-PQ, 


。 PS8:PQ 
“ PH-~og ® 


| 但 是 


ff ， byoic Y 
or- (nr) 
me 0 b+)!( 吝 + 剖 ) 
0S 一 azo 十 Bo 二 cj - .@ 
把 @、@、@ 代入 @, 得 
lawot byotcl . 
Va 
3529， 求 过 两 直线 27 上 2 一 4 一 0, $Y 
一 一 0 的 交点 县 与 直线 x+T2% 一 3 平行 (或 
垂直 ) 的 直线 的 方程 . 
解 ” 过 题 设 两 直线 交点 的 直线 方程 可 写成 
(22+49—4) Fk(z+y—1)=0, 人 
其 中 为 任意 给 定 的 数 。 因为 @ 是 关于 x、 
y 的 一 次 方程 , 它 表示 一 条 直线 ,又 因 题 设 两 
直线 交点 的 坐标 必 满 足 它们 的 方程 2z-HO 一 4 
=0 和 24y 一 1=0， 因 而 题 设 两 直线 交点 的 
坐标 也 满足 @, 所 以 直线 @ 过 题 设 两 直线 


十 2 
行 于 直线 2 十 y=3 的 条 件 是 mn 一 一 去, 所 以 


PH= 


,以 %= 一 3 代入 @， 则 得 过 题 设 两 直线 交点 
且 平 行 于 直线 z 十 2y 一 3 的 直线 方程 为 
z+2y+1=0. 
， 同样 ， 直 线 @ 垂直 于 直线 Z 十 2g 一 3 的 条 
件 是 Mr 一 一 T， 所 以 
Ek-t2 .人 工 


ili'\ 23/ = -和 . 


以 的 值 代入 田 , 则 得 过 题 设 二 志 线 的 交点 
且 垂 直 于 直线 zx 十 2y= 一 3 的 直线 方程 为 
2x 一 2 一 8 一 0。 


4 生 .对 称 


3530。 求 点 (%1, 妇 ) 关 于 点 (0, B) 对 称 


的 点 的 坐标 , 并 求 点 (一 2， 相关 于 点 (3， 纪 对 
称 的 点 的 坐标 。 

解 ” 设 点 (zi 2 约 ) 关 于 点 (c，B) 对 称 的 点 
的 坐标 为 4 22); 则 


815 
po 3 ，B== 让 . 


2 i 21) Wi Yi。 
如 好 一 一 2, 妇 = 二 5;& 二 3，6 一 4, 则 所 求 对 称 
点 的 坐标 为 

22 一 2X3 一 (一 2) 一 8， Y=2X4—5=—3. 

3531. 把 直线 y=ax4b 移动 到 关于 点 
4 %) 的 对 称 位 置 时 , 求 该 直线 的 方程 . 

解 ” 因 为 把 点 P(w, 幼 移动 到 关于 定点 


4(72 1%) 的 对 称 位置 Q(z', 2%) 时 ， 这 些 坐 标 


之 闻 有 关系 式 : 
tr =2m, YFY =2n. 
所 以 把 
V 一 2MM 一 2 
2 一 22 一 久 
代入 直线 方程 
2 一 GZ 十 D， 
就 得 到 动 点 (2', Y) 
的 轨迹 方程 : 
2n—Yy'=a(2m—2") 二 2， 
即 y=—a(2m—2')+2n—b. 
根据 习惯 ， 我 们 把 (z', Y) 改 写成 (z, 2) 就 得 
到 所 求 轨迹 方程 为 
4 一 一 4(2 筷 一 2) +2n—b, 
它 仍 是 一 条 直线 . 2 
3532.。 求 直 线 Vy 一 az 二 2D 关于 了 轴 的 


| 称 直线 方程 。 


解 ” 设 直线 g=axTD 上 的 点 忆 (z y) 关 
于 2z 轴 的 对 称 点 为 @(z， 2yY)， 则 点 忽 在 直线 
4 一 ax 十 9 关于 z 轴 对 称 的 直线 上 ， 且 有 

Z 一 0，3 一 一 上 /. 

由 此 可 知 ， 要 求 直 
线 y 一 ax 十 0 关于 2 
轴 对 称 的 直线 方 
程 ， 只 要 在 该 直线 
方程 中 ， 2 保持 不 
变 , 把 y 改写 成 一 y 
即 可 。 故 所 求 直 线 

一 y= 二 47 十 5， 即 


4 一 一 4X 一 0。 

注 求 曲 线 关于 % 轴 的 对 称 曲 线 的 方程 
时 , 只 贫 把 其 方程 中 的 y 收 写 为 一 y. 

3533。 求 直线 y=az-5 关 于 Y 轴 的 对 
A 


+ 


816 


解 设 直 线 y=az-+b 上 任意 一 点 了 关于 
2 轴 的 对 称 点 为 
Q(z', VY)， 则 点 ac ---- 二 -一 -一 - 
2 在 直线 
3 一 CO 十 D 
关于 y 轴 对 称 的 
直线 上 , 且 
2 一 一 2 
4 一 2。 
因而 要 求 直线 4 一 wz 十 2 关于 2 轴 对 称 的 直 
线 方程 , 只 要 把 y 一 az 十 2 中 的 z 改写 成 一 沪 
4 保持 不 变 。 于 是 得 
3 一 一 C0 十 D。 
注 求 曲 线 关 于 9 轴 的 对 称 曲 线 的 方程 
时 , 只 要 把 其 方程 中 的 2 改写 为 一 %。 
3534. 把 直线 9 一 cz 十 D 移动 到 关于 原 
点 0 的 对 称 位 置 时 , 求 这 条 直线 的 方程 。 
解 用 工 表示 直线 %= 一 az 十 D, 表示 工 


关于 原点 O 对 称 的 直线 设 工 上 任意 一 点 ， 
Po 切 关 于 点 0 的 对 称 点 为 @(zy y)， 则 ， 


8 在 上 ,是 
有 
2 一 一 2 
y=—Yy. 
因此 直线 七 SS 
的 方程 是 把 直 se 
线 工 ; 
3 一 GZ 十 已 
中 的 z 改写 为 一 2, 9 改写 为 一 y, 于 是 得 
一 % 一 一 TD 即 2 一 4X 一 D。 
注 一 般 地 , 曲线 (2) 
关于 2 轴 对 称 的 曲线 方程 是 
—y=/f(%); 
关于 y 轴 对 称 的 曲线 方程 是 
y=f(—%); 
关于 原点 对 称 的 曲线 方程 是 
—y=f(—2). 
3535。 把 直线 yy 二 32 一 1 移动 到 与 它 关 
于 点 (到 ， 一 去 ) 对 称 的 位 置 时 , 求 这 条 直线 


的 方程 . 


解 设 直线 4 一 3x 一 L 上 任意 一 点 Po 细 


关于 点 ( 序 ， 


一 雪 ) 的 对 称 点 为 @(z, 2), 则 
有 e 


-| 这 条 直线 的 方程 ， 


第 八 编 解析 几何 


2+7 一 工 ytiy__1 
2 2” 3 
T=, y= —1l—y,。 

把 它们 代入 4 一 3 一 上 中 , 得 

-1 一 % 一 3 一 o) 一 了 
。…，4 一 3z' 一 3。 
把 (w', 2) 改写 为 (z, 力 , 得 
2 一 3 一 3。 


| 这 就 是 所 求 的 直线 方程 。 


3536.. 求 直线 J 一 2z 十 1 关于 直线 y= 
2 一 1 对 称 的 直线 方程 . 
解 y=%—1, © 
y=22+1. 全 
设 直线 @ 上 的 点 也 (z, ) 关于 直线 @ 的 对 
称 点 为 P'(%', Y)， 
则 PP' 垂 直 于 直线 
@， 设 其 垂 足 为 
Mta, B), 可 得 


1 ， 
2 一 去 4Z 于 2 )， 


= 一 1 Fy 
8 一 本 (TY ) 。 


以 在 直线 上 ， 所 以 B=&—1. 把 x%、 8 的 
值 代入 上 式 , 得 


y+iy'=7+%' —2. ® 
又 PP' 垂直 于 直线 @, 所 以 
9 一 外 一 一 了 
ZZ—% 
即 pee 
3 一 9 一 和 一 和。 
从 全 和 图, 得 
3 一 2 ~—1, vw—y +1. © 
把 全 代入 @, 得 


12 4D +1, .. 2g =g 4, 
再 把 (x', Y) 改 写 为 (z, y)， 就 得 到 所 求 方程 
为 a 


2y=x—4. 
3537. 把 直线 y=azx 十 b(a 半 0) 移动 到 
与 它 关 于 直线 y=% 
的 对 称 位 置 时 ， 求 


解 设 直 线 

4 一 a2 十 D 
上 的 任意 一 点 (2， 
2 关于 直线 2 一 % 


第 一 章 
的 对 称 点 为 (z', y), 则 有 


=y, Y= . 

把 2 的 值 代入 = 一 az 十 2 得 
2 一 0V 十 D，: 

1 ， D 


一 名 一 一 。 


& & 


因此 ,所 求 直线 方程 为 
y= 汪 包 一 ae | 


G 


oe y rs 


与 。 轨 迹 

3538。 如 果 过 定点 4(&, 0) 直线 的 斜率 
是 过 定点 B( 一 ga, 0) 直线 的 斜率 的 两 倍 ， 求 
这 两 条 直线 交点 的 轨迹 。 

解 ”两 直线 的 方程 可 分 别 写成 

一 2120(Z 一 0)，0 一 M2(2Z 十 G) 。 

从 这 两 方程 中 消去 ;就 可 得 到 两 直线 交点 的 
轨迹 方程 。 把 两 式 两 边 相 除 , 得 


直 


1~ 2 一 0) 。…，0X 一 3a。 
8 十 @ 
这 就 是 所 求 轨迹 方程 ， 它 表示 平行 于 y 轴 的 
直线 . | | 
3539. 求 距 两 定点 4(a,0) 和 B(~a,0) 
的 距离 相等 的 点 的 轨迹 . 
解 ” 设 满足 4P=BP 的 点 为 Plz, 幼 ， 则 
VC 由 计 多 一 VC 二 Wi 十 多 ， 
(2—0)2T+ 
一 (z 十 0)2 十 92， 
即 z=0. 
这 就 是 所 求 轨迹 方 
程 , 它 表 示 9 轴 , 即 线 
段 4B 的 垂直 平分 


线 。 
3540。 已 知 两 个 定点 4(\o,0) 和 五 ( 一 0 


~ PPh? (b 
是 常数 ), 求 点 也 的 轨迹 。 
解 设 点 卫 的 坐标 为 (z, 急 ) 则 
| 4P 一 人 CC- 一 0 十 2 
BP=~/ (sta)ity, 


0), 动 点 卫 为 p 

该 坐标 平面 上 

的 点 , 且 P42 
| B(—a,0) AUc。0 


从 而 ， 
PA~PB? 


线 817 
一 |[(z 一 ao? 十] 一 [(z+a)2 十 共 | 
一 82， 

lsar| =, v= + 


故 所 求 轨迹 是 距 y 轴 |- 巡 |, 且 与 过 平行 的 
两 条 直线 。 


6. 杂 题 


3541。 求 两 直线 的 交角 , 并 由 此 推 求 两 
直线 垂直 或 平行 的 条 件 。 

解 设 与 9 
轴 不 平行 的 两 
条 直线 

4 一 MO 二 D， 

4 一 M 2 十 D 
它们 和 yz 轴 的 
正方 向 的 夹 角 分 别 为 a、%', 则 

tga=%, tg =m' 


且 两 直线 的 夹 角 为 土 (a 一 0)。 


“. tg[ 土 (Q—%')] 
tga—tg%” _ ,Nm 
1+tgwtga’ 王 十 10012 “ 


这 就 是 两 直线 交角 公式 。 由 此 可 知 : 
两 直线 策 直 的 条 件 是 1+mm' 一 0。 
两 直线 平行 的 条 件 是 mn 一 mm。 

如 果 给 定 的 两 直线 是 

art+by toc=0, or+byt+c'=0, 

人 


m= 二 一 上 m= ——y 


即 2， 
则 两 直线 垂直 的 条 件 是 aa' 十 妈 ' 一 0. 两 直线 
平行 的 条 件 是 -% 一 
40 ,4D 
E+ 
1 ,1 2., 

内 证明 +3545; 

(2) 设 4B 的 中 点 为 ML, 证 明 2C.MD 
= MA2. 

解 (1) 以 已 知 直线 为 坐标 轴 ，4 为 原点 
建立 直角 坐标 系 , 并 设 万 .C、D 的 坐标 分 别 为 


bc、d. 则 由 04-24D -0 可 知 


0B™ DB 


_818 和 第 八 编 解析 几何 
Sep AG?+ BO?+40G2+3GP Wi 
= 三 
。 be—ca+ba—cd=0, 一 (o- 重 )- +(- -号 / +(-o 一 号) 
， 2 ， 2 2 
me +- 条 + 
让 :中 
即 H+ 训 - 训 - 二 a -0 +a2+52+ 202, 
@) Mo-uD=(c—$)( - 锭 ) 一 4G2 十 BG3+CG236GP2. 
3545。 如 图 。 过 矩形 _ 4BCD 内 任意 一 


1 ,, Db 
一 ca- 二 (2cd) 土生 


-时 -的 -za 


D, 证 明 
AB.CD+AC.DB+AD. BO=0. 

解 在 已 知 直 线 上 选 适当 点 为 原点 建立 坐 
标 系 ， 设 直线 上 点 4、B.C、 吕 的 坐标 分 别 为 
C、D、C、G。 则 

AB-.CD+AC.DB+AD.BC 
={b—a) (ad—c)+(c—a) (一 0 
十 (一 4) (c—0) =0. 

3544， 设 G 为 人 4B0C 的 重心 ， 

平面 上 的 任意 一 点 ,证 明 
AP-+- BP+OP? 

一 4G2 十 BG2 十 0G2 十 3GP2.。 

解 取 B0 在 
熏 轴 上 ,BC 的 中 
点 为 原点 ， 建 立 

平面 直角 坐标 
系 . 设 4(a, 2)， 
B(—o, 0),Cle, 
0), 则 人 A4BC 的 
重心 G 为 (名 ,名 ). 再 设 点 卫 的 坐标 为 (， 
2 幼 ) 则 
4P2? 十 万 P2 二 CP2 
一 (Z 一 轨 ? 十 (9 一 六 ?二 (2 十 72 十 仿 
十 (2 一 C)2 十 72 
一 322 十 3%2 一 20z 一 200 十 G2 十 22 十 2c2。 


为 该 


、 又 


| 线 共 点 。 


点 2 作 逢 形 两 邻 边 的 平行 线 PMUQ、EMS,， 
它们 和 矩形 各 边 的 交点 分 别 为 P、@@， 有 RE、S. 
证 明 直 线 ERP、QS 和 对 角 线 BD 共 点 ， | 

解 ” 以 妥 为 原点 ,4B、AD 分别 为 z 轴 \y 
轴 建 立 坐标 系 。 取 4(0, 0)， S26, 0), C(b, 
c), DC0, c) 。 

设 点 及 的 坐标 为 (mx, 级 ) ; 则 

直线 PQ 的 方程 为 y=， 

直线 B85 的 方程 为 ”z=z1 


直线 S8@ 的 方程 为 
gy 入 一 0 (2—D), © 
直线 PE 的 方程 为 
| 9 一 级 一 - 妈 ws ® 
直线 BD 的 方程 为 
y= 了 (2-D), 


解 联 立 方程 @、@, 得 直线 S9 和 PB 人 
坐标 为 
_ (Yi—C) bx ss 
co | 
代入 @ 的 右边 , 则 a 
右边 = -<| (yi1—0) be -5| 


《2 一 zy 
bY1—cr1 


bYyi— em 
(2 一 2)CW1 。 
= 4 一 左边 。 


这 就 是 说 ,PR、Sq 的 交点 在 BD 上 , 即 三 宜 


第 一 章 直 线 


3546. 已 知 正人 4BC 的 顶点 4(0， 1)、 
B(1, 0), 求 顶点 C 的 坐标 。 


解 设 正 人 4BC 顶点 C 的 坐标 为 (2, 功 ， 


则 由 边 4B 一 V 3 可 得 
22 二 一 1)? 一 (V 2)? 一 2， 
及 (Z 一 12 十 只 一 (W 3 )2 一 2。 


即 
22 十 咏 一 20 一 1 一 0， 人 
及 
2? 十 2 一 2X 一 1 一 0。 @ 
人 一 @， 4 一 0 代入 @, 得 
2x2—2%—1=0, 。, sl 3. 
因此 ,顶点 C 的 坐标 为 
人 4 1+V3 ) 
家 > 如 
或 
1-wW3 了 3 1-V3\ 
3 2a) 
即 符合 条 件 的 正三 角形 有 两 个 。 
3547, 证 明 : Ka 
三 角形 的 三 中 线 ， 
相交 于 一 点 ， 并 有 E 
且 这 个 点 内 分 各 . 
中 线 为 2:1 从 |B 了 Ct 
顶点 起 算 )。 
解 设 三 角形 
顶点 分 别 为 4(z1, 1)、B (7z2, oo) os ys)， 


则 边 .BC 的 中 点 了 的 坐标 为 
wo+rs Yt+ Ys 
D( 2 ， 3 :). 

设 把 4D 内 分 为 2 并 的 点 为 G， 则 点 G 的 坐 
标 为 

2+1 , I 
. : 好 十 2 十 0 TYy2+Yya 

本 


类 似 地 , 设 4C、4B 的 中 点 分 别 为 吾 、 互 ， 可 
知 把 BER、CF 内 分 为 2:1 的 点 都 是 


(2 41 十 bp 十 2 ) 
3 9 3 ? 


rt 
一 一 一 一 ~ 
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和 G 的 坐标 重合 . 因此 三 条 中 线 相交 于 一 点 
G, 并且 G 把 各 中 线 从 顶点 内 分 为 2:1， 

3548。 已 知 四 边 形 4BCD 各 顶点 坐标 
为 Ala, 21)， 了 (ao， bo), Ca， 23)， 也 (cs 
8)， 则 分 别 连 结 两 组 对 边 中 点 的 两 条 线段 和 
连结 两 对 角 线 中 点 的 线段 共 点 ， 并 且 互 相 平 


分 。 D(a bo) 
解 设 四 边 
形 4BCD 各 
边 AB、 BC、 a (60;, 57) 
0D.:D4 的 中 
点 分 别 为 卫 、 
Q@、B、5, 对 角 A(la, b, Ble;, tb) 


线 40、BD 的 中 点 分 别 为 下 \W。 取 A4、B\C、 

也 的 坐标 分 别 为 (a1, 51)、(a2, 52)、(a3, 23) 、 
(ad 24)， 则 PORSMN 的 坐标 分 别 为 

(ee 

2 ? 

[aa 十 aa 

\ 2 -2 


人 
2 了 


(3 
2 用 


(232 as 
-i 2 


(2 
2 ba 


所 以 , PR、®@S、MN 元 点 的 坐标 都 是 
同一 点 : ; 
[z= (ai 十 ao 十 cs 十 oa ， 


(bit bat bst bs) je 


这 就 是 说 , 三 线段 PR、9S、MN 共 点 并 且 互 
相 平 分 。 

3549, 证 明 : 巴 点 为 4(6, 6), B( 一 4,3)， 
C( 一 1， 一 7), D(9, 一 委 ) 的 四 边 形 是 正方 形 ， 
并 求 这 个 正方 形 在 第 一 象限 部 分 的 面积 。 

解 直线 45 的 方程 为 

4-6_ 2 一 6 
6—3 644” 
即 ; 


820 
y-6= 了 (0). 
直线 CD 的 方程 为 
， ,YT4 2 一 9 
一 4 和 7 9+1’ 
即 
y+4= 29). 四 


因为 直线 @、@ 的 分 率 都 是 本 所 以 


′ ABI CD. 
又 直线 4D 的 方程 为 
: y—6_ w—$6 
6 二 4 6—9” 
即 . 
y-6= 一 于 (0-6)。 @ 
直线 BC 的 方程 为 | 
2 一 3 w+4 
S47 一 4+1” 
即 | 
y-3= 一 了 (e+. @ 
因为 直线 @@、@ 的 
斜率 都 是 一 - 裤 , 所 
以 ADY BC. 
又 由 @、@ 知 直 
线 4B 和 4 忆 的 斜 
率 之 积 : 
3 10\、_ G 
而 :人间 ) 六 二。 ( 


所 以 4B 了 1 4. 同样 可 知 4C.LBD. 

综 上 所 述 , 可 知 四 边 形 4BCD 的 两 组 对 边 
它 是 一 个 正方 形 。 

设 直线 4D 和 2Z 轴 的 交点 为 己 由 国 知 
OR 是 图 中 当 % 一 0 时 z 的 值 , 即 


0-6= 一 卫 C-6)， 9 

5 

yp Saaon 一 二 OR 4P= 羡 ,于 .6 
一 23.4 ee 


《其 中 4 是 从 4 所 引 Y 轴 的 垂 线 ) 。 
”， 设 直线 4B 和 2 轴 的 交点 为 8s， 则 08 是 
Q@ 中 当 2=0 时 Y 的 值 , 即 
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o | 


一 


3 
4 一 6 30 6)， ey 4.2. 


“, ssos 一 译 08.49 一 闻 x4.2x6 


一 2.6 
(其 中 4@ 是 从 了 所 引 % 轴 的 垂 线 )。 

设 四 边 形 48OR 的 面积 为 o, 则 由 @、 

知 
W—23.4+12.6=36, 

3550. (1) 在 矩形 ABCD 的 边 BO、 CD、 
DA 上 分 别 联 不 同 于 顶点 的 点 P,Q、B。 设 线 
段 PR 和 BQ 的 交点 为 了， 问 三 角形 BRM 
和 三 角形 QMP 的 面积 哪 一 个 大 ? . 

为 顶点 的 三 角形 内 点 一 的 坐标 应 满足 怎样 的 
不 等 式 ? 
解 GD Seaap 一 三 BP.CD, ， 


1 
Sapap = 写 BP.08, 


因为 CD>0C8， 所 以 
SABRP> SABgP; 
即 
ABR 十 SAsxP 
>SaroutSapur. | 
“, SABRM> SaPQu. 
四 连结 4、B 两 点 的 直线 方程 为 
4 一 3xz 二 44， @ 
连结 B、C 两 点 的 
直线 方程 为 
y=1, © 
连结 4、0C 两 点 的 
直线 方程 为 


y= 一 +4 


对 于 直线 @ 和 顶点 C, 点 卫 的 坐标 人 功 应 
满足 
<3z 十 4。 @ 
点 卫 和 点 和 4 应 在 直线 @ 的 同 例 , 点 己 (z 2 
的 坐标 又 应 满足 
y>1., © 
点 了 和 点 万 应 在 直线 @ 的 同 侧 ， 点 Pr Y) 
的 坐标 还 应 满足 


3 
y= 一 宇 人 ?十 4 全 


第 一 章 直 线 


满足 三 个 不 等 式 
<3c4+4 y>1, y< - 瑟 z+ 


3551. 在 人 4BC 中 ， 过 边 BC 的 中 点 0 
引 任 意 直线 , 和 边 4B、4C( 或 其 延长 线 ) 分 别 
交 于 D、 思 , 求 直线 BE 和 | CD 交点 的 轨迹 。 

解 取 BCO 在 
2 轴 上 ,BO 的 全 
直 平 分 线 在 y 办 
上 ， 以 建立 坐标 
系 。 并 取 AQL, 0), 
Bl(a, 0), CO(—a, 
0)， 则 4B 的 方 
程 为 


3 Alhe) 


c 
y™ Fa tO). © 


LC 的 方程 为 ， 


y= 
DB 的 方程 为 


Bi 


=n%. © 


解 @.@ 得 点 也 的 华 标 为 
[ee | 
(ag—b)m+ic’ (a—b)m+e 下 
解 四 、 图 得 点 召 的 坐标 为 
[ ac mac . ] 
(atb)m—e’ 《十 站 7 一 i 
因而 B85 的 方程 为 
CO 
和 
(a+b)m—e 
去 分 母 , 整理 得 
ma[ (a+Dy+c(s—a)1—2ay, @ 
ZC 的 方程 为 
OO 
te 


y= “(z+0),. 


te 
即 
—ma[(a—D)y—c(z-+a)]=240y. ©®@ 
从 @、@ 消去 Lr 就 得 到 BB、DC 交点 的 轨迹 
方程 


| 2 轴 上 建立 坐标 


人 4 ©®@. 
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_ (athyi+c(s—a) 二 
(@ 一 0)9 一 CCZ 十 0/) 
去 分 母 , 蓝 理 得 ， y==c。 
因此 所 求 轨 迹 是 过 顶点 4 并 与 边 BC 平行 的 
直线 . 
3552. 证 明 : 


三 角形 各 边 的 化 直 平分 线 


和 轴 上 ， 从 点 也 
引 BC 的 垂 线 在 


系 , 并 设 4(0, oh) 
B(b,0),0(e,0). . 
BCCA、4B 的 中 点 分 别 为 DB、F, 则 有 


7( 9) 2 全 人 


因为 40 的 斜率 是 一 全 ， 所 以 过 点 召 且 垂直 
于 40 的 直线 方程 为 


和 0 


又 因 4B 的 斜率 是 一 五 , 所 以 过 点 也 上 且 垂直 
于 4B 的 直线 方程 为 


[2 6 
.5(s 一 各 )= 上 (2 各 )- 
由 于 5 中 c, 所 以 直线 @、@ 交点 的 横 坐 标 为 
z= Ce ， 这 就 是 说 , 直线 O、@ 的 交点 在 


过 点 了 BC 的 直线 上 。 即 三 角形 
各 边 的 垂直 平分 线 共 点 。 

3553， 以 直角 三 角形 0 的 两 直角 边 
AB、AC 为 一 . 
边 , 在 三 角 
形 的 外 部 分 
别 作 正方 形 
ABDE ACFG, 
则 直线 DBE、 
FG oe 点 五 
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连 线 垂直 于 斜 边 BC. 

解 以 4 为 原点 , 40、4B 分 别 为 了 轴 、9 
轴 建 立 坐 标 系 。 取 4(0, 0), B(0, 5), Cl 
0)。 则 直线 DB 和 FG 的 交点 互 的 坐标 为 


(一 b， 一 c) 。 因 为 直线 4 的 针 率 为 坪 ， 直 


线 BC 的 斜率 为 一 之 , 它们 的 积 等 于 一 二 所 
以 AHLBC. 

3554. 人 4B0 的 -个 顶点 和 重心 也 的 
距离 是 外 心 0' 到 
这 个 顶点 对 边 的 距 
离 的 两 倍 。 证 明 : 
把 连结 外 心 0' 和 
生 心 互 的 线段 0 五 
内 分 为 1:2 的 点 就 
是 该 三 角形 的 重 
心 。 

解 取 BC 在 z 轴 上 ， 从 点 4 引 BC 的 委 
线 在 y 轴 上 ,建立 坐标 系 , 如 图 。 直线 BHB 
的 方程 为 


= (rb),. 


在 此 式 中 设 z=0, 则 
: 一 _ zc 
2 a 
所 以 吾 的 坐标 是 豆 ( 0， 一 -这 小 从 而 
| be a2+ bc 
4H-a- (~ 
又 线段 4B 的 生 直 平分 线 的 方程 为 
a_b/. 5b 
ee 
在 此 式 中 ， 如 取 z= 上 +0, 则 y= 
、 a r 一 TY b+4c We 
以 外 心 0 | 3 2 从 
a2+bc 
Za ’ 


eae .所 


而 外 心 0' 到 边 BC 的 距离 为 O 也 一 
因此 ， AH =20'D. 
设 把 0' 互 内 分 为 1:2 的 点 为 G(zo yo)， 


2 2x 一 3 bre 
和 1 0 
C2 十 DC 
2x pn +1x( 一 全 
yo 一 I+3 * 
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但 是 , 以 4(0, a), B(b, 0)， ss A 
的 三 角形 重心 的 兴 标 也 是 (二 =， 所 ), 所 以 
G 就 是 人 4BC 的 恒心。 : 

3555. 证 明 : 和 八 4B0 的 三 条 王 线 共 点 。 

解 取 BO 在 z 
轴 上 。 从 4 引 BO 
的 垂 线 在 y 轴 上 ， 
建立 坐标 系 > 如 图 。 
设 4(0, a), BG(, 
0)， Ole, 0). 从 万 、 
0 向 对 边 4O、4B 
所 引 的 三线 分 别 为 BBE、CF, 则 由 4C 的 方程 、 
式 为 

2 
本 他 + 之 和 即 Vee z+a。 
可 知 BB 的 方程 为 
y= (2—D), 

又 由 4B 的 六 人 > 


可 知 CF 的 方程 为 


a 


因此 .8B 和 CF 交点 的 坐标 满足 


(wb) (oo) 即 z=0。 


这 就 是 说 ， BE 和 CFP 的 交点 在 y 轴 上 ， 即 
人 4B0 的 三 垂 线 共 点 。 : 
3556. 计算 由 下 列 四 直线 所 围 成 的 平行 
四 边 形 的 面积 。 
Ax+Byt+C=0, Az+By+0'=0, 
az 十 Do 十 c 一 0， az+by+c'=0. 
解 ” 由 问题 3527 知 , 直线 4z 十 Bo 十 CO=0 
夹 在 两 平行 直线 az 十 友 十 c 一 0，az 十 2 十 e/ 
w\/ 45 十 京 jc_e 
一 0 间 的 线段 的 长 为 ~ 后 寺 一 和 -< .又 由 
问题 2524 知 , 两 平行 线 Az 十 By++C 一 0, 4z 


C—0C 
+By+0'~0 间 的 距离 为 ~ 上 。 所 以 


平行 四 边 形 的 面积 为 


V4+BPlc~el , IC-0'| 
142 一 3 ~ VAT 


i td ho | 
145—aB| “ 
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3557. 设 六 边 形 414?4s444546 各 边 
2 4243,，… 的 中 点 顺 次 为 M1, MM», Ms, 
。 从 某 中 点 开 和 外 M， 


冶 ， 每 相隔 一 条 M 
边 与 对 边 中 点 连 
线 可 得 两 个 三 名 : 
角形 M1Mss、 Ma 
MaMaMe, 证 明 . 

这 两 个 三 角形 的 重心 重合 


解 设 41、42、43、 元。 pp 46 的 坐标 分 别 
为 (Cl 21)、 (c2， z2)、 (cs， 03)、 站 (a6， 26)， 
则 各 中 点 Mt、M2、、M6 的 坐标 分 别 为 


(3 


sa 

证 2 

因此 AMiMsMs 和 和 人 MoMslde 的 重 心 都 
是 同一 点 : 


人 5 


rtbet bt ost bs+5e) |. 


3558。 已 知人 4B0O 各 边 BC、C4、4B 的 
中 点 分 别 为 D(4, 一 41)、B( 一 1, 1)、F( 一 2, 
一 5), 求 各 顶点 4、B、C 的 坐标 。 

解 设 4、B、C 的 坐标 分 别 为 (ct 51)、 
(a2, 62) 、 (as， zs)， 则 、 

Co 二 03 一 2X4 一 8， 

03 十 1 一 2X (一 二 一 一 2， 
Qi+o=2X (~2)=—4, 

bo+ 50;=2X (—1)=—2, 
bst01=2X1=—2, 

bi+b2=2X (—5)=—10., 

Qi 一 一 7， 01 一 一 3， cz 一 3， b= —7, 
Co 一 5，bs 一 5. 

故 有 A(—7, 一 3)， B(3, 一 ?)， C(5， 5) 。 

3559. 已 知 4(p, q), B( 一 q, 2p) 是 正方 
形 相 邻 的 两 顶点 , 求 正方 形 中 心 的 坐标 。 

解 . 设 正方 形 的 中 心 为 Puw 幼 ， 则 
从 P4B 是 等 腰 直 角 三 角形 , 即 

PA=PB, © 


解 之 得 


线 823 


/LAPB= /BR. | © 
从 @, 得 
(2—p)?+ (y—q)’— (2+q)?+ (Yy—p)’, 
(P+AL= PDY. 
设 _- 人 一 2 一 及 则 
Pp-gd 2T9 
VZ 一 (D 一 0)1， y= (PT+A) RE, © 
从 回 ; 得 


"22 一 (0 一 gz 十 色 一 (二 0) 一 0。 
把 图 代入 上 式 ， 
[(p 十 0? 十 (2 一 346( 一 了 一 0， 
.k=0 或 %=1, 


把 值 代 入 图, 得 


z=y 二 0 或 2Z 一 0 一 49， 一 DT 本 9。 
这 就 是 所 求 正方 形 中 心 的 坐标 。 
3560, 已 知 八 4BC 的 一 条 中 线 40, 证 
明 
AB?+ A02=2(A40?+ BO?). 
解 ” 取 0 为 原点 ， 
BC 在 %$ 轴 上 ，BC 
的 垂直 平分 线 为 y 


轴 。 设 4(a，D )， 
B(—c,0), CO(c，0)， 
则 下 一 c0 
”4B2 十 4C2 
一 (Q 十 2 十 2 十 -ot 
一 2(c? 二 22 十 c) ， 
23(402 十 BO2) 一 2(a2? 十 12 十 c2)， 
“， AB?+AOC?=2(AO+ BO2).. 
3561. 在 直角 坐标 系 中 , 把 以 三 点 (0, 0)， 
(4, 0)，(0, 1) 为 顶点 的 直角 三 角形 内 的 任 
意 一 点 卫 和 和 斜 边 上 的 一 点 履 相 连结 ， 并 延 
长 PM 到 8, 使 PM 一 MQ@, 试 分 别 用 图 形 和 
不 等 式 表示 点 @ 的 存在 范围 。 
解 ” 设 已 知 直 角 三 角形 的 斜 边 为 4B, 则 
点 一 的 坐标 (zx,， 2 满足 以 下 关系 : 
0SzS1, 0<y<1, 0gsr+ys1. OO 
设 点 @ 的 坐标 为 (X, 了 )， 则 由 点 好 是 线段 
PQ 的 中 点 , 可 知 点 这 的 坐标 是 
(2 y+) 
2 2 
因为 1 在 直线 4B;z 上 8 一 工 上 ,所 以 


四 
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十 又 2 十 了 
3 + a 


即 
节 二 了 
一 2 一 (2+Y), 
从 国 的 第 三 式 知 
:1<X+Ye2. 
这 就 是 说 , 点 8(X， 
了 ) 在 两 平行 直线 
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五 十 了 一 1, 了 十 了 ==2 之 间 、 再 从 四 知 
2 1 即 和 2 一 z。 


考虑 @ 的 第 一 式 z 宇 0, 所 以 了 ES2。 
同 理 ,可 得 了 2. 
因此 点 @ 的 坐标 应 满足 不 等 式 
1SX+YS2, XS2, 7E2, 、 
它 的 存在 范围 如 图 中 的 斜 线 部 分 。 


第 二 章 圆 


了 。 圆 的 方程 

3562. 求 以 原点 O 为 圆心 ，? 为 半径 的 
圆 的 方程 。 

解 ” 设 以 原点 
O 为 圆心 ， 7 为 
半径 的 萝 周 上 任 . 
意 一 点 乙 的 坐 
标 为 (z, 从) 从 
卫 向 sz 轴 引 垂 线 
4, 则 


| ~、P(z, 3) ， 


O42+PA=OP, 
“VF =72. 


© 
反 过 来 , 坐标 满足 方程 @ 的 点 都 在 以 原点 为 


圆心 , 7? 为 半径 的 圆周 上 . 
综 上 所 述 , 所 求 圆 的 方程 是 @。 、. 
3563. 求 以 点 (g, 9) 为 圆心 , ?为 半径 的 
圆 的 方程 。 Pp(z,y) 


解 ” 设 圆心 
为 C(a, 5), 半 
径 为 的 贺 周 
上 任意 一 点 三 
的 坐标 为 (z， 
y)。 如 图 

OZ2 十 P 万 ?一 OP3。 . 
但 ”CO 了 =zZ 一 4， 
PH=y—b, 
CP=7, 
(人 Z 一 0 十 (YD)?. 
这 就 是 以 (a, 52) 为 融 心 ，7 为 半径 的 圆 的 方 
程 。 


3564， 写 出 适合 下 到 条 件 的 陶 的 方程 : 
(1) 贺 心 (一 2, 你, 半径 为 5 
(2) 圆心 (5，0) ,半径 为 V 了 。 
解 (1) 在 上 题 中 , 取 6 一 一 2， 8 一 4, 7 一 
5, 则 得 
(2Z 十 2)2 十 (一生 ) 3 一 52) 


“ 即 2 二 2 二 4 一 8 一 5 一 0。 


(2) 取 a=5, 2=0，y 一 了 , 则 得 
(2—5)2+=(V 7),, 
即 22 十 oj 一 10z 十 18 一 0。 


3565.， 作出 下 列 方程 的 图 象 ， 
(1) 2 人 2 十 2 3 
一 8; 
(2) 3z2 + 3 
—12w%—18y=36. 
解 《1) 方程 
两 边 同 除 以 2, 得 
22 十 7] 一 22。 < 
它 的 图 象 是 以 原 
点 为 圆心 ,2 为 半径 的 圆 。. 
(2) 两 边 同 除 以 3, 得 
和 22 十 2 一 4 一 6 一 12， 
把 它 变 成 (一 9) ?十 (9 一 切 ? 一 季 的 形式 ,得 
(2 一 202? 十 (9 一 3)2 一 52。 
故 所 求 图 象 是 以 (2, 3) 为 圆心 , 5 为 半径 的 四 。 
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3566 . 求 以 点 (3， 一 5) 为 圆心 ， 且 过 点 
(6， 一 1) 的 圆 的 方程 。 
解 ” 设 所 求 史 的 半径 为 7; 则 其 方程 为 
(wz 一 3)2 十 (y+5)2—7?. 


因为 这 个 贺 过 点 (6, 一 1), 从 而 Z 一 6.% 一 人 


满足 这 个 方程 。 

(6 一 3)? 二 (一 4 十 5)2 一 7 
即 I2 一 25，.…。 7 一 5。 
故 所 求 圆 的 方程 为 
(3)?+ (y+5)?=5, 
即 好 十 多 一 6x 十 10y 十 9 一 0. 


3567. (1) z+ —22+6y—1=0, 
(2) 22 十 %2 一 2x 十 4 一 0. 
把 上 面 方程 的 图 象 沿 2 轴 正 向 平移 么 再 沿 
y 轴 正 向 平移 一 3, 求 这 时 各 图 象 的 方程 . 
解 (1) (zg2 一 224+1) 寺 (+6Yy+9) =11, 
即 (2~D)?2+ (y+3)?= (Vil)’, 
这 是 以 (1,. 一 3) 为 圆心 ， 半 径 为 V 坟 的 贺 . 
因此 把 它 沿 z 轴 正 向 平移 4, 再 沿 y 轴 正 向 
平移 一 3 时, 圆 的 方程 为 
[Cg—4) —1]?+[(y+3)+3]2=11, 
即 (2—5)2+ (y+6)2=11., 
这 是 以 (5, 一 6) 为 圆心 ; 半径 为 V 开 的 圆 . 
(2) 〈22 一 27 十 工 ) + (+44) =5, 
即 (zg—1)?+ (y+2)2=5. 
象 (1 那样 , 把 这 个 圆 平行 移动 , 得 
[(z 一 4) 一 切 ? 十 [(g 十 3) +2]?=5, 
即 : (一 5)2 二 (9 十 5)2 一 5. 
这 是 以 (5， 一 下 为 圆心 ，V 5 为 半径 的 圆 。 
3568。、 一 圆 过 三 点 (一 8,， 一 1),，(5, 12)， 
《17, 4), 求 它 的 圆心 的 坐标 和 半径 。 
解 设 所 求 圆 的 圆心 为 (a， b)，, 半径 为 LV 
则 该 贺 的 方程 为 
《Z 一 0)2 二 (27 一切? 一 72。 
因为 这 个 圆 过 三 点 (一 8, 一 1) 、(5, 12)、(17， 
4), 所 以 
(—8~a)?+(—1~0b)?=—7?, 
(5 一 0)2 十 (12 一 D)2 呈 72， 
(17~a)?T (4 一 0)2 一 92。 
@ 一 @, 化 简 ,得 
C 十 0 一 4。 
图 一 @, 化 简 , 得 
一 3 十 20 一 一 17， 
解 鲜 \、@@, 得 a 一 5, b= 二 一 4, 从 而 7 二 13. 


ee © @ee 
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故 所 求 的 贺 心 为 (5， 一 1) ,半径 为 13. 
3569., 求 贺 台 干 急 一 5z 一 7y 十 6 二 0 和 两 
坐标 轴 交 点 的 坐标 。 
解 ”为 求 圆 和 2 轴 交 点 的 坐标 ， 在 圆 的 方 
程 中 令 y=0, 则 得 
02 一 5 十 6 一 0， 
即 (Z 一 2) (Z 一 3) 一 0， 

“。 Ww 一 2 或 7Z 一 3。 
因此 该 圆 和 >z 轴 交 点 的 
坐标 为 (2，0)，(3，0) . 

局 样 ， 在 殴 的 方程 中 
令 Zz 一 0 得 
2 一 7 十 6 一 0， 
(y—1)(y~—6) =0. 
'"。Y 一 1] 或 y=6.. 
因此 ,该 贺 和 gy 轴 的 


2 


交点 坐标 是 (0, 1)，(0, 6) 。 


3570。 求 过 两 个 定 贺 , 
+=3, m+ 52+YyT+4=0 
的 交点 和 点 (1，2) 的 圆 的 方程 。 

解 ” 设 所 求 圆 的 方程 为 

2 十 只 一 52 十 yy 十 4 十 8(z2 十 只 一 3 一 0。 
因为 这 个 阅 过 点 红 , 2), 所 以 : 

12 十 22 一 5XJ 十 2 十 4 十 X(L2 十 22 一 3) =0, 
解 之 ， 得 《一 一 3。 

故 所 求 圆 的 方程 为 

2 十 欠 一 5 十 0 二 4 一 3(z2 十 内 一 3) 一 0， 
即 ”202+2y2+52—y—13=—0. 

3571. 已 知 贺 2 十 内 -十 2 一 6 一 14 一 0， 
试 求 下 列 与 该 加 有 关 的 圆 的 方程 

《I) 关于 z 轴 对 称 的 圆 ; 

(2) 关于 y 轴 对 称 的 圆 ; 

(3) 关于 原点 对 称 的 加; 

(4) 关于 点 (a, B86) 对称 的 贺 ;: 

(5) 关于 直线 y=z 对 称 的 加 . 

解 (1) 求 与 已 知 贺 关 于 2 轴 对 称 的 圆 的 
方程 。 只 要 把 已 知 贺 方 程 中 的 9 改写 为 一 y， 
得 

好 十 论 十 20 十 6 一 14 一 0。 

(2) 求 与 已 知 圆 关 于 9 轴 对 称 的 贺 的 方 
程 , 只 要 把 已 知 贺 方程 中 的 z 改写 为 一 %, 得 
| 22 十 只 一 2X 一 6 一 14 一 0。 

(3) 求 与 已 知 贺 关 于 原点 对 称 的 圆 的 方 


1 程 , 只 要 把 已 知 圆 方程 中 的 xz、y 分 别 改 写 为 
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一 X、 一 2 得 
2 十 欠 一 20 十 6y 一 14 一 0。 

(4) 求 与 已 知 贺 关于 点 (a，B) 对 称 的 圆 的 
”方程 ,只 要 把 已 知 圆 方程 中 的 z、y 分 别 改 写 
为 24 一 xw、2B 一 y, 得 . 

(20—%)2+ (28—Y) ?+2(20—27) 

—6(28—y) —14=0, 

| 了 
22 十 %2 一 2(1 十 2a)2 二 2(3 一 28)9 
Tda(at+1)+48(8—3)—14=0. 

(5) 求 与 已 知 圆 关 于 直线 Vy 一 2 对 称 的 贺 
的 方程 ， 只 要 把 已 知 圆 方程 中 的 7z、y 分别 换 
成 锥 妈 得 

亿 十 到 十 324 一 6z-14= 0， 
即 224y2—65+2y~14=0.. | 

3572, 证 明 : 无 论 * 取 怎样 的 值 Ch 
一 了 ,加 WD 《24y) 一 5 十 友 总 过 两 定 
点 


和 解 ”将 圆 的 方程 按 到 整理 ,得 
(+ E+ WT 2) =0. ; 
这 个 关于 的 方程 ， 无 论 取 怎样 的 值 都 
能 成 立 的 条 件 是 
22 十 多 一 4 一 0， 上 且 Fy 
(此 两 式 都 是 加 的 方程 且 与 无 关 ) 解 此 两 方 
程 得 


v=y=0, We 


所 以 题 设 的 加 总 过 两 定点 (0, 0)，( 屯 ， 郊 ). 
3573, 已 知 方程 区 十 只 十 28z 十 c 一 0 中 ， 
2 为 负 的 定数 。 证明: 无 论 % 取 怎样 的 值 , 这 
个 方程 所 表示 的 圆 总 过 两 个 定点 。 
解 人 十 妨 二 2pz2-Fc 一 0 可 写成 
(v2+ + 0) E27) 一 0。 
这 个 关于 的 方程 ， 无 论 取 怎样 的 值 都 能 
成 立 的 条 件 是 
| WEEc=0 有 22=0, 
解 此 两 方程 得 
.z=0, y= 土 V—e; 
所 以 贺 台 十 TT2pzw+c 二 0 总 过 两 定点 (0， 
w 一 c)，(0, 一 人 V —o). 
3574. 求 团 心 在 直线 y 一 z=5 上， 和 且 过 
两 定点 (0, 0) 和 (1, 2) 的 贺 的 方程 . 
解 ” 设 所 求 圆 的 圆心 为 Co， 5)， 半 径 为 7 
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则 其 方程 为 
(zs—a)*+ (y—b)2=72. © 
因为 问心 (a， 刀 ) 在 直线 yz 十 5 上, 所以. 
2 一 4 十 5。 . 四 
又 因 这 个 贺 过 点 (1 2) 和 (0, 0), 又 有 
(1—a)?+ (2—02)?=72, 9 
C2 十 22 一 72. ©® 
从 四 得 0 十 02 一 20 一 切 十 5 一 72， 
以 @ 代入 上 式 得 
2c 十 旋 一 5 一 0. © 


5\2 5\2 25 
(e+) +(y- 卫 ) 一 瑟 ， 
即 22 十 只 二 57 一 5 一 0。 
3575。 证 明 : 以 两 定点 4(w1, 41), Blo 
ya) 为 直径 两 端的 圆 的 方程 是 
(一 2) (2—%2) + (Y—Y) (9 一 多) 一 0。 
解 由 直径 端点 4(2t， 21)、 BC 42)， 可 
知 图 心 和 半径 分 别 是 
(2， +) 
3. 2 /?’ 


~ C04 —29) 7+ (Yi — Ya) 


. 把 这 两 式 代 入 公式 (2 一 0)? 填 (Y 一 0)2 一 7?, 就 


可 得 到 所 求 团 的 方程 。 也 可 用 以 下 方法 解 . 
设 忆 ww, 幼 为 圆 上 任意 一 点 , 则 和 4PB 二 


LB， 因 为 4P、BP 的 斜率 分 别 是 -二 纪 ， 
和 ,根据 两 直线 垂直 的 条 件 ,可 得 


y 一 包 ,2 一 组 1， 
Z 一 21 2 一 20 ， 
即 (2 一 好 ) (sz) 十 (2 一 纹 ) (9 一 加 ) 一 0。 


连 线段 为 直径 的 加 的 方程 . 
解 、 设 线段 4B 的 中 点 为 Cla, ,由 
oa 二 4 一 1， de 2 一 4。 


于 是 所 求 圆 的 圆心 坐标 为 CC 和， 圆 的 灶 
径 是 CB: 
CB=V(6—1)7+ (4—3)3 a 
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故 所 求 圆 的 方程 为 - 
(z 一 了 ?十 (y—4)?= (V26)?, 
即 好 十 多 一 20 一 8y 一 9 一 0。 

3577， 求 以 两 圆 (z 一 a)2 十 急 一 和 2 和 22 十 
多 一 和 2 的 公共 弦 为 直径 的 圆 的 方程 。 其 中 
0<a<27. 

解 ” 因 两 个 
珊 的 半径 相 
等 ， 故 以 它们 
的 公共 弦 为 直 
径 的 贺 的 圆心 
是 两 圆 连 心 线 
的 中 点 。 设 此 点 为 则 ,到 的 坐 球 为 


(4, 0)- 设 公共 弦 为 4B, 则 


M A042 a ) 


ee 
和 可 bd 
改 以 是 设 丙 四 的 公共 纺 为 直径 的 四 的 方程 为 
(<-3 §) = 7 他 


即 2(x2 二 ob) -2425+ -272 一 0 

3878. 证明: 连结 两 点 4(0, 了 蕊 ，B(a),D) 
为 直径 的 圆 和 2 轴 交 点 的 横 坐 标 是 方程 吧 一 
ax 十 0 一 0 的 根 。 

解 ” 由 问题 3575 知 , 以 4B 为 直径 的 加 的 
方程 为 

.yy—1. yD Es 
vj 化 一 也 

即 X(Z 一 切 填 (一 和 志 一 切 一 0. 
在 此 式 中 令 y=0, 则 得 吧 一 az 十 5 一 0. 所 以 
该 方程 的 两 个 根 就 是 以 .4B 为 直径 的 融和 % 
轴 交 点 的 横 坐 标 。 . 

3579. 已 知 圆 22-H%2 一 2az 一 0 和 直线 
y=mg 相交，. 求 以 其 所 得 弦 为 直径 的 圆 的 方 
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蟹 直线 yg 一 mw 和 国 ot 2az= 0 的 
交点 是 


”2 2am 
@ 90, (Tm 站 
故 所 求 圆 的 圆心 为 
( & am ) 
工 二 12” 工 十 322 人 
半径 的 平方 为 
pp wm _ a 
TTR + Tm IT 
从 而 所 求 圆 的 方程 为 
C om \2 
(ce + (y= 了 
C2 
1+m3’ 
去 分 母 , 得 


《1 十 Ma2) (248) —20%—2amy=0, 
3580. 求 和 加 2 七 儿 一 4 十 64y 一 3 一 0 有 
同一 贺 心 , 且 过 点 (一 1 了 的 圆 的 方程 。 
解 ” 把 到 十 12 一 禾 二 69 一 3 一 0 写成 
(2—2)2+ (y+3)?=16, | 
其 圆心 为 (2 一 3), 故 可 设 所 求 圆 的 方程 为 
(%—2)?2+ (y+3)—7? 


| 
因 这 个 贺 过 点 (一 41,14), 所 以 


(—1—2)?+ (1+3)?=72, 


3 92 一 25， 
从 而 所 求 加 的 方程 是 
(z 一 2)2 十 (十 3)? 一 25， 
上 | 即 好 十 妈 一 42 十 69 一 I3 一 0。 
人 .切线 


3581. 证 明 : 圆 冤 十 妨 一 欠 上 点 已 4b 9 
外 的 切线 方程 是 
mvt yy=7?. 

解 设 在 点 
P(zb 由 ) 处 的 切 
线 为 PT, 则 PT 1 
垂直 于 半径 OP。 
由 于 OP 的 方程 | 


-~ P(xzi, tn) 


是 J 一些 所 以 切线 PT 的 方程 为 


y= -全 (em)， 
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” 即 2 一 惟一 一 242 十 好 . 
oe ZT TYYE=RTR. 
因为 点 已 (zt 1) 在 圆 2+ 一 7? 上， 所 以 
好 十 地 一 92 从 而 知 切线 PT 的 方程 为 
10 十 31 一 72。 

3582. 证 明 : 加 (2% 一 0)? 填 (y 一 9)?=72 上 

点 了 (zi gb) 处 的 切线 方程 是 “ 
(zi 一 a) 一 a) 十 (人 一 D) (9 一 站) 一 72. 

解 ”如 果 把 
坐标 原点 平移 
到 已 知 贺 心 
(4, 5)， 设 贺 
上 点 P (zi, 1) 
(X1, Y1), 则 有 

m= Xi1ta, Y=Y1+b. 
因此 在 新 坐标 系 中 国 的 方程 为 X2? 十 了 ?二 72. 


又 知 在 园 上 点 P(X1, 了 1) 处 的 切线 方程 为 


了 1 十 工 ! 了 一 72, 用 
人 1 一 2 一 CQ 
总 一 2 一 Gy 


了 :一 9 一 Dy 
了 一 9 一 Le 


代入 此 式 ， 就 能 得 到 在 原 从 标 系 的 所 求 切 纺 


方程 为 
(ZI 一 0) (一 0) + (yi1—b) (一切 一 人。 

3583. 证 明 : 直线 azt+by+c 二 0 和 

(2 一 @)? 十 (y 一 6)? 二 7? 相 切 的 条 件 是 
(aa 上 DB 十 c)2? 一 72(a2 十 玖 ) 。 

解 在 azt+by+c=0 中 ，a、5 不 同时 为 
零 , 设 2 二 0 则 y 一 一 992, 把 它 代入 贺 的 
方程 , 得 

2 -20rt ot(— te) 


5 


接 多 整理 ， 
(a2 十 22)22 十 3( 一 bx 上 aD8 二 aoyz 
十 DB2(a2 十 B2) 十 2bc8 十 C2 一 D272 一 0， 
已 知 直线 和 圆 相 切 的 条 件 是 ， 这 个 含 2 的 二 
次 方程 具有 等 根 , 即 其 判别 式 应 等 于 零 ,所 以 
(一 Ma 十 GDP8 十 ac)3 
一 (c2 十 22XD2a2 二 0282 一 322c8 十 c2? 一 D272) 
一 0 
展开 , 在 两 边 同 除 以 22, 得 
(aa 十 BTc)2 一 72(02 十 2) 。 


第 八 编 解析 几何 


3584,. 分别 求 出 圆 台 十 奶 =25 上 点 
A(l3, -4， B(—4, 一 3)， C( 一 二 2w/ 6) 处 
的 切线 方程 。 

解 点 4 处 的 切线 方程 为 

3 一 4 一 35， 
点 五 处 的 切线 方程 为 
-4 一 3y 二 25 即 红 十 37 十 235 一 0， 
点 CQ 处 的 切线 方程 为 
一 2 十 2 63 一 25 

3585. 已 知 圆 2 十 欠 一 委 的 切线 的 斜率 
为 m, 求 这 条 切线 的 方程 。 

解 已 知 贺 的 方程 为 

+ @ 
设 和 斜率 为 加 的 切线 方程 为 
y=mz+b。 © 
为 求 直 线 和 圆 的 交点 ,从 @、@ 消去 yy, 得 
(人 十 Mo 他 十 207020 寺 22 一 和 2 一 0。 © 
当 国 是 @ 的 切线 时 ,图 必 有 等 根 ， 所 以 图 
的 判别 式 必 为 零 。 即 
12202 一 (1+m2) (52—72) 一 0 
“。 0 一 土 rv/I 二 2 
于 是 @ 可 写成 
2 一 Mo 士 rw/ 工 十 772。 
这 就 是 所 求 的 切线 方程 式 . 

3586. 求 和 2 轴 的 正方 向 成 I20° 角 且 
切 于 圆 人 十 仿 ==8 的 直线 方程 . 

解 斜率 是 且 切 于 圆 必 十 六 一 ?2 的 直线 
方程 为 
y 一 mw 土 +VI1 寺 m2. 
m=tg120°——~ 3, 

r=~/8=2V3, 
因此 所 求 切 线 方 程 为 
y=— MV B87zt2~/ 2 Mit3 
——V Bvt4V 3, 
即 y+V 32= 寺 4V 2. 
3587. 如 果 直 线 
2 一 ZTC 
与 贺 
妇 十 访 一 6x 十 8 一 0 
相 切 , 试 求 4 的 值 .如 
果 这 个 加 和 回 
++b=0. 
相 离 ， 试 求 2 的 范 


已 知 
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国 。 
解 为 使 直线 y= 一 z+a 和 圆 2 十 如 一 6z 十 
8% 一 0 相 切 , 则 方程 
2Z2 十 (2 十 0)2 一 6 十 8(2 十 GO) 一 0 
即 . 322 十 3(a 十 1)z 二 a2 十 8a 一 0 
必 有 等 报 , 因而 其 判别 式 为 零 : 
(ce 二 JIT) ?一 2(e2 二 8c) 一 0。 
“。 042 十 146 一 1 一 0， 
解 之 得 a 一 一 7? 士 5v/ 3 。 
其 次 , 圆 必 十 如 一 6% 十 8y 一 0 可 写成 
(xz 一 3)2 十 (y+4)?=5, 


其 圆心 坐标 为 (3， 一 约 ， 半 径 为 5, 且 过 原点 . 二 


要 使 这 个 圆 和 圆 双 十 匈 十 2 一 0 即 人 2 十 仿 一 
(vv 二 2)2 相 离 , 则 须 半 径 MV 一 5 比 10 大 , 即 
V 一 5>10, 从 而 2< 一 100。 

3588. 求 从 原点 作 圆 

022 十 从 一 6X 一 29% 十 8 一 0 
的 切线 的 方程 。 

解 ” 设 切线 的 斜率 为 m， 则 过 原点 的 切线 
方程 为 g 一 MX。 为 求 它 和 圆 的 交点 , 把 y 值 
代入 圆 的 方程 ,得 

2 十 M2202 一 6X 一 2 十 8 二 0) 

(十 70227)22 一 2(3 十 72)2 十 8 一 0 
直线 和 贺 相 切 的 条 件 是 这 个 关于 z 的 二 次 方 
程 有 等 根 , 其 判别 式 忆 等 于 零 。 即 

D4e=(3+m)2—8(1+72) =0, 

ye。 = -去 m= 二 1。 
政 所 求 的 初 线 方 各 是 
% 一 -地 或 2 一 2。 


3589. 求 过 点 (3, 2) 的 圆 光 十 雏 一 4 的 切 


线 方程 。 

解 ” 设 所 求 切线 方程 为 yg 一 az 十 2 把 这 个 
y 值 代入 妈 十 包 一 和 得 

(GZ 上 TD) 2 一 4 
即 (La2)22 十 2cD2 十 (22 一 和 一 0。 
直线 和 国 相 切 的 条 件 是 这 个 方程 共 有 等 根 ， 
所 以 
a202 一 (1+a’) (W—4) =0, | 
即 : 
402 一 D2 二 4 一 0。 © 

又 直线 y= 二 a% 填 过 点 (3,2)); 所 以 2=3a-b, 
以 b=2—3a 代入 中 ， 得 
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— (2—3a)?+4~—0, 
即 —5a2+124=0。 


. 


. 如一 
(i) 设 c=0) 页 则 83. 
(ii) 设 o= 癌 , 则 bp=—20. 


5“ 
故 所 求 切线 方程 为 : 
2 :49 ， 26 
Y=2.' 及 y BY? 5。 
设 过 点 (3, 2) 的 直线 方程 为 
4 一 2 一 MX 一 3)， 中 
MO 一 2 十 (2 一 3 和 2) 一 0。 
从 原点 (圆心 ) 到 这 条 直线 的 距离 等 于 2 ( 半 
径 ), 则 这 条 直线 就 是 辑 必 十 奶 一 4 的 切线 ,所 
以 | 


_12 
5° 


别 解 


即 《3 一 3m)2—4(Cm2+1), 
5m2 12m— 0， 
*。 mm 一 0 或 m 一 剖 。 


把 它 代 入 @, 得 所 求 切线 方程 为 
时 -12 。 26 
y==2 :及 2 一 一 一 5 二 


. (122—5y=26). 
3590、 过 郊外 一 点 了 (wm 妇 ) 作 该 园 
(s—a)2+ (y—b)=72 
的 切线 ， 求 此 切线 的 
长 。 
解 ” 设 圆心 为 col， 
刀 ); 过 点 卫 所 作 圆 的 
切线 的 切 点 为 了， 则 
人 CPT 是 直角 三 角 
形 。 由 勾 股 定理 知 
PT2407T2=— OP2, 
已 知 072? 一 人 2，CP2 一 (21 一 4)2 十 (一 2) 2 
.了 72 一 (21 一 G)2 十 (1—b)?—7%, 
从 而 所 求 切线 的 长 为 
PT (m1—a)?2+ (YO) 72 。 
3591 已 知 直 线 y 二 mw 和 贺 台 十 妨 二 72 
相交 ，, 求 在 交点 处 贺 的 切线 方程 。 
解 圆 双 十 巡 一 人 和 直线 2 一 Mpz 的 交点 
坐标 为 Dy 


P(x,1) 
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Vi+m” Vi+tm;/’ 
(Se 
Mitm” MVi+m/ 
故 所 求 切线 方程 为 
关 2 
和 ‘用 pe 
即 2 十 Mg 一 土 J2w/ 十 72。 
3592. 求 圆 忆 十 P42az 十 4ayt+5=0 的 


圆心 坐标 和 半径 ， 并 讨论 当 这 个 圆 和 zx 轴 相 
切 时 ,a、2 是 怎样 的 关系 ? 
解 把 双 二 8 十 2az 十 46y 十 5 一 0 写成 
(z+a)?+ (9 十 20)2 一 02 十 402 一 D 
即 。(z 十 o)2? 十 (十 20)2 一 (V502 一 2 


(5a2 一 0 兰 0)， 
可 知 圆 心 坐标 是 (-9， 一 2c)， 半 径 是 
~ 5a2—b. 


当 这 个 圆 和 yx 轴 相 切 时 ， 从 圆心 到 z 轴 的 
距离 等 于 半径 ,于 是 
w/5o2 一 > 一 | 一 2c1。 
等 式 两 边 平方 ,得 
5a2 一 D 一 4a2， 
即 a、 ob 应 满足 Qo?=b. 

3593， 
作 贺 的 两 条 切线， 
求 过 这 两 个 切 点 的 
直线 方程 。 

解 设 从 点 卫 (vt, 
妇 ) 所 作 圆 的 两 条 
切线 的 茹 点 分 别 为 
(22 2 扩 ) 、BR(V3，23) ,; 则 PQ@ 的 方程 为 

227 十 z20 一 72。 

PR 的 方程 为 
zsZ 于 20 一 72。 
由 于 直线 @@、@ 都 过 点 了 (zt 2 所 以 

， 201 十 yo 一 72， 

za01 十 ya 一 72。 5 

考虑 直线 wz 十 0 一 902， 由 国 、@ 知 @(z2， 
32)、 忆 (zs yo) 都 在 此 直线 上 ， 所 以 直线 8E 
的 方程 是 ziX 二 一 72。 


3. 轨迹 
3594， 求 过 点 〈3， 0) 且 切 于 y 轴 的 各 加 


©@ © 6o 


从 圈 避 十 吸 一 7 外 一 点 了 (zm, yi) 


并 画 出 其 图 形 。 
坐标 为 (os 分 ， 则 
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的 圆心 的 轨迹 。 

解 ” 设 所 求 硒 心 
为 Plw，y)， 由 于 
点 五 到 点 (3, 0) 及 
y 办 的 距离 相等 ，- 
所 以 


(2~3)?+=22 
即 22 一 67 一 9. 
这 是 以 点 (3，0) 为 焦点 、 以 4 轴 为 准 线 的 一 
条 抛物 线 。 

3595。 已 知 和 定 直线 ? 相 切 的 定 贺 0, 求 
过 这 个 贺 任 意 直径 的 两 端 且 和 定 直 线 ; 相 切 
的 圆 的 圆心 的 轨迹 , 并 作出 其 图 形 . 

解 ” 取 圆 的 任意 直径 为 BC, 设 过 B.C 且 
与 定 直线 1 相 切 . 
的 圆 的 圆心 为 
卫 。 取 过 定 圆 圆 . 
心 O 且 平行 于 7/ 
的 直线 为 Z 轴 (7 
在 z 加 的 下 方 ), 
过 0O 并 垂直 于 ? 
的 直线 为 y 轴 , 建立 坐标 系 。 

设 贺 0 的 半径 为 a, 则 /的 方程 为 y 一 一 a. 
设 圆 卫 的 半径 为 7, 点 忆 的 华 标 为 (2, 奶 , 因 
圆号 和 7 相 切 ,所 以 有 

7 一 |%~ (一 0) | 一 [二 dj 。 
又 POLBC, PB=7, 有 
72~=PB?~— PO?4+0B2~22++a,. 
(YO = ++ 
即 到 一 20y， 
这 就 是 点 书 的 轨迹 方程 , 它 表示 以 O 为 顶点 
且 与 和 轴 相 切 的 抛物 线 。 

注 如 2 和 辆 O 相 切 于 点 4 点 4 关于 O 
的 对 称 点 为 W， 则 抛物 线 的 焦点 就 是 ON 的 
中 点 ， 准 线 就 是 过 O4 中 点 且 铂 直 于 O4 
的 直线 . 

3596. 一 平面 上 有 两 点 A(—1, 2)，, B(3, 
一 1)， 如 在 这 个 平 
面 上 取 点 卫 , 使 

4P2 十 BP2? 一 50， 
试 求 点 书 的 轨迹 


解 设 点 乙 的 


第 二 章 图 


由 4P2 寺 BP? 一 50, 得 
(+1)2t (y—2)2+ (ro—3)2+ (YF1)? 
一 50。 


2 一 25 十 名 一 9 一 人， 


即 -3D?+(%- 却 ) 至 。 


这 就 是 所 求 轨 杰 方程 。 它 表 示 以 2( 1 羡 ) 
为 加 心 ， 半 径 为 人 3 的 图. 


3597. 人 和 为 
一 定 值 的 点 的 轨迹 。 

解 ” 设 三 个 定点 分 别 为 (21， 1 (m2, Y2)、 
(zs,y3); 到 三 定点 的 距离 的 平方 和 是 定 值 达 
的 点 为 (zw, 切 , 则 

[xz 一 202 十 (9 一 后 ) 菩 十 [(Z 一 22)2 
十 (一 %2) 妆 十 [(z 一 2 十 (一 bo) 妇 
一 712 


他 十 护 一 2. tt 


. 
Dd 


~2. es y 


”十 许 ( 喉 二 对 驹 组 奶奶 一 所 ) 一 0， 


2 y 2 
e+) 
人 十 2 十 2 小 仿 十 ze 十 因 下 
(Ge 


一 圭 ( 中 十 台 十 驹 十 钥 十 蛆 + 仍 一 矿 ) 
=0, 

因此 , 如果 此 方程 的 右 端 为 正 数 时 , 所 求 轨迹 
就 是 一 个 圆 ， 它 的 圆心 就 是 以 三 个 定点 (zb 
2)、(z2 Ya)、 (za 2%a) 为 顶点 的 三 角形 的 重 
+m+trs ttya\) 3 
心 G( 卫 二 2 十 宝 ， 区 二 多 十 恕 )。 如 果 此 方 
程 的 右 端 等 于 零 时 , 所 求 轨迹 就 是 一 个 点 , 即 
9 (4 全 十 国 ， 纪 二 多 十 维 )。 如 果 此 方程 
的 右 端 是 负数 , 则 轨迹 不 存在 。 

3598. 已 知 圆 0: 2 十 %2 一 92， 求 把 定点 


4(x, 0) 和 该 园 上 任意 点 巨 所 连 线段 4B 分 
为 定 比 双 思 的 点 一 的 轨迹 。 


解 ” 设 点 乙 的 坐标 为 (o, 人 )， 点 吾 的 坐标 | 


831 
为 ;Bs 则 


M+ Na 
Wa 


_mB_. 
+n 


序 二 


由 此 可 得 
一 (2 二 2)0 一 020 0 
Ts B 
因为 点 B(g, B) 在 图 避 十 一 7? 上 ,所 以 
02+P2=72, 
( 鹃 十 0) 一 00G ]2 ,FT(m+n)y ] 
部 [ 2 吗 | +| pp 2 =7， 
有 多 2 em 7» 2 
“ min a) + =( 912 十 多 7) | 
ES 它 表 示 把 4O 分 为 俊 ; 
?的 点 0 为 回 心 ， 一 了 为 半径 的 四。 


， Y= 


(m+n)y 
mm D4 


3599. 求 点 P(2, 多 与 园 人 十 人 十 红 
十 2y 十 1 二 0 上 的 任 
意 点 所 连 线段 的 中 
点 的 轨迹 。 

解 把 
好 十 久 十 4 十 29 十 工 


(z 十 2)24 (上 1 
一 22， 
可 知 这 个 贺 的 圆心 是 (一 2 一 蕊 半径 是 2。 
设 加 上 任意 点 8(%, 2 和 定点 了 (2, 4 所 
连 线 段 的 中 点 为 站 (和 了 ), 则 
| +2 y+4 
.五 二 -~ Y= -一 
“z=2(X—1), y=2(Y ~2), " 
把 它 代入 贺 的 方程 ,得 
(2X)2+ (2 ~3)2=22, 


“. ZX2+(Y~ 3) 三 了 
在 这 个 方程 中 , 把 有、Y 改写 为 %、 纺 则 得 
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二 (一 与 束 3)- =1, 


它 表示 以 (0， 马 ) 为 园 心 ,半径 为 1 的 贺 . 有 反 
过 来 , 这 个 圆 上 的 所 有 点 都 适合 题 设 条 件 , 故 
所 来 加 迹 就 是 这 个 加 

3600。 已 知 平面 上 有 两 定点 4( 一 a, 0)、 
Ba, 0), 在 该 平 


面 上 取 点 PP， 使 

马 到 4、B 的 距 AAA 
离 的 比 4P: BP -二 
为 加 3m， 求 点 也 We 
的 轨迹 (阿波 罗 

尼斯 贺 ). 


解 “ 设 点 卫 的 坐标 为 (z, 纵 ; 则 
VTA TR :VG m:n, 
“， 92022 十 2 十 2az 十 02) 
一 2(z2 二 2 一 2az 十 ao2)， 
即 
(m2—n2) z+ (m2 —n2) ye 
一 2a(72-92)Z 十 G2(72 一 02) =0. 
如 果 如 一 0， 则 上 面 的 方程 变 为 Z 一 0, 它 表 示 
2 轴 , 故 所 求 轨迹 为 线段 4B 的 垂直 平分 线 
”如 果 二 %, 则 方程 可 写成 
24n2 
t+ te 
I22-22 \2 2mna \2 . 
是 mi za + (De) “ 
设 把 48B 内 分 和 外 分 为 定 比 x:%w 的 点 为 
B\S, 则 其 坐标 分 别 为 


#2 (eo) 


因而 BS 的 中 点 为 0 人 255 a 0), 且 


”pr Mn II2 一 多 

ee 
故 所 求 轴 迹 是 把 4B 内 分 和 外 分 为 定 比 2X:% 
的 分 点 五 所 连 线段 为 直径 的 贺 。 

3601, 已 知 两 
点 0(00 0),Aa, 0 
求 满足 

PO:P4 一 1:7 
(% 是 正 的 定数 ) 的 . 
点 书 的 轨迹 , 并 指出 它 是 什么 图 形 ? 

解 设 Plw, 芒 , 则 由 PO:PA=1:% 可 得 


Z 十 Q2 一 0， 


《22 二 2 :TL (gs—a)?+] 一 工 :12， 
即 (2~—a)?2T y=R 2+) , 
(1) 2ar+ (Lk)R=—, 


iD 当 X=1 时 ,上 式 可 写成 z= 所。 即 所 
求 的 轨迹 是 绕 段 04 的 垂直 平分 线 。 
(ii》 当 >1 时 ,上 式 可 写成 


22 一 


a2 
zy Tp 


2c 
工 一 太 


2 2 Na? 
即 人 2 TY TI 


故 所 求 轨迹 是 加 ,其 回 心 为 (了 pz 0: 半 


:| ka 
注 “这 是 阿波 罗 尼斯 贺 。 
3602. 已 知 两 贺 
(Z 一 0)2 十 (9 一 已) 
一 I2 
和 


(2—0)?+(y—b)? 
=72. 
如 果 从 点 王 向 两 圆 
所 作 切 线 的 长 相等 , 求 点 书 的 轨迹 ( 根 轴 ). 
解 ” 已 知 两 回 C、C' 的 方程 分 别 为 
(z~0)+ (YY—0)=72, (OY 
(z—a)?+ yy—0)=72, (2) 
设 从 点 卫 (w, 幼 商 两 圆 @、@ 四 所 引 的 切线 分 
别 为 PT、PT', 则 
PT 一 /成 3 一 到 2 
-Va 
PT'~VPCO2—0O’? 
因为 PT 一 PT 所 以 有 
(2—0)?+ (y—0)2—72 
一 人 Z 一 40)2 十 (一 2 2 一 7 2。 
整理 得 
2(a—a)zi+2(0—b)Yy—a+a2—02 
十 b2 十 r2 一 7'2 一 0， 
它 表 示 一 条 直线 , 叫做 两 圆 CO.C 的 报 轴 。 
3603. .已 知 两 圆 (Z 十 1)2 十 (9g 一 3)2 一 22， 
(% 一 4)? 十 (y 一 14)? 二 32。 如果 从 点 P(g, 从 
所 引 两 贺 的 切线 长 相等 , 求 点 卫 的 轨迹 . 
解 ” 设 适合 条 件 的 点 为 已 (cz，2)， 从 点 忆 


小 吐 


第 二 章 图 


833 


所 3 两 鸭 切线 长 人 PQ.PE, 则 


PO?= (¢+1)? 
十 (一 3) 2 一 22 
PH? (2—4)? 
.+(y—1)2—32. 
由 于 PQ 一 PB 时， 
PY? 一 PR2,' 由 此 可 
得 


(一 1.3)| 


52~—2y=1, 
上 故 所 求 的 轨迹 为 直线 。- 
注 ”这 条 直线 就 是 两 圆 的 根 轴 ， 
360Q4. 证 明 : 从 三 个 圆 中 , 每 取 两 加 的 根 
轴 都 共 点 。 
解 ” 设 三 个 照 的 方程 式 分 别 为 
-V+ GMT+fIYte1=0, 
M+ GT + fy T+ c=0, 
B+ TIS+ fy tes = 0, 
则 三 条 根 轴 分 别 是 
(2 十 % 二 91V 十 和 十 cl) 
一 ( 邓 十 刀 二 Gag 十 jg 十 二 一 0， OD 
《22 十 纪 十 9og 十 yy 十 cz) 
一 ( 邓 二 内 上 ge 十 jsg 二 ce) 一 0， 四 
《22 十 只 廿 ga 十 10 十 ca)， 

一 (她 TI 十 co 一 0， 人 @ 
因为 此 三 式 的 积 为 零 , 所 以 这 三 条 根 轴 共 ， 点 。 
这 个 点 叫做 三 个 圆 的 根 心 . 

3605. 求 三 个 较 台 十 妨 十 49 一 5 一 0, 双 十 
br—2y 一 6 一 0, 避 十 妒 十 29y 一 0 的 根 心 。 
解 第 一 个 园 (七 2)? 十 从 一 3 
第 二 个 圆 。(Z 十 3)2 十 (9 一 蕊 2 一 和， 
第 三 个 圆 ” 友 - (9 二 12 一 也。 
由 问题 3602 知 第 一 个 圆 和 第 二 个 圆 的 术 轴 
方程 是 2 一 2% 一 1 一 0， 第 一 个 圆 积 第 三 个 贺 
的 根 轴 方 程 是 一 一 和 十 2 二 5 一 0. 解 这 两 个 


方程 得 2=2, y 一 也 ,因而 所 求 根 心 是 
下 
守 ) 
44。 杂 题 
3606. 在 同一 坐标 系 中 分 别 作出 两 方程 
Z 十 g 一 5 Y= M25—2 
的 图 象 , 并 用 它 解 不 等 式 


一 一 


5 一 雯 >~MV25—2:, 
解 ” 从 第 一 个 方程 得 
J 一 5 一 立 2 CY 


它 的 图 象 是 过 两 点 (0， 5、 (10, 0) 的 直线 
从 第 二 个 方程 得 

2 十 包 一 5， 
它 的 图 象 是 以 原点 为 圆心 ， 半径 为 5 的 加 由 
于 M25 一 一 2C 宇 0 知 y 宇 0, 所 以 y= 号 一 避 一 代 的 
图 象 是 该 加 在 x 轴 上 方 的 半圆 (包括 端点 )。 


因此 坐标 满足 不 等 式 5 一 于 > V 殉 二 友 


的 点 在 弧 4B 和 CD 上 《但 不 包括 点 4、C)。 
4、B、 了 的 横 坐 标 分 别 是 0， 一 号 5.C 的 横 从 


标 是 方程 5 一 于 x=V 殉 二 到 的 根 即 z 一 


4。 故 满足 该 不 等 式 的 z 值 的 范围 是 
一 5 和 Z<0，4<2 友 5。 

3607. 在 坐标 平面 上 ， Ee 

足下 列 不 等 式 二 
ZX>0， 双 十 内 <9,， 27 二 3y>6 

的 点 的 存在 范围 ;并 计算 该 图 形 的 面积 (精确 
到 小 数 第 二 位 ) 。 

解 ”在 坐标 平 
和 侧 上 ， 坐 标 满足 
2>0 的 点 在 9 
轴 的 右 侧 ， 学 标 
满 足 吧 十 包 <9 
的 点 在 以 原点 为 

圆心 ， 半 径 为 8 

的 园 内 ， 和 坐标 满足 2z 十 3y>6 的 点 在 直线 
2z 十 3 一 6 的 上 侧 。 所 以 坐标 满足 各 不 等 式 
的 点 就 是 图 中 的 斜 线 部 分 。 其 面积 为 


于 网 的 面积 


Sao4B 


1 
a TX3? 一 瑟 X3X2 和 二 407。 


4 


~ 


B34 


3608， 用 图 表示 学 标 满足 下 列 各 不 等 式 
0<2<6, 0<y<6, |y~—2| <=3, 
+>9 
的 点 的 存在 范围 , 并 计算 其 面积 (精确 到 小 数 
第 二 位 )。 y 


面 上 ， 坐 标 满足 
0<wz<6 的 点 在 
两 平行 直线 w=0 
与 SG 一 6 之 间 , 坐 
标 洲 足 0<y<6 - 
的 点 在 两 平行 丰 
线 y=0 与 y=6 
之 间 ， 潢 是 区 十 妒 >9 的 点 在 以 原点 为 圆心 、 
半径 为 3 的 网 的 外 部 。 

因为 ly 一 z1<3 可 写成 

~3<Yy—72<3, 

外 y~Z+3>0 且 4 一 2 一 3<0。 
所 以 举 标 满足 jy 一 z] <3 的 点 在 直线 yw 一 3 
的 上 方 和 直线 9 一 2 十 3 的 下 方 。 

内 此 坐标 满足 各 不 等 式 的 点 就 是 图 中 的 斜 
线 部 分 > 

` 设 射线 部 分 的 面积 为 8, 则 

Sm 正方 形 04BC 面积 一 八 4DF 面积 


~ ACHG 面积 一 也 隅 OD 刀 面积 。 


由 于 “04=00=6, OD=08=3，, 
DA~m 4J=3, OROG3, 


3 


机 全 1 1 1 
48 一 62 一 豆 X3X3 一 豆 X 3X3 一 到 3X32 
4 7 一 了 ws19 .93。 


23608。 作 下 列 函 教 的 图 象 。 

《1) 9 一 3 十 V (2+1) (2—%); 

(2) y=2 一 M8 一 3 二 及， 

解 人) 把 3 移 到 右边 后 ,两 边 平方 
y—3 

_ Vt 2), OD 

(y—3)2 

= 二 2 


S 


即 
(y—3)? 
m 一 6- 志 ) + 
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“(2 2) +(y—3)2 (2 . 
这 是 以 (去 ，3 ) 为 加 心 ,半径 为 号 的 国 。 

由 @ 知 y 一 3 宇 0, 所 以 @ 的 图 象 是 这 个 
贺 在 直线 y=3 上 方 部 分 。 

人) y—2=—V8—22~—2。 四 
等 式 两 边 平方 ， 

(y—2)’ 

一 一 (o2 十 2x 一 8) 
即 

(y—2)? 

一 -一 (ZI1)2 十 9， 
(21)2 小 (9 一 2)3 亚 33。 
这 是 田 心 为 (一 1, 2)， 半径 为 3 的 吏 。 

由 四 知 4 一 2 受 0, 所 以 @ 的 图 象 是 这 个 
贺 在 直线 y=2 下 方 部 分 。 

3610。 已 知 相交 于 两 定点 4.B8 的 两 定 辐 
Oi、0s 的 一 条 公 切 线 为 9 作出 其 图 形 并 阿 答 
下 列 问 题 ( 不 证 明 ) 。 

(1) 为 使 过 两 定点 的 加 和 定 直 线 g 不 相 
交 ， 其 圆心 应 在 什 
么 位 置 ? 

(2) 过 两 定点 
4、B 和 另 一 点 PP 
的 贺 ， 为 使 该 加 和 
定 直线 9 不 相交 ,点 王 应 在 什么 位 置 ? 试 把 
它 用 八 线 表示 。 

解 〈1) 图 心 应 在 以 4 为 焦点 ，9 为 准 线 
的 搜 物 线 的 内 部 ( 即 含 有 点 4 的 一 便 ) 残 在 
线段 0102 上 (包括 端点 。 

(8) 点 卫 须 在 以 线段 O03 上 的 点 为 图 心 。 
并 且 过 点 4 的 所 有 闻 上 的 点 所 办 项 的 部 分 ， 
郑 从 两 定 右 内 部 除去 其 公共 部 分 ， 就 是 扬 求 
的 范 世 (证 明 咯 ). y 

36811. 已 知 轩 
心 在 (一 2，2)、 
半径 为 和 的 加 和 
圆心 在 原点 、 半 
径 为 3v/ 2 的 另 
圆 的 交点 分 别 为 
P.Q, 求 点 PP 的 坐标 及 直线 P9 和 2 轴 正 
向 的 夹 角 。 


解 已 知 两 圆 的 方程 分 别 为 
(2+2)?+ (一 2)2 一 4 O 
好 十 网 一 (3 2)?. 四 
++ Ar—4y=3, 
2 十 人 二 8、。 


从 名 得 
从 加 得 
解 此 两 方程 得 

2 一 2，4 一 2 xz 一 一 2， 4 一 一 2。 
所 以 两 圆 交点 的 坐标 为 己 (2, 2)，Q 一 2 一 2)。 
由 于 过 点 P\@ 的 直线 方程 为 y==zw) 所 以 它 和 
% 轴 正 向 的 夹 角 是 45°. 

3612. 求 两 个 网 (2 一 0)? 革 (y 一 5)?=03 
(x 一 90)? 十 (Y 一 0)?==02 的 公共 弦 的 长 。- 

解 ” 这 两 个 贺 关 于 直线 g 一 z 对 称 , 其 公共 
蓄 必 过 原点 , 所 以 公共 弦 的 方程 是 9 一 xz。 把 
4 一 和 5 代入 方程 (Z% 一 C)3 (一 D) 2 一 2 则 得 . 

(9 一 02 二 (8 一 0 2 一 02 
即 ” 32 一 2(C 二 2) 十 c2 二 0 一 c2 一 0。 
可 人 
因而 


Vr ry 
pp atb+ 2 (Ga 十 2 C2) 


Ex 2 三 

网 JE 2C0+cD) 
设 公共 弦 的 长 为 5 则 . 
P= 人 (一 纹 )2。 

已 知 

V1 一 V9 二 i— 

所 以 i 
2 一 2(a 十 2)2 一 4(02 十 瑟 一 c) 

一 4 一 2(c 一 2)2， 


“Va. 


3613. 对 于 圆 达 十 名 十 2ax 十 322 一 1 回 . 


答 下 列 问 题 。 

(1) 求 圆 心 的 坐标 和 半径 ; 

(2) 从 圆 外 一 点 P4zt 2 引 一 直线 和 
交 于 A.B 两 点 ， 试 把 积 PA:PB 用 V1\ Yi\ 0、 
2 表示 。 

解 (1) 在 22 十 多 二 22 二 22 一 1 的 两 边 
同 加 上 a2 十 0 变形 为 

(zc 十 Ga)2 十 (十 D)2 一 I 十 a2 十 22， 


因而 网 心 是 (一 oh 一 0; 半径 是 /三 十 殉 于 工 。、 


Cr 


圆 835 


P (zh v1) 


A 
(2) 设 贺 心 为 0O， 从 点 卫 引 贺 0 前 切线 ， 
其 切 点 为 了 则 ， 
PA.PB=PT?=PO2~ OT2 
:一 (01 二 0) 2 十 (Yi 6) 2— 
一 好 ?地 十 2czl 寺 321 一 
3614. 如 图 , 在 边 长 为 4 一 3 Bo=ia 
的 矩形 4BCD 中 , 有 互相 外 切 的 两 吏 O、O， 
且 圆 0 和 边 4B、BC 相 切 ， 圆 0' 和 边 4D、 
DC 相 切 。 设 两 圆 面积 之 和 是 圆 0 半径 xz 的 
函数 了 (x)， 画 出 其 图 形 并 求 其 最 大 值 和 最 小 


0 十 oz 十 功 ) 


4 Za Sa 4a EC 


les 1 


解 设 贺 O se 2 的 半径 为 Zy 
则 
00”= (8a— 72—2')? 0 )2。 
又 知 .00'=%+2 
因而 
(z 十 2 一 145a2 一 344(w 二 or) +2t4s)3, 
即 (wt%’) 2— 34a (2 + 2') 十 148a? 
(s+ —5a) (z+ —294) 一 0。， 
显然 TYZ<29c, 所 以 ZI ‘Ge , 
已 知 商 如 面积 之 和 为 了 (wz),- 则 
-* f(%) 一 oo2 十 zx/2 一 02 寺 mr(5G 二 的 3 
“217 (ce o 1 Ea 
根据 题 意 z 取 最 大 值 时 wz~4q; ,#8 取 最 
小 值 时 2 一 各 ( 即 z=97。 因此, (2) 的 最 小 


ee 


(2) 的 最 大 值 是 
f(a) =/(4a) 一 17xa2， 
所 求 函 数 了 (%) 的 图 象 如 上 图 . 

3615， 一 圆 过 定点 \0， 和 与 和 轴 截 得 的 
弦 长 为 24, 问 它 的 
圆心 在 什么 曲线 
.上 ? 

解 设 定点 为 
4, 较 心 为 P(g, 2 
西 和 z 轴 的 交点 为 
B、OC， 弦 BC 的 中 
点 为 ，BM 一 0 则 由 P4 一 PB, 知 

PA= PM?+ BY, 
2+ (Y—0) = +a, 
印 22 一 2a7.。 
故 圆心 卫 在 抛物 线 ?一 2ay 上 。 该 抛物 线 与 


> 轴 在 原点 处 相 切 ,其 焦点 为 (0， 公 外 


和 3616 求 两 定点 4( 一 0， 0)， Bla, 0) 和 
圆 (Z 一 0)? 于 (一 0)2 一 ?3 上 的 动 点 三 所 构成 
的 人 4PB 的 重心 的 轨迹 方程 ， 并 指出 它 的 
图 形 是 什么 ? 

解 ” 因 为 三 角形 重心 的 坐标 等 于 三 顶点 从 
标的 平均 值 , 以 4( 一 4a, 0)，B(a, 0), P(s, 
g) 为 顶点 的 三 角形 的 重心 坐标 为 


Xe r+a—a 。 
3 


pp y+0+0 _y 
A 3 3 


把 x 一 3, ym~38Y 代入 圆 的 方程 。 . 
(eb)?+ (yo)?=72, 
则 得 。(3 卫 一 5)?2+ (3 了 一 0)?=73, 


妈 、( 工 - 呈 )+( 了 -号 ) (和 


这 个 加 可 以 看 成 是 原来 的 加 以 原点 为 相似 中 


心 相似 比 为 于 进行 相似 变换 得 到 的 ， 
3617， 两 两 相交 的 三 条 直线 为 
C12 寺 01 十 ci 一 0，CoX 十 2D20 十 co 王 0， 
aaX 十 Da 十 Cs 一 0。 
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把 它们 左边 的 一 次 式 分 别 用 2， ?2， 43 表示 ， 


| 试 回答 下 列 问题. 


(1) 取 任 意 定 数 p, 9, 7?, 方程 
DZP1s 十 97871 十 711P 一 0 
的 图 象 过 上 述 三 条 直线 中 每 两 条 直线 的 交 
点 。 试 述 其 理由 。 
《2) 《1) 的 方程 表示 圆 时 , 证 明 p、q、? 满 


2(asas 一 Dap3) 十 (Gaal 一 03D1) 
十 7 (Gilao 一 DiDo) 一 0 
及 2(aop3 十 ab) 十 g(aa01 二 0103) 
十 和 (alDa 十 0201) 一 0。 
解 (1) 设 有 ==0, 2 一 0, 则 有 
Do1s 二 91o11 十 77122 一 0。 
因此 直线 有 =0 与 2 一 0 的 交点 在 曲线 
plalst- ql +7h=0 
上 。、 同 理 , 直线 ?2 一 0 与 为 一 0 的 交点 和 直线 
1 一 0, 1 一 0 的 交点 都 在 此 曲线 上 。 
(2) 如 果 (]) 的 曲线 表示 图 ， 则 他 和 雏 的 
系数 相等 , 且 wy 项 的 系数 为 零 。 在 方程 
21275 十 ad1s1i 二 712 一 0 
中 ,22 的 系数 是 ”2Zazas 十 gasQI 十 7G102， 
久 的 系数 是 ”222253 十 9baD1 十 ?Pipo， 
2 的 过 数 是 p(aaps 十 boxz) 十 G(Gabl 廿 baad) 
+7(aib2+0102). 
因此 ,由 人 和 凡 的 系数 相等 得 
-Zaa0s 十 Gaa01 十 ralas 
: 一 020353 十 GD301 十 701Do2， 
即 29(coxs 一 2223) 十 9(GaC1 一 0301) 
十 r (ala2 一 D1po) 一 0。 
由 9 的 系数 为 零 , 得 
pa2bat B203) +q (Gab1+ bsa1) 
十 7 (alpp 十 biao?) =0, 
3618.， 把 直 贺 简 用 与 其 轴 成 45° 角 的 平 
面 截 开 , 再 把 这 个 圆 简 面 沿 一 条 母线 剪 开 , 并 


展开 平面 , 问 这 时 截 口 的 曲线 是 什么 形状 ? 
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解 ” 设 截 平 面 为 w，w% 与 直 圆 柱 面 的 轴 的 
交点 为 0，w 截 直 圆柱 面 的 截面 为 c。 过 O 作 
与 轴 垂 直 的 平面 ， 它 和 直 圆 柱 面 的 交 线 龙 与 
曲线 的 交点 为 4、B; 则 4B 必 过 点 0。 设 
过 ec 上 任意 点 己 的 母线 和 类 的 交点 为 @， 过 
9 引 4 的 垂 线 , 其 垂 足 为 互 ， 了 由 PH1LAB 
知人 PHQ=45°", .. 9P 一 万 9， 

设 408 一 9( 用 弧度 制 表 示 )， 则 互 9 一 
O09 sin9。 如 把 04 取 作 单位 长 , 则 
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A 人 =04.6=6， 
QP— HQ~OQsing—sing, 
因此 , 如 沿 过 4 的 母线 把 直 贺 柱 的 合 面 冀 开 
并 展 成 平面 , 则 截面 c 就 是 在 这 个 平面 上 , 以 
《为 原点 、 过 女 的 母线 为 y 轴 建 立 的 直角 举 
标 系 里 , 用 y 一 sin9 所 表示 的 曲线 , 即 正 芝 曲 
线 。 
如 果 沿 其 他 母线 剪 开 时 ， 所 得 的 曲线 与 上 
面 的 曲线 相同 , 仍 是 正弦 曲线 。 


第 三 章 热 物 线 


1、 图 象 

3619. 作 下 列 函 数 的 图 象 . 

GD y= 计 (ya 
(8) y=——i2, (4) y=—2. 


5 
解 (DD、(2) 取 数值 表 描 点 作 图 , 其 图 象 
如 下 左 图 . 
(3)、(4) 取 数 值 表 描 点 作 图 ， 其 图 象 如 下 
图 


注 一 般 地 ,y=az? 的 图 象 是 顶点 在 原点 、 
y 轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 。 如 &> 0 开口 向 上 ; 
如 C<0) 开口 向 下 。 

3620. 作 下 列 耳 数 的 图 象 ， 指 出 它 和 通 


数 2 于 只 的 图 象 的 位 置 关系 。 ， 
GD gg 一 于 人 -3)25 (8) y= 于 (2+3)? 


解 1) y~ 子 (6 一 3)?， 列 出 名 间 的 对 
应 数值 表 : 


(2) %= 豆 (z 十 3)2 和 (1) 一 样 列表 如 下 : 


报 据 上 表 描 点 作 图 可 以 得 到 其 图 象 如 下 图 。 
xz 一 一 3 
y= 了 2 | : y= 二 (oc3) 


z=3 


4 
y= (+3) 
% 


BB 

由 此 可 见 , 函数 y 一 去 (2 一 3)? 的 图 象 是 把 
抛物 线 y 一 译 嘱 沿 z 轴 正 向 平行 移动 3 ( 即 
向 右 平移 3) 所 得 的 抛物 线 ; 函数 一 于 (o+3) 
的 图 象 是 把 抛物 线 y 一 去 江 沿 轴 正 向 平 


行 移动 ~3( 即 向 左 平 移 3) 所 得 到 的 抛物 线 . 
一 般 地 ， 函 数 y~a(wz 一 用? 的 图 象 是 把 所 
物 线 9 一 ao2 沿 儿 轴 正 向 平行 移动 所 得 到 
的 抛物 线 。 具体 地 说 ， 当 为 >0 时 向 右 平移 
加 当 h<0 时 向 左 平 移 ||. 
3621. 作 下 列 函 数 的 图 象 ,指出 它 和 抛物 
线 y 一 开 字 的 位 置 关系 . 


GD yt, 0) y=i 2. 
解 和 上 题 一 样 ， 列 出 z、y 的 对 应 数值 
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表 , 然后 描 点 作 图 , 就 可 得 到 它们 的 图 象 如 下 | 平行 移动 1 所 得 到 的 抛物 线 ， 它 的 顶点 坐标 


Da 


由 此 可 见 , 函数 y 一 地 ?+2 的 图 象 是 把 
抛物 线 y 一 子 好 沿 轴 正 方向 平行 移动 2 
( 即 向 上 平移 2) 所 得 到 的 抛物线 ; 西数 y 


到 -2 的 图 象 是 把 地 物 线 y= 王 罗 沿 y 轴 


让 疝 平行 移动 一 2《 即 向 下 平 交 2) 所 得 到 
的 抛物 线 . 

一 般 地 ， 函 数 y 一 c 只 -上 的 图 象 是 把 抛物 
线 Vy=axz23 沿 2 转正 方向 平行 移动 ( 当 %>0 
时 向 上 平移 h, 当 %<0 I 
到 的 抛物 线 。 

3622, 作 ' 

4 一 23(z 一 3)2 一 5 1 
的 图 象 。 pL 

解 先 作 y=2% 的 | 
图 象 ， 把 它 向 右 平行 移 i 
动 3 得 到 y=2(%~3)2 
的 图 象 ， 再 把 得 到 的 图 
象 向 下 平行 移动 5 就 得 
到 2(% 一 3)? 一 5 的 图 象 . 居 此 y=2(x 一 3)? 
一 5 的 图 象 是 顶点 在 (3， 一 5) 、 对 称 轴 方 程 是 
z 一 3 的 抛物 线 。 

3623. 作 J 5 的 图 象 ， 求 其 
顶点 坐标 和 对 称 轴 
方程 。 

解 
3 一 一 (22 一 4 十 5) 

一 一 (o2 一 4 上 4H1T) 
一 一 (2 一 2)2 一 工 。 
它 的 图 象 是 把 抛物 
线 y= 一世 向 右 平 
行 移动 >, 再 向 下 


一 一 中 
一 一 一 
PR 


«7- 


一 
一 
on 


~~ 
~ 


~ 


(3,—5) 


= 一 (2 一 2 一 


ZXZ 一 2 


是 (2， 一 1), 对 称 轴 方程 是 2 二 2。 
3624. 作 下 列 函 数 的 图 象 。 
(1) 一 20 (2) 人 一 一 22， 
(3) 多 一 2 十 2 一 3 一 0. 
解 (1) 


(3) 把 原 方程 变形 为 Wy—1)?=— (2—), 
它 的 图 象 是 把 抛 
物 线 op 一 一 z 沿 
2 轴 正 向 平移 4 
再 沿 y 轴 方 向 平 
移 工 所 得 到 的 抛 
物 线 。 

注 人 般 地 ， 
吧 一 az 的 图 象 是 | 
顶点 在 原点 、Z 轴 为 对 称 思 的 抛物 线 。 如 
a>0, 抛物 线 开 口 向 右 ; 如 Gc<0, 抛物 线 开口 
向 左 。 

3625。 作 下 列 函 数 的 图 象 ， 并 指出 它们 


之 间 的 位 置 关系 。 
(1) y=~V %,， {2) y=—V%, 
(3) 4 一 -zz， (9 y 一 一 V 二 2。 


解 (0 在 yz~=V% 中 , 因 y 必须 是 实数 ， 
所 以 x 佐 0 y 宇 0。 因此 , 它 的 图 象 是 在 抛物 
线 久 一 2 中 表示 纵 坐 标 4 是 非 负 值 的 部 分 , 
如 下 左 图 中 的 实 线 。 


zsS~ 公 
vw 


(2) 在 y= 一 Vz 中 ， 和 (1) 一 拌 z 兰 0， 


2E0。 所 以 它 的 图 象 是 在 抛物 线 儿 一 z 中 纵 


坐标 y 是 负 值 和 零 的 部 分 。 如 上 右 图 中 的 实 
线 。(D) 和 (多 关 于 “ 轴 对 称 。 
(3) 在 y=V 一 zx 中, 因 y 必须 是 实数 ,所 


a 
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以 YE0% 人 兰 0. 因此 , 它 的 图 象 是 抛物 线 久 一 
一 2 中 纵 坐 标 y 是 非 负 值 的 部 分 . 如 下 左 图 ， 


(4) 在 2 一 一 一 2 中 ， 和 (3) 一 样 Z 硅 0， 
4 至 0. 所 以 它 的 图 象 是 抛物 线 4 一 一 2 中 级 


坐标 y 是 非 正 值 的 部 分 。 如 上 右 图 。 
(3) 和 (和 9 关于 轴 对 称 。 又 (1) 和 (8), (2) 
和 (多分 别 关 于 y 轴 对 称 。 1) 和 (4)，(2) 和 
(8) 分 别 关 于 原点 对 称 。 - 
3626。 作 函数 y= 二 Mz 一 1 的 图 象 .. 
解 把 两 边 平方 ， 
得 
42 一 2 一 1， 
十 光 % 之 1。 
这 个 方程 的 图 象 是 以 
《1,0) 为 顶点 、 以 % 轴 
为 对 称 轴 的 抛物 线 . 
在 区 数 Y=~MVz 一 1 中 ,% 一 1l 宇 0, y 宇 0. 所 
以 它 的 医 象 是 图 中 的 实 线 。 
$5627。. 作 活 数 y=~M2 一 必 的 图 人 象 
解 把 
y=~MV2—»%» © 
两 边 平方 , 得 
从 一 2 一 2 
即 R=—(2—2) (£2). 四 


@ 的 图 象 是 以 (2，0) 为 顶点 、z 轴 为 对 称 轴 
的 抛物 线 。 因为 M3 一 z 宇 0, y 宇 09， 所 以 @ 
的 图 象 是 抛物 线 @ 中 zx 轴 上 方 的 部 分 。 


3628， 作 函数 二 
4 一 wz 士 上 ! 
的 图 象 。 
解 Ee 
y=~Vs+1i © | Ra 
两 边 平方 , 得 


=s+1 (wD). 
加 的 图 象 是 顶点 在 (一 1，0)， 对 称 轴 是 四 
的 抛物 线 。 因为 V2 二 I 宇 0, y 兰 0， 所 以 8 
的 图 象 是 抛物 线 @ 中 z 轴 上 方 的 部 分 . 
中 的 虚线 部分 是 本 数 J 一 一 st 的 凡 象 。 


© . 


839 


3629. 作 下 列 函 数 的 图 象 。 
(1) y=~MV32—5, 
(2) y= — V3(32-2), 


解 (1) 3z 一 2 兰 0，… 
即 z= 也 时 ，y 宇 0。 


把 原 式 两 边 平方 , 得 
一 3X 一 3。 


所 求 的 图 象 是 以 点 
( 忆 0 ) 为 项 点、z 轴 


为 对 称 轴 、 开 口 向 右 
的 抛物 线 上 , 级 坐标 4 是 非 负 值 的 部 分 。 


(2) 3z- 3 三 0， z 关 忆 
即 在 函数 中 
zx 苦 号 ，9<0。 
把 原 式 两 边 平方 ,得 
y=2(32—2), 
2 
即 =6(»~ 3). 
因此 ， 所 求 图 人 象 是 以 点 
(名 ,0 ) 为 顶点 、= 轴 为 对 称 轴 、 开口 向 右 的 


抛物 线 上 , 纵 坐 标 y 是 非 正 值 的 部 分 。 
3630. 作 范 数 y=1 一 Ve-2 的 图 象 。 
解 


所 以 z 宇 2. 
又 因 一 VX 一 2 硅 9, 所 以 y 一 1 三 0, 从 而 
ys1, © 
把 两 边 平 方 ， 
(y—1)?=%~—2, ©® 
@ 的 图 象 是 以 直线 y=1 为 对 称 轴 \、 点 (2, 1) 
为 顶点 的 抛物 线 。 由 四 3 到 上 所 以 @ 的 图 
象 是 图 的 抛物 线 
上 纵 坐 标 y1 的 
部 分 。 
3631. 作 沁 数 
y— M4-3=2 
的 图 象 。 
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解 已 知 函 数 % 一 3 一 V 瑟 一 5。 两 边 平 
W243, 
| 3 
即 @-2)?=s(z- 全 让 
故 所 求 图 象 是 以 点 ( 子 , 2 ) 为 顶点 、 以 直线 
y~2 为 对 称 轴 的 抛物 线 的 上 半 部 分 。 
全. 顶点 、 轴 、 焦 点 、 准 线 
3632. 求 抛物 线 y 二 a 十 bw 十 Cc 的 顶点 


坐标 和 对 称 轴 的 方程 
解 y=az?+bw+c 


它 的 图 象 是 把 抛物 线 y=az? 沿 z 轴 正 向 平 
行 移 3 dae 


所 得 到 的 抛物 线 。 它 的 顶点 坐标 是 ( 一双， 
bdac Sab 
~ 过 二) 对 称 轴 方 程 是 2 Hr 


3633， 求 下 列 抛物 线 的 项 点 坐标 和 对 称 
轴 方 程 

(1) y= —822+16, (2) 7 一 202 一 4 一 5 

(3) Y=22+482+13, (4) 9 一 24 一 97 一 2 

解 (1) 顶点 (0, 16)， 轴 2Z 一 0。 


(2) 9g 一 2(2 一 2z 一 号 


=2(w2—2r+1-1-5) 


=2| (s—D?—|=2(—D?7. 


顶点 (I,， 一 7)， 轴 z=1. 

(3) y= (z+4)2—3, 

顶点 (一 4, 一 3)， 轴 z 一 一 4 
(4) y= ~ (22+9%—24) 
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3634. 证 明 : 到 定点 (2，0) 和 定 直 线 z 一 
一 2 距离 相等 的 点 (w, V) 的 坐标 满足 方程 
=4p7. 
到 | 定点 (0，p) 和 定 直线 y= 一 p 距离 相等 


的 点 (%, 幼 的 坐标 满足 方程 %=- 垣 2. 


y=4pz 
解 设 Plz, ,了 (Pp, 0), 其 中 2>0. 从 
也 向 直线 5 一 一 p 所作 的 重 线 足 为 X, 则 由 题 
设 知 
PN 二 PF， 因而 PN?=PE3, 
即 (Z 一 功 2 十 儿 一 (2+D)?, 
人 久 一 422. 
同样 ， 设 P(zw， 幼 、 下 (0, 人， 定 直线 y= 


一 2 则 得 y= 恋 
注 定点 五 叫做 抛物 线 的 焦点 ， 定 直线 叫 


做 抛物 线 的 准 线 . 

3635. 求 下 列 方程 的 图 象 的 焦点 坐标 和 
准 线 方程 、 

(1) =~—6%, (2) 2 一 3 


解 (1 抛物 线 儿 =4pz 的 焦点 坐标 为 
(2, 0), 准 线 方程 为 < 一 一 p。 把 多 一 一 6z 与 
奶 一 4px 比较 ,得 


和 2 一 一 人 “p= a 
故 所 求 焦点 的 坐标 为 ( 一 于 ,0 小 准 线 方程 为 
ZX 一 可 。 


(2) 把 扫 物 线 吕 一 二 y 与 标准 形式 22= 
4py 比较 ,得 
4 一 蒜 ， 


故 所 求 焦点 的 坐标 为 ( 0， 让 准 线 方程 为 


4 一 一 一 一 。 


12° 
3636. 求 抛物 线 3 一 只 T2z 一 3 的 准 线 、 
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焦点 和 对 称 四 . 人 (。 玉 ), z=0 
解 y= 十 2% 一 3 一 (sw 车 1)? 一 4。 它 的 图 4 
象 是 把 抛物 线 (4) +2y=8%+3, 
y 一 人 2 向 左 平 即 (y+1)2=8 z+ 过 ). 
移 1, 再 向 下 2 
平移 4 所 得 的 它 的 图 象 是 把 掀 物 线 ?一 8 向 左 平移 二 ,再 
抛物 线 。 把 所 2 
物 线 gz 和 向 下 平移 1 而 得 到 的 抛物 线 。 已 知 抛物 线 
和 久 一 8x 一 和.2.z 的 准 线 焦 点 和 对 称 轴 分 别 是 


亩 人 比较 ,得 ?一 主 ， 所 以 其 准 线 方程 为 
y 一 一 于 焦点 为 (0, 于), 对 称 轴 为 +0. 因 
而 4 一 必 十 2z 一 3 的 准 线 为 直线 y 一 一 荆 , 焦 
点 为 ( -1 一 汪 ) 对 称 轴 为 * 一 一 1 
3637， 求 下 列 抛 物 线 的 准 线 、 焦 点 和 对 
称 轴 。 
(1) 4 一 22 了 22 十 1， (2) 好 一 一 9 
. (3) y= (2—2) (3 十 切 ， 
(4) 人 十 2 一 8z 十 3。 
解 (1) y= 十 2+1= (w+1)2, 
它 的 图 象 是 把 抛物 线 y 一 w? 向 左 平移 工 所 得 
到 的 抛物 线 。 已 知 抛物 线 y 二 双 的 准 线 、 焦 
点 .对 称 轴 分 别 是 
1 1 
YT? (0, ), r=0, 
因此 题 设 抛物 线 的 准 线 、 焦 点 和 对 称 轴 分 别 
. I 
1 1 
y= A (~ =), 2 一 一 J。 


@) 2%, 7 4x y. 


”这 条 抛物 线 的 准 线 、 焦 点 和 对 称 轴 分 别 是 
.9 
(%， - 工 ) ZX 一 0。 
(3) y= (2—2) (2 十 o) 一 一 她 十 和。 
它 的 图 象 是 把 抛物 线 y= 一 2 向 上 平移 4 而 


得 到 的 抛物 线 .已 知 抛物 线 y= 一 只 的 准 线 、 
焦点 和 对 称 轴 分 别 是 


y= 地， (0, 一 二 z=0. 


因此 题 设 抛物 线 的 准 线 、 焦 点 和 对 称 抽 分 别 
是 8 


9 
y= 


2 一 一 2， (2, 0)， 4 一 0， 
因此 题 设 抛物 线 的 准 线 、 焦 点 和 对 称 轴 分 别 
是 


3638. 求 通过 抛物 线 y? 一 4pz 的 焦点 且 
垂直 于 其 对 称 轴 的 弦 y 
长 。 
解 抛 物 线 2 一 4F7 
和 弦 z 一 2 交点 的 纵 坐 
标 满足 多 一 422 即 9 一 
士 20， 所 以 该 弦 的 长 是 
4p. 

3639. 已 知 从 过 抛物 线 焦点 了 的 弦 PQ 
两 端 所 作 准 线 的 垂 线 分 别 为 PR、QS, RS 的 
中 点 为 用 。 证 明 以 下 各 点 : 

(1) EFLSF., (2) RF LPM, 

(3) PU LQM, . 

(4) PO LME, 

(5) 设 

PE=a, 
QS=b, 
试用 a.5 表 示 MF .- 
的 长 。 
解 (1) 
PP-PR, 
., LPFR~—3(180° — LFPR). 
*. QF—®S, 
., LQFS=3 (180° — /FQS). 


F(p,0) 


因而 
LPFR+ /QFS 


二 180° 一 (LFPR+ /FQS) 
一 90。， 
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1 LBPS—90°, 
从 而 RFLSF. 
(2) 设 PQ 的 中 点 为 入， 


MN = 六 (PR-LQS) = 二 PQ=PN. 


MN | PR, 
“, ANPM~— /NMP= RPM 
故 PM 是 等 膀 三 角形 RPE 顶 角 的 平分 线 ， 
, EFILPM. 
(3) 完全 和 (2) 类 似 
MN=NQ, 
LNOM= ANMY= AMOS. 
履 9M 是 等 腰 三 角形 SQF 的 顶 角 平分 线 ， 
"SF 19M, 且 PM RE (由 (2))。 
". PM 1Q9M。 
(4) 在 人 PRM 和 人 PFM 中 , PR=PE， 
LRPM= LFPMU( 由 (2)), PWM 公共 。 
.APRMeeAPFM， 
因而 PPM= /PRM=90°, 
PQO LMF. 
(5) LZPMQ=LB( 由 (3))，MF]PQ( 由 
(4)), 
". MF~PF.QF~=PR.QS=ab, 
从 而 MF=Vab. 
3640。 证 明 : 以 过 抛物 线 焦 点 的 弦 为 直 
径 的 圆 和 该 抛物 线 的 准 线 。 xX 
相 切 。 浆 中 
解 设 4 为 抛物 线 的 
焦点 , X 了 为 准 线 , 则 从 抛 。” jy Mf 
物 线 上 任 一 点 也 到 也 了 的 A 
。 距离 都 等 于 PL4。 设 过 焦  Q 
点 4 的 任意 弦 为 PQ， 其 了 
中 点 为 及。 如 从 P.@、 
分 别 向 XY 了 引 垂 线 PP"、88'、2M', 则 
PP'+09’=2MM'. 个 
PP' 一 P4, 99'=Q4， 


由 于 


由 于 
所 以 ,| 
PP'+00'=PATQ4= PQ, 四 
由 四 .@, 知 P82MM'". J 
因此 以 PQ 为 直径 的 圆 的 半径 是 MKM" 又 因 
收 和 ML'1 XY, 所 以 贺 M 和 准 线 芝 了 相 切 。 
3641. 证明: 以 抛物 线 多 一 4pz5 (p>>0) 的 
焦点 (2,，0) 和 抛物 线 上 的 任意 一 点 PP(wiy yt) 
为 直径 两 端点 的 圆 和 2 轴 相 切 。 


,为 五 ，0)， 抛 
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解 ” 设 抛物 线 
为 好 一 422) 焦点 


物 线 上 的 点 为 
P(vy 1); 则 PP 
的 中 点 坐标 为 
[Berts 3 和 | 
多 交 
从 三 向 准 线 作 垂 线 PP， 则 
FP=PP'=p+ m1。 
又 从 歼 吝 y 轴 作 垂 线 ML 则 
Ma" 一 避 (2 二 2 一 二 FP, 


因此 以 歼 为 圆心 、ZP 为 半径 的 圆 和 2 轴 相 
切 。 


3S。 抛物 线 的 切线 、 切 点 


3642. 求 挑 物 线 包 =422 上 的 点 Pt zy 
处 的 切线 方程 。 
解 ” 设 过 了 (wm, 90) 的 任意 直线 为 
Yy~—N=m(L—%1), 中 
又 =4pz. © 
由 句 知 so 一 各， 代入 @; 则 1 


my ~ 4pYTApY ~ 4mpr1=0, 
由 仍 一 徊 m4, 上 式 可 写成 
my — 4py+4ApYy1 — m=0, 
因为 ww 天 0, @ 和 四 相 切 的 条 件 是 此 方程 的 
判别 式 D=0, 即 
4p?— m(4dpy1— mt) =0, 
m2y}— 4mpy1t 4p2=0, 
oe (myi—2p)2=0, 


从 而 m2. @ 
如 
把 图 代入 @ 并 整理 , 得 所 求 切线 方程 为 
yyi=2p (t+ tI) 。 


注 在 ?~=4py 上 的 点 (mt, 4) 处 的 切线 

方程 是 
IT=2p(Y FY) 

3643. 设 抛物 线 六 一 4px (>0) 上 的 任 
意 点 为 了 (zt, 纺 )， 焦 点 为 下。 过 点 书 作 平 
行 于 xz 轴 的 直线 PX 和 直线 28， 证 明 此 两 
直线 与 点 卫 处 的 切线 的 夹 角 相 等 。 

解 扼 物 线 Y 一 492 的 焦点 是 下 (po，0)， 
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所 以 | QU<QH. 
PE?= 0 一 2 因为 QH=QF, 
+4. @ 所 以 QU<QF. 
又 号 是 抛物 即 在 P7 上 , 除 点 卫 外 都 不 在 这 条 抛物 线 上 ， 
线 上 的 点 ， 所 所 以 PT 和 这 条 抛物 线 相 切 于 卫 . 
以 ”| ”3645. 求 和 抛物 线 y? 一 82 相 切 生平 行 于 
Ee Rhpm. 人 | 直线 g 一 号 二 5 的 切线 方程 和 切 点 的 此 村 
1 国 | 解 直线 y= 3 的 斜率 为 立 ， 设 所 
由 上 题 知 , 在 点 也 处 的 切线 PZ 的 方程 为 | 求 切线 的 方程 为 g 一 去 xs 十 3。 因此 方程 
YYy—2p (749:)。 2 
设 y=0, 则 2 一 一 21. (去 z+5) 一 8z @® 


. OT= | 一 好 | 一 0 (." m1>)), 
因而 FT 一 zp， 由 此 式 和 @@, 得 


FT=~PF, ., ATPF=/AT. 
又 PX/ TO， oe ZXPT'’= /IT, 
故 LTPF= /ZXPT'. 


3644， 如 下 图 。 直线 9, 点 也 及 PP、@ 分 
” 别 是 某 抛物 线 的 准 线 、 焦 点 和 该 抛 物 线 上 的 
点 . 
(1) 由 图 (1) 求 抛物 线 的 焦点 (不 证 明 ); 
(2) 由 图 (2) 求 抛物 线 的 准 线 ( 不 证 明 ); 
(3) 图 (3)、 设 由 卫 向 g 所 引 的 垂 线 为 
PH, LFPH 的 平分 线 为 PT, 证 明 PT ns 
条 抛物 线 相 切 于 点 也。 


解 (1) 从 了 瑟 ,@ 分 别 向 g 引 垂 线 PP' 
8Q8'。 以 了 、 昌 为 贺 心 分 别 作 半径 为 PP， 
99 ' 的 贺 ， 设 其 交点 为 了 ， 则 了 就 是 这 条 抛 
物 线 的 焦点 。 

(2) 作 以 也 为 圈 心 、PZ 为 半径 和 以 8 为 
阅 心 、 QZ 为 半径 的 两 个 圆 , 这 两 个 加 的 外 公 
切线 就 是 这 条 抛物 线 的 准 
线 ， 

(3) 已 是 抛物 线 上 的 
点 、 了 是 焦点 ,9 是 准 线 ， 
所 以 三 区 一 PE. 在 直线 
了 PT 上 取 点 卫 以 外 的 点 @， 
从 人 向 9 作答 线 @M, 则 


具有 等 根 , 其 判别 式 了 为 0。 整理 @ 得 
22 二 4(D 一 8)7 十 4202 一 0， 

' D=[4(6~8)]—4.40?=0,， 

.b=4, < 

代入 四 得 z 一 8. 以 z=8, 2 一 和 代入 


中 得 y=8。 关注 衣 必 计 入 放手 
= 二 2+4 


切 点 为 (8, 8) 。 

: 3646. 证 明 抛 物 线 | 
?一 405 © 
的 斜率 为 的 切线 方程 为 


| y=me 十 二。 
解 设 国 的 八 率 为 双 的 切线 方程 为 
4 一 MX 十 D。 
把 @@ 代入 @, 得 
(0 十 D)2 一 4200， 
2022 十 227020 二 22 一 422; 
即 M1202 2 (bm — 2p) 2 b= 0. 
由 于 @ 是 @ 的 切线 ， 这 个 方程 必须 具有 等 
根 , 所 以 
_ (bm 一 22)2 一 11202 一 0。 
解 之 得 。. 2 一 把. 
人 
2 一 0 二 7 轴 2 . 


3647. 证 明 ; 在 抛 物 线 y=ax2? 上 的 点 
卫 (w1, 级 ) 处 的 切线 方程 为 


844 


9 一 20210 一 从 。 

解 由 问题 3642 注 ,在 ?一 4py 上 的 点 
《xb 9 处 的 切线 方程 为 212 一 2p《y 二 1) . 抛 
物 线 % 一 az2 即 好 一 上 ,把 它 与 标准 形式 比较 
知 细 = 工 即 g=- 志 ,把 它 代入 就 得 到 所 求 切 
线 方程 为 

oz 一 到 -的 十 幼 )， 


邵 4 一 2a217 一 41。 

3648. 证 明 : 过 抛物 线 如 一 4pm 上 的 两 
点 了 (zl 21)、@(z2， 22) 的 两 条 切线 的 交点 坐 
标 汐 | yat 于 (t+ | 

解 过 抛物 线 好 一 42z 上 的 两 点 Bcl y1)、 
9(z2 %) 的 切线 方程 分 别 为 

390 一 2 二 20D ，2bo0 一 2D(Z 十 z2) 。 
消去 y, 得 两 切线 交点 的 横 坐 标 : 
TY 

Yo—Y1 

但 好 一 4pz1， 人 路 一 4272， 


21 一 2 
pd 


人 一 


-hn 9 
把 这 个 z 值 无 论 代 入 那个 切线 方程 都 可 得 到 
两 切线 交点 的 纵 坐 标 为 
-21 YN__1 
5 站 (52 和) 于 n+ 的。 
故 两 切线 的 交点 坐标 为 
(各 2 加)。 
4 2 
3649。 证 明 : 过 一 点 Plwmi, 41) 府 抛 物 
线 妨 一 4D2 可 引 两 条 切线 .这 两 条 切线 的 斜 
率 ,， 当 点 卫 在 抛物 线 的 外 部 时 是 不 同 的 两 个 
实数 ， 当 点 卫 在 抛物 线 上 时 是 两 个 相同 的 实 
数 ， 当 点 己 在 抛物 线 的 内 部 时 是 虚数 ( 虚 直 
线 ). 
解 由 问题 3646 知 , 抛物线 仍 二 4pz 的 斜 
率 为 驶 的 切线 方程 是 


三 卫 
2 一 7Z 十 2? 外 
@ 过 点 P(z1, 9 时 
委 ye 
人 Yi II 十 加 。 © 


从 四, 得 
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mm —my tp—0, 
把 从 四 得 到 的 两 个 勾 值 代 入 @, 就 得 到 过 
点 三 (2 幼 ) 的 两 条 切线 方程 。 

我 们 考虑 @@ 的 判别 式 。 如 果 级 一 4pz1>> 
0, 则 从 人 @ 可 得 到 多 的 两 个 不 同 实数 值 ; 如 果 
银 一 4 细 %1 一 0， 则 从 @ 可 得 到 勾 的 两 个 相等 
的 实数 值 ; 如 果 好 一 4221< 0 则 从 图 可 得 到 
m% 的 两 个 虚数 值 。 

但 是 角 一 4pwm1>>0 的 条 件 是 点 (m1, 4) 在 
抛物 线 的 外 部 , 好 一 42mw 一 0 的 条 件 是 点 卫 在 
抛物 线 上 ， 吸 一 4pz1<0 的 条 件 是 点 书 在 抛 
物 线 的 内 部 。 因此 当 点 王 在 抛物 线 外 部 时 ， 
从 点 呈 可 引 两 条 切线 ; 当 点 三 在 抛物 线 上 
有 时， 从 点 书 可 引 一 条 切线 ; 当 点 卫 在 抛物 线 
内 部 时 , 从 点 一 不 能 引 切 线 . 

3650. 设 抛 物 线 内 = 一 42w (p>>0) 上 点 PP 
处 的 切线 和 2z 轴 
的 交点 为 ZT, 了 
是 焦点 , 则 

PF=TF,. 

解 从 点 Pw1 
2 加) 作 2 轴 的 垂 
线 , 2 为 垂 足 , 则 
点 用 的 坐标 是 
(zt 0) 。 由 于 在 点 P(z1, 1) 处 的 切 线 方程 
是 YYy=2p(5+ 0), 在 此 式 中 令 y=0， 则 得 
ZX 一 一 21， 这 就 是 点 了 的 横 坐 标 。 因为 CO 是 
MT 的 中 点 且 OF =p, 所 以 

PF2—= PM?2+4+FM?= y+ (Z1~—p)? 
= 久 寺 人 7 一 2p71 十 Pp2。 
把 级 一 4pz1 代入 , 则 
PEF?2= (v1+p)2, 
又 TF=O0T+OF=%1+p, 
一 

3651， 已 知 抛物 线 多 一 4oz 上 点 也 处 的 
切线 PT 和 Y 轴 相 交 
于 丸 ， 抛 物 线 的 焦点 
为 了 了， 证 明 直 线 8N 
和 PT 成 直角 。 

解 从 点 Ph 2 
向 sz 轴 作 和 一 线 PN， 
了 至 为 垂 足 ， 则 点 开 
的 坐标 是 (m1, 0)。 又 由 上 题 知 T( 一 2z1, 0)， 
所 以 O 是 线段 TMU 的 中 点 。 在 AZPM 中 ， 


第 三 章 抛 物 线 
和 PION, 因而 X 是 线段 TP 的 中 点 。 又 由 | 素 足 为 人 , 则 


上 题 知 ATP7 是 等 爵 三 角形 , 所 以 
FNJ_TP. 

3652， 过 抛物 线 焦 点 了 了 的 任意 弦 PQ 的 
两 端 分 别 作 这 条 抛物 线 的 切线 、 则 这 两 条 切 
线 互 相 垂直 。 

解 设 抛物 线 为 包 一 422， 焦 点 一 的 坐 标 
为 (2, 0) 。 过 焦点 耳 的 弦 的 两 端 Plzi, Y1)、 
(m2, Yo) 的 切线 方程 分 别 是 ee 

A YY=2p (2+ 20) 
其 斜率 分 别 是 站 3 入。 因而 它们 的 猴 是 
Ap: 
yiy2 
把 直线 PQ 的 方程 用 y 一 NC(z 一 D9) 表 示 , 此 
式 和 恩 一 4pz 消去 x， 从 所 得 的 方程 求 得 妇 、 
级 的 值 。 即 
y=m( 黎 -?) 
my 4dpy~ 和 m=0, 

yi\ 是 此 方程 的 两 根 , 所 以 yayo 一 一 入?. 因 
而 这 两 条 切线 的 斜率 之 积 为 

2 

Yiy2 4p? 
故 这 两 条 切线 互相 垂直 , 


们 .抛物 线 的 方程 

.3653. 求 以 点 (2; 2) 为 顶点 ， 点 (3，3) 为 
焦点 的 抛物 线 方 
程 。 

解 设 4(02，2) 
为 顶点 , 了 (3, 3) 为 
焦点 , 则 准 线 D 是 ， 
过 4 延长 线 的 点 
B(l, 1) 且 垂直 于 
AP 的 直线 ， 其 方 
程 是 Z 十 9 一 2 一 0. 又 因 点 了 (2 引 到 了 和 D 
的 距离 相等 ,所 以 


(xz 一 3)2 (一 8) 一 


2 一 20y 十 2 一 8zZ 一 8 十 33 一 0。 
3654. 求 以 《一 4, 3) 为 焦点 , 直线 5 一 2 
为 准 线 的 抛物 线 方程 。 

解 设 瑟 (一 和 3)， 直线 z 一 2 为 9, 和 下 、 
9 等 距离 的 点 为 P(z 2),; 从 卫 引 9 的 垂 线 ， 


(Z 十 2 一 2)3 
公 2 


即 


B45 


PF=PN. 
即 
~ (wTA) TY 8) 


+12m—6y+21=0. 
3655. 求 以 原点 为 焦点 , 直线 A 
为 准 线 的 抛物 线 方程 。 - 
解 点 已 和 原点 的 距 
离 是 V3 十 久 ， 点 卫 和 直 
线 % 二 yt+2=0 的 距离 是 


{x-++y2 { yA 
“7 ; 报 据 抛物 线 定义 得 


t= tt ; 
即 W202y—47— 4y~4=0, 
这 就 是 所 求 的 抛物 线 方程 .: 

3656. 求 执 物 线 9g 一 az2 十 DBz 二 ec 和 7 
轴 对 称 的 图 形 的 方程 。 
关于 4% 轴 对 称 呢 ? - 

解 ” 设 抛物 线 

ao2 十 DO 十 c 
上 任意 一 点 P(%w, 2 关 
于 xz 轴 的 对 称 点 己 的 
坐标 为 (%', y”)， 则 


Wp, Ym —Y. 


sor+t orte 
P(x, 引 


PP 
b= 一 922 一 好 一 < 


即 抛 物 线 % 一 ax2 十 bz 十 c 的 所 有 点 @ 2) 关 
于 z 抽 对 称 点 的 坐标 是 2， 一 分， 因而 所 求 


抛物 线 方程 是 
一 4 一 022 十 DZ 十 0 
4 一 一 GZ2 一 bw 一 C。 : 
同样 ， 求 抛物 线 %g 一 az 二 bz+e 关 于 9 轴 
对 称 图 形 的 方程 可 以 把 (%, 幼 换 成 (一 2 9)， 
因此 得 | 
.y=a(—2)2+b(—~2) +6, 
4 一 0602 一 0 十 C。 


3657. 把 抛物 线 y- -二 st- 1 移 


动 到 和 它 关 于 % 铀 的 对 区 位 置 时 ， 求 该 曲线 
的 方程 。 关 于 2 轴 对 称 呢 ? 


即 


即 


解 由 上 题 知 ,关于 z 轴 对 称 时 ,方程 为 


N 


846 


一 y 一 一 语 吕 十 52 一 1， 


a y= 于 v2 pp Ss 


关于 y 轴 对 称 时 ,其 方程 为 
y= 一 竺 (一 2)?+5(~ 双 一 


ee gy 一 一 诗人 5 一 1 > 


- 3658。 求 把 抛物 线 y 一 aa2 移 到 和 它 关于 
直线 9 一 2 的 对 称 位 置 
时 该 曲线 的 方程 。 

解 ” 设 抛物 线 录 一 az2 
上 任意 点 了 (ww, y) 关于 
直线 y=z 对 称 i 点 的 坐 
标 为 (zw', y”), 则 

WY, Y =, 
因此 曲线 y=a” 移动 到 和 它 关 于 直线 4 一 2 
对 称 的 位 置 时 ,该 曲线 的 方程 就 是 把 党 方程 
中 和 4 互 换 所 得 到 的 方程 z 一 82 即 


二 


3659。 求 把 抛物 线 g= 一 az? 十 有 网 移动 
到 和 它 关 于 直线 
% 一 一 2 的 对 称 位 
置 时 该 曲线 的 方 
程 。 

解 设 抛物 线 
4 一 a02 十 b 十 上 
的 任意 点 P(w, 切 
关于 直线 % 一 一 2 的 对 称 点 书 的 坐标 为 
(zy)， 则 和 一 一 % 一 一 5。 因 此 把 方程 

4 一 ax2 二 pz 二 c 中 的 2 改写 成 一 y，Y 改写 成 

一 2 就 得 所 求 方程 为 
-r=a(~Y)?+0(-Y) + 

w= —ay+oy—c. 

”3660， 把 抛物线 y=ax?+5%+c 分别 作 
关于 直线 zx 一 六 和 % 一 & 的 对 称 移 动 时 ， 求 曲 
线 的 方程 。 

- 解 设 抛物 线 Po 上 的 任意 点 
P(z, 幼 关 于 直线 & 一 有 的 对 称 点 书 的 坐标 
为 (2 2) 则 
Z 二 2 一 2，2/ 一 2 
2 一 21 一 0 2 一 g 


Yax+ bz+e 
. 


3 一 一 了 


Lat 
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因此 所 求 曲线 方程 是 把 诛 方 程 中 2 换 戌 
24 一 z 所 得 到 的 方程 , 即 
y=a(2h—7)?+0b (2h —7) 十 c。 
同样 , 关于 直线 y=% 对 称 的 曲线 方程 为 
2 一 9 一 4002 十 DZ 十 
4 一 一 202 一 20 上 20 一 C。 
3661。 求 把 抛物 线 g 一 3x3 一 7x 一 5; 分 别 


即 


| 作 关 于 直线 z=4 和 y= 一 5 的 对 称 移动 时 所 


得 曲线 的 方程 。 

解 ”由 上 题 知 ,， 求 抛物 线 ga 一 7z 一 5 
作 关于 直线 "一 4 对称 移动 时 所 得 曲线 的 方 
程 ， 只 须 把 原 方程 中 的 z 改写 成 8 一 vz 于 是 


4 一 3(8 一 四 2 一 7(8 一 轨 一 5 
2% 一 3x2 一 412 十 131。 
由 上 题 知 , 求 抛物 线 作 关于 直线 一 一 5 对 
称 移动 所 得 曲线 的 方程 ， 只 须 把 原 方 程 中 的 
4 改写 成 一 切 ~- 罗 于 是 得 
一 10 一 4 一 322 一 7Z 一 5， 
4 一 一 322 小 7X 一 55。 
3662. 把 抛物 线 y= 二 ax? 十 bw 十 c 作 关于 
点 (4, B) 的 对 称 移动 , 求 所 得 曲线 的 方程 . 
解 设 点 了 Plz 切 关 于 点 (o B) 的 对 称 点 
P' 的 坐标 为 (z', y), 则 
+ =20, y+Y =28. 
即 X=—24~2', y=~28—Y'。 
因此 , 曲线 % 一 az? 十 bz 十 ce 关于 点 (xc，B) 对称 
移动 时 所 得 曲线 的 方程 是 把 原 方程 中 的 jw、y 
分 别 改 写成 2% 一 x*、28 一 y 所 得 的 方程 ,于 是 ” 


28 一 4 一 (2 一 办? 十 D(2c 一 她 十 C， 

4 一 一 4(2w 一 2)2 一 5(2c 一 人 廿 28 一 c， 
3663。 把 抛物 线 y 一 3x2 一 2 上 5 移动 到 
和 它 关 于 点 (3， 一 2 的 对 称 位 置 ， 求 所 得 此 
线 的 方程 。 

解 由 上 题 知 , 分别 把 2x3 一 2 和 2x(-2) 
一 y 即 6 一 z， 一 4 一 y。 代 换 原 方程 中 的 x、Y， 


即 


即 


即 


二 有 第 三 章 抛 物 线 847 
就 可 得 所 求 方程 为 网 
4—y=3(6—2)2—2(6—2)+5, mh 
如 、 y= 一 3x?+34v 一 105. a 
3664. 把 曲线 y=Gw?+bw+c 移 动 到 和 Wi ‘0p 
它 关 于 原点 的 对 称 位 置 , 求 所 得 曲线 的 方程 。 设 此 方 径 的 两 个 报 

为 2, 则 该 弦 中 

点 的 纵 坐 标 为 


解 设 曲 线 y 一 cz?Tazf+c 上 任意 一 点 
P(x, Y) 关 于 原点 的 对 称 点 了 ' 的 坐标 为 (w'， 
2), 则 
好 一 一 2 Y=——Yy。 
因此 ， 所 求 曲 线 方程 是 把 9 一 az? 十 0z 十 c 中 
的 xz、y 分 别 换 成 一 和 一 所 得 的 方程 , 即 
—Yy=a(—2)240(—%) ce, 
oo 2 一 一 G02 十 DX 一 C。 

扎 。 轨 迹 本 

3665. 求 过 抛物 线 儿 一 42z 顶点 的 弦 中 
点 的 轨迹 ， 并 作出 其 图 
形 。 

解 ” 设 过 抛物 线 多 一 
4pz 顶点 0 的 任意 弦 
OP 中 点 及 的 坐标 为 
&, 了 ) , 则 点 卫 的 坐标 

是 (2 了 XX, 2 了 )。 央 点 P 
在 抛物 线 妨 =4pr 上 ， 
所 以 对、 了 之 间 有 4Z?-spX， 即 了 ?= 


22 式 ， 
这 就 是 点 四 的 轨迹 方程 。 如 果 把 ( 卫 , 了) 用 


(z, 幼 表 示 就 是 多 一 20z。 它 的 图 象 与 原 抛 
物 线 的 项 点 和 对 称 轴 相同 ， 且 焦点 到 顶点 的 


距离 是 气 , 准 线 方程 是 c 一 一 各 的 抛物 线 . 


3666 ， 求 抛物 线 多 一 425 的 方向 一 定 的 
弦 4 一 miz 二 D( 寺 0 5 是 任意 数 ), 它 的 中 点 
的 轨迹 。 

解 抛物线 儿 一 422 和 了 弦 4 一 MTD (6 是 
参数 ) 的 交点 坐标 是 其 方程 的 公共 解 。 所 以 
”交点 的 纵 坐 标 满足 


] 


= (+) = 


此 式 说 明 , 虽 5 取 不 同 的 值 ， 平行 下 的 位 加 
以 改变 ， 但 是 这 些 弦 的 中 点 的 纵 坐标 总 是 定 
值 。 因 此 平行 弦 中 点 的 轨迹 是 平行 轴 的 直 


线 g 一 凶 . 


注 “平行 驴 中 点 加 这 的 直线 叫做 含有 这 些 
平行 弦 的 抛物 线 的 通 径 . 

3667. 作 抛物 线 妨 一 4pz 的 相互 垂直 的 
两 切线 , 求 这 两 条 切线 交点 的 轨迹 - 

解 ” 由 问题 3646 知 , 抛物 线 妨 一 4pu 的 相 


互生 直 的 两 切线 方程 分 别 为 


ynet © 
网 
要 求 @、@ 交点 的 轨迹 , 就 要 从 @、 © 中 消 
去 加 。 为 此 @ 一 回 , 得 ， 


(mr (mt) ee 


2 


。 2 十 2 一 0. 区 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方 程 ， 是 该 抛物 线 的 准 线 ; - 

3668. 已 知 2Z 轴 上 的 动 点 马 人 

z 一 0 上 的 动 点 9. 运 各 
动 开 始 时 RR、@ 分 别 
在 (0, 0)，(z, 0)。 当 
有 E 向 右 方 、@ 向 上 方 
同时 以 等 速 : 运 动 时 ， 
过 马 的 垂 线 和 08 的 
交点 卫 的 轨迹 是 什 
么 ? 

解 设 及 .Q 的 运动 速度 都 是 多 : 
在 (0, 0)、(a, 0) 时 的 时 刻 记 为 0， 则 .# 时 后 
了 BR、9 的 坐标 分 别 是 (wv », , 以 )。08 的 
方程 为 1 


~ 
Rob0) 


甩 \@ 分别: 


848 
y= 全 @ 
过 五 遇 季 直 于 % 轴 的 直线 方程 为 
Z 一 Mt。 


从 O、@ 消去 地 , 得 g 所 ,这 就 是 点 卫 的 
轨迹 方程 , 它 是 一 条 抛物 线 。 

3669， 从 焦点 耳 引 抛物 线 上 点 卫 处 的 切 
线 的 垂 线 , 过 也 引 
乎 行 于 > 轴 的 直 
线 ， 求 此 二 直线 的 
交点 @@ 的 轨迹 。 

解 ” 抛 物 线 急 = 
42Z 上 点 一 (2 1) 
处 的 切线 方程 为 

2 一 20(zT2ZD)， 
从 焦点 五 (p, 0) 作 这 条 切线 的 垂 线 的 方程 为 


"~ 茵 (2-?)， © 


过 点 己 且 平行 于 xz 省 生生 
Y=Yy1. 
故 直 线 @、@ 的 交点 久 的 轨迹 方程 就 是 从 方 
程 @、@ 中 消去 妇 所 得 的 方程 
2p 一 一 (% 一 p)， 即 z= 一 p。 
它 表示 该 抛物 线 的 准 线 ， 

3670. 已 知 点 妖 是 抛物 线 太一 42Z 的 焦 
点 , 过 也 作 弦 P9， 来 PQ 中 点 用 的 轨迹 并 
作 图 。 2 

. 解 、 设 过 拍 物 线 | 站 
妨 一 4pz 焦 点 F(p,0) 

的 弦 的 方程 为 
y=m(s—D), 
则 P、Q@ 的 坐标 是 
下 列 联 立方 程 的 
解 ， 
Y=4p7, ©@ 

3 一 M% (一 2 . 四 

从 人 @ 把 z 代 入 加 ,得 


2 \ 
yi( 生 -号 


久久 一 403 一 4 也 一 0。 
设 其 两 根 为 4、 22， 则 


4pD . 
UT Y= 名“ 


即 


re 一 


Se 
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因此 PQ 中 点 于 的 纵 坐 标 为 
一 .22 
2 本 
又 从 加 把 /代入 @, 得 
02 一 人 ?一 420， 
mm — 2p (m+2) T+ mp = 0, 


设 其 两 根 为 21、22, 则 
2p (92 十 2) 
m  “ 


即 


2Z1 十 23 一 


因此 点 到 的 横 坐 标 为 
2 上 2 
z 一 2 ) @® 
从 轿 、.@ 消去 和 ,得 
纺 一 20 (一 2) 。 © 
加 就 是 PQ 中 点 戏 的 轨迹 方程 。 所 以 点 下 
的 轨迹 是 顶点 在 原 抛物 线 的 焦点 、 与 原 抛 物 


线 共 对 称 轴 、 从 焦点 到 顶点 的 距离 是 各 、 焦 
点 为 (于 2 0 小 准 线 方程 是 zx 一 多 的 抛物 线 . 


3671。 正 方形 的 四 个 顶点 分 别 为 O(0, 0)， 
Ala, 0)，B(a, a),，0(0, a)， 在 边 04 和 
BC 上 分 别 取 用 .NW, 使 OM 二 BN。 设 ON 和 
CM 的 交点 为 PL 有， 了 了)， 当 点 及 从 OO 向 4 
运动 时 , 求 点 卫 的 轨 
迹 方程 并 作出 其 格 
图 . 

解 设 OM=BN= 
k， 则 由 2(，0)、 
N(G-%,Qa) 知 C 耻 的 
方程 为 


世 
0(00)M(50)A(a0) 


© 


必 JY- 
k 站 CQ b 
ON 的 方程 为 
加 
pe ® 


因 P 忆 是 CM 和 ON 的 交点 ， 所 以 联 立 方程 
、@ 的 解 是 了 X、 了 ， 
ZL, yh, 


消去 得 所 求 轨迹 方程 为 


aX~=Y (ga—Y), 
部 (了 -号 ) =-al X—4), 
| 它 表示 顶点 为 ( 凶 ， 生 的 抛物 线 ， 所 求 轨 这 


第 三 章 省 物 线 


就 是 这 条 抛物 线 在 正方 形 内 的 部 分 . 
3672. 已 知 一 点 了 和 直线 4, 在 直线 a 上 
含有 点 也 的 一 个 ， 一 
求 与 点 也 及 直线 4 

的 距离 之 和 等 于 4 

的 点 的 轨迹 . 


解 ” 设 适合 条 件 
的 点 为 了, 过 号 作 直 线 4 的 垂 线 PQ,@ 为 重 
足 , 则 了 P+P8Q==d. 在 直线 a 上 含有 了 的 一 
侧 ， 作 和 直线 4 平行 卫 和 直线 4 的 距离 为 Q 
的 直线 办 。 设 OP 的 延长 线 和 的 交点 为 
五 则 

PR-QR— PO“d— PO—PF. 
这 就 是 说 ， 从 呈 到 直线 的 距离 PB 和 到 定 
点 五 的 距离 PF 相等 ,所 昼 点 卫 在 以 了 为 焦 
点 ， 和 为 准 线 的 抛物 线 上 。 因此 所 求 的 轨迹 
就 是 这 条 抛物 线 。 

3673.. 如 下 图 。 内 切 于 半圆 40BL 的 图 
的 圆心 号 的 轨迹 是 什么 ? (不 用 坐标 法 时 可 
考虑 在 A 的 中 点 工 处 作 切 线 ) 

解 ” 设 圆 0 的 


直径 4B- 的 平行 
线 了 了. 从 号 向 
AB、XY 引 重 线 ， : 
其 垂 足 分 别 为 收 、N, 则 OP 一 PN. 故 忆 在 
以 O 为 焦点 、 以 了 X 了 为 准 线 的 抛物 线 夹 在 平 
行 直 线 4B 和 有 了 之 间 的 弧 4PB 上. 

反 过 来 ， 取 这 条 弧 上 的 任意 点 卫 ， 画 以 PP 
为 贺 心 且 切 平 48B 的 图 , 设 切 点 为 收 , 则 OP 
一 7 一 PM, 因而 圆 己 也 内 切 于 圆 0。 即 圆 卫 
内 切 于 半圆 40BL. 

区 此 所 求 的 轨迹 是 以 0 为 焦点 、 及 了 为 准 
线 的 抛物 线 夹 在 45B 和 了 了 之 间 的 弧 。 


6. 大 商用 浊 、 无 理 不 等 式 的 应 
局 

3674。 对 于 函数 va 和 ys+ala 
为 定数 )， 

(1) 作出 它们 的 图 人 象 

(2) 指出 这 些 图 象 的 名 克 ; 

(8) 说 明 : 当 4 值 迹 化 时 两 图 象 交 点 个 数 
的 变化 。 
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解 (DD))、(2) y=~Vz+1 的 图 象 是 顶点 
在 (一 1 0)， 对 称 轴 
是 z 轴 ， 开 口 向 右 的 
抛物 线 弦 =z+I 的 
上 半 部 分 . y=z 二 a 
的 图 象 是 和 2 轴 的 交 
点 为 (一 4, 0) ， 倾 角 
为 45° 的 直线 。 

(3) 求 曲 线 4 一 V2z+IL 和 4 一 zz 交点 的 
坐标 , 解 此 两 联 立方 程 。 从 两 式 消去 y, 得 

2 十 4 一 wz 十 IL， 
其 中 z 二 1 储 0 即 xz 储 - 也 且 x 储 一 gx。 两 边 平 
方 ， 


2 十 30 十 a2 一 2 十 1， 
部 22 十 (36 一 1)Z 十 a2 一 I 一 0。 
此 方程 有 实数 解 的 条 件 是 


(24—1)?—4(a?~1)=0, 
解 之 得 4 己 子 ， 由 于 直线 yz+a 和 四 的 
交点 是 (a, 0), 如 图 讨论 于 下 : 
如 果 一 4< 一 字 即 a> 也 ， 则 直线 和 抛物 
线 上 半 部 没有 公共 点 ; 如 果 一 4 一 一 子 即 
a 一 于， 则 直线 与 抛物 线 上 半 部 相 切 ; 如 果 


-5< _az-—1 即 1Sa<5， 则 直线 和 抛物 


线 上 半 部 有 两 个 交点 ; 如 果 一 a> 一 1 即 4< 
1, 则 直线 和 抛物 线 上 半 部 交 于 一 点 . 
这 些 关系 可 用 下 家 列 出 : 


3675,(1) 作 遂 数 Yy= 人 -2 一 2 及 Y= 
VO 一 WB 的 图 象 . 


(2) 从 图 象 观察 方程 
Ww Ma (O) 
的 根 ,其 个 数 是 
1ga<2 2<a 
[个 | [5 了 从 | 下 


(3) 特别 地 , 当 4 一 2 时 ,方程 @ 变形 为 


0O<a<l 
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C-~3) (0+D) -VO GF. 
满足 此 方程 的 实 报 是 2 二 [L ]J。 
(4) 适合 不 等 式 
22 一 7 一 2 之 4 一 大 
的 2 值 的 范围 是 [E ]<zx<[ ]。 
解 (1) 把 函数 y 二 2 一 x 一 2 变形 为 
dt 9 
(到 a 


它 的 图 象 是 顶点 为 ( 于, 一 全 直线 or- 忌 为 


本 

对 称 轴 ， 开口 J 及 , 2) 区 
向 上 的 抛物 
线 。 它 和 2 轴 
的 交点 是 (2， 
0)， (—1,.0). 

把 方程 y 二 (~ 
~ 一 2 的 两 
边 平方 ,得 


= 即 


(1,0) 


2 十 02 一 02. 
因此 3% 一 va 一 巡 的 图 象 是 以 原点 为 圆心， 
Ga 为 半径 的 园 在 2 轴 的 上 半 部 分 。 该 半圆 积 
2 办 的 交点 是 (c，0) 和 (一 0 0)。 
(2) 从 图 象 可 以 看 出 方程 
Wm— 2 


的 实 根 个 数 : 
当 0<a<1i 时 ,是 0 个 ; 当 1ia<2 时 , 是 
工 个 ; 当 a 宇 2 时 ,是 2 个。 如 下 宸 : 


0<a<1 | 1<a<2 | .9a 
0 个 | 2 个 
(3) 当 4=2 时， 


好 一 2 一 2 一 4 一 于。 
邑 (zx 一 2) (z+1)=V (+) (2—D), 
(z 一 2)2(z 十 1)2 一 (2 十 0) (2—2), 
(Z 一 2) [(zZ 一 2) (+1)2+ (2+2)1=0, 
整理 ,得 Z(Z 一 2) (22 一 2) 一 0。 
*, 2 一 0，2 一 2; z 一 /3， z 一 一 /3 
经 检验 , % 一 0、% 二 V3 是 增 根 ， 因 此 方程 的 
根 是 5==2, zm 一 一 V3 。 邵 图。 它们 是 点 也、 
@ 的 横 坐 标 。 
(4) 适合 不 等 式 好 一 0 一 2>V4 一 形 的 z 
值 的 范 于 是 使 半 园 y 一 V4 一 碟 在 抛物 线 
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4 一 太一 2 一 2 下 面 的 2 信 。 所 以 
一 323<z< 一 w 3. 


3676. (1) 在 同一 坐标 系 里 ， 作 出 两 个 
函数 
y= Vw—1 
及 
y= MW2 
的 图 人 象 ， 
(2) 解 
M73 
>MVzx~-1i. | 
解 设 9 一 7 一 2， © 
y~ Vs—1. 
(1) 把 @ 两 边 平方 , 人 一 22 一 2, 即 
| 
(V2)? (V2)? “ 


所 以 @ 的 图 象 是 顶点 为 (WV3,0)、( 一 V 2， 
0), 以 &2 轴 为 实 轴 的 双 曲 线 y 宇 0 的 部 分 。 
又 y=Mw—1i 即 y=% 一 1， 
所 以 回 的 图 象 是 顶点 在 (1, 0), 对 称 轴 是 
轴 的 抛物 线 y 宇 0 的 部 分 。 
(2) 在 @、@ 同 时 成 立 的 范围 , 即 Z>v 3， 
解 不 等 式 
/六 一 2 > 二 1 
X22>x-1， 即 zw? 一 xz 一 1>0， 
., (et )(st +)>0. 


wT >0, 


v5—1 
2 

es 3 ， 

3677. 用 图 象 法 解 下 列 不 等 式 。 


(1) My—3<2, (2) MV%—3>2, 
(3) Mi—3<—2, (人 Vw-3>—2. 


解 (DD y=wz 一 8 的 图 象 是 以 (3，0) 为 
顶点 ,2z 轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 的 上 半 部 分 . 观 
察 图 象 可 知 它 和 直线 y 一 2 交 点 卫 的 横 坐 标 
是 z= 二 7。 攻 适合 不 等 式 (]) 的 2 值 在 3 和 7 
之 间 ， 即 3SZ< 7。 

(2) 同样 可 得 x2>7. 

(8) 捐 据 算术 很 概 念 VZ 一 3 兰 0 无论 z 取 
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何 值 VZ 一 3< 一 2 不 能 成 立 , 所 以 它 无 解 . 
(4) Mz 一 58> 一 3, 当 x 宇 3 时 总 是 成 立 的 ， 
所 以 它 的 解 是 z 宇 3. 
3678。 作 函数 y=~Mz+8 的 图 象 ， 并 用 
它 解 不 等 式 


VFB 
解 二 V3T3 
的 图 象 是 抛物 线 
区 一 2 二 3 的 上 半 
部 分 。 这 条 抛物 
线 和 直线 y= 
< 的 交点 的 寞 坐标 满足 方程 
VoTa= 45. 
两 边 平方 


4 二 3 一 地 (o2 十 10z 十 35)，， 


”9z 二 27 一 xz2 十 100 十 25， 
?十 和 一 2 一 0， 
(2 十 2) (Z 一 1) 一 0 
“"、 2 一 1，2 一 一 2 


故 卫 9 的 横 坐 标 分 别 是 1、 一 2， 因而 不 等 式 


的 钟 为 
w>1 和 一 3Sz< 一 2。 
3679. 为 了 使 抛物 线 纺 一 Vwm+3 和 直线 


4 一 3 一 2 之 间 有 妇 < 妇 的 关系 ，% 的 取 值 范 : 


息 怎 样 ? 
解 (i) 用 计算 的 方法 。 
在 Vw 十 8<3 一 z 中, 因 Mw 十 3 是 实数 , 须 
Z 二 3 人 兰 0 即 x 衬 一 3。 又 因 Vw 十 3 是 非 负 数 ， 
可 知 3 一 2 兰 0 即 zx 笃 3。 因此 这 个 不 等 式 在 
一 3<z 夺 3 的 范围 内 讨论 。 
两 边 平 方 ， 
2 十 3<9 一 6z 十 22， 双 一 7z 二 6>0， 
(z—1) (2—6) >0, 
“wl 或 Z>6。 


把 它 和 一 3 友 Z 
笃 3 组 合 ， 可 
知 不 等 式 的 解 
是 一 3SZ<1. 

( 边 图 象 法 . 
了 一 wz 的 
图 象 是 抛物 线 
好 一 2 十 3 的 上 半 部 分 ， 络 一 3 一 _z 的 图 象 是 过 
两 点 (3, 0) 和 (0, 3) 的 直线 。 设 Wi 的 交 
点 BC 2) 在 sz 轴 上 的 射影 为 了 P， 则 对 于 在 
抛物 线 顶点 (一 3 0) 和 了 1, 0) 之 间 的 z 值 ， 
名 iY 故 所 求 不 等 式 的 解 是 一 3 至 5<< 


a680. 《1) 用 计算 法 解 方程 
z 十 Wi 十 下 =8。 


(2) 作 2 一 V 有 5 十 10 和 y==8 一 2 的 图 象 ， 
并 指出 方程 (1) 的 根 的 几何 意义 。 

解 (1) 已 知 方程 可 变形 为 

V52+10=8—z, 

两 边 平方 ， 
5z 上 10 一 64 一 16z 和 za， 

好 一 217 十 54 一 0)- 
《zZ 一 3) (2—18)=0, .. 2 一 3，X 一 13。 
(i) 当 2 二 3 时 ， 

Z 十 5 二 10 一 3 二 5 一 8。， 

(ii) 当 一 18 时 ， 

z 十 V5z 十 10:8， 

。。 一 3 是 方程 的 根 ,2 二 13 是 增 根 。 

(2) y 二 M5 十 160 的 图 象 是 顶点 在 (一 2 
0)， 以 2 辖 为 对 | 
称 轴 的 抛物 线 

=5(%+2) 
的 9 兰 0 的 部 分 ; 
4 一 8 一 2 的 图 象 
是 经 过 两 点 (8, 0) 
和 (0, 3) 的 直线 ， 
它们 的 交点 (3，5) 的 横 坐 标 3 就 是 方程 x 十 
V5% 十 10=8 的 根 。 

3681。 图 示 尼 标 满足 下 面 不 等 式 的 点 的 
存在 范 图 ， 


(一 轧 ? 十 < 1 y>2, 
解 《2 一 ?+ 姑 =1 的 图 象 是 以 (，0) 为 
圆心 , 半径 为 1 的 回 ， 因 此 坐标 满足 不 等 式 


+ 


oe 
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(一 已 ?2<1 的 点 的 存在 范围 , 是 贺 
(一 蕊 ?十 2 一 工 
的 内 部 。 同样 ， 坐标 
满足 不 等 式 Vy> 巡 的 
点 的 范围 是 抛物 线 
2 一 好 的 内 部 。 因此 
坐标 同时 满足 这 两 个 
不 等 式 的 点 的 存在 范围 ， 就 是 图 中 斜 线 所 示 

的 部 分 (不 包括 边界 )。 


7。 杂 题 

3682。、 现 数 y 一 az2 二 bx- 上 cla 中 0)， 当 儿 
取 什 么 值 时 , y 的 值 最 大 或 最 小 . 

解 把 y=az? 二 bz- 哮 c 变形 为 


—a(z+ 如 ) 7 


_ 它 的 图 象 是 顶点 在 (一 辫 ， 一刀 二 sc) 对 


称 轴 为 直线 2 一 -也 的 抛物 线 。a>0 时 开 


口 向 上 , a<0 时 开口 向 下 . 因此 ,如 果 a>0， 
则 当 2= 一 她 时, Vy 有 最 修 值 一 上 29; 


如 果 a<0， 则 当 z= -之 时 ，y 有 最 大 值 
_ b2— 4ac 


44 *” - 

注 a>0 时 ,因为 上 述 抛物 线 开口 向 上 ， 
随 着 [|z| 的 增 大 ,y 的 值 也 随 着 无 限 增 大 . a 一 
0 时 ， 因 为 上 述 抛物 线 开口 向 下 ， 随 着 |z| 的 
增 大 ，y 值 随 着 无 限 变 小 .， 这 里 不 把 无 限 增 
. 大 的 值 和 无 限 减少 的 值 称 为 y 的 最 大 值 和 最 
小 值 ， 我 们 所 说 的 最 大 值 和 最 小 值 都 是 指 有 
限 的 值 . 

3683. (1) 求 y== 台 -4 红 一 5 的 最 小 值 . 

(2) 求 9 一 一 2z2 十 127 一 13 的 最 大 值 。 

解 (1) y~(z 一 2)? 一 9. 

当 Y 一 2 时 ,9 的 最 小 值 是 一 9。 

(2) % 一 一 3(z 一 3)2 十 5. 

当 z=3 时 ,y 的 最 大 值 是 5。 

3684. 求 下 列 二 次 函数 的 最 大 值 和 最 小 
值 ， 

(1) 4 一 一 2x2 一 67 二 3， 

(2) % 一 3(Z 十 3)2 一 10， 

(3) 4y 一 8 十 4 一 5x2， 
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(4) y= (z+4) (2+6). 


和 


因为 ?的 系数 是 负 值 , 所 以 当 z 二 也 时 ,有 
最 大 值 于. 
(2) y=—2(¢+3)?—10., 


因为 op 的 系数 是 正 值 , 所 以 当 z 一 一 3 时 , y 
有 最 小 值 一 10. 


(3) y= -5(c 一 了) + 人 笃 . 
当 z 一 喜 时 ，4y 有 最 大 值 仅 


(4) y= (2+5)?—1 


| 当 z 一 一 5 时 ,2 有 最 小 值 一 


3685, 当 Z2 从 0 变 到 2 时 ， 求 关于 2 的 
函数 Z(2c 一 2) 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

解 y=z(24 一 2) 一 一 碟 十 2a% 

一 一 (0 一 2c2 十 a2) +a2 

一 一 (ZX 一 0)2 十 02。 © 
在 四 中 ， 因 为 克 的 系数 是 负 值 ， 一 般 地 当 
Z 一 56 村， 有 最 大 值 02。 但 是 在 本 题 中 ， Z 是 
从 0 变化 到 2, 所 以 把 a 的 值 作 如 下 划分 进 
行 讨论 。 

(1) a 宇 2. 

y 二 %(24 一 2) 的 图 象 过 原点 0; 以 直线 wa 
为 对 称 轴 , 顶点 为 (a, 2) 的 抛物 线 。 当 0 所 x 
至 2 时 ， 它 是 图 (1) 中 的 实 线 部 分 。 所 以 当 
z=0 时 ， 2 有 最 小 值 0; 当 X=2 时 ， 2 有 最 大 


值 y= 一 22 十 2c.2 一 —4+4a. 如 图 (IL) . 


(2) 1<a<2. 

与 (1) 一 样 ， 当 w=0 时, y 有 最 小 值 0; 当 
z 一 a 时 ,y 有 最 大 值 a2。 如 图 (II) 。 

(3) 0&as1. 

如 图 (ID 所 示 ，z 一 4 时 9 有 最 大 值 2; 
z 一 2 时 4 有 最 小 值 一 4 二 4， 
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(4) a<0。 

如 图 (IV) 所 示 ， 在 0 竺 z 竺 2 的 范围 里 y 笃 
0, 当 x 一 0 时 , 4 有 最 大 值 0 x 一 2 时 y 有 最 
小 值 一 和 4 十 40。 

3686, 求 y=xw?, g 一 过 的 反 函 数 。 

解 把 4% 一 空 的 zx 交换, 则 得 zx 一 多 。 这 
是 以 原点 为 顶点 , 5 轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 , 它 
的 方程 可 以 写成 y= 土 V%， 因 而 y= 台 的 
反 函 数 混 y= 土 VT. y=M% 的 反 函 数 是 
z 一 V 9 ， 即 % 一 好 (其 中 xz 兰 0). 

注 在 y= 人 中 , 7% 的 定义 域 是 全 体 实数 ， 
y 的 值 域 是 y 宇 9， 因此 其 反 沪 数 y= 土 Vz 
中 , 2 的 定义 域 是 x 宇 0，y 的 值 域 是 全 体 实 
数 。 同样 ， 在 y= 中 ， Zz 的 定义 域 是 br 
0, y 的 值 域 是 y 宇 0, 因此 其 反 函 数 g 一 22 中 ， 
2 的 定义 域 也 是 zx 兰 0，2% 的 值 域 也 是 9 宇 0. 

3687。 抛 物 线 Y= 二 aw? 与 直线 4 一 MO 二 D 
的 交点 为 4、B, 求 线 y 
段 4B 中 点 肛 的 横 
坐标 ， 证 明 它 与 2 无 
关 。 当 勾 的 值 一 定 
时 ， 与 定 直线 平行 的 
抛物 线 弦 的 中 点 ， 在 
与 抛物 线 对 称 轴 平行 的 直线 上 。 

解 直线 y=m?mz+5 和 抛物 线 y=aw? 的 
交点 4(zo 罗 )、 互 (za bo)， 它 的 中 点 好 的 坐 


二 V1 十 消 Yi 二 - 
标 是 ( 匀 池 储 ， 妇 寺 全 )。 由 于 方程 

C22 一 MX 十 D， 
即 a22 一 MX 十 D 一 0 
的 两 根 是 wz2 所 以 nt 和 
这 ' 即 知 点 的 横 坐 标 与 寺 关 ， 当 mn 的 
值 一 定时 ,无 论 b 取 怎样 的 值 ,4B 的 中 点 耻 
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必 在 与 y 轴 平 行 的 定 直线 ?一 如 上 。 
3688。(1) 如 图 , 已 知 抛物 线 人 一 02 十 a7 
+5 和 直线 gp 一 互 “十 相交 
(a) 求 交 点 卫 的 横 坐 标 ; 
(5) 求 直 线 和 zx 轴 的 交点 8 的 横 坐 标 zz 
(ce) 把 斜 线 所 示范 围 用 不 等 式 表示 . 
(2) 要 使 直线 =ztazt bl 
I 
2 一 了 2 十 G 
和 抛物 线 
Mi= 人 C+ar+b 
相 切 ， 试 求 忆 的 
值 。 
解 (1) (a) 
交点 的 横 坐 标 可 从 级 一 ys 求 得 。 


于 zc 一 m2+az 十 思 
2z2? 十 (25 一 1)Z 十 2(0 一 中 一 0， 


区 (一 2o) 士 (2a 一 1)2 一 16(0 一 c) 
日 上 A 4 9 
因此 ， 


wi =- 卫 [于 -ao-V(c- 王 ) -4@-o)|. 
(2) 22 一 一 2c。 


《c) +ar+b<y < 二 2+e。 


(2) 到 5 十 9 一 oz 十 az 十 思 


即 222+4 (24~—1)z+2(0—a) =0, 
由 于 直线 与 抛物 线 相 切 , 此 方程 具有 等 根 , 因 
而 


(25 一 1)2 一 I6(2 一 0) =0, 
志方 二 :这 _1T\3 
。。 d=Db 若 Cc 1)2, 


3689. 过 抛物 线 的 顶点 作 互 相 垂 直 的 两 
弦 , 连结 两 弦 和 执 物 线 交 点 的 直线 , 必 过 抛物 
线 对 称 轴 上 某 定 点 。 . 

解 ” 设 折 物 线 的 方程 为 

| Y=4p%, 
过 顶点 互相 垂直 的 两 直线 方程 分 别 为 
2 一 770) @ 
1 
2 一 一 © 


@、@ 交点 了 的 坐标 为 
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( 妈 , 望 ) 
II02 7 
@、@ 交点 8 的 坐标 
(4pm2, —4pm)。 
故 Pe8 的 方程 为 


mm 和 
整理 得 yl(1 一 m2) 一 nm(z 一 4p) 二 0， 
即 m2+ (vs— dp)m—Y=0. 
为 使 这 个 等 式 对 于 任意 的 如 都 成 立 ， 其 条 件 
是 


| y=0, X 一 秒 。 
所 以 P9 必 过 定点 (42，0)， 该 点 在 抛物 线 对 
称 轴 上 。 
3690. 在 下 列 z、y 的 关系 中 ， 以 二 作 中 
间 变 数 ， 试 消去 ty 写 出 XY 的 关系 。 
2 
(GD z= 和 ,y=2; 
(2) z=1+t, y=1+ 如 . 
解 (1) 由 第 二 式 {~ 识 代入 第 一 式 , 得 
op", “=4pz. 
它 表示 一 条 抛物 线 ， 
(2) 由 第 一 式 二 2 一 1 代入 第 二 式 ,得 
y=1+ (2~1)?， 即 y-—-1= (2~—1)?. 
它 表 示 把 抛物 线 双 =4 向 右 平移 1, 再 向 上 
平移 工 所 得 的 抛物 线 。 
3691. 把 直 殴 锥 用 与 其 母线 平行 的 平面 
截 开 ,证明 截 口 是 抛 物 线 。 
解 ” 如 图 。 设 平面 wv 平 行 于 母线 VQiPi， 


作 切 于 圆锥 且 切 于 平面 的 球 O。 设 含有 球 . 


O 和 圆锥 的 公共 圆 的 平面 为 gw”， 设 圆锥 的 高 
为 7 五 , 则 mw‘ LV。 设 含有 VP1 和 VE 的 
平面 为 gc, 则 alw' 且 1xw， 所 以 a 也 垂直 
于 两 平面 % 和 w' 的 交 线 9， 因而 平面 % 上 的 
直线 P29 和 4 垂直 。 

设 平 面 mw 和 直 圆 锥 交 线 上 的 任意 点 为 Pw 
和 球 的 切 点 为 了 ， 从 瑟 向 & 作 垂 线 PH， 则 
P88、P8Q 都 是 从 PP 向 球 所 作 的 切线 ， 所 以 
PF=P8Q。 但 是 ，P8Y 一 P191 二 P282, 且 


ee 


， 第 八 编 解析 几何 


p=. 


因为 五 是 定点 ,& 是 定 直线 , 根据 抛物 线 的 定 
义 ,点 卫 的 轨迹 ( 即 截 口 ) 为 抛物 绪 ， | 

3692。 把 矩形 各 边 % 等 分 , 如 图 引 直线 ， 
则 其 对 应 直线 的 交点 都 在 一 条 抛物 线 上 ， 


0 H Kk A 
解 如 图 。 设 和 矩形 的 两 边 O04、OB 分 别 在 
坐标 轴 上 , 点 4、B 的 坐标 分 别 为 (a, 0)，(0， 
5)。 设 第 k 条 对 应 直线 的 交点 为 P(w, 9)， 
则 有 
AOPHwAOQER, 


即 


这 就 是 说 ,号 无 论 是 第 几 条 对 应 直线 的 窑 
点 , 它 都 在 以 0 为 顶点 ,04 为 对 称 轴 , 顶点 和 


焦点 的 距离 为 记 - 的 抛物 线 上 。' 


.aOR phpas ver re 一 
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了 。 图 象 
3693， 作 方程 执 + 和 如 
解 解 关于 的 方程 ,得 


一 的 图 象 。 


y= VP. 中 


解 关于 4 的 图 的 方 各 
人 0 十 急 一 @2, 得 
y+Va-m ® 

比较 O、@ 可 知 , 把 
@ 的 加 中 垂直 于 m 
灿 的 纺 缩 小 到 之 倍 
(或 扩大 ) 所 得 到 的 图 象 , 就 是 @ 的 图 象 ， 即 
图 中 的 椭 吏 。 其 中 44 中 做 椭 贺 的 长 轴 ， 
BB' 叫做 椭圆 的 短 轴 。.- 

3694. 作 方 程 2 十 4 二 4 的 图 象 。 

解 就 y 解 之, 得 


9 一 土豆 V3 枉 。 Q@ 


又 把 圆 的 方程 

2 十 办 一 人 
就 y 解 之 ,得 
y= 土 V4— 必 . ® 
比较 @@、@ 可 知 ， 
的 图 象 就 是 把 
四 的 圆 中 垂直 于 2 
轴 的 弦 缩 小 到 一 半 
所 得 到 的 图 形 , 它 就 是 图 中 的 椭圆 。 

3695， 指出 下 列 各 方程 的 图 象 的 位 置 关 
系 。 即 怎样 平移 曲线 (@) 就 得 到 曲线 (0)、 
(0) ~、 (0). 

(人 @) 竺 + 分 -1 


(2—2)? 
9 


+ 革 一 1 
m2 (Y—3)? _ 
@ 本 + 人 21 
(十 5)2 ， (0 十 4)2 
(® gt 
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解 (a) 方程 (Q) 的 图 象 是 长 轴 为 6, 短 轴 . 
为 色目 长 轴 在 sz 轴 上 ,中 心 为 原点 的 补 辑 。 

(2) 曲线 (0) 是 把 杠 圆 (a) 洪 2 轴 正 向 平行 
移动 2 所 得 到 的 椭圆 。 

《2) 曲线 (0) 是 把 椭圆 (a) 沿 y 轴 正 向 平行 
移动 3 所 得 到 的 椭圆 。 

(8) 曲线 (@) 是 把 棋 圆 (o) 沿 < 轴 正 向 平行 
移动 一 5, 再 沿 y 轴 正 向 平行 移动 一 4, 所 得 
到 的 椭 回 。 

3696. 作 方 程 422 二 
一 0 的 图 象 。 

解 ”把 方程 变形 为 

(4z2 一 405 十 口 ) 十 (9y2-18y 寸 人) 
十 73 一 口 一 人 A 人 = 一 0 
的 形式 , 即 
〈《 )2+( )2=( )2.: 


922 一 40z 十 184% 十 73 


可 得 
&(22 一 I0Z 十 52) 十 9(z2 十 2y 十 1) 
定 73 一 4.52 一 9 一 0， 
即 4(w—5)24+9(y+1)2=36. 
两 边 同 除 以 36, 得 
—5Yy2 2 
wy Wi 二] 


这 是 中 心 为 (5, 一 了 ,长 轴 为 6, 短 轴 为 4 的 
椭 加 . 
3697. 作 函 数 y 一 V5 一 艾 的 图 象 。 
解 ， 考 虑 函数 饼 一 5 一 丈 的 图 象 是 以 点 
(0, 0) 为 圆心 \3 为 半径 的 四 oz 十 旭 一 32 在 
轴 的 上 方 部 分 。 对 于 2 的 同一 值 , 所 对 应 的 
和 题 设 函数 的 值 之 间 有 y 一 写 妇 。 因 此 
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所 求 图 象 就 是 把 四 上 各 点 的 纵 坐 标 缩小 到 
评 倍 所 得 到 的 枉 加 。 
别 解 “把 题 设 方程 的 两 边 平方 , 则 
y= (3) (9 一 号 ， 


即 生 于 所 -1 
它 的 图 象 是 以 (0，0) 为 中 心 ， 长 短 轴 分 别 为 
6、4 的 椭 贺 。 因 此 所 求 函 数 的 图 象 是 该 椭 贺 
在 2 办 上 方 的 部 分 。 

3698。 作 下 列 函 数 的 图 象 。 

(1) y=MVIT8 -27, 


(2 y= (1+3V4-B). 


解 (DD) 两 边 平方 ， 
2(422 一 4 十 4 


它 的 图 人 象 是 以 (2, 0) 为 中 心 的 椭 夯 。 因此 所 
求 函 数 的 图 象 是 这 个 椭圆 在 z 轴 Si 
分 , 即 图 中 的 实 线 部 分 . 
(2) 把 题 设 方程 变形 
g+I 一 一 号 VE 三 


22 y+) 
即 更 + 


这 个 图 象 是 以 点 (0，-- 了 为 中 心 的 椭圆 。 在 
题 设 函 数 中 4 十 1 笃 0, 因此 它 的 图 象 是 酉 加 
在 直线 y 十 1 二 0 下 侧 的 部 分 。 

3699, 设 把 点 卫 (z, 切 所 在 的 坐标 系 绕 
其 原点 O 旋转 角 6 得 新 的 坐标 系 , 点 书 在 新 
坐标 系 里 的 坐标 为 (了, 了 ) ,证明 : 

2 一 和 cosb 一 了 sing， 
y=—XsinO+Y cos0. 

解 设 人 LZOz=90, LPOX=0', 则 
zo— PO cos(0+0), 
y=POsin (94+0), 

及 一 POcosO', 
Y=POsing’, 


日 


由 于 
由 @ 可 得 


第 八 编 解析 几何 


一 POcosgcosb' 
—POsin 6 sin 9’, 
"。 w=c080 
一 了 sin 6, 
“由 四 可 得 
y= POsin Ocos0' 
+PO cos0 sin 8’, 
.YY 二 于 Sin9 十 了 cos09.。 | 
3700 作 方 程 2 了 zy+ 急 一 1 的 图 象 。 
解 ” 设 把 坐标 轴 旋 转 全 时 ， 这 条 曲线 上 
的 点 Pz, 仍 成 为 P(X, 了 )， 由 上 题 知 


.i 
VF J 天 
二、 
J 
把 它 代入 方程 
DEMYT+P=1 
得 ; 
(X—¥)’, (ZX-T)(Z+Y) 
2 2 
+ EH 
3X2+P?—2. 
2 y? 
TYZEP 75 
3) 


它 的 图 象 就 是 上 图 中 的 椭 回 。 因 此 该 椭圆 就 
是 所 求 方程 的 图 象 。 


多 。 轨迹 


3701。 求 到 两 个 定点 五 、B' 的 距离 之 和 
等 于 定 长 24 的 y 
点 卫 的 轨迹 。 

解 取 喜 线 
HF" 为 2% 轴 ， 线 
段 fF' 的 垂直 
平分 线 为 y 轴 ， 
点 了 、F' 的 坐标 分 别 是 (c, 0)、( 一 c, 0)。 设 
点 卫 的 坐标 为 (%, 妨 , 则 

PF3= (2—0)3+, 
了 1 一 (ZX 十 c)3 十 2。 
DO-®, PP 一 PT 一 一 4oz， 
(PF+PF') (PP 太一 PH) 一 一 4oz。 
4 由 于 BF 十 PT 一 20 所 以 


了 (一 c0) 


© 
© 
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PZF 一 PZ' 一 一 
把 它 和 PF 十 PF' 二 24 相 加 ,得 
PF~a— Cz. 
a 
把 它 代 入 中 ， 
C Ya 
(eo~2 ») = (2—C)2+) 


2 
整理 ， 人- 邱 )2 二 o=o2 一 o 


即 2 一 全 Top 一 aa 一 co 
由 于 a>c， 以 4 一 02 除 两 边 ， 
设 oz~ c3 一 态 , 则 得 
与 + 每 =1. 
这 就 是 所 求 轨迹 的 方程 . 


注 (i) 它 的 图 象 是 两 辅 为 24、25 的 稍 
回 . 

(ii) 由 前 述 知 o 一 一 殉 设 全 一 6 则 
CC 一 CI。 


“.。 e 一 > 全 (0<e<1). 


(iiiy :方程 所 + 咎 ~1(a>0， 五 >0) 说 明 


到 两 定点 了、 Fr 的 距离 和 为 定 人 2 的 点 的 
轨迹 是 椭 贺 、 其 中 了 (ae, 0), PF 一 ae, 0) 岂 


做 梯 四 的 焦点 。 一 全 一 


心率 。 
3702. 求 以 两 点 FC(V 3,0)、F'( 一 V3， 


0) 为 焦点 且 过 点 (1，*) 的 梯 加 方程 ， 
解 ” 设 所 求 可 加 方程 为 
2 
m+-l, © 


其 焦点 的 坐标 是 ( 士 V 吧 一 好 ,0) 。 当 焦点 在 
( 土 W3，0) 时 可 知 VQ 一 太一 MV 3, 即 
a2 一 122 一 3. ©® 


i 所 以 在 @ 中 
可 设 Y 一 十 和 >， 得 


| 的 方程 为 


一 一 一 叫做 椭圆 的 离 | 
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1 ， 3. 
tg: © 
解 加 和 @ 求 a、2: We 把 它 
代入 @， 
1 3 
Bi ta ™l 
422 十 3(3 二 2) 一 422(3 十 29)， 
4204 十 5202 一 9 一 0，( 思 一 1) (402 二 9) 一 0。 
到 一 1， 从 而 o2 一 4. 


故 所 求 酉 圆 方程 是 写 +y2=1. 


3703. 求 与 5 术 国 A+B 1 定 直径 a 
平行 的 纹 的 中 点 的 
轨迹 。 

解 如 图 。 设 a 
为 定 直 径 ， 与 它 平 
行 弦 的 斜率 是 定 
值 。 设 这 组 平行 弦 


y=ms+B. 巴 
从 四 和 
Az?+ By?=1, ©® 

消去 y, 得 | 
Am+B(mz+B)?=1, 
即 s 

(A+ Bm?2)2-+2BBmz+ (BB —1)=0. @ - 
弦 的 两 端点 (21, 90 ，(Z2，%2) 的 横 坐 标 是 @ 
的 两 个 根 , 由 根 与 系数 的 关系 知 


一 25pB6m1 
1 十 02 本 TB Bm 3? 
从 而 弦 的 中 点 的 横 坐 标 为 
一 妇 十 如 Bem 
2 A+ Bm 


从 此 式 和 y= 二 mw 十 B 中 消去 B, 得 
(4+Bm)z= — Bm(y -my), 

即 . A7= — Bimy. 
这 是 一 条 过 椭 加 中心 的 直线 。 因 此 所 求 平行 
弦 中 点 的 轨迹 、 就 是 这 条 直线 在 椭圆 内 部 的 
线段 。 

注 设 表 示 上 述 轨 迹 的 线段 为 &d， 类 似 地 
可 以 知道 ,与 9% 平行 的 弦 的 中 点 轨迹 为 @ 这 
两 条 直径 4、Q' 叫做 互 为 共 白 的 直径 ， 


3704. 求 在 椭 园 所 十- 扩 一 1 中 方向 一 
定 的 纺 的 中 点 轨迹 。 
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， 人 钨 由 上 题 知 , 在 椭 轩 4+ By?=1 中 平 
人 已 知 


4 一 广 、B 一 高 ' 所 以 有 -至 = 一 盆 9 即 


ey CN 
别 解 设 柄 网 


和 具有 确定 方向 的 直线 
y—mz+B © 
的 交点 为 P、8; 其 坐 
标 分 别 为 (zi, 91)， 
(z2， yo)» 从 @、 ©@ 
消去 y 所 得 方程 


即 《〈a222 十 Z2)22 十 270C287 十 a262 一 0203 一 0， 
21、%w2 是 这 个 方程 的 两 个 根 。 设 P9 的 电台 
为 MG 人 ), 风 
2 
re 
同 理 ， Yi\Y2 是 从 OO® 应 去 所 得 方程 
Cam? + by2— 2b28y+ 05282— qb2m?=0 
的 两 个 根 ,所 以 点 戏 的 纵 坐标 


一 + 2%8 
J mt 有 
从 @、.@ 消去 8 得 
4 一 一 2 2 © 
@ 就 是 梢 圆 -5 十- 伤 一 中 射 率 为 定 值 
的 平行 弦 的 中 点 轨迹 方程 。 


注 椭圆 的 斜率 是 多 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 
是 该 
的 直径 y= 一 ey 入 叫做 直径 2 一 mx 的 共 
斩 直 径 。 设 Y= 王 2 的 共 斩 直径 的 斜率 为 7 


/2 
则 20 pr 


Dp 

设 精 贺 互 为 共 白 的 两 直径 和 2 轴 正 向 所 成 
的 角 分 别 为 64 bo 则 谍 21 好 92<0, 所 以 在 
91、92 中 一 个 是 锐角 、 一 个 是 钝 角 。 


3705. 设 构 四 -25 十 - 红 =1 与 儿 轴 的 交 
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点 为 4、B, 从 椭 回 上 的 点 忆 作 : 2 轴 的 垂 线 ， 

垂 足 为 用 , 在 直线 

PM 上 取 一 点 @， 

使 

MA.MQ= PM?, 

当 点 卫 在 椭圆 上 

运动 时 ， 求 点 @ 的 

轨迹 。 

解 设 点 Po, 人 ,点 8(z， 2)， 则 

MA=a—7x, MO=Yy1。 

因 M8 是 有 向 线段 , 由 题 设 条 件 知 

+(4—2)y—. 中 
邑 点 尸 在 2 


4 一 z>0。 因 点 卫 在 酉 贺 -5 所 - 上 ,所 
以 全 一 人 2) 。 ie 人 入 @ 则 


土 -人 mg 一 与 (a2—o), 


Yi 二 土 与 (a+2) . 
在 上 式 中 把 yj 换 成 y, 则 
y= + (ot) 。 


因为 一 a<wz<a, 故 所 求 轨迹 是 两 条 线段 y= 


世 (are) 及 J 一 让 (a+)， 其 中 一 Q<2 
<Q。 

3706， 已 知 梢 圆 的 一 个 焦点 冯 。 连结 也 
和 这 个 椭 较 上 任意 点 书证 明 线 段 邓 P 中 
点 驴 的 轨迹 是 一 个 椭 
网 . 

解 ” 设 椭圆 的 中 心 为 
0, 另 一 焦点 为 PF', 连结 
QO0, 则 


1 pp' 
QO 一 本 了 BF'。 
从 而 QF+8O= 


由 于 了 、F' 是 已 知 椭圆 的 焦点 ,所 以 
PF+PF' 一 (一定 )， 


从 而 。 97+GO= 二 (一 定 )。， 


因此 点 晶 在 以 O、P 为 焦点 的 椭 团 上 。 
反之 也 成 立 。 故 所 求 轨迹 是 以 了、O 为 焦 


子 (PF +4PP'). 
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点 ， QO0+QR~ 地 的 娘 加 ， 


3707. 过 加 0 的 定 直径 4B 上 的 任意 点 
也， 作 与 48B 恰 
址 的 直线 和 圆 相 
交 于 9， 证 明 : 把 
Z@ 内 分 为 奶 : 肥 
的 点 玉 的 轨迹 ， 
是 以 4 至 为 长 轴 
的 一 个 三 圆 。 

解 取 直 线 

482 为 % 轴 ， 过 圆心 0 及 重 直 于 4B 的 直线 
为 y 轴 。 设 圆 的 半径 为 ,QL, Ys P(%, 0), 
BR(s%, 五 )， 则 

my 。 ，_ (mF)Y 
人 
已 知 太 十 包 一 2 所 以 - 
s+ (Pie. YY oh, 


好 YY 
元 Ca 
7 十 多 
把 其 中 的 了 用 % 表示 ， 则 
2 人 
tot 


这 就 是 所 求 雪 迹 方 程 ， 它 表示 长 轴 为 ae 即 


4B 的 椭 回 ， 
3708， 求 过 祷 贺 焦点 的 弦 中 点 的 轴 迹 


过 并 国 -本寺 站 
外 “ 求 过 精 图 - 宁 二 -一 1 焦点 了 了 (ae 0) 


的 弦 中 点 的 轨迹 。 设 PQ 的 方程 为 9 一 m(z 


一 ae); 则 PP\Q@ 的 坐标 为 方程 


22 ， 信 
而 十 页 -了 

与 
y~m(%— 06) | 四 


的 解 ， 把 名 代入 加 得 
《27222 十 D2)22 一 om C202 


一 0. ® 


设 了 9 的 坐标 分 别 为 (2 人 (zz， 纺 )， De 
中 点 到 的 举 标 为 (有 ,了 ), 则 
vir um?e 
ZTE 


再 把 由 @ 解 得 的 < 代入 外 ， 


1 轩 、 回 消去 双重 


, 的 中 心 作 直线 重 


ab?em 
C21122 十 D2“ @ 


yy 
Y To 


因此 P9@ 中 点 戏 
轨迹 方程 可 从 


得 到 。 四 二 国 ， 


把 四 代入 图 ， 
y= ab?e bX 
国 a 2 】 a 


整理 ,得 z 太 和 2 十 ao2Y2~ab26 和 一 0。 
用 z, yy 分别 代 换 了, 了， I 
为 


(ote 


1 
即 . bz 一 学 ) + = 3 ob20,, 


(z- 当 ) 信 
人 

(2 

它 表 示 中 心 在 ( 千 ，0)， 长 灿 为 ooy 短 轴 为 
ie 的 酉 圆 。 

3709， 过 本 上 一 点 了 作 平 行 于 和 
直线 ， 再 过 柱 回 


直 于 点 了 处 的 
切线 ， 证 明 此 两 
直线 交点 @ 的 轨 
迹 是 一 个 椭 鸯 。 
解 由 问 是 


3718 知 , 椭 网 0 人 + 各 一 1 pi 全 有 用 全 
方程 为 


_Oa0 十 -22 i 
oo + ? 


过 中 心 O 且 与 此 切线 垂 吉 的 直线 方程 为 
y= 仑 )》 个 
又 过 卫 和 的 训 扩 和 全 


人 一 2017 


850 


已 知 卫 (wi, Yi) 是 椭圆 上 的 点 ,所 以 
号 + 茹 =1 四 


故 所 求 轨迹 方程 可 从 中 、@、@ 消去 OU 而 
得 到 ,从 @、 四 求 z Yi, 把 它 代入 图 ,得 


好 2 


这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 , 它 表示 椭圆 。 

3710 ”已 知 从 原点 出 发 ， 以 每 秒 bem 的 
速度 向 上 方 运动 的 
点 9, 另外 由 点 所 
(一 0 2 出 发 ， 以 
每 秒 acm 的 速度 
向 右 运动 的 点 了， 
求 连 结 点 4(a 0)、 
Q 的 直线 与 连结 点 B( 一 a，0)、 忆 的 直线 的 
交点 卫 的 轨迹 。 

解 9. 卫 开 始 运动 二 秒 后 ,点 @ 在 (0,26)， 
五 在 (~a+at, 如 , 故 直 线 4Q、BER 的 方程 分 
别 为 

2 2 
人 be 
J 二 (2+0). @ 


从 @@、@ 消去 忆 就 可 得 到 A4Q、BER 的 交点 卫 
的 轨迹 方程 。 从 、@ 分 别 得 


' 必 ,得 ” 闻 = 人 一” 
D+@, 得 名 = 


即 C202 一 0202 一 D222， 


故 点 书 的 轨迹 是 棋 园 。 

3711. 证 明 : 
从 焦点 (或 F') 
向 椭圆 


的 任意 切线 作 垂 
线 ， 其 垂 足 的 轨 
迹 是 以 栅 圆 长 轴 为 直径 的 加 


第 八 编 解析 几何 


解 ” 设 椭圆 方 程 为 - 
+ 一 1 (a>56>0), 
a D2 


则 其 焦点 为 了 (ae, 0), PF'( 一 ae, 0)， 由 问题 


3717 知 , 其 斜率 为 的 切线 方程 为 
2 一 MO 士 Vaim + 62, 
即 (一 MO) 2 一 027702 十 D2。 @ 


从 五、 五 ' 向 此 切线 所 引 的 垂 线 方程 为 
y= -二 (+ae), 


中 
" (my +2)2 = — 2. © 
DFO@, (+m (+4) = (1+m) ee,, 


和 23F =. 四 
四 就 是 @、@ 交点 的 轨迹 方程 , 它 表示 以 椭 
圆 长 轴 为 直径 的 圆 . 

注 (i) 以 椭圆 长 轴 为 直径 的 加 叫做 椭圆 
的 辅助 圆 。 

(ii 从 椭圆 外 一 点 卫 向 椭圆 引 切 线 时 ,可 
以 先 求 以 PF 为 直径 的 四 和 辅助 图 的 交点 
妃 , 然后 连结 PH 即 是 所 求 切线 。 


3712. 已 
知 连结 zx 轴 上 
的 点 4 和 2 轴 
上 的 点 B 的 线 
段 是 定 长 a 十 
b, 求 在 线段 
AB 上 距 B 为 
4 的 点 卫 的 轨迹 . 
解 设 4(a, 0), B(0, B), P(z, 9); 则 
一 _Q0 __bB 
SoH Sato 
otb C 十 D 
.OY p= y. 


由 于 3 十 B2 一 (G+2)3, 所 以 


i 


22 2 
即 三 + 徊 = 
这 就 是 所 求 点 三 的 轨迹 方程 。 


3713. 已 知 从 焦点 了 作 直 线 垂直 梯 贺 


所 + 咎 1 上 点 Twm1y 级 ) 处 的 切线 , 和 连 


结 OT 的 直线 相交 
于 PP, 求 点 了 的 轨 
迹 。 

解 由 问题 3718 
知 ， 点 T(m, yi) 处 
的 切线 方程 为 


2 YY 
一 一 十 -一 一 请 =1, 


其 斜率 为 一 。 所 以 从 焦点 了 (ge, 0) 所 作 
此 切 线 的 生 线 方程 为 | 
ye0), © 
又 连结 中 心 OO 和 的 直线 方程 为 
y~ 了 和 殷 ® 
从 @、Q@ 消去 w、2% 得 


2 
xz 一 -页 (zc 一 oo)， 


a 


即 (a2 一 D2)0 一 G3e。 
.。 C2620 一 de， 即 J 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 。 它 表示 这 个 椭圆 对 


应 于 沪 点 耳 的 准 线 ， 

注 、 关 于 准 线 ,参照 问题 3728。 

3714。 已 知 平面 上 的 点 4 和 不 过 点 4 的 
直线 9。 如 果 在 这 个 p(sy) 
平面 上 取 点 了 ， 从 点 ! 

号 向 g 3 引 垂 线 ， 垂 足 
为 8， 且 4P: 4 为 
定 值 (>1)， 求 点 己 
的 轨迹 并 画 出 其 

解 如 图 . 取 过 4 ， 
且 与 9 平行 的 直线 为 
2 轴 , 过 4 是 垂直 于 9 的 直线 为 9 轴 。 设 直 
线 g 的 方程 为 = 一 ,适合 条 件 的 点 为 P(% 
y), 刚 


AP:AQ—1:p (1>1), 


即 AQ=%.4P. 
因为 423=z?+y?，AQ? 一 2 十 3， 
FR + (+), 


(P22—1)2+ky 2, 


(Pl, Wy 
@ ~ 十 一 5 05 一 工 。 
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x2 


这 就 是 所 求 的 轨迹 方程, 它 表 示 中 心 为 如 长 
四 是 -六 2- 开 ， 短 轴 是 -入 的 梢 加. 


注 =1 时 AP=4Q， i 呈 的 轨迹 是 言 
线 9 关 于 z 轴 对 称 的 直线 9 一 o; 当 %<1l1 时 


方程 
(2 一 二 )22 十 1202 一 C2 
可 写成 一 (一 Na 十 Na 一 a2， 它 表示 以 
轴 为 实 轴 的 双 曲 线 。 其 渐 近 线 方程 为 
1202 一 (一 12)z2 一 0， 


即 ky 二 土 VI 一 及 zy。 
3715. 定 长 线 
段 的 两 端点 分 别 在 
互相 垂直 的 两 直线 
县 ' .YY' 上 , 求 把 
AB 内 分 为 定 比 
mi% 的 点 卫 的 轨 
迹 。 
解 取 XZ^YY' 
为 坐标 轴 。 设 点 己 a 2 如 图 , 有 
.04 _ ?2 十 锣 
OY m 
。 04 一 思 - 作 zs © 
OB _ m+% 
OR %? 
» OB 一 -也 -和 2。 © 


因为 O042--0B=A4B?, 设 A4B=2, 则 
入 十 多 2 十 名 
Gr m ) Wh ) =D, 


22 Wa 
IN 十 名 匀 十 包 

这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 , 它 表 示 中 心 在 原点 、 

长 短 轴 分 别 在 两 坐标 轴 上 的 裙 加。 长 轴 为 

2 一 一 一 ， 短 轴 为 


m+% m+n” 
3716. 已 知 以 4B 

为 斜 边 的 直角 人 ACO4PB， 

过 其 内 部 的 点 了 P 且 平 0 

行 于 04 的 直线 和 边 

0B、4B 的 交点 分 别 为 从 \、， 


一 1。 


过 呈 且 平行 于 


862 


0B 的 直线 和 边 04、4B 的 交点 分 别 为 ZL.@， 
求 使 矩形 OZPM 的 面积 和 三 角形 PQEB 的 面 
积 相 等 的 点 PP vy 


的 轨迹 ， 并 画 出 (0,8) 
.其 图 形 。. SR 

解 如 图 。 取 M 四 | 
OA、0B 分 别 1 
er 中 上 上 P(z Ac0) = 


Ala, 0), B(O0,0), Pv,Yy), Q(%, 了 ), RE(X, 
切 , 则 4B 的 方程 为 


b > 
击 有 有 之 LY 1 X24 
因而 有 + 1, + 1, 
ol1_Y 一 zf 一代 
和 al 多 了 1 2) 
从 而 PQO=Y—y=b—2¢—y, 


PR=~v=4 一 2 一 字 y. 
又 因 OL:PL= 地 PQ-PR, 所 以 
mr (oa 全 o2-<s- 钞 
之 op 十 人 op 一 20x 一 2ay 十 0 一 0， 
即 Ce + 


0 


它 表示 中 心 在 (a, 5)， 两 轴 长 分 别 是 24, 26 


的 锌 贺 ， 它 和 wy 轴 分 别 切 于 4, B。 因 此 ，- 


所 求 的 轨迹 是 该 权 贺 在 A045B- 内 部 的 部 
pA 


TJ. 


3. 切线 、 切 点 


3717. 求 顶 况 瑟 十 穆 =1 的 斜率 为 双 
的 切线 方程。 


2 a 
设 国 的 斜率 为 双 的 切线 方程 为 
4 一 M0 十 B。 ©®@ 
把 @@ 代 入 @, 得 
2 (nx 十 6D)2” 1 
G Ob 


第 八 编 解析 几何 


《c2m23 十 D2)223 十 27202Bx 守 0282 一 0202 一 0 四 
@ 是 @ 的 切线, 四 须 有 等 根 , 所 以 @ 的 判 
别 式 为 零 : 
71220463 — (m2 + 6?) (a262 一 0223) 一 0。 

整理 ,得 p2 一 da02 十 D2， 

“. B=+Vaimito. 
故 所 求 切 线 方程 为 、 - 

y=mzt Vamt+o. 


.3718. 证 明 : 椭圆 + 人 -1 上 点 
PR(zi， 的) 处 的 切线 方程 为 


Xi0 ,YY 一 
nD 


解 ” 过 题 设 椭 加 上 两 点 Po 1) ,Q(z 


1 如 ) 的 直线 方程 为 
Nh 
32 一作 re 1) © 
| 因 点 Geo 如 ，(w2, 网 在 椭 园 车 +- 扩 一 1 
上 ,所 以 ， » 
化 
各 + 如 =1， ® 
副 + 赣 =1. @ 
©@~®, 台所 十 区 一 0， 
。 2 一 由 人 (2 十 20 
” 罗 一 Co 十 90 @ 
把 图 代入 中 ， 
TT) 
St) 他 2 和。 


如 点 鲜 在 曲线 上 无 限 地 接近 点 已 〈zo， 纺 ) 
就 无 限 地 接近 于 (zi 1), 从 而 割 线 PQ 就 无 
限 地 接近 在 点 书 处 的 切线 。 故 切线 方程 为 


2 
yo (Z 一 0)， 
a bri taryiy = + 52 
由 加， 上 式 可 写成 


D2212 十 C2010 一 02D3 


WIV 2 一 
由 i. 


3719. 求 过 椭圆 委 十 如 1 上 的 两 点 
P,Q 所 过 线段 FG 中 点 的 直径 方程, 并 由 此 


证 明 在 P、@ 两 点 处 的 切线 的 交点 在 这 条 直 
径 上 ， 0 区 


ee 
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解 权 加 和 握 + 姑 1 上 的 两 点 Pw 
Y1) 、8(z2，y2) 所 
连 线段 的 中 点 
2 的 坐标 是 

2 十 22 
35 
十 
A | 


P(z,y) 


所 以 过 点 用 的 直径 方程 为 


一 2 二 加 v 
2 一 4 十 好 Ss 中 


由 于 了、@ 是 棋 贺 上 的 点 ,所 以 


ns 
去 志 - 0) + 天地- 一 雹 ) 一 0， 


2 二 加 


一 一 一 一 一 一 
DA 全 


把 它 代 入 @, 得 过 点 双 的 直径 方程 为 : 
_b (m1—%) 
WB(y— y2) 


即 
Cr 十 于 Go yz)% 一 0. 四 


由 上 题 知 椭圆 在 P.@ 处 的 切线 方程 分 别 为 
WL YY 1 00 
En 


二 (xi 一 oz 二 矶 押 - 一 22)% 一 0。 


这 就 是 说 ,PP、@ 两 点 处 的 切线 的 交点 在 过 用 
的 直径 上 。 - 
3720- 证 明 : 柳 贺 写 十 电 


上 的 一 点 卫 和 焦 
点 了 所 连 线段 为 
直径 的 圆 与 以 椭圆 
中 心 为 区 心 ， & 为 
半径 的 贺 相 切 。 

解 ” 设 椭 哆 


la>0>0) 


上 的 点 为 Pm 40， 焦 点 为 了 (ae，0)， 


了 (一 qe, 0)，FP 的 中 点 为 在 0M 的 延 | 
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长 线 上 圆 戏 的 半径 为 MTN; 则 
OM 一 地 P'P= (aten), 
MKN 一 瑟 PP 一 于 (4 一 ez0)， 
.. ON~OM+MN~a. 
故 以 PP 为 直径 的 加 与 以 0 为 圆心 , a 为 半 
径 的 图 ( 椭 贺 的 辅助 圆 ) 相 切 . 
注 FiP2= (zi 十 ae)2 十 咀 
一 好 十 2aezi--a2c2 十 他， 
2 2 
又 名 + 如 -一 
2 . 
即 ， 姐 ~= 一 站 哎 ， 


把 它 代 入 上 式 , 且 注 意 到 a%?=@2 一 52, 则 
~ FP?=em?+2aeri+ a 
“- HW'Pma+erl, 


同 理 ， FP=a~ew, 
其 中 Ds I 
3721. 求 本 圆号 十 -名 二 1 互相 垂直 的 
切线 交点 的 轨迹 
皱 。 设 椭 加 EE 的 一 条 切线 的 鲜 
率 为 mw 另 一 条 切线 的 斜率 为 ~ 元， 由 问题 
3717 知 这 两 条 切线 方程 分 别 为 
y=ms 土 Vaimit+, .© 
ys 人 +V， © 
从 @, ; 
Y—mo)mamtb, 人 @ 
从 四 ， 
(ny 士 力 3 一 o2 十 Do 四 
@+@， 


(1 十 2) (22 十 4) 一 (1+m) (a2402), 
0b, 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ， 它 表示 以 原点 为 加 
心 ，V ao: 十 纺 为 半径 的 圆 。 这 个 圆 叫 做 粒 回 
邱 十 托 的 准 园 . 

3722. 设 以 了 了 为 焦点 的 权 圆 上 任意 
点 为 忆 则 AZPB' 的 顶点 了 的 外 角 平 分 线 
是 这 个 椭圆 的 切线 。 

解 设 人 FPF' 顶点 也 的 外 角 平 分 线 PT 


864 
上 的 任意 点 为 @， 
连结 OZ、G5 在 
2 的 延长 线 上 取 
等 于 PF 的 线段 
PER, 则 1 可 证 明 点 @ 
不 在 椭圆 上 . 

事实 上 ， 


PP'+PF=PF'+PR 
—FP'R<OF'-QOR=~QF'+0QF, 
因而 PF'+PF<QF'-OQF, 
故 点 @ 不 在 椭圆 上 . 

这 就 是 说 , 在 人 <FPF' 的 外 角 平 分 线 PT 
上 除 卫 以 外 的 任意 点 昌都 不 在 椭圆 上 ， 邵 
PT 和 椭 莒 只 有 一 个 公共 点 ,所 以 PT 是 椭 贺 
上 点 书 处 的 切线 。 

注 “从 这 个 性 质 可 知 , 在 点 卫 处 的 切线 和 
PR, PF"' 成 等 角 ， 

3723. 求 垂直 于 直线 y+4 红 二 0， 上 有 是 切 于 
椭 2 十 4y? 一 5 的 直线 方程 , 并 求 切 点 的 坐 
标 ， 

解 EE 与 直线 4y 十 42=0 垂直 的 直线 斜 


率 是 工 互 ， 故 设 所 求 切线 方程 为 
下 
2 一 2 十 10。 


由 它 积 好 二 42 一 5 消去 罗 得 
Bx2+8me+ (16m2—20)=0, .+ 中 
Q@ 具有 等 根 的 条 件 是 


_ 1.5 
吧 一 土坯。 


故 所 求 切线 方程 为 4y 二 %$ 土 5, 切 点 坐标 分 别 


为 (1, 一 了 D, (~ 2 
3724. 设 椭圆 写 + 乱 ~1(o>b>0) 上 


点 卫 处 的 切线 入 各 的 交 扣 细 了 , 长 轴 的 两 
端点 分 别 为 4、4, 过 了 作 2 轴 的 垂 线 和 24、 
忆 4' 的 交点 分 别 
为 QB;, 则 
TR=TQ., 

解 由 问题 
3718 知 ; 在 点 
Pm, 1) 处 的 
切线 方程 为 


WT | YIY. 
0 


第 八 编 解析 几何 


了 的 横 坐 标 为 -所 ， 所 以 过 了 且 与 了 轴 垩 直 
的 直线 方程 为 

s=0, ， 中 
P4 的 方程 为 


4 一 细 一 刷 三 人 一 一 21) 。 © 


ee 全 
又 了 P4' 的 方程 为 
2 一 幼 一 元 


把 O 代入 因 得 点 z i < 
"QT=TE, 


入 . 轴 、 顶 点 、 焦 点 、 离 心率 


3725 极 据 椭圆 的 定义 求 精 可 的 方程 ， 
并 说 明 椭 图 和 的 | 

轴 、 顶 点 、 焦 点 和 
离心 率 的 意义 。 

解 ” 距 两 定点 
的 距离 之 和 为 定 
值 的 点 的 轨迹 叫 
做 椭圆 。 这 两 个 
定点 叫做 袜 圆 的 焦点 。 

取 连 结 焦点 了 、F' 线段 的 中 点 0 为 原点 ， 
直线 了 FF' 为 z 轴 ， 过 0O 且 与 了 垂直 的 直 
线 为 y 轴 。 设 7' 的 华 标 分 别 为 (6, 0)， 
(一 0), 即 FF'=2c。 设 适合 条 件 的 任意 点 
为 Plw, 急 ， 且 PF+PF' 一 2a， 则 由 三 角形 
的 性 质 知 


7 2) © 


FF'<PF+PP,, 
即 2c<24, c<a, 
根据 PF+PF' 一 2a 可 得 
VO FRV GT TR20, 0 
(2~0)2+= (2%+0) + 
_4aV TTTR+a, @® 


即 QaV (2 十 C)2 十 仿 一 G3 十 CZ。 
两 边 乎 方 ， 
Ca2z3 十 20200 十 02C3 十 42 
=~Q4 十 2a2cx 十 0c272， 


即 (a2 A C2) 2 小 a2y2 = C2 (Q? 一 Co 
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器 wa>c, 设 2 一 c2 一 态 (b>0) ,于 是 
Dax2 十 a202 一 0222， 
， 
。 tt 
这 就 是 酉 贺 方 程 的 标准 式 。 这 个 椭圆 和 YZ 轴 
的 交点 是 4(o, 0) 和 4'( 一 a, 0)， 和 Y 轨 的 
交点 是 B(0, 5) 和 B'(0, 一 5)， 因 此 得 
AAd’=2a, BB'~—20. 
44' md 做 椭圆 的 长 轴 , BB' 叫做 柱 圆 的 短 轴 。 
把 长 轴 和 短 轴 总 称 为 椭 贺 的 加。 两 轴 的 端点 
A、4',B、B' 叫做 椭 贺 的 顶点 、 长 轴 和 短 轴 
的 交点 O 叫做 椭圆 的 中 心 。 过 中 心 且 两 端 
在 椭 品 上 的 线段 叫做 椭 贺 的 直径 . 
椭 贺 的 中 心 O 到 焦点 的 距离 是 60, 由 一线 
<= 可知 c= MO 一 02. 


sn /一 人 
和 VS- 
叫做 椭圆 的 离心 率 ， 把 它 用 。 表示 , 即 
efi-—, 0<e<l. 
如 用 。 表示 椭圆 的 焦点 , 则 (ae,0) ,F(ae， 


0). 在 % 轴 上 取 满 足 条 件 0F.08 一 04?=a? 
的 点 , 则 


我 们 把 直线 “一 一 2 和 xz 一 一 二 叫做 椭圆 的 


准 线 。 
3726, 求 椭圆 -只 + 所 -1 的 通 径 ( 通 


过 焦点 且 垂直 于 . 长 加 的 纺 长 的 长 . 
解 ” 设 过 椭圆 的 焦点 了 (ae; 0) 通 径 的 上 
端 为 一 (ae， 则 : 


oe t+-l 即 ot 
.12=Db2(1—e?). 中 
e 是 酉 加 的 离心 率 。e 一 < ， 把 它 代 入 


9， ga ga2_b2\Y 及 
Pm (1 一 语 
i 
CS 
”因而 所 求 通 径 的 长 是 
2. 
a 


3727。 (1) 证 明 : 过 椭 加 中心 0 的 所 有 
弦 , 都 被 点 O 所 平分 ; 
(2) 证 明 过 点 0 的 弦 中 , 以 垂直 于 了 F' 的 
弦 最 短 ， 
解 (1) 设 过 点 
9 的 任意 弦 为 P9， 
在 OP 上 取 点 忆 ， 
使 09 一 OP'。 设 
?为 焦点 ， 则 
P'F'QB 成 平行 四 边 形 ， 
P'F'+P'F-QF'+QF. 
由 于 @ 是 棋 圆 上 的 点 ， 妃 、 丈 ' 是 焦点 ， 所 以 
Q@ 了 十 RF' 是 一 定 的 , 设 它 为 24, 则 
QF +QF'=2a, 
即 点 P' 在 精 画 上 ,从 而 P' 与 了 重合。 
…，PO=O09. 
(2) 设 PF=z, PF'=y, 则 
w+y= PFi+PF'~—24., 


但 是 
(二 3 二 (8—Y 2 (0+) 
一 4PO02 十 4F7O2， 
即 
4PO2= (g++Yy)?+ (2 一 幼 2 一 人 57O3 
一 4a2 十 (z 一 2)2 一 4BO3。 
此 式 中 四 < 及 80 都 是 定 值 ,所 以 当 z=y 时 
4PO2 的 值 最 小 , 即 PO 最 小 。 这 就 是 说 ， 当 
POLFF' 时 弦 PQ 最 小 。 即 垂直 于 FF 的 
弦 最 短 . 


3728， 氢 述 本 圆 准 线 的 定义 ， 并 指出 其 ， 
性 质 。 

解 对 于 椭 团 乞 + 作 =1 (a>b>0)， 
在 $ 轴 上 取 点 


吾 ,， 使 
OF.0E=—0A2 


OF'.0B'~a’, 
过 五 .EB' 分别 作 2 轴 的 垂 线 记 D、EB'D', 则 它 
们 的 方程 分 别 为 2 一 了 0 一 一 号 - 此 两 直线 
叫做 椭 茹 的 准 线 。 


866 


设 椭 贺 上 的 仔 意 点 为 了 (21, bi)， 从 书 分 别 
作 两 准 线 的 垂 线 , 设 其 垂 足 分 别 为 互 , 且 ', 由 
于 点 Plm, Yi) 在 椭 贺 上， 所 以 

gs 
a2 2 


2 (2 
只 = 二 (0 一 区 =—(1—e’) (a?—2) 


一 02 一 吗 一 02c2 二 ce20ji。 
由 于 “了 P2 一 (mi 一 ae)? 十 只 
一 媒 一 2aexzl 十 02e2 十 02 一 从 
一 C263 十 ce223 
一 42 一 2gex1 十 6203 一 (一 ezi) 3。 
同 理 ， 瑟 'P2 一 (zi 十 ae)3 十 多 一 (z 十 oz0)2. 
» FP=a~—em, FP=a-Fer 
(. |zl<a, 0<e<1). 


L0G, a—ert 
又 = vi < ? 
FP:PH~a—en: 
—1:L~e:1, 
e 


a 
PH'~mt 4 — eto., 


P'P:PH'~=a ton: eee 
1: 寺 =e:1, 
[3 


故 从 椭圆 上 的 任意 点 卫 到 焦点 的 距离 和 到 
准 线 的 距离 之 比 是 一 定 的 , 即 e:1(0<e< 了 D。 
即 卫 到 焦点 的 距离 较 小 . 

如 取 短 轴 在 % 轴 上 ,长 轴 在 y 轴 上 , 则 椭 加 
的 方程 是 


入 + 荔 =1 (b>a>0), 
其 焦点 的 坐标 是 (0， 士 ze)， 准 线 的 方程 是 
一 土 之 其 中 e 一 V1-- 竹 
4 一 三 ?二 D7 
3729. 求 椭 贺 分 + 分 一 1 的 长 轴 、 短 
轴 、 焦 点, 准 线 和 离心 率 . 
解 在 精 贺 方程 全 -十 等 = 工 中 , 令 2-0， 


则 xz 一 土 V5; 令 Z=0 则 y= 土 VS。 设 长 
轴 为 24， 短 轴 为 22, 则 
2a=2V 5， 22=2V3S。 


第 八 编 解析 几何 


高 i 率 
-下 


中 心 到 焦点 的 距离 ge 一 3 ， 故 焦点 的 坐标 ， 
分 别 为 (V3, 0),( 一 V2, 0). 准 线 的 方程 


3730, 已 知 椭 贺 中 心 和 焦点 的 距离 是 2， 
一 诗 , 求 其 长 轴 和 短 轴 . 
解 ” 设 长 轴 、 短 加 分 别 为 22、25, 则 有 


ae 一 2， 2 一 了， 0 一 6。 

又 oY1- 训 二， 
_5_1 Pe 
四 1 36 97 [2 32， 


从 而 2=4V 3 。 因 此 ， 
. 24=12, 25=8V3. 

3731. 求 下 列 椭圆 的 长 轴 \ 短 轴 、 离 心率 、 
焦点 坐标 和 准 线 方程 。 

(1) 4z3- 二 99%2 一 3， 

(2) 35z2?--36% 一 100， 

(3) ze 十 25%2 一 27 一 24 一 0， 

(4) 42 十 名 一 16z。 

解 ”长 轴 和 短 轴 分 别 用 24、 225 表示 , 离心 
率 用 。 表示 。 
， (GD) 42 十 9%2= 工 即 

2 RA 


Cp 


故 24、 25 分 别 是 1， 3- 


WW_MS 

离心 率 *-V 1 一气 -> 
因 ao 一 土 -5 一 5， 放 焦点 坐标 为 
Vy 

(40) _ 
因 开 -- 二 .8 一 2 改 准 线 方程 县 

3V/5 
2 一 士 末 0 一 。 


第 四 章 棋 加 


867 


(2) 25w2-+36 100 即 


机 + = 


故 24、25 分 别 是 4，. 


3 
离心 率 6 一 从 
因 oo 一 > 故 焦点 为 (十 亚 人 
因 和 一 -7 故 准 线 方程 是 zx 一 土 沿 : 
(3) 2 2x 一 24 一 0 
即 (2—1)?-+25y?=25, 
Ce +=1, 
故 它 的 图 象 是 把 椭圆 各 + 寻 一 1 向 右 平移 


1 所 得 的 椭圆 。 其 长 四 二 轴 人 》 别 为 10, 2 离 
心率 


oi- 吝 a -2 oo-3V5. 


所 以 焦点 坐标 为 ( 土 2M 6 +1,0)。 
a_ 25V6 


- 6 412 ? 
所 以 准 线 方 程 为 
25、/ 6 
| jw 二 土 18 


(4) 4z2 上 =16z 即 
(2 一 327? 
22 
故 它 的 图 象 是 把 椭 贺 妃 十 全 向 右 平移 2 


所 得 到 的 棋 圆 。 它 的 长 二 在 ， y 轴 上 , 短 轴 和 
2 轴 平 行 。 其 长 轴 、 短 轴 即 24、25 分 别 为 8， 
4. 


离心 率 e 一 MI 一 一 瑟瑟 3 。 
ae 一 2v/ 3 ;所 以 焦点 坐标 是 (2, 土 +2V 3). 
二 人 日 

, 因而 准 线 方程 是 


+1, 


从 
-1 


一 一 一 一 = 


5 一 二 


3732， 证明: 过 椭圆 1 


=~l1(u>5) 


的 焦 点 且 与 长 轴 生 让 的 长 是 2a(1—e). 
解 在 瑟 十 攻 = 工 中 , 令 


we=ae, 则 


区 ， y= 十 MI 一 6@?。 


故 所 求 弦 长 是 


2 
2 一 20( 工 一 6?) 。 


20w/I 太 一 .222 
a 


注 把 这 条 弦 
叫做 构 圆 的 通 
径 。 

设 DB 为 准 线 ， 
由 问题 3728 知 
OD~ 


一 20， 


且 OF =ae, 


, DF=.0(1—e . 
C 者 


因而 DF.e=ad-o=ZZ 
即 DF:LF=—1:e. 
3733,， 求 以 (，3) 为 焦点 ， 准 线 方程 为 
z+y 一 一 1 离心 率 为 云 的 手 图 方程。 
解 ” 设 椭圆 上 的 任意 点 为 Pz, 力 , 则 点 卫 
和 焦点 已, 2) 的 距离 为 
CI a. 
又 点 卫 和 准 线 z+y 十 1 一 0 的 距离 为 
|z-FyTt1]| 
VE ) 
因此 , 由 问题 3728 知 
VDT .styt1| 
DDT- -Fl, 
220— yt 
= ++ 20y 42042y+l) 


即 ?2 一 2%y 72 一 182 一 34 革 39 一 0。 


局 。 杂 题 

3734. 已 知 祷 加 的 焦点 为 P、F2, 椭 加 上 
一 点 Q， 证 明 由 焦 s 
点 作 人 FagZ。 顶 sc 
点 9 的 外 角 分 线 一 A 
的 三线 ， 其 垂 尼 卫 2 
在 一 定 回 上。 


解 在 FQ 的 延 
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长 线 上 取 QS 等 于 QFo， 设 顶点 日 的 外 角 平 
分 线 和 SN 的 交点 为 了 ， 则 卫 是 8F, 的 中 
点 ，. 
如 设 iF 的 中 点 为 0, 则 

OP/ F's, 


且 。 OP- 于 WIS- 地 (QFi+QF). 


因 点 @ 在 棋 较 上 ,所 以 971 二 @5a3 一 定 ,从 而 
OF 也 一 定 。O 是 椭圆 的 中 心 , 它 是 定点 , 故 
也 在 以 O 为 圆心 , 定 值 于 (9Fi 十 @Zs) 为 半 
径 的 圆 上 . 

3735， 在 中 心 为 0, 长 办 为 44', 短 轴 为 
BB' 的 椭圆 弧 4B 上 求 一 点 M， 人 
M40B 的 面 
积 最 大 . 

解 [分 析 ] 
要 四 边 形 
MA40B 的 面 
积 最 大 ， 只 须 
AM4B 的 面积 最 大 。 如果 a 的 面积 
最 大 , 则 过 履 且 与 4B 平行 的 直线 和 椭圆 除 
M 人 即 该 直线 是 椭圆 的 切线 . 
因此 ， 履 一 定 是 与 4B 平 行 的 切线 的 切 点 . 
这 时 ， 可 利用 与 4B 平行 的 弦 的 中 点 轨迹 是 
直径 的 道理 ,作出 点 内 。 

[作法 ] 取 4B 的 中 点 NN, ON 的 延长 线 
和 椭圆 交 于 丫 ,， 则 2 就 是 所 求 的 点 。 

[证 明 ] 由 问题 3704, 与 48B 平行 的 弦 中 
点 的 轨迹 是 过 4B 中 点 的 直径 , 所 以 点 M 处 
的 切线 X 了 平行 于 4B. 

设 弧 4B 上 点 了 以 外 的 任意 一 点 L'， 则 
MM' 在 两 平行 线 4B 和 XY 了 之 间 , 因此 

SaM’4B< SaMAB; 

从 而 四边形 M'4OB 面积 
< 四 边 形 戏 40B 面积 ， 

即 四 边 形 民 L4OB 的 面积 最 大 . 


2 2 
3736， 设 过 椭圆 二 十 新 =1 上 点 Pr 


2 的 直径 的 共 轿 直径 和 椭圆 的 交点 为 
站 (mo， y2), 


Eo 土豆 21， 的 二 第 二 二 
a 


解 已 知 卫 (mi, 010) 为 椭圆 


ee 
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pp 


上 的 一 点 ， 让 茎 0 OP 的 闪 久 直径 的 一 端 为 
D(m, yr) .直径 OP 的 方程 是 % 一 如 2 由 
问题 3704 知 ，OP 的 共 斩 直 径 0D 的 方程 为 


从 @， as 


两 边 平方 并 加 上 1, 得 
a2y2 4 D2 _ DZ2z3 二 co ® 
D2z2 < 
由 @， Q22 于 D2x2 一 0202) 
又 因 P(w, 1) 在 © 3 所 以 
b2%3 + a2y? = a202, 
故 由 图 得 


D202 一 G21 “. T= 土豆 V1» 


2b 
从 而 i 2 To 


. mo z< 一 一 号 Yi1» 
42 一 一 过 mo yn 
这 就 是 直径 OP 的 共 罗 直径 端点 D、D' 的 坐 
标 。 


3737， 设 椭圆 乞 + 摊 续 


的 交点 为 4， 和 2 
轴 正 向 的 交点 为 
B, 在 弧 AB 上 求 
一 点 卫 ， 使 四 边 形 
O4P 的 面积 最 
大 . 


一 1 和 儿 轴 正 向 


解 ” 设 适合 条 件 的 点 为 已 (%, 力 ， 则 
四 边 形 0O4PB 而 积 一 SaAops 十 Saop4 


-Cr+ay). 


又 由 -号 二 区 当 二 1 知 bzz2 十 a2y2 一 a202。， 
因 
(DZ 十 ao)3 十 (20 一 00) 
一 2(2222 十 02y3) 一 20202， 


一 


故 当 2z 一 ay 一 0 时 pz 十 ay 最 大 , 其 最 大 值 为 


VB。 因而 四 边 形 O4PB 的 面积 的 最 大 | 


</ 3 
值 为 “3 2. 有 
注 ” 当 四 边 形 04PB 的 面积 最 大 时 , 点 卫 
的 坐标 满足 22=ay, 即 SAopa 一 Saop4。 因 此 
OP 把 4B 二 等 分 (参照 问题 3735) . 


2 2. 
3738. 过 椭圆 所 二 如 一 的 两 个 焦 。 5 


分 别 作 这 个 精 吏 上 点 有 
己 处 的 切线 的 垂 线 ， 其 el ~ 
重 足 分 别 为 G、G', 如 果 PE 
LPPF'=90, 则 梯形 

FF'G'G 的 面积 是 
028in 0.. 

解 GG' 把 LFPF' 的 外 角 平 分 。 设 FP 
和 BG 的 交点 为 4, FP 和 了 F'G 的 交点 为 B， 
唱 互 .4, F'BB 关 于 GG 对称。 

“。 PA=PF,PB=PF,, 
从 而 FF'4=FB=PF-+PF'=2a. 
设 梯 形 FGG'F' 的 面积 为 8, 由 于 
梯形 BF'G'G 面积 一 梯形 GG'BA4 面积 ， 
“。 28 一 梯形 fF'B4 面积 


-二 F'A.FBsinG. 


3 | 
一 -二 ,2 p74 
3 GQ* 2a sin 0, 


故 人 一 02sSinb。 
注 > 的 条 件 是 必要 的 。 


3739. 从 中 心 是 0 的 椭圆 生 -+- 扩 = 
a 4 7 


上 一 点 三 向 
5 轴 所 作 垂 线 
的 足 为 加 , 又 
点 书 处 的 切 
线 和 '`z 轴 的 
交点 为 工 ， 则 
OM.07 是 一 定 的 。 


解 椭圆 - 守 + 旭 =1 上 点 P 处 的 
@ 6 已 
线 方程 为 


my ,VY 
0 Tp 


在 此 式 中 ， 令 y=0, 则 za 全 泡 


(问题 3718) 。 
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“, OT—2, OM 
V1 
OM.0T 一 or ( 定 值 ). 


3740， 把 符 形 的 各 边 等 分 ， 如 图 连接 
直线 ,证 明 对 应 直线 的 交点 都 在 一 个 椭圆 上 。 


1 
故 


解 ” 设 矩形 两 邻 边 的 长 分 别 为 2&\20， 取 
其 -~- 边 44' 为 2 轴 ， 44' 的 重 直 平分 线 为 2 
轴 。 设 第 % 条 对 应 直线 的 交点 为 P(%, 9)， 
则 


» . HP EKQ 
APH UY 
AAPHoAAYK, ". TAR 
20 nb 
上 4 .20 二 2 
Cr ma * 9 
刀 
HP AR 
A'PH /六 这 5 ze 
又 人 coAd'n4，， pp 
LS 
YY _ 了 _ Mm» 
名 CG 十 2 2a Na “ @ 
上 412 22 
OX@ 消去 ww%， Ba? 
2 712 


此 式 说 明 对 应 直线 的 交点 卫 都 在 以 24、25 为 
两 轴 的 椭圆 上 。 . 

3741, 下 面 2 都 是 上 的 函数 ， 消 去 芭 
求 zy 间 的 关系 。 

(1) z=acost, y=bsints 

2at b(1—22 
人 ER 
解 (1) z=acost, y=-Dbsint 


好 


) Y= 


吃 一 cos 


St ain 


v 


870 
和 + 苏 Cos 好 十 Sin 2 =1, 
2 2 . 
即 2 了 -4 一 1 


@ 02 


它 的 图 象 是 椭圆 ， 


EA 
1+# ”6 1+ 六" 


HR 2 /i 
s+ 工 七 到 ) +( 生 多 
即 - 邱 十 大 =1, 
它 的 图 象 是 精 加 ， 
注 :(D、(2) 都 是 述 图 写 + 秘 =1 的 
参数 方程 , 可 作 公式 使 用 。 

_3742. 在 桶 圆 乞 二 如 =1(a>5>0) 上 
取 一 点 了 ,如 果 O 是 原点 , 4 的 坐标 是 (4, 0) 
且 人 OPA 为 直角 , a.b 间 有 什么 关系 。 

解 设 点 了 的 9 
坐标 为 一 (2 2); 则 
本 

OP3 二 P4? 一 043 

知 


2 十 包干 CE 


即 Ws 
把 它 代入 气 - 1 则 


rT(a— 7) 
人 
22z2 十 c22(a 一 2) 亚 0202， 

22(z3 一 a2) 十 a2z(a 一 切 一 0， 
(2 一 a)5(22 一 a2)z 十 GD 人 一 0。 

由 于 %<4, 所 以 2 一 a 和 0, 因 此 

apBe 

TB 


再 由 %<@, 得 -和 F< 
.a2>202， 即 a>vV3o. 
3743， 中心 是 0 的 椭 风 上 的 一 点 和 短 轴 
两 端点 所 连结 的 两 直线 和 长 轴 ( 或 其 延长 线 ) 
分 别 交 于 BR 则 08.OBR 一 定 。 
解 设 精 回 的 注 程 为 


第 八 编 解析 几何 


` 别 求 出 其 余 两 顶点 


一 一 一 一 


2 2 Y 
Zt 和 一 1 (a>5>0), 


椭圆 上 的 一 点 为 
P(zl，2)， 短 加 
的 两 端点 分 别 
为 B(0, 5)、B'(0, 
一 5)， BP、B'P 和 
长 轴 ( 或 其 延长 线 ) 
分 别 交 于 点 @、 了 BR 号 BPQ 的 方程 为 
2 一 2 一 攻 2 0 
|__ zxi 
全 OQ@ | yi—b . 
又 B'EP 的 方程 为 
2 了 TD 一 -20 十 2 z 
21 
一 |_zxzl 
oR | 
.Dp| 53 
因而 09:0g=| -|. 
但 知 于 + 妆 =1 
即 2203 一 02(22 一 0) 。 


.09.0RB=a2( 定 值 ) 。 

3744. 在 八 4BC 中 ， 顶 点 B、C 是 定点 ， 
顶点 和 4 是 动 点 。， 过 8 作 顶 点 4 的 外 和 角 平分 
线 的 垂 线 , 垂 足 为 已 , BC 的 中 点 为 O。 当 OP 
是 定 长 时 ， 问 顶点 Cr 
4 在 什么 曲线 上 。 改 、 


解 设 BP 延 长 六 
线 和 0O4 延 长 线 避 
的 交点 为 0', 则 | 
AB= .40’, B 0 ¢ 
BP=PO"’, | 


4BT40O=40' 4L4O=20P 一 定 值 ， 
故 顶 点 4 在 以 了 3、C 为 焦点 ， 长 轴 为 2OP 的 
椭圆 上 . 

3745. 已 知 4 
为 定点 ，B 为 在 椭 
圆 上 运动 的 点 ， 如 
以 4B 为 正方 形 
ABOCD 的 一 边 ， 分 


C.D 的 雪 过 (只 公 述 形状 及 位 置 ,不 加 证 明 )， 


一人 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 -- -一 . 
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解 48CD 是 正方 形 ， 所 以 4B=4D， 
了 BA4D 一 90"。 因 此 当 点 B 在 椭圆 O. 上 运 
动 时 ， 则 了 在 以 委 为 旋转 中 心 把 李 贺 O 旋 
转 90° 所 得 的 椭 食 0' 上 运动 。 又 
LBAC=45°, AB:AC=1:M 2, 
所 以 C 在 以 4 为 旋转 中 心 把 椭 回 0 旋转 
45°, 并 以 4 为 位 似 中 心 ， 扩大 ~ 2 倍 所 得 的 
椭 贺 0” 上 运动 。 如 果 正 方形 4BCD 的 顶点 
C、 呈 的 取 法 与 前 述 的 取 法 关于 483 对 称 时 ， 
则 作为 C、D Can gd 区 
关于 轴 O4 对 称 。 
3746. 如 右 图 。 
已 知 椭圆 的 焦点 为 
了 、F', OQ 为 中 心 ， 
44' 为 长 轴 ，BB’ 
， 为 短 轴 。 证 明 
OA=~FB, OB=— AF.AF', 
解 设 04=a, 0B=b, 了 是 椭圆 的 焦点 ， 


FY 


则 
2—p2 
.， OF=ae, PN EE ?7 
因而 O7 一 /0 一 天 。 
。。 BP?~0b2+ (Va— 6) 
BF=a=04. 
又 FA~O0A~O0F=a~OF, 


F'A=A'O+OF=a+0OF, 

so FA.F'A=~a~OF? 
(V0 =b =0B. 

“3747. 在 直 圆锥 顶点 的 一 便 作 与 其 内 切 
的 两 个 球 0.0 在 这 两 个 球 之 间作 切 于 这 两 
个 球 的 平面 z， 则 这 个 平面 截 圆锥 的 切口 是 
棋 贺 或 四。 

解 ” 设 圆锥 的 顶点 为 了, 两 个 球 O、O' 与 平 
面 = 的 切 点 为 也 "平面 一 蕉 圆锥 的 切口 上 
的 任意 点 为 了 。 母 线 PP 和 两 个 球 O、0' 的 


一 a2 一 


切 点 分 别 为 @、E, 则 PF、P8 都 是 球 O 〇 的 切 


线 , 所 以 
PF=PQ,N 
.PF'=PR, 
“, PF+PF'—PQ+PR-OR, ' 
由 于 QE 的 长 是 一 定 的 , 设 它 为 24; 则 
PF+PF'—24. 


同 理 ， 


因而 点 卫 的 轨迹 是 以 卫 、P' 为 焦点 的 椭 网 . 
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当 切 点 了 、F' 在 平面 上 重合 时 , 则 点 忆 的 
轨迹 为 团 。 

注 QE 是 过 有 7、0' 的 平面 截 两 球 时 所 
得 两 器 的 外 公 茹 线 的 长 ,所 以 是 一 定 的 。 

3748. 底 画 半 
径 为 > 的 直 圆 柱 ， 
用 与 其 轴 不 答 直 的 
平面 截 时 ， 则 其 截 
只 为 精 殴 。 

解 ” 设 与 直 圆 柱 
的 轴 7 不 垂直 的 平 
面 为 7, 卫 是 平面 
7 截 这 个 直 圆柱 的 
截 口上 任意 一 点 ， | 
过 > 和 ? 的 交点 0 
且 垂 直 于 7 的 平面 
为 6。 从 一作 平面 6 的 垂 线 PP'， 再 从 书 向 
两 平面 8 和 7 的 交 线 4B 作 秋 线 PE， 则 由 
三 垂 线 定理 知 已 所 4B。 

。 设 LPHP'=a, PO 万 = 一 0。 

取 4B 在 % 轴 上 ,4B 的 垂直 平分 线 OD 在 y 
轴 上 ， 建 立 坐标 系 , 设 点 卫 的 坐标 为 (z, 9)， 
则 


ee 
_” Ek ee, 


w=OH=0OP'cos0=7c0s0, 
ym HP=P'H secasr sinO seca, 
| =0c080, YY =sin 0, 
7 YRecaw 
从 两 式 消 去 9， 
02 全 
了 =1. 
这 就 是 截 口 曲线 的 方程 ， 它 表示 长 轴 为 
27 sec&, 短 轴 为 27 的 椭 贺 . 
” 注 “是 了 面 有 和 ?的 交角 , 当 平 面 7 确 
定时 , a 是 一 定 的 。 
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第 五 章 双 曲 线 


1. 图 象 


3749. 分 别 作 出 方程 sy 一 16 和 xy= 一 146 
的 图 象 . 
解 把 z, 9 的 对 应 值 列表 如 下 : 


以 表 中 各 组 对 应 信 为 坐标 描 点 ,用 平滑 的 
曲线 连结 ， 就 得 到 


所 求 的 图 形 ， 它 就 
是 双 曲 线 。 其 顶点 
AL、B 的 坐标 是 (4 
4), (一 4 一 息 , 浙 
近 线 方程 是 z=0， 
y 二 0, 即 两 坐标 办. 
两 条 渐 近 线 互 相 研 
列 各 分 式 函数 的 图 
象 ， 并 指出 它们 相 
. 互 的 位 置 关 系 和 渐 近 线 方程 : 
GD y= 学 ， = 
(8) ys 十 4. 


直 的 双 曲 线 砷 做 等 
轴 双 曲线 . 

解 (1) 求 适合 (1) 的 点 (z， 幼 的 坐标 得 
下 表 : 


同 理 ， 方 程 2y= 
一 16 的 图 象 是 双 曲 
线 zy=16 关于 9 
轴 对 称 的 双 曲 线 .。 

3750. 作出 下 


二， 


由 此 可 得 (1) 的 图 象 . 


: 它 是 以 两 直线 zx 一 0， 
g 一 0 为 浙 近 线 的 等 轴 双 曲线 (图 1) 


G) 9 一 -二 即 (x 一 3)% 一 12， 它 的 图 象 


是 把 双 曲 线 岂 一 12 沿 2 轴 方 向 平行 移动 3 
(向 右 移 3) 所 得 的 双 曲 线 , 其 渐 近 线 是 zx 一 3， 
9% 一 0， 双 曲线 中 心 渐 近 线 的 交点 ) 的 坐标 是 
(3, 0) (图 2. 

G) y= + 即 CX 一 3) (一 多 一 12， 


它 的 图 象 是 把 双 曲 线 zy 二 12 沿 z 轴 正 向平 
行 移动 3, 再 沿 Y 轴 正 向 平行 移动 4( 向 上 移动 
绿 所 得 的 双 昌 线 , 其 渐 近 线 方程 是 < 一 3，% 一 
4, 中 心 的 坐标 是 (3，4) (图 3) 。 

从 本 题 的 研究 可 知 下 列 问 题 : 

分 对 ?)(y—9) 
二 @, 它 的 图 象 是 把 等 轴 双 曲线 zy=a 沿 % 轴 
正 向 平行 移动 »， 再 沿 y 轴 正 向 平行 移动 q 
所 得 到 的 双 曲 线 。 其 渐 近 线 是 两 直线 Z 一 2， 
2 一 小 中 心 坐标 是 (2， 9) 。 


(1) (2) 


3751. 对 于 下 列 分 式 函数 : 
() 作 图 象 、 (2) 求 渐 近 线 方程 . 
(8 哪些 平行 移动 能 重合 ， 应 作 怎样 的 移 
(i) yasig (Dy--i+2, 


(ii) y= -一 二 
(v) y= -2 
解 (1) 八条 咯 )， 


(2) 0) y= 5 的 加 条 是 刀 双 网 线 4 一 


ov 
DL ss 


(vi) Tat 


二 沿 z 轴 向 左 平行 移动 3 所 得 的 图 象 ， 它 的 
浙 近 线 是 2 一 2, 4 一 0、 

(入) y~ 一 二 +2 即 zy 一 2) 一 一 1， 它 的 
图 象 是 把 双 曲 线 2y~ 一 1 沿 轴 正 向 平行 移 
动 3( 向 上 平移 ) 所 得 的 图 象 , 渐 近 线 是 zx 一 0， 
4 一 2.。 

Gib % 一 一 二 本 即 (一 2)9 一 一 1 的 图 银 
是 把 双 曲 线 = 向 右 平行 移动 2 所 得 的 
图 象 , 渐 近 线 是 % 一 2, y~0. 

iv) (w 一 了 DW 一 一 1 的 图 象 是 把 双 曲 线 
zy 一 1 向 右 平 行 移动 1， 再 向 上 平行 移动 1 所 
得 的 图 象 ,六 过 线 是 ol yl 


母 ,得 


即 (% 一 1) (y+2) 二 一 1, 它 的 图 象 是 把 双 曲 线 


oy 一 一 1 向 有 平行 移动 1 再 向 下 平行 移动 2 


le di 2 一 一 2. 
(vi) y+ 二 +1=0, 即 y+1 一 一 过， 亦 即 


2(9 十 J) 一 1. 它 的 图 象 是 把 双 曲 线 ZY 二 
一 向 下 平行 移动 1 所 得 的 图 象 , 渐 近 线 的 
方程 是 x 一 0, y= 二 一 1, 

(8) 人 和 (iv) 平 行 移动 能 重合 , 即 把 人 ) 平 
行 移动 1 就 成 为 (iv)。(ii)、 (iii) 、(w》、(v 
平行 移动 能 重合 ， 即 把 (ii) 的 图 象 向 右 平行 
移动 2, 再 向 下 平行 移动 2, 即 和 (iii) 重 合 .把 
(iii) 向 左 平行 移动 1， 再 向 下 平行 移动 2 就 
和 (v) 重 合 . 把 (v) 向 左 平行 移动 1 再 向 上 平 
行 移动 1 就 和 (vi) 重 合 . 

3752, 作 |y| 一 一 -的 图 象 . 


|z| 
解 两 边 平方 ， 
得 


(3 


它 的 图 象 是 两 条 双 曲 线 : 
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| 1. 
pi 和 -9 六 
3753. 作 Y= 一 -一 一 | 的 图 象 。 
解 如 zZ>0 时 ， 
则 
1 
s+ 
和 
荆 十 2“ 
它 的 图 象 是 以 4 一 1 
0, Zz 十 1=0 为 渐 近 | 
线 的 双 曲 线 。 i 和 
当 2>0 时 ,了 >0, 所 以 y>0.。 0 
当 5<0 时 , 则 9 一 了 Fz 一 工 -5* 它 的 
图 象 是 以 y 一 0， ni 为 渐 近 线 的 双 曲 线 。 
当 z<0 时 ， I >0, ..y>0,. 四 


由 @、@ 的 条 件 可 知 所 求 图 象 是 图 中 实 线 部 
3754. 作 员 =m # 加 一 土 的 图 象 ， 并 利 
用 谈 图 象 作 y=2 十 二 的 图 象 

解 wr 的 图 条 是 过 原 点 0 和 乡 四 成 45” 
角 的 直线 。 加 一 二 是 以 原点 0 为 中 心 , 2 轴 、 
4 轴 为 渐 近 线 的 等 轴 双 曲线 ， 


如 图 ,在 z 轴 上 取 任意 点 4, 过 点 4 作 z 轴 
的 重 线 与 双 曲 线 幼 一 二 、 直 线 执 一 4 分 别 交 


于 BC。 在 40 的 延长 线 上 取 CP 等 于 4B， 
设 04==z, 则 AC 一 Yt, 4 一 OP 一 多 。、 所 以 
AP=AC+AB=h+. 
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因此 y= 轨 十 级 一 2 十 圭 地 的 图 象 , 是 把 对 应 于 
2 加 上 所 有 的 点 4 的 己 点 所 连 成 的 光滑 曲 
线 : 


注 zj 无 限 大 时 ,所 求 曲线 无 限 接近 于 直 
线 y=%， |z( 无 限 趋 近 于 0 时 ， 这 条 曲线 无 限 
接近 于 4 轴 。 因而 曲线 y 一 z 十 寺 的 渐 近 线 
是 y=z 和 2 一 0 
( 即 y 哲 ) 。 

3755， 作 
妈 十 2 一 2 一 6 
的 图 象 。 . 

解 把 上 式 变 
形 为 
《Z 一 0) (y—b) 一 
的 形式 : 

站 2 七 2 一 2 一 2 一 4， 

即 vw(yt+1)—2{(y+1)=4, 

(Z 一 2) (9 十 1) 一人。 
它 的 图 象 是 把 双 曲 线 zy 一 4 的 中 心平 行 移动 
到 点 (2， 一 1), 两 直线 z 一 2， 2 一 一 工 为 渐 近 
线 的 等 轴 双 曲 .  / 
线 。 . 
3758， 作 


的 图 象 ， 

解 去 分 母 ， 
37 十 2x 一 2 … 
即 地 一 2 一 3 一 0， 

。 (2 一 3) (9 一 2) 一 6。 
因而 它 的 图 象 是 以 2=3 ，2 一 2 为 渐 近 线 的 
等 轴 双 曲线 , 但 应 除去 原点 。 

3757。 作 下 列 方程 的 图 象 。 

(1) 丸 一 太一 和 


解 (D 就 y 解 之 ,得 
4 一 土 Vx2 一 和 
由 于 9 是 实数 ， 所 以 2 一 4 宇 0， 即 x 衬 2 或 
2 研一 2. 计算 zy 的 对 应 值 , 列表 如 下 : 


所 
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描 点 作 图 可 得 下 左 图 的 双 曲 线 ， 
示 渐 近 线 。 
(2) 就 y 解 之 ,得 
% 一 土 V3(x2 一 3) 。 
由 于 4 是 实数 , 所 以 ?~2 宇 0 即 z 宇 V3 或 
计算 zy 的 对 应 值 , 列表 如 下 : 


图 中 虚线 表 


<—MV3. 


渐 近 线 。 


注 在 ( 埠 中 , 取 避 一 纺 =0 时 ,gg 一 十 2 为 


浙 近 线 方程 ; 在 (2) 中 , 取 全 一 所 一 0 时 
4 一 土 V 3z 为 浙 近 线 方程 。 参 照 问题 3773. 
3758. 指出 双 曲 线 ?一 全 1 与 下 列 双 
曲线 的 位 置 关 系 。 
(1) (+1)? 一 寻 一 1 
(2) 2 — 1, 
(3) (2—3)2— -9 
.人 解 2 一 所 =1。 中 


(1) 的 图 象 是 把 双 曲 线 @ 的 中 心平 移 到 
(一 1, 0) 所 得 的 双 曲 线 。 

(2) (2) 的 图 象 是 把 双 曲 线 @ 的 中 心平 移 
到 (0,，3)? 所 得 的 双 了 曲线。 

(3) 〈3) 的 图 象 是 把 双 曲 线 @ 的 中 心平 移 
到 (3， 一 乡 所 得 的 双 井 线 。 

3759.， 作 下 列 函数 的 图 象 。 

(1) 92z2? 一 4 一 18z 一 16y 一 4 一 0， 

(2) 322 一 202 一 412 十 127 一 1I2 一 0， 

解 (1) 把 9 一 20) 一 4 的) 一 43 变 
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形 ,得 . 
9(o2 一 2x 十 1) 一 402 十 4 十 4 
一 和 十 9 一 工 6， 
9(zZ 一 巧 2 一 和 0 十 2)2 一 36， 
(Z 一 1)2 十 2)? 
Nl 
zw—1i ,y+2 
0 


即 % 一 世 及 y 一 一 -2 为 渐 近 线 的 双 
曲线 。 
(2) 与 (1) 一 样 ,得 
3(o2 一 4z 十 4) —2(y—6y+9) 
~12-+12~18, 
3(z 一 2)? 一 2(y 一 3)2 一 6。 
两 边 同 除 以 6, 得 
(z 一 2)3 地 一 3)? 
(V2)? (V3) 
因而 它 的 图 象 是 以 点 (2，3) 为 中 心 , 以 
a ed 
rr 


即 两 直线 J 也 2+ (3 一 5) 


=1。 


及 yy2 r+3+vV6 


为 渐 近 线 的 双 曲 线 。 
3760. 作 下 列 函 数 的 图 象 。 
(2) y=— VAT—1. 


(1) y=V2—1, 


解 
(1) 22—10 


即 
(x—1Xw+1) 二 0. 
因而 


Z 硅 一 2，w 之 1 
在 上 述 范 围 内 ， 
取 z\% 的 对 应 值 
并 作 图 , 可 得 上 图 的 实 线 部 分 。: 

如 果 把 两 边 平方 , 变形 , 得 

=2—1 WT -=1., 

这 是 以 原点 为 中 心 ， 直 线 9 一 2 及 2 一 一 2 为 
渐 近 线 的 等 轴 双 曲线 .因此 所 求 的 图 象 是 这 
条 双 曲线 在 2 轴 上 方 的 部 分 。 


py 
LA 


双 曲线 


FV GT 


(2) 它 与 (1) 
仅 右 边 的 符号 不 
同 ， 所 以 它 的 图 
象 是 双 曲 线 

02— =1 


在 2 轴 的 下 方 部 
分 。- 


3761. 作 


的 图 象 。 
解 把 函数 
变形 为 y= 


即 


.+3)2 _ 1 
33 2 


这 是 以 点 (一 3，0) 为 中 心 , g= 土 可 (z 二 3) 为 
渐 近 线 的 双 曲 线 ， 由 于 y>0, 故 所 求 的 图 象 
是 双 曲 线 在 2 轴 上 方 的 部 分 。 

3762. 作 下 列 函 数 的 图 象 。 

(1) y=2— MR~4, 

(2) 4 一 十 /区 十 东西 5 

解 (1) 因 
、 ww 一 4 宇 0, 
所 以 zx 位 2 或 , 5 至 
一 2. 在 这 个 范围 内 
取 2z 的 值 ， 计 算 对 
应 的 y 值 , 作 图 象 ， 
得 右 图 的 实 线 部 分 。 . 
”和 如果 把 题 设 函 数 变 形 ， 得 

4%~2 一 一 以 到 ~ 好。 

两 边 平方 并 整理 ,得 


0) 
22 22 


这 是 以 点 (0, 2) 为 中 心 , 9 一 土 z 十 2 为 浙 近 线 
的 等 轴 双 曲线 , 它 的 图 象 就 是 在 直线 y==2 的 
下 方 部 分 。 

(2) 因 2 十 4x 十 3 一 (2 十 3) (z 十 1) 之 0， 所 
以 zy 至 一 3 或 % 伴 -1， 在 这 个 范围 内 取 2Z 的 
值 , 计算 对 应 的 9 值 , 可 得 所 求 函 数 的 图 象 是 
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， 图 中 的 实 线 部 分 。 

把 题 设 函 数 变形 为 
(Z 十 2)2 一 (y—1)? 

一 1 

这 是 以 点 (一 2, 1) 
为 中 心 ， 以 4 一 开 一 
士 (十 3) 即 :% 一 2X 士 3, 4 一 一 2 一 1 为 渐 近 线 
的 等 轴 双 曲线 。 所 求 图 象 是 这 条 双 曲 线 在 直 
线 2 一 的 上 方 部 分 。 a 


.轨迹 
3763. 求 坐标 平面 上 到 两 定点 P(e，0)、 
Z'( 一 ec, 0) 距 yB 
离 的 差 是 定 值 
2a(a<o) 的 点 了 (zy) 
了 的 轨迹 ， FA DA = 
解 取 过 也、 
五 " 的 直线 为 2 lb: 
轴 , 线段 PP"' 的 垂直 平分 线 为 y 轴 . 设 适合 
条 件 的 点 卫 的 坐标 为 (z， 2， 则 
PF'=V(+to +, 
Pp—VG-oT, 
PF'— PP~=24. 
所 以 A 
VCRTR MET 20. 
移 项 ,得 
NACETIEET EAC 
将 两 边 平方 , 化 简 , 得 
aw (CC 一 5)2 十 喝 一 cx 一 a2。 
-两 边 再 平方 , 得 
”ax[ 人 Ge 一 c)3 士 妇 ] 一 czz2- 一 2ca2z 十 gt。 
整理 , 得 
(c? 一 02)02 一 a2p2 一 a2(c2 一 02) . O 
令 c2--03 一 妇 代入 加 ,得 
DZ2z2 一 aat2 一 2202。 


两 边 除 以 a2b?, 得 
1 
2 

这 就 是 双 曲 线 方程 的 标准 形式 。 


注 关于 双 曲 线 应 注意 以 下 几 点 : 

(i) 了 、F' 称 为 双 曲 线 的 焦点 (FOCUS)， 
坐标 是 Fle, 0)、 五 (一 2 0) . 由 C2 一 0 一 妇 
知 c 一 Va2 二 了 绽 ， 故 焦点 坐标 亦 可 写成 
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Fl V+o, 0), .本 (一 RT 0). 

(ii) 也 了 的 中 点 0 称 为 双 曲 线 的 中 心 , 曲 
线 截 ” 轴 上 两 点 间 的 线段 44' 一 24， 称 为 主 
轴 ( 或 实 轴 )， 截 9 轴 上 两 点 间 的 线段 BB'= 
22, 称 为 虚 轴 , 主轴 的 两 端点 4\4' 称 为 顶点 。 

(iii) 从 中 心 0 到 焦点 的 距离 c， 


c= MQ+02, 
所 以 | CC_Votp 
a a * 
nn _ Vato 
设 e 一 二 和 全 ， 则 e 称 为 双 曲 线 的 离心 率 。 


因而 焦点 还 可 用 (ae, 0)，F'( 一 ae, 0) 表 
不 。. 

(iv) 定 规 P'B 可 绕 定 点 PF' 自由 旋转 ， 取 
比 F'R 短 2a 的 
细 线 ， 一 端 连结 
了 另 一 端 连结 
BR。 如 图 ， 用 铝 
笔尖 P 把 线 幼 
紧 并 且 紧 靠 定 规 
的 边 , 当 定 规 转动 时 , 铅笔 卫 就 画 出 以 了、 
为 焦点 的 双 曲 线 的 一 枝 。 这 是 因为 , 线 的 长 
度 BP+P8' 比 规定 的 长 度 FR 短 24, 所 以 

(RP+PF)— (RP+PF) =24, 
即 PF'—PF=20. 

交换 卫 和 "的 
位 置 ， 就 可 画 出 双 
曲线 的 男 一 梳 。 

(Cr) 设 过 中 心 的 
直线 和 双 曲 线 的 交 
点 为 P.8, 则 线段 
PQ 叫做 双 曲 线 的 直径 。 

2 2 

3764， 设 双 曲 线 乞 一 包 = 工 的 顶点 为 
4、4', 忆 为 双 | 
曲线 上 任意 
一 点 . 求 过 4 
且 与 4 号 垂 间 
的 直线 和 直线 
4'P 的 交点 日 
的 轨迹 . 

解 顶点 4、 和 的 坐标 分 别 是 (a, 0) 和 
(—a, 0). 设 点 卫 的 坐标 为 (&， A, 则 AF 
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的 方程 为 g 一 一 ec 一 中 其 作 率 为 = 
所 以 过 4 且 与 4P 垂直 的 直线 方程 为 

y= 一 (2—a), @ 
又 直线 4'P 的 方程 为 


8 
4 人 (z+a). 四 


Q@ 二 加 ,得 
1 C2 一 02 xX—a 
BB ZTC 
因 点 也 在 双 曲 线 上 ， 


CQ2 C2 一 C2 CQ2 
2 


二 一 ~ 一 一 。 


即 (@ + br=a(@ ~ 1), 


与 4 轴 垂 直 的 有 ， 
和 B(—a,0) Kt,0) 
3765。 在 已 B(-% ~ 人 % 
知 著 形 4BCD 
所 在 的 平面 上 取 
点 卫 ， 连 结 P4、PB、PO、PD, 使 P4.PB 

一 PC.PD,， 求 点 卫 的 轨迹 。 

解 如 图 . 取 AOBCOD 分 别 为 2 办 和 2 
加, 则 可 取 AX、B、C、D 的 坐标 分 别 为 (a, 0)， 
(~ 0)，(0 5)，(0， 一 5) 。 设 点 卫 的 坐标 
为 Plw, 办, 则 由 了 P4.PB 一 PCO.PD 知 ， 
NACH ATE TE 

一 wz 十 (9 二 32 .Voit y+, 


即 
L(g—o)?+y (s+)?+] 
=[2+(y—D)[e+ (y+0), 
(0+ +0)2— 4a2 
一 (22 十 急 十 到 )2 一 42202， 
《2 十 22 十 0 为 2 一 (w+ +0) 
一 4(csz2 一 2 
一 好 一 (a?2— 62), 


这 就 是 所 求 轨迹 方程 ， 如 4 中 5， 它 表示 等 
轴 双 曲线 , 如 4a 一 b， 它 表示 两 条 相交 直线 


ea, 


y= 土 %. 

3766. 在 人 4BC 中 , 底 边 4 的 长 和 
积 馈 人 BA4C.tg LCBA4 都 是 定 值 , 求 顶点 C 
的 轨迹 。 

解 取 A 人 4BC 
的 底 边 在 z 轴 
上 ， 边 4B 的 生 
直 平 分 线 为 y 
轴 , 设 4(a, 0)， 
也 (一 0 0)， Olg, 2)， 则 直线 LC 的 方程 为 


4 一 一 谨 L 人 B4O (2—a); © 
直线 BC 的 方程 为 
y=tg LCBA.(v+a). @ 
设 记 和 BAUC': 雇 LCB4=k, 由 外 X 回 得 
=~k(2— 0) 
即 Ko2 十 只 一 a21， 


这 就 是 顶点 C 的 轨迹 方程 。 如 5> 0, 它 表 示 
椭圆 ; 如 8&<0, 它 表 示 双 曲线 。 


3767. 求 双 
曲线 
m2 2 
te : = 


定向 弦 中 点 的 轨 了 
迹 . 


解 ” 设 双 曲 线 
2 2 
和 定向 直线 
y=mz+B 外 


的 交点 分 别 为 P(g1, Yi) ~\@ 22, 22) ? 则 从 @、 
加 消去 Y 得 方程 
2 _ (metB)? =1 
02 2 , 
即 《ac2m2 一 D2) 好 十 23720287 十 w202 十 0202 
一 0， 
wi、 22 是 这 个 方程 的 两 个 根 。 故 PQ 的 中 点 
《z, 2) 的 模 坐 标 为 
mtr mB 
vo 
同样 ,We 是 从 @\、@@ 消去 2 所 得 方程 
(a2m?— 6) 92 十 23222869 一 2282 二 da2222 一 0 
的 两 个 根 , 故 PQ 的 中 点 (zz, 幼 的 维 坐 标 为 


从 四 、@ 消去 8B, 得 
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3 
这 就 是 双 曲 线 斜率 为 定 值 和 的 弦 中 点 的 轨迹 
方程 , 它 表 示 通 过 双 曲 线 中 心 的 直线 。 
注 设 具 有 确定 方向 的 直径 为 P8@， 点 三 
的 坐标 为 (w1, y1), 则 直径 Do 的 方程 为 y= 
2Z。 由 本 题 可 知 与 这 条 直径 平行 的 弦 中 


点 的 加 迹 是 言 线 yt 


一 一 一 0。 
YT ma 


3768. 在 定 圆 中 , 设 与 定 直 线 平行 的 弦 为 


Pe8, 在 弦 PQ 上 取 
点 T, 使 

PT2 二 QI72 一 了 
( 定 值 ), 求 点 了 的 
轨迹 方程 . 

解 ” 设 与 定 直 线 
平行 的 直径 在 > 轴 
上 ， 与 此 直径 垂直 
的 直径 在 y 轴 上 ， 定 加 的 半径 为 ， 7, PQ 与 y 
轴 的 交点 为 BR, 则 

PT24+QT2= (PR— RT)?- (QR+BT)? 

2(PR?-+ BRT?) 
=2(OP?— OR RT2). . 
设 点 工 的 坐标 为 (2 力 , 则 得 所 求 轨 迹 方程 为 
2(72 一 %2 十 22) =k2, 


。 z2-o= 人 2 (lz| ?7). 


它 的 图 象 为 等 轴 双 曲线 ， 人 
双 曲 线 在 贺 内 
”的 部 分 。 

3769. 已 
知 点 @ 从 原点 
O 出 发 ,. 在 y 
轴 上 以 秒 速 . 
bem 向 下 运动 。 同时 点 召 从 点 《一 0 9) 出 
发 ,以 秒 速 wem 向 右 运动 。 设 点 4(a, 0) 和 
的 连 线 与 点 4(-- 0) 和 驴 的 连 线 相 交 于 
点 卫 , 求 点 己 的 轨迹 。 

解 设 点 QB 运动 t 秘 后 ,多 在 《0， 一 2 办 、 
忆 在 (一 a+ai, 5) 的 位 置 , 这 时 直线 4@8、 4 五 
的 方程 分 别 为 . 


人 vy 
人 © 


of Np 


fr 


9 一 志 (c+a). @ 
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从 这 两 式 消去 i， 就 可 得 到 直线 48、4 忆 的 
交点 卫 的 轨迹 方程 、 从 @、@ 分 别 得 


四 ' 汪 加 ,得 


人 


故 所 求 点 卫 的 轨迹 是 双 曲 线 。 
3770. 设 本 加 所 +- 委 一 1 在 z 轴 上 的 


顶点 为 4、4, 与 y 轴 平 行 的 任意 弦 为 PP'. 
证 明 4 了 和 和 AP' 的 交点 名 的 轨迹 是 双 曲 线 


信人 
五 -证 有 
Q 
(一 a0)A 


P'(a,—p) 
名 设 Pla, B), P'(a, —B), 则 直线 4 了 
的 方程 为 
y= (ZT+0), (0 
直线 4P' 的 方程 为 
= 二 -aq)， @ 


Ox@, 得 


2 
_ = 一 2 0) 


即 : = 
CC 


2 四 
由 于 点 Pl&, B) 在 椭 加 上 ， 
BB] 0 _ Pb 


Wo a 


2 
= (0 a?), 


这 就 是 直线 4'P、 AP' 的 交点 8 的 轨迹 方程 ， 
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它 表示 以 椭 贺 长 轴 为 实 轴 的 双 曲 线 。 
”3771. 在 定 加 0 

中 ，PP' 为 与 定 直径 
44' 垂直 的 任意 弦 ， 
求 两 直线 4P 和 4'P' 
的 交点 5 的 轨迹 . 

解 ” 取 定 直 径 4A4 
在 2 办 上 。 它 的 垂直 
平分 线 为 4 轴 ， 定 贺 方 程 为 2 十 妨 一 7?。 设 
也 、P' 的 坐标 分 别 为 (v1, 9 ，(zb :一 9)， 则 
直线 4P 和 4'P' 的 方程 分 别 为 


(zZ 一 0)， © 


一 一 -从 
Y mt+a 
Xx@ 得 


纹 一 一 元 
字 


(zi),. ©@ 


oh ps 
| (22 一 QG2) 。 


由 于 点 P 了 (wi, 罗 ) 在 定 加 上 ， 邓 十 好 一 a2， 
1 
仙人 


把 它 代 入 上 式 ,得 

分 一 0 一 02， 
这 就 是 所 求 点 8 的 轨迹 方程 ， 
2a 的 等 轴 双 曲线 。 

3772。 证 明 : 到 两 定 直 线 ?7 的 距离 之 积 
是 定 值 的 点 的 轨迹 ， 是 把 这 两 条 定 直 线 作 为 
浙 近 线 的 双 了 曲线 。 

解 取 两 定 直 线 1 和 7 夹 角 的 两 条 角 平 分 
线 分 别 为 2Z 轴 和 2 轴 ， 设 ?和 7 的 方程 为 
3 一 MO 和 2 一 一 MO。 


区 w= 


它 表示 实 轴 为 


1 

4 

ft 
t 
' 
3 
和 
和 
I 


— 


设 适合 条 件 的 点 为 号 (z, y)， 则 点 卫 到 注 
直线 ! 和 的 距离 分 别 为 
[一 mxz| 
PH /TF 
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[y+ m2| 
Sm TVitm 
如 设 PEH .PR'=k(%>0, 定 值 ), 则 
4 一 0 y+mrs Ytm ry, 
VI Vir 
即 a 
mpm +n(Lim),. 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ， 它 表示 以 直线 y 一 
土 mww 为 浙 这 线 的 两 组 双 曲 线 。 估 此 所 求 轨 
迹 是 以 两 定 直线 7 和 7 为 浙 近 线 的 两 组 双 昌 
线 。 

注 双 曲 线 的 另 一 定义 ， 到 两 定 直线 的 距 
离 ( 有 正 负 符 号 ) 的 积 为 定 值 的 点 的 轨迹 叫做 
双 曲 线 。 这 两 条 定 直 线 叫 做 双 曲 线 的 渐 近 
线 。 由 此 可 见 ,到 w 轴 和 Y 轴 的 距离 (有 正 负 
符号 ) 的 积 为 定 值 的 点 的 轨迹 方程 为 my=%， 
它 是 以 2 轴 和 9 轴 为 浙 近 线 的 等 轴 双 有 曲线。 


已 。 渐 近 线 、 

3773. 氢 述 双 曲 线 和 所 下 ~ ~1 (c>0， 
2>0) 的 渐 近 线 的 意义 。 

2 

解 在 双 曲 线 气 一 殷 一 

中 , 把 y 用 2 表示 为 
y=+o VR, 

可 知 随 着 |z| 的 增 大 , 1y| 也 逐渐 增 大 .再 把 它 


改写 为 
gy 一 土 史 ZY1- 握 ， 


可 知 随 着 |z| 的 水 浙 增 大 , 信 - 逐渐 减 小 而 越 、 
来 越 接近 于 0, /1 一 -起 - 逐渐 减 小 而 越 来 赵 


接近 于 1 因而 | 超越 接 近 于 瑟 。 由 此 
可 知 : 
在 第 DTIIT 象 
限 中 ,29 的 符号 . 
相同 ， 双 曲线 中 
1z[ 越 大 ,jyi 也 越 
大 ， 并 无 限 接近 


于 直线 yg 


=1 (0>0, b>0) 
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在 第 II\IV 象限 中 , x、y 的 符号 相反 , 双 
曲线 中 |z| 越 大 , jy| 也 越 大 ,并 且 无 限 接近 于 


直线 y= 二 一 之 2- 

这 两 条 直线 g 一 之 < 和 2 一 一 
曲线 气 一 区 一 1 的 浙 近 线 ， 两 条 渐 近 线 
的 方程 也 可 写成 每 一 委 一 0。 

3774. 求 下 列 双 曲线 的 渐 近 线 方程， 
人 要 -号 -1 他) 22 


(3) 422 一 2 十 8z 十 2 十 4 一 0， 
(和 8x2 一 42 十 8z 二 12 二 3 一 0。 
2 
解 (1) 千 一 分 = 工 它 的 渐 近 线 方程 为 


22 


二 了 一 土 2 
而 -9 0， 即 4 土地 多。 


(2) ?一切 二 2% 即 
(2—1)?— =1, 
它 的 浙 近 线 方程 为 
(s—1)?—y2=0 
即 y= 土 (2 一 1)， 
"。 4 一 0 一 及 y= 一 + 十 1, 
(3) 422— +87+ y+ 40, 
1)2 
WW 
全) 
它 的 渐 近 线 方程 为 
( 
二 


“， 3 一 20 十 3 及 4 一 一 20 一 工 。 
(4) so 一 40 二 8z 十 120g 十 3 一 0， 
1 3\ 
即 s(z+ 二 ) -中 ) 一 _10， 
它 的 渐 近 线 方程 是 


2(c+ 亏 ) > (ez- 3) =0 


即 SS 


及 ye Ds 一 


3775， 求 双 曲 线 长 一 3 级 一 3 的 渐 近 线 方 
程 和 两 渐 近 线 的 夹 角 。 


之 x 叫 做 双 


第 八 编 解析 几何 


解 ” 原 方程 可 以 写成 . 


9 
(ery i 
它 的 渐 近 线 方程 是 
2 , 1 
0 二 J3 0 即 3 一 土 7 村 人 


这 两 尔 渐 近 线 的 斜率 分 别 是 土 - 启 , 所 以 它 


们 和 儿 轴 的 夹 角 分 别 是 土 30*。 因而 两 渐 近 
线 的 夹 角 是 60°。 有 

3776. 证 明 。 双 曲线 -全 -1 上 任 
意 点 了 到 该 双 曲 线 的 两 条 渐 近 线 的 距离 之 
积 一 定 , 即 它 和 点 也 在 双 曲 线 上 的 位 置 无 
关 。 


入 双 册 线 各 一 牙 一 1 的 新 近 线 是 
y=+ 2 或 b+ay=0, 


所 以 从 双 曲 线 上 一 点 了 (xm4, 幼 ) 到 渐 近 线 的 
距离 分 别 是 


lbvitay!| lbw1—ayl 
Vom+b ? Vat * 
因此 , 其 积 是 . 
| Ste © 多 3 一 2 | _ 10 一 ao 
2 十 C2 十 2 


_ aa 了 
it 每 
因为 点 P(zt oaaaat, 喧 - 莉 -5 
所 以 上 式 可 写成 -5 它 是 一 个 证 什 
3777. 已 知 从 双 曲 线 这 号 一 鳃 二 1 上 的 
点 王 向 4 轴 所 作 的 垂 线 和 两 渐 近 线 的 交点 
分 别 为 8@、B, 证 明 PQ 和 PE 的 积 与 点 三 的 
位 置 无 关 , 且 是 一 个 定 值 。 设 从 卫 向 % 轴 所 
作 的 垂 线 和 两 浙 近 线 的 交点 分 别 为 8、B', 证 
明 P8' 和 PB 的 积 也 是 一 定 的 。 
解 ” 双 曲线 的 渐 近 线 方程 为 
y= 之 2o， 2 一 一 之 ZX. 
设 点 卫 的 坐标 为 (m1, 约 )， 则 已 的 模 坐 标 
分 别 是 Bs 一 石生。 所 以 


由 于 点 忆 (c 角 ) 
在 双 曲 线 上 ， 


地 -加 


遍 芭 PQ.PR=a. 
又 OE 的 纵 业 村 分 别 是 全 mu， 一 辟 mi 所 
以 

PQ'-PR'~ -Ge 一 | 


= 02, 

3778。 已 知 从 点 卫 到 两 定 直 线 办 如 的 
距离 之 积 是 定 值 的 氮 的 轨迹 是 ， 以 仆 22 为 渐 
近 线 的 双 曲 线 。 试 求 以 两 直线 az 十 ng 十 cl 
一 0，a22 十 2og 十 2 一 0 为 渐 近 线 的 双 曲 线 方 
程 。 

解 从 点 PP(z, J) 到 两 直线 QZ 十 D2 十 ci 
一 0，a2z 十 bog 十 cz 一 0 的 距离 分 别 是 


jc:z 十 Doy 二 cd “jaz 十 Da 十 cz| 
Vato V+ “ 


因为 以 这 两 条 直线 为 渐 近 线 的 双 曲 线 是 ， 到 
这 两 条 直线 的 距离 之 积 为 定 值 的 点 乙 的 轨 
迹 , 设 这 个 定 人 为 


RS 
VA 
则 方程 
(G1w + by +c1) (co 十 Doy 士 co) = + 
就 是 所 求 的 两 组 双 
曲线 方程 ， 

3779. 如 右 图 ， 
已 知己 为 双 曲 线 
22 
所 ~ 和 1 上 的 
一 点 ,4 为 顶点 ， O 
为 原点 , 直线 PO 
和 过 点 4 且 与 渐 近 线 平行 的 两 直线 的 交点 
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分 别 为 4.R 证 明 OQ.9R 一 OP2. 
解 ” 设 点 书 的 坐标 为 (zz 20， 则 直线 OP 
的 方程 为 


区 验 志 
21 


与 渐 近 线 9 一 过“ 平行 的 直线 4Q 的 方程 为 


% 一 之 (cz 一 @)， 
解 这 两 个 方程 可 得 直线 OP 和 AQ 的 交点 8 
的 坐标 为 
zam ,一 
bo 一 001 
所 以 线段 08 的 长 为 
Os 0 
|6%1~ay:| 十 姑 * 
同 理 ,线段 OR 的 长 为 
OR= 


Do 
br1—ay1” 


ab 和 
wi + 维 ， 


， aa 


3 Ta T+ .. 


因 点 了 (mu, 多 在 双 曲 线 上 ,全 - =I. 因 
此 ， 
O9.OR 一 好 十 欠 一 OP2。 

3780， 已 知 一 条 直线 和 双 曲 全 的 交 点 为 
P、@,， 和 两 条 渐 近 交 
线 的 交点 分 别 为 
已 、@ ,证 明 

PP'—00'". 

解 ” 设 双 曲 线 的 
方程 为 


设 和 双 曲 线 相交 的 直线 方程 为 
yme+n, ® 
则 @ 和 图 交点 的 横 坐 标 就 是 从 这 两 个 方程 
中 消去 y 所 得 方程 
(62— aam?) 22— 2amng 一 a2(72 十 2) 一 0 
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的 两 根 ， 设 此 两 根 分 别 为 mv\wa 线段 PQ 的 
中 后 为 M(a, B), 则 | 
wt _ omn 

2 aim 


你 王 一 一 一 一 一 


b2n 
代入 @, 得 ”8 一 


又 从 回 、@ 中 消去 y 所 得 方程 
(83— a2m2) 02 一 2020200 一 02702 一 0， 
这 个 方程 的 两 个 根 就 是 @ 和 @ 交点 的 横 坐 
标 . 设 此 两 根 分 别 为 必 、 必 ,线段 P'8' 的 中 
点 为 Ma，p6), 则 


1_ Mi 十 2 0m 
2 02— om " 
> 和 1 tan 
代入 @, 得 8 一 


由 上 可 见 ,线段 PQ 的 中 点 仇 和 线段 PQ8' 的 
中 点 用 ' 是 重合 的 , 所 以 es 


3781., 求 双 曲线 -97 一 -所 ~ 工 上 点 Pot 
21) 处 的 切线 方 
程 。 Q( Ya 
解 在 双 曲 线 oe 
上 取 点 P 忆 附近 


的 点 @@， 则 过 两 
点 Pm, 4) 和 
(xz yx) 的 直线 方程 为 


y 妇 一 扫 = 笋 (o-m). © 


由 于 点 了 (cr 1),，@ (za, 妨 ) 在 双 曲 线 上 ， 
号 -站 1 ® 


~ 


0 好 
22 这 2 
DB" ® 


2 __ 2 4 - 
四 -@ 得 全 和 4- 妨 失 0， 
二 人 B32 (vo tz1) 四 
moh 02(yo 十 1)“ 
把 四 代入 @ 得 
Ovotg) 1 
A ayo + Yi) ce 
如 点 纺 在 双 曲 线 上 无 限 地 接近 于 点 卫 ，(z， 
v2) 就 无 限 地 接近 于 (zi, y1), 制 线 PQ 就 无 限 
地 接近 于 点 一 处 的 切线 。 改 点 书 处 的 切线 
方程 为 


21) 。 
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2 一 0 一 (一 %1) 


即 ay1y — a = 5 一 D2232， 
“2200 一 02010 一 2 太一 2 


好 _ 从 
人 由 @ 知 。 各 - 茧 ~ 
即 62%3 ~ a =a20’, 


故 切 线 方程 可 以 写成 


O17 — YY = 2b3 


my yy. 
邯 -一 1 


的 斜率 为 % 的 切 
线 方程 
解 WE 
2 
每- p71 © 


的 斜率 为 加 的 切线 方程 为 
y=mrxtB, © 


有 即 
(《a272 一 02)22 十 2700267 十 a263 十 0203 一 0。 © 
认为 直线 @ 是 @ 的 切线 , 则 方程 @ 必 有 两 
等 想 , 它 的 判别 式 必 为 0, 所 以 
m2a4B2 (Ga27722 一 D0?) WA 一 0。 
整理 得 82 一 a2722 一 
“B= Vamp, 
故 得 所 求 切线 方程 为 
y=mr+i+MVam—o, 
2 2 
3783. 设 双 曲线 一 一 - 引 =1 上 点 也 处 
的 切线 和 两 条 渐 近 
线 的 交点 分 别 为 
Q、B, 则 P8=PRER., 
解 由 问题 3781 
知 ,在 双 曲 线 


上 点 乙 Gxo 1) 处 的 切线 方程 为 
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一 一 一 一 一 一 


wT Yi1y 
a 


CQ2 


的 交点 9 总 的 横 坐 标 ， 就 是 从 这 两 个 方程 中 
消去 y 所 得 方程 : 

妇 _ 工 .Maz-a2 0 

02 0 Q4 
即 〈22x2 一 a2o09) 22 一 20202717 二 04252 一 0 
的 两 个 根 。 由 于 点 一 (ct g0 在 双 曲 线 上 ， 
63243 一 a2y3 二 a2b?, 上 耐 方程 又 可 写成 

过 一 2010 二 02 一 0. 
设 它 的 两 报 为 Oo 则 线段 8B 中 点 的 横 坐 
标 为 
Ls a 
同 理 , 线段 98 中 点 的 织 坐 标 为 妇 ， 因 此 


线段 8E 的 中 点 和 点 号 重合 ， 即 
PQ =PR. 
3784。 求 双 曲 线 所 -入 1 上 相互 季 
直 的 切线 交点 的 轨迹 . 
解 由 问题 3782 知 , 双 曲 线 写 一 做- 一 1 
的 斜率 为 加 的 切线 方程 为 
则 与 它 钙 直 的 切线 方程 为 
Y= -多 LY © 
中 变形 为 
(Y — M2) 2 一 02722 一 D2 -四 
@ 变形 为 
(2g 十 分 2 一 02 一 22722。 ©® 


从 加、 图 消去 双 可 得 两 切线 交点 的 轨迹 方 
程 。@ 十 名 ,得 
(十 72) (2249) = (L422) (a2 一 22) ， 
BTR. 
由 此 可 知 ， 当 a>5b 了 时， 所 求 轨 迹 是 实 圆 ; 当 
4 一 2 时 ,所 求 轨 迹 是 点 圆 ( 原 点 》 当 a<b 时 ， 
所 求 轨迹 是 虚 圆 , 即 无 轨迹 。 


注 “这 个 圆 吗 做 双 了 曲线 瑟 - 黎 =~1 的 准 


3785. 设 卫 为 以 pe 五 ' 为 焦点 双 曲 线 上 . 


| 则 
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的 一 点 ， 证 明 么 了 PF' 的 平分 线 是 该 双 曲 线 
的 切线 。 

解 设 点 9 为 AFPF 中 Re 平分 线 
上 不 在 卫 处 的 
任意 一 点 ， 连 结 
QF.QF', 在 PF - 
上 取 PR=PF,， 


TF'~PF 
—PF~PR 
=FR>QOF~OR=QOF ~YF 

(… APRFES2APFO)， 
即 PF'~PF>QP~OF, 


. 故 点 日 不 在 双 曲 线 上 。 即 <FPF 的 平分 线 


PT 上 除 点 卫 外 的 任意 点 都 不 在 双 曲 线 上 ， 

因此 直线 PT 和 双 蝎 线 仅 有 一 点 书 是 公共 

的 , 即 PT 是 双 曲 线 上 点 卫 处 的 切线 . 
3786. 设 双 曲 


线 上 点 卫 处 的 切 
线 和 主轴 的 交点 为 
58， 点 卫 和 双 昌 线 
中 心 的 连 线 OP 与 
顶点 4 处 切线 的 
交点 为 了 证 明 
BT) PA. 
解 ” 设 双 曲 线 为 
m2 
ww- 斩 -， 
则 其 上 点 已 (cu 约 ) 处 的 切线 方程 为 


在 此 式 中 , 令 y=0, 则 x 一 
轴 的 交点 为 8( 和, 0 ). 
又 顶点 4 处 的 切线 方程 为 z==a， 直 线 OP 
的 方程 为 9 一 绎 wm 它们 的 交点 为 za, 
笋 a ). 因而 直线 ST 的 斜率 是 
gs 


C2 Zi—4d 
21 


- 罗 , 故 切线 @ 和 主 
2 


2 
QO— 


直线 4P 的 斜率 是 元 4 所 以 STN 4P。 
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3787. 已 知 从 原点 0 向 双 有 曲线 必 一 = 
3 上 点 卫 (m, 1) 处 的 切线 作 垂 线 , 其 垂 足 为 
五 .又 OR 的 延长 线 
和 双 曲 线 的 交点 为 
MU， 证 明 积 OH .OM 
与 点 卫 的 位 置 无 关 . 
解 ” 双 曲线 x? 一角 
一 达 上 点 P(ca 1) 
间作 信人 人 
TT— YY=03, 
a2 
~ “ 


又 直线 0 及 的 方程 是 g 它 和 双 曲 


线 的 交点 ZL 的 坐标 为 (ob 一 态 ) 、( 一 zi 仿 )， 
因而 


所 以 O0 刀 一 一 二 


ON 一 /好 十 过 ， 
2 = 

及 . 一 一 二 一。 2 
ORF.0M J 以 邓 十 姑 


一 42 《〈 定 值 ) . 
即 OH.0M 与 点 卫 的 位 置 无 关 。 . 
3788。 求 双 曲 线 zy 一 5 上 点 一 (oi, 2) 处 
的 切线 方程 。 
解 ” 设 双 曲 线 
wy—k 中 
上 点 已 (zu 级) 处 的 切线 方程 为 
Yy—N=m (7 一 地) 。 


@ 
为 求 四 、@ 交点 的 横 坐 标 , 从 @、@ 消去 vy， 
得 


2202 十 ( 力 一 001)Z 一 大 一 0。 Le 
因为 @、@ 相 切 , @ 必 有 等 根 , 所 以 
( 凡 一 mol) 2 十 4 一 0 “ 
2 一 30200091 二 4706 十 只 一 
因为 点 P(mi, 1) 在 双 曲 线 2 一 ZT1Y1= 
K, 所 以 上 式 可 以 写成 
(m91Ty)? 一 0 即 mwi 十 二 0， 


eR 
V1 
疏 所 求 切线 方程 为 
y= 一 - 娄 (v-21), 
1 


即 Yi YT —201Y =2k, 
LL yw + ry =2k. 
3789， 已 知 椭圆 的 两 条 切线 和 2Y 轴 正 向 


第 作 编 解析 几何 


夹 角 的 正切 之 积 一 定 ， 证 明 这 两 条 切线 交点 
的 轨迹 是 椭 贺 或 双 曲 线 . 

解 ” 椭 中 多 -+ 做 一 1 的 斜率 为 名 的 切线 
方程 是 


一 一 一 一 一 一 


4 一 MXZ 士 /aaz72 十 72， 

即 (9 一 70)2 一 G20722 十 22， 
{a2—22) m2 +20pm + (02—Y) 一 0。 
设 含 色 的 二 次 方程 的 两 个 根 为 rmi、?22, 则 


77217722 一 2 二 纺 ， 
已 知 mmm2 一 %(% 是 定 值 ), 上 式 可 写成 - 
ZD2 一 oh 
5 性 =k, .…。 jao2 一 多 一 Na2 一 芒 ， 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ， 随 着 * 的 符号 不 疗 
它 可 以 表示 椭 轨 或 双 曲 线 . 
3790. 已 知 双 曲线 握 - 苏 -1 上 点 P 
. 处 的 切线 和 渐 近 
线 的 交点 分 别 
为 @、B,， 证 明 
人 08B 的 面积 
与 点 卫 的 位 置 
个 定 值 。 
解 在 双 曲 线 全 一 妆 一 1 上 点 PG 
处 的 切线 
-22 MY 1 
C2 b2 
与 渐 近 线 9 一 士 过 z 的 交点 分 别 为 
CQ2D CD2 
《人 二 
a2D ab? 
- (mr mm) 
因而 ”08= rr 2 1 Voto , 
ab 3 
OR= Tsar 出 Ma Ro , 
.. O09.:0R= (a? 十 22) 


i 
1 
一 一 一， (2 十 53) 。 
哥 -如 | 
C2 2 


由 于 点 了 (wz, 9) 是 双 曲 线 上 的 点 ， 
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所 以 09.0R 一 0 十 2， 


Ssoan 一 二 0Q.:0Rsin LCOR 


一 二 (@? -+b2)sin LQOBR. 


因为 a、.5、 人 QOR 都 与 点 卫 在 双 曲 线 上 的 位 
置 无 关 , 所 以 SwoQg 也 与 点 卫 的 位 置 无 关 , 它 


44. 准 线 、 焦 点 、 离 心率 、 共 辆 双 
曲线 、 共 斩 直 径 


3791. 叙述 双 曲 线 的 定义 , 并 说 明 双 曲线 
的 主轴 \ 虚 轴 \、 直 
径 、 焦点 、 准 线 、 
离心 率 、 共 刘 V 双 
曲线 、 共 辊 直径 
的 意义 。 

解 平面 内 到 
两 定点 距离 的 差 
为 定 长 的 点 的 轨迹 叫做 双 曲 线 ， 这 两 个 定点 
叫做 双 曲 线 的 焦点 。 关 于 主轴 \ 盛 抽 直径 和 
离心 率 的 具体 说 明 可 参照 问题 3763. 这 里 只 
说 明 准 线 、 共 录 双 曲线 和 共 斩 直 径 的 意义 。 

设 双 曲 线 


2 3 
的 焦点 为 了 、F', 则 有 F(as, 0), PF'( 一 as,0)， 


其 中 一 2 圭一 >1. 在 z 轴 上 取 点 恕 ,使 


08 .0B 一 ao, 则 
OP 到 -4 
ae 6 
我 们 把 直线 * 一 全 和 2 一 一 号 叫做 双 曲 线 
的 准 线 。 | 
设 从 双 曲 线 上 的 点 卫 (w, 纵 作 准 线 的 秋 线 ， 
垂 足 为 8, 如 图 , 则 
. & 
PO 一 <“ 
Ph Vv-as)?+y 
由 加 - 基 = 二 可 得 妨 - 以 (如一 1), 拒 它 
代入 上 式 并 整理 , 得 
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这 是 准 线 的 重要 性 质 . 
2 
汉 曲 线 委 一 - 往 一 1 叫做 双 曲 线 艺 一 系 


[ed 
=1 的 共 斩 双 曲 
线 。 设 过 双 曲 线 
@ 上 的 点 P(zy 
4) 的 直径 为 
PQ, 如 图 ， 则 与 
PQ 平行 的 弦 中 
点 的 轨迹 ， 由 阿 


题 3767 知 为 直线 y= Ba. 


2 2 | 
缮 汉 有 曲线 女 一 殷 一 1 的 交点 为 (多 


它 和 加 的 共 


总 各), 8( 一 全 的 ， 一 之 加)， 则 线段 B8 中 
做 直径 PQ 的 共 辆 直径 . 

37 92. 求 双 曲 线 822 一 49y2? 一 32 的 焦点 坐 
标 、 焦 点 间 的 距离 和 离心 率 ， 

解 ” 方 程 两 边 同 除 以 32, 得 


2Z2 2 
即 VB 
把 它 和 双 曲 线 -所 一 - 咎 一 比较 ， 后 者 的 焦 
点 坐标 为 
(~ G2 十 2 > 0)， (一 人 /Ga2 十 态 0)。 
所 以 前 者 的 焦点 坐标 为 
(V4F8, 0), (—MV4+8, 0) 
即 (2 了 3, 0), (~-2V 3, 0). 
从 而 焦点 间 的 距离 为 4V 3， 
~ _ Mastb2 Re 2V3 ry 
离心 率 eV 
3793, 求 下 列 双 曲线 的 主轴 \ 虚 贺 \ 离心 
率 、 焦 点 坐标 和 准 线 方程 。 


2 2 
(1) 第 -每 = (2) 22 一 2 一 2 


(3) 4x2 一 包 十 8 二 290 十 4 一 0 
解 主轴 、 虐 轴 分 别 用 320、2D, 离心 率 用 e， 
焦点 用 FF', 准 线 用 D、D' 表示 。 


2 
0) WH-1 


上 


886 
即 五 -部 - 
故 24、22 分 别 是 8，6; 
b> 5 
Ge 一 5， 卫 (5, 0), PF'(—5, 0) . 
a 站 a 16 
ee -= D D 是 2 一 5 . 
(2) B=27 
即 (2—1)?—2=1, 


这 是 把 双 曲 线 好 一 %P 一 (向 右 平移 1 所 得 的 
双 曲 线 ， 故 24、 2b 都 是 2 


6 一 1+ 和 VB. 
as 一 W3， 
*. Fl(V3+1, 0), PF'(~~MV2+1, 0)。 
四 a_1 
7 
了 , 1 
"DD: 5 D'; sy 


(8) 4z2 一 % 二 8z 十 2 十 4 一 0， 
即 4(2+1)?— (y—1)2=— ~1, 
一 1 一 -Ca 一 一 1。 


2 
2 


A 向 左 平移 1, 再 


2 


向 上 平移 工 所 得 的 双 曲 线 。 它 的 主轴 和 2 轴 
平行 , 虚 轴 和 2z 铀 平行 。 故 主轴 和 虚 轴 分 别 


是 2、I。 

i 
+1) 
r(-l, St) 


a 


一 一 —) 


e V5 


2 
“, D: 吃 一 -一 1 
2 et 2 
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D’: y= 一 -+1 
3794. 证 明 ; 过 双 曲 线 气 一 攻 =-! 的 
焦点 且 与 主轴 垂直 的 弦 长 为 2a (ez 一 1) 。 
解 在 写 一 竹 -1 中 , 令 z-ao 则 
=, .一 土 DVe 一 ] 。 


因此 所 求 弦 长 为 3 


L 
2 VFI 


-2a 、 OO D 上 
C2 ， 


~—24(e?—1). 

注 ”这 条 弦 叫 做 
双 上 曲线 的 通 径 。 由 问题 3791 知 ， 如 也 为 焦 
点 , Q 为 准 线 , 则 


OF =—ae, OD=， 


.. Dp~ 2C -了 即 DF.emPL, 


3795. 设 呈 是 
中 心 为 0、 焦 点 为 
了 五 、 允 的 等 轴 双 曲 
明 PF.PF'~=OP3, 

解 ” 取 等 轴 双 曲 
线 为 V2— 2 一 a2， 
则 它 的 离心 率 e 一 V 3 ,焦点 为 了 (~ 3a0)， 
了 (一 M34,0), 设 双 曲 线 上 的 点 为 卫 (wi, 9 
则 

PR.PF'=~N (四 一 3a)2 二 地 
xY mr 十 /3J 2 十 吸 
一 人 (本 十 旭 寺 3 一 50 

因为 点 P 了 (m1, Yi) 是 双 有 曲线 允 一 多 一 a2 上 的 
点 ， 


中 一 级 一 42 一 0， 
所 以 
了 PP 到 一 人 (nti 
一 OP2. 
3796, 求 以 (0, 2) 为 焦点 , 直线 Z 二 2 一 上 


为 准 线 ， 离 心率 
为 V3 的 双 曲 
线 。 

解 焦点 (0， 
2) 到 所 求 双 曲线 
上 点 己 (2 2) 的 、 
距离 为 

Vt ty-2)7. 
从 点 也 到 准 线 w 十 y=1 的 距离 是 
[2+y ~1| 
</ 3 

且 知 离心 率 为 V3, 故 由 问题 3791 知 


VBT OD VT tl. 


平方 ,得 2 二 (一 2)? 一 (z+y 一 D3 
整理 ,得 22y—2z+2y—3=0, 


CAT (yl) -元 ， 
这 就 是 所 求 双 曲线 方程 。 


的 焦点 为 多、 也， 
杞 点 为 4 4 证 
明 以 这 条 双 曲 线 
上 的 任意 点 卫 和 焦点 耳 所 连 线段 为 直径 的 
训 ， 切 于 这 条 双 曲 线 的 辅助 辑 ( 以 44' 为 直 
径 的 贺 )。 

. 解 ” 取 焦点 为 了 (as, 0)、F’'( 一 a6, 0), FP 
的 中 点 为 好 线段 MO 和 以 线段 FP 为 直径 
的 圆 相交 于 六, 则 参照 注 可 知 

OM 一 立 P'P—3(erto), 


ee ee 
MN= 二 FP= 友 (er 一 0)， 


“. ON=~0OM—MN=a, 
故 以 FP 为 直径 的 加 和 双 曲 线 的 辅助 贺 相 


切 . 


注 设 PP(w, 功 为 双 曲 线 -与 一 招 =1 上 


的 点 , 则 
PP (g—ae)I Ty. 


同样 ， 
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2 
-如 23 一 52， 


FP2= (2%— ao)3 + 00 一切 


一 + 02 一 2ceZ 二 GaG262 一 D3。 


又 因 a2e? 一 0 十 D2, 所 以 万 已 ?一 (ew—a)?, 
“. FP=er—a (. e>1, >a). 
万 PP 一 co 十 C。 
3798,， 设 双 曲 线 的 渐 近 线 夹 角 为 29， 证 
明 cos9 二 ,其 中 。 为 离心 率 . 


解 双 曲 线 -全 一 入 一 工 的 渐 近 线 为 
三 
es 4 一 a 0 


所 以 怒 9= 忆 ,因而 
1 态 
Cos2 0 


3799, 过 双 曲 线 的 焦点 向 其 切线 引 委 线 ， 
则 垂 足 的 轨迹 
是 以 双 曲 线 的 
主轴 为 直径 的 
圆 . 


1 的 焦点 为 了 (ge, 0), 了 '( 一 ae, 0)。 又 由 问 
题 3782 知 , 双 曲 线 斜 率 为 mw 的 切线 方程 为 
2 一 IO 十 a27722 一 D2 
即 
(一 MO 2 一 027112 一 D2) © 
则 从 点 五 五" 向 切线 所 引 垂 线 的 方程 为 


2 一 一 二 (z 士 ao)， 


(2 十 切 2 一 ape2 一 02 十 2 @@ 
从 @、@ 消去 nh, 得 到 所 求 轨迹 方程 为 
(m2+1) (oF = (1 +m2) 3, 
0+TY a 


. 它 表 示 以 题 设 双 曲线 主轴 为 直径 的 回 。 


注 ”这 个 加 叫做 原 双 曲线 的 辅助 夯 。 
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S. 不 等 式 和 区 域 
3800. 用 图 象 表示 坐标 分 别 满足 不 等 式 


23 2 22 2 
a 


的 点 的 存在 范围 。 


解 方程 世 一 所 =1 的 图 象 是 以 直线 ， 


g 一 土工 z 为 渐 近 线 的 双 曲 线 。 所 以 坐标 
满足 不 等 式 - 写 一 - 殷 < 的 点 ,在 双 曲 线 把 
坐标 平面 划 成 三 个 部 分 中 包括 原点 的 部 分 
( 即 横 线 部 分 ) .坐标 满足 不 等 式 各 一 各 >1 
的 点 , 在 不 包括 原点 的 部 分 ( 即 斜 线 部 分 ). 注 
意 , 它们 都 不 包括 边界 。 


~ 
fe 


3801. 用 斜 线 表 示 坐 标 满 足下 列 不 等 式 


的 点 的 存在 范围: 
(a) wy>1, (b) wy<1, 
(0 > 地， @) y<i. 


解 (2) 方程 zy=1 的 图 象 是 以 原点 0 为 
原点 的 坐标 (0, 0) 代 入 不 等 式 zy>1 中 ,得 
0>1, 它 不 成 立 , 所 以 坐标 满足 不 等 式 2y>1 
的 点 ， 在 双 曲 线 把 坐标 平面 划 成 三 个 部 分 中 
不 包括 原点 的 部 分 (不 包括 边界 ). 

(b) 对 于 oy<1l， 同 (8) 一 样 讨论 , 可 知 坐 
标 满足 2y<1 的 点 的 存在 范围 ， 是 双 曲 线 
wy 一 1 把 坐标 平面 划分 的 三 个 部 分 中 含有 原 
点 的 部 分 (不 包括 边界 )。 


(©) y> 二 . 

的 当 z>0 时 , y> 三 可 写成 > 了 所 以 
在 第 IIV 象限 内 , 坐标 满足 %> 过 的 点 的 存 
在 范围 和 (a) 一 样 
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Gi) 当 z<0 时 , y> 二 可 写成 功 <1， 所 
以 在 第 II、III 象限 内 , 坐标 满足 y> 二 的 
点 的 存在 范围 和 (b) 一 样 。 

(a) y< 坪 . | 

GD 当 z>0 时 , y< 土 可 以 写成 2y< 二 所 
以 在 IV 第 象限 内 , 坐标 满足 y< 二 的 点 的 


存在 范围 和 (b) 一 样 . 


Gi) 当 z<0 时 ， %< 工 可 以 写成 y>1 
所 以 在 第 II、III 象限 内 ， 坐 标 满足 4< 过 


的 点 的 存在 范围 和 (3) 一 样 。 


3802. 用 图 表示 坐标 同时 满足 下 列 不 等 
式 的 点 的 存在 范 


图 : 
4dz?-+ 9y2<36, 
my>1. 


解 ， 把 4z? 十 
9y3<36 写成 
22 人 本 
每 + 等 -1<0, ; 
可 知 坐标 满足 不 等 式 4%2+9y?<36 的 点 的 
存在 范围 是 在 椭圆 各 -十 - 委 一 1 的 内 部 。 
对 于 不 等 式 由 >]，, 可 分 以 下 情况 讨论 : 
当 z>0 时 , 不 等 式 可 写成 g> 世 


当 “<0 时 , 不 等 式 可 写成 < 二 
-由 此 可 知 , 坐标 满足 wy>1 的 点 的 存在 范围 
在 Y 轴 的 右 侧 时 在 双 有 曲线 zy 二 1 的 上 方 ， 在 
4 轴 的 左 侧 时 在 双 曲 线 的 下 方 . 

综 上 所 述 , 坐标 满足 4249y?<36 和 zy>>1 
的 点 的 存在 范围 是 图 中 斜 线 部 分 (不 包括 边 
界 )。 

3803. 用 图 表示 坐标 同时 满足 下 列 不 等 
式 的 点 的 存在 范围 : 

2 一 办 >4，20<< 一 下. 


解 坐标 满足 只 一 只 >4 即 每 - 妈 >1 


的 点 的 存在 范围 是 ， 双 曲线 - 押 一 鼻 一 1 把 


坐标 平面 划分 成 三 个 部 分 中 不 包括 原点 的 两 
部 分 (不 包括 边界 ) 。 


又 不 等 式 2wW< 一 4, 即 


| 当 z>0 时 ， y<—2; 


当 Z<0 时 , y> 一 之. 


因此 ， 坐 标 满足 不 等 式 xy< 一 1 的 点 的 存在 
范围 ， 在 y 轴 的 右 侧 是 双 曲 线 wy 一 一 的 下 
方 ; 在 y 轴 的 左 侧 是 双 曲 线 2y 二 一 1 的 上 方 . 
综 上 所 述 ， 所 求 点 的 存在 范围 就 是 图 中 斜 
线 部 分 (不 包括 边界 ). 
3804。 图 示 坐 标 满足 不 等 式 
妇 十 2 一 2x<0， 


| 
m2—2+2Yy<2 四 
的 点 (%, 幼 的 存在 范围 。 

解 从 @， , 

(22—22+1) + <1 
(2—1)2+R<1. @ 
从 四 022 一 (02 一 20 十 1 一 工 
好 


| OP 的 共 令 直径 和 


. %2— (y—1)?<1, 起 
故 坐 标 满足 @@ 的 
点 在 贺 
(2—1)2+p=1 
的 内 部 ， 坐 标 满 
足 四 的 点 在 双 曲 
线 
22— (y~1)2=]1 
外 包含 原点 的 部 
分 。 因 此 ,所 求 的 范围 就 是 图 中 斜 线 部 分 , 但 
不 包括 边界 。 1 


G。 杂 是 
3 。 1 0 
805. 设 过 双 曲 线 二 pT 一 了 上 点 


卫 (2， 幼 的 直径 的 共 拒 直径 ， 和 双 曲 线 的 共 
开 双 曲线 的 交点 为 8(x2， ye) ,证 明 


一 十 二 2 名 一 土 了 2 
解 设 Plzi, bi) 为 双 曲 线 
rT2 2 4 


a2 


上 的 一 点 。 设 直径 


QD 的 共 罗 双 曲线 


~ 多 上 + 多 _ 
mt © 


的 交点 为 @(%m， y2)， 则 直径 OP 的 方程 为 


由 问题 3767 知 , 直径 OP 的 共 罗 直 径 09 的 
方程 为 


一 box 

y a 2。 @@ 

解 人 @、@ 可 得 交点 日 的 坐标 .把 @ 代入 @， 
得 


Uap?—ay? 
《 Cd ls @ 
因为 P(2 2 在 @ 上 ， 
Vani — a ad, 
所 以 图 可 以 写成 
br =a z= 土台 级: 


把 它 代入 @, 得 9 一 土 之 al 所 以 点 及 的 坐标 
为 . 
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| es 本 -名 


bp . _b 
一 二 和; “ 纺 一 一 二 。 


3806。 对 于 椭圆 邱 + 鼻 =1 或 双 曲 线 


2 2 。 
委 一 知 =1 上 的 任意 点 Plz, 幼 , 证 明 


Dj 
zs 是 定 值 。 
2 
解 已 知 写 十 所 = 即 


2 十 se¥ 一 03) 


wm 
PP _b2 
Ba 
因此 对 于 椭 四 上 的 点 卫 (%, 巷 ， 一 达 z7 是 定 
值 a 
又 知 于 wb 
即 02 a 一 02， 
o-o- 咖 ， 
J 6 
”一 
因此 对 于 双 曲 线 上 的 点 P(z, 仿 ，- 共 二 是 
定 值 。 
3807 。 两 个 变数 和 4 有 如 下 关系 : 
一 os ,Y=20tgt。 
求 点 忆 (%, 臣 的 轨迹 。 
二 一 他 一 
解 2 一 TY vtgt, 
所 = 一 二 地 村 1 区 ， 
2 2 
Am -六 
故 所 求 点 卫 (z, 细 的 轨迹 是 双 昌 线 。 


沪 这 是 双 曲 线 的 参数 方程 ， 可 作 公式 使 
用 


3808. 如 下 图 。 在 矩形 4BB'4' 由 ,把 边 
AB 分 成 等 分 记 为 1,2,3,… 等 。 在 边 B'B 
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的 延长 线 上 ， 以 BB' 的 % 分 之 一 为 单位 长 
度 , 记 为 1，2,3,… 等 , 设 把 边 4B 上 各 分 点 
和 点 4 连结 ， 把 B'B 延长 线 上 的 对 应 分 点 
和 点 和 连结， 这 两 条 直线 的 交点 为 P， 问 马 
在 什么 曲线 上 ? 

解 设 44、4B 的 长 分 别 为 24、22， 取 
44' 在 z 轴 上 , 边 44 的 垂直 平分 线 为 4 轴 。 
设 第 名 条 对 应 直线 的 交点 为 卫 (z, 9), 则 由 
图 可 知 


SS > 


7) 
ERA 


A 
AA'PHwAA'BRA, 
HP aR 
AH™~AA4 
mm 
z+a Zu na “ 
又 A4PHcoA4QE， 
HP_ KQ 
AH AK’ 
区 
4 2D no 
TZ—au > 20. 色 三 ma © 
% 
2 02 
VO, Fs 
23 22 
i 


这 就 是 点 己 的 轨迹 方程 , 它 表 示 双 曲线 。 

3809, 设 两 加 4、B 的 半径 分 别 为 4、2 
(a>5),， 

(1〉 图 示 两 贺 的 位 置 关系 。 

(2) 有 一 圆 与 两 圆 4、.5 相 切 , 求 该 贺 心 的 
轨迹 ， 指 出 它 的 名 称 并 画图 ， 简 单 叙 述 其 理 
由 。 
解 ” Q) 有 外 离 、 外 切 、 相 交 、 内 切 、 内 离 等 
五 种 情况 。 图 省 略 。 .. 

(2) 设 适合 轨迹 条 件 的 圆心 为 已， 讨论 如 


下 : 
(i) 两 加 外 离 。 


.第 五 章 双 曲线 


(a) 圆 忆 与 两 加 4、.5 同 时 外 切 (或 内 切 )， 
则 P4~ PE 一 a 一 2) 所 以 点 三 的 轨迹 是 双 了 曲 
线 。 如 图 (a) . 

(b) 圆 书 外 切 于 一 图 且 内 切 于 另 一 圆 ， 则 
P4~PB=cTb 所 以 点 卫 的 轨迹 是 双 井 线 。 
如 图 (b). 


(i 两 圆 外 切 。 
“(a) 圆 己 与 两 珊 4、 忆 同时 外 切 (或 内 切 )， 
则 了 4~PB=a 一 59, 所 以 点 卫 的 轨迹 是 双 曲 
线 . 如 图 (©)。 

(b) 贺 互 外 切 于 一 圆 且 内 切 于 另 一 圆 ， 点 
卫 的 轨迹 是 连结 圆心 4、B 的 直线 , 但 应 除去 
两 圆 4 了 3 的 切 点 和 点 4 B。 图 省 略 ， 

(i) 两 园 相 交 ， 

(a) 圆号 与 两 隐 4、B 同 时 外 切 或 内 切 ， 
则 24~PB 一 ax 一 饭 所 以 点 己 的 轨迹 是 双 曲 
线 ， 如 图 (d)。 ， 

(b) 圆 三 内 切 于 一 圆 且 外 切 于 另 一 圆 ， 则 
PA4+PB=a+9b, 所 以 点 卫 的 轨迹 是 椭 贺 ,如 
图 (d). 

(iv) 两 而 内 切 。 

(a) 圆 己 内 切 于 圆 4 有 外 切 于 圆 刀 ， 则 
P4TPB=aTbp， 所 以 点 乙 的 轨迹 是 椭圆. 
如 图 (e) . 

(b) 贺 己 同时 内 切 或 外 切 于 圆 4、 刀 ， 点 
卫 的 轨迹 是 连结 图 心 4 好 的 直线 , 但 须 除 去 
4 了 两 点 和 两 圆 4 到 的 切 点 。 图 省 略 。 

(v) 两 圆 内 离 . 

(2) 园 王 内 切 于 园 4 且 外 切 于 圆 了 3， 则 


| 


- A 
Py 
pm 4 
了 
\ | ~ of 
a ~ NA _ 
-~ ; oe 
‘ 
8 
、 1 cy 
\ 、 g > 
7 
a \ Se 
be ee 
SES Ee EEE OE EEE SR 
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) 
(e) 


PA4+PB=a+b， 所 以 点 导 的 轨迹 是 椭 癌 . 
如 图 (£). | 
(b) 贺 卫 同时 内 切 于 两 4、B, 则 P44 十 
PB=a-b， 所 以 点 卫 的 轨迹 是 椭 欧 。 如 图 

(£). 
(vi) 两 贺 是 同心 圆 。 
(a) 贺 卫 内 切 于 加 4 旦 外 切 于 贺 B, 则 


PA=3 (a+D), 


所 以 点 卫 的 轨迹 是 以 去 (x 十 幼 为 半径 的 同 
心 回 ， 图 略 . 
(b》 圆 卫 同时 内 切 于 圆 4、B, 则 


i te 
PA=3(a b), 


所 以 点 也 的 轨迹 是 半径 为 硅 ( 一 如 的 同心 
太 。 图 略 ， 
3810. 二 次 方程 
ax?+ 2hry+ Dy? + 290+ 2fy+c==0 
的 图 象 是 一 点 或 两 直线 的 情况 除外 , 则 
及 一 ab<<0 之 椭 辐 (包括 贺 )， 
jl 一 0 一 0 之 抛物 线 ， 
2 一 必 >0 巡 双 曲 线 。 
解 ” 设 把 原点 平移 到 (xo, yo) 时 , 曲线 上 点 
了 的 坐标 人 幼 变 为 ( 民 , 卫 )， 则 
2 一 六 十 m， 2 一 了 十 加 。 
则 把 它 代 入 所 给 方程 并 整理 , 得 
CQ 人 2 二 22 并 十 DZ2 二 3(cxo 十 joyo 十 9g) 开 
+2(hroF byo tf 
+ (ax8+ 2hrovot bg +2g920t2fyotc) 
一 0， © 
如 设 axo 二 Mo 十 9 一 0，hio 十 bo 十 一 0 以 决 
定 To、 Yo, 且 设 
qad+2hroyo+ by8 + 2gr0+2fyot+ c= —%, 
则 @ 可 写成 
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QaX?+2hXY TOY?=%. 
再 把 坐标 轴 绕 (zo, yo) 旋 转角 2, 设 点 三 的 坐 
标 (X, 了 了 ) 又 变 为 (w, 切 ) 则 
X=uUC030—V8ing, 了 =uysin0+vc080, 
把 它 代 入 @ 并 整理 ,得 
(Gcos0+2hsing cos0 + bsin20) Ww 
+ [2hcos20— (a—b)sin 36]wv 
+ (csin36 一 22 Sinpgcos6 十 Dcos36) v2 
=%。 四 
设 
21cog20 一 (一 5)sin 20 @® 
求 2 值 , 代 入 四 并 计算 人 妈妈 的 系数 . 设 
CCcos30 十 2hsingcosOpsin20 一 4， 
xsin20 一 228ingocosg 十 Dcos20 一 万 ， 
则 @@ 可 写成 
AW + Bo?=k, © 
又 
4 十 万 
一 4(cos306 十 sin20) 十 D(sin20 十 cos20) 
一 4 十 0， 
A—B=acos20+2hsin20—bcos20 
= (a—b) cos 20+2h sin 29, 
44B=(4+B)?~ (4—B)? 
(a+b)?— (a—5)?c0s220 
—4h(a—b)cos20sin20— 4h2sin? 26 
= (a+06)?— (a—b)2(1 --sin220) 
—4h(a—b)cos20sin20 
一 4h2(1 —cos20) 
= (G+4b)2— (0—b)2~ 4h? 
+[ (a—b)sin20-2hceos20]?, 
由 人 @ 知 上 式 [ J] 中 的 值 为 0, 所 以 
.4 万 一 GD 一 /2。 
因此 在 @@ 中 , 如 4B>0 且 4k>0, 则 加 表 
示 椭 圆 或 圆 ; 如 4B<0, 则 @ 条 示 双 曲线 ; 
如 4B=0. 则 @ 表 示 抛 物 线 (参照 问题 
3829) . 这 个 结果 也 可 另外 叙述 如 下 ， 
如 雄一 ab<0, 风 @ 表示 椭圆 或 圆 ; 
如 加 一 gb 二 0, 则 @ 表示 抛物 线 ; 
如 及 一 >0, 则 @ 表示 双 有 曲线 ，- 
， 注 如 果 二 次 方程 
02 十 2302g 十 Do2 十 29z 十 321 十 < 一 0 
的 左边 能 分 解 为 两 个 关于 x、y 的 一 次 因 式 ， 
则 它 表示 两 条 直线 。 当 ob5>0， 且 方程 能 变 
形 为 cz 十 切 ? 革 D(9 二 9)3 一 0, 则 它 表 示 一 个 
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@ | 点. 


3811. 证 明 : 以 原点 为 焦点 , 以 直线 
2 十 24/ 一 2 一 0 
为 准 线 , 且 过 点 (1， 3) 的 二 次 曲线 为 双 曲 线 ， 
并 求 它 的 方程 . 
解 已 知 焦点 是 了 (0, 0), 准 线 D: 
r+2y—2=0. 
设 离心 率 为 e， 二 次 曲线 上 的 任意 一 点 为 
也 (z, 奶 , 则 由 问题 3728、3790 知 ， 所 求 二 次 
曲线 方程 为 . 
|z+2y—2| 


VW+W=e: /1 十 23 . 
又 因 点 以, 3) 在 该 二 次 曲线 上 ， 


a 6— 
VIT5~=e tl 


即 VD- 


e=V3 >1, 


因此 , 所 求 二 次 曲线 为 双 曲 线 。 
把 双 曲 线 方程 
ee 1x 二 2y 一 2 


Na Mi 六 
的 两 边 平方 ,得 
+P = HAA+AY ~ 4o—8y) 


即 302—8py— 3y-+8% TT16y—8=—0, 
这 就 是 所 求 的 双 曲 线 方程 。 

3812. 把 直 
圆锥 用 在 其 顶点 
的 两 侧 和 母线 相 
交 的 平面 截 开 ， 
证 明 该 裁 口 是 双 
曲线 。 

解 ” 如 图 。 作 
内 切 于 直 圆 锥 目 
和 含有 截 口 的 平 
面相 切 的 两 个 
球 O、O" 它们 和 
平面 的 切 点 分 
别 为 fF, FF'. < 

设 兽 锥 的 顶点 为 S$， 平 面 w 和 圆锥 交 线 上 
任意 一 点 为 ,SP 切 于 两 个 球 O、0O' 的 切 点 
为 @、B, 则 PF、Q8 都 是 球 0 的 切线 ,所 以 
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因此 点 卫 的 轴 迹 是 以 也 、F' 为 焦点 的 双 曲 
线 。 

注 以 包含 两 相交 直线 9SR 和 08O' 的 平 
面 截 两 个 球 O、O'， 则 SR 为 两 个 截 口 画 的 
内 公 切 线 , 所 以 9R 是 定位 ， 
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PF=PQ, 
同 理 PF' 一 PR. 
.» PF~PF’'= PO~PR=QR. 
但 是 BE 是 定 值 , 设 它 为 24, 则 
PF~PF'~=20, 


3813. 把 坐标 轴 平 移 ， 使 直线 az 十 2 十 < 
一 0 上 的 点 4(zt 幼 ) 成 为 新 的 原点 ， 那 么 这 
条 直线 的 方程 怎样 ? 

， ”人 解 把 坐标 轴 平 移 使 44zt 24) 成 为 新 的 

原点 , 就 是 把 坐标 轴 沿 < 轴 正 向 平移 v1, 再 沿 
4 轴 正 向 平移 纺 。 这 种 情况 与 坐标 轴 不 变 ， 
而 把 图 象 沿 z 轴 正 向 平移 -办 ， 再 沿 y 轴 正 
向 平移 一 ,所 得 的 结果 完全 一 样 。 因 此 ,把 
坐标 轴 平 移 使 4(zit，2%0 成 为 新 的 原点 时 , 设 
点 (2 引用 (及 , 了) 表示 , 则 有 

j= 及 十 21, Y=Y Yi。 
把 它 代 入 cz 二 2 十 c 一 0, 得 
a(X+%) 十 (了 二 加) 十 C 一 0 
即 aXT+tbY+ (cxziTDATc) =0. 
由 于 点 4(m1, Vip) 在 直线 azx 了 0y+c==0 上 ， 
所 以 
avi +by1tc=0, 
故 所 求 直 线 方程 为 4a 十 5 了 二 0。 把 对 .了 改 
写 为 zy, 则 得 az 十 到 一 0。 

注 把 图 人 象 沿 z 轴 正 向 平移 a, 可 用 2 一 
代 换 z. 把 图 象 沿 y 轴 正 向 平移 B, 可 用 ypB 
代 换 y。 由 于 坐标 轴 平 移 和 把 图 象 沿 其 相反 
方向 平移 所 得 的 结果 一 样 ， 所 以 常 着 限于 图 
象 的 平移 . 

3814。 以 点 (2， 一 1) 为 新 的 原点 平移 和 坐 
标 轴 ,把 下 列 方程 变换 成 平移 后 的 方程 . 

(1) 2—4r+2y+9=0, 

(2) 2x2 十 3%2 一 80 十 6 十 5 一 0。 

解 (1) 用 z+2 代 换 z2,y 一 1 代 换 y， 则 
所 给 方程 变 为 

(Y—1)2~4(2+2) 42(y—1) 二 9 一 0 
芳 = dr, 
(2) 用 z+2 代 换 z, y 一 1 代 换 y， 则 所 给 


方程 变 为 
2(Z 十 3)2? 十 3 人 (一 1) 2 一 8(z 十 2) 
+6(y—1)+5=0, 
即 2xz2 十 3z2 一 6， 
72 从 
Dt Dt 
3815.、 把 坐标 轴 适 当地 平移 ， 使 下 列 方 
程 变 成 zy=k 的 形式 . 
(1) wy+2z— 3y+4=0, 
2x+-3 
(2) y= ZL 。 
解 (1) 把 所 给 方程 变形 为 
(zZ 一 3) (y+42) +10=—0, 


设 ZX 一 3 二 及 , y 十 2 二 了 ， 
则 得 。” 有 了 了 +10==0，, XY= -10. 
这 就 是 说 ， 以 (3， 一 2) 为 新 的 原点 平移 坐标 


轴 , 则 所 给 方程 变 成 zy 一 一 10。 
(2) 把 所 给 方程 变形 ， 


Db 2 


1 
w+1? 2 十 工 ” 
设 Z 二 一 全 ,2 一 32 一 了 , 则 上 式 写 成 

并 二 
了 一 去 即 XY=1. 


这 就 是 说 , 以 (一 4, 2) 为 新 原点 平移 坐标 连 ， 
则 所 给 方程 变 成 my 二 1. 

3816. 已 知 把 坐标 轴 平 移 使 新 的 原点 为 
4(q, 9) 时 ,两 定点 Pi (zt 妇 ),， Po(wz, ya) 的 
新 坐标 分 别 为 Pl(X1， 了) ,Po( 有 >, 了 了), 证 
明 差 也 一 卫 1, 了 2 一 了 1 和 点 (a, 5) 的 位 置 无 
关 。 

解 ”由 平移 公式 

Xi1=z1—~a, Pl—y—b; 
Xs=%2—a, Po—yo—b, 

“41d, Po— Piya— fh. 

这 些 结果 中 不 含有 a、5; 因此 和 点 (@， 如 的 位 


“， 3 一 2 一 一 一 一 
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置 无 关 . 
3817。 如 果 及 一 Q5 关 0, 则 二 次 曲线 
az2 二 2200 十 22 十 390 二 21 十 c 一 0 
的 中 心 坐 标 ， 是 联 立 方程 az-+ hy 十 g= 二 0, hw 
+by+f 一 0 的 解 . 

解 设 J(C， 切 一 ao2 十 220 十 PK2 十 29z 十 
2fy-+c， 把 坐标 轴 平 移 到 新 原点 4(zo, yo) . 
以 z= 入 十 m0, y 二 了 十 yo 代入 fl%, 人， 则 

f+xo, 了 十 yo) 

=a(X+%0)?T+2h (县 十 ze) (Y +yo) 
十 2 了 十 yo0)2 十 20( 工 十 加 ) 
十 27( 了 十 加 ) 十 c 
=QRK2+2hRY +bY2 
+2(axothyo+g) 
+2(hwot byo tf)Y +f (v0, Yo) . 
令 axoT hyotg=0, hrotbyoft f=0, 
则 原 方程 可 写成 . 

aX2+4+2hXY +oY2I+f (v0, Yo) 一 0。 

这 条 曲线 关于 新 原点 对 称 ， 所 以 新 原点 (wo， 

zo) 是 这 条 车 线 的 中 心 。 但 是 联 立 方程 
axot+hyot+g=0, hrotbyotf=0 

当 且 仅 当 加 一 ab 生 0 时 才 有 唯一 解 。 所 以 当 


及 一 gb 半 0 时 所 给 曲线 f(z, y) =0 的 中 心 坐 


标 是 方程 
av+by+g=0, hzTby+f=0 
的 解 , 其 中 驴 一 08 地 0。 


3818。 求 曲线 好 十 4xg 十 3y3 十 6z 二 87 二 7 |. 


一 0 的 中 心 坐 标 ， 把 原点 平移 到 该 曲线 的 中 
心 , 求 这 条 曲线 的 方程 . 
解 ” 设 中 心 坐 标 为 (zo, yo), 由 上 题 知 
2Z0 十 2% 十 3 一 0，2xzo 十 3%o 十 4 一 0。 . 
解 之 ,得 。”“ 0 一 1, yo 一 一 2， 
因此 所 给 曲线 的 中 心 坐标 是 (1， 一 2)。 
把 坐标 轴 平 移 到 新 原点 (1， 一 2)， 以 z 十 1 
代 % y 一 2 代 y, 则 所 给 方程 变 为 
(z+1) T4241) (y—2) 43(y—2)2 
+6(%+1) +8(y—2) 十 7 一 0， 
“， 42 十 302 十 3 一 0. 
这 就 是 说 , 把 坐标 轴 平 移 到 曲线 中 心 (1, 一 2) 
时 , 该 曲线 的 方程 为 2 十 4my 填 3y? 呈 2 二 0. 


乙 . 坐标 轴 的 旋转 


3819， 把 坐标 轴 Ozy 绕 原点 O 旋转 角 6， 
得 新 坐标 轴 OZ 了 ， 如 果 点 卫 (%, 9) 变 成 点 


a -~ 一 ~ 一 一 一 一 


上 | 从 而 
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“| P(X, 了 ), 则 wy 入、 


了 之 间 有 下 列 关系 : 
T=X CO 0O—Y sing, 
| Sin0 TY cos0; 
及 二 zc0s0+y sin9, 
| 
| 22 十 /一 和 2 十 了 3。 
解 设 人 XOP=a, 则 对 了 P(X, 了 ) 有 
X=O0Pcosa, Y=OPsina., 
又 ,对 Plz, ) 有 
v=OP cos(g+0), y=OPsin(g-+0). 
。 Z=OP(cosa cos0— sinasinOd) 
= (OPcosa) cos0— (OPsina)sinb 
= 0050—Y sinO, 
Y=OP (sin a cos0 +cosasin 0) 
一 (OPasina)cos6 十 (OPcoswysing 
一 及 sin0g 十 Z cosO。 
再 设 LxO0P 一 B, 则 对 卫 (z, 殷 有 
w=OP cosb, y= OPsin p; 
又 ,对 卫 ( 了 , 了) 有 
X=OPcos(B~0),Y—=OPsin(8—0), 
"。 =OP(cosBeos0-Fsin PainoO) 
= (OPcosp)cos0+ (OPsin B)sing 
=—%C080+Yysing, 
Y=OP(sin pcos6 一 cospsinD) 
= (OP sinB)cos0— (OPoeos 8B)sing 


=—Z8in0+yYycos0, 
因为 ==0P2, X23-Y?=OP3, 
所 以 VTP=X2+Y2, 


3820。 如 果 把 坐标 轴 绕 原点 旋转 45。, 求 
下 列 曲 线 的 方程 。 
(1) w=k, (9) 321—2my+ y=5, 
解 “ 把 6 一 45。 代入 上 题 中 的 转轴 公式 , 则 
2 一 及 cog45?” 一 了 sin45” 
-一 1 一 一 
-让 (X-Y), 
y=X sin 45° +Y cos45° 
1 ' 
-j++D), 


1 1 
2xzy 一 2._ 一 (和 ~- 了). 二 (十 台 
py 于 ) 十 卫 ) 
一 并 2 一 了 2， 


又 22 十 仿 — 太 2 十 Y2, 
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(1) w=% ET 22y 一 21， 
“XI, 
这 就 是 曲线 2y==k 在 新 坐标 系 里 的 方程 . 
(2) 3%2—22y+3Yy:=3(24Y) 一 2z1 
~—83(X2T+Y?) 一 (X22— Y?) 
一 2 和 2 十 4 六 2， 
故 曲 线 3z3 一 22%g 十 3%2 一 5 在 新 坐标 系 的 方 
程 为 2X2-473 一 5。 | 
” “3821. 证 明 : 曲线 2 十 4 十 多 一 3 是 双 
曲线 , 并 求 它 的 焦点 坐标 。 
解 ” 绕 原点 把 坐标 轴 旋 转 45°, 由 上 题 得 
z+ 二 了 2 二 了 2 20y 二 了 2 一 了 3, 


把 它 代入 方程 民 + 妨 十 40y 一 3 中 ,得 
2 十 72 十 3(X2-72) 一 3 
即 -32 一 了 3 一 3， 
3 了 3 
. I (V3)? 二 1。 


它 表示 一 条 双 曲 线 。 其 焦点 在 新 坐标 系 的 坐 
标 为 了 == 土 2, 了 二 0。 由 此 ， 它 在 原 坐 标 系 
里 焦点 的 坐标 是 
1 i 
sy FL 一 土 V 3， 
即 (2， v2), (V3, -M2). 
3822。 绕 原点 把 坐标 轴 旋转 30”, 变换 椭 
轴 2x2 十 6%2 一 7 的 方程 。 
解 2z2 了 6%2 一 2(022 二 02) 十 402 一 了， 
由 于 2(x2 十 02) 一 2(X2+Y?), 
422 一 4( 和 Sin 30° +Y cos 380")3 
一 (和 十 /3 了 )3 
=X2+2 ~/ 3 和 YY 十 3Z2， 
把 它们 代入 原 方 程 ， 就 得 到 新 坐标 系 的 椭圆 
方程 为 
2(X2+72) 十 和 2 十 3/ 3 了 了 十 372? 一 7， 
即 3X2+2V 3 XY+572=7. | 

3823.。 证 明 : 如 果 把 坐标 轴 绕 原点 任意 旋 
转 ， 人 入 4B0 各 顶点 的 横 坐 标 之 和 一 定 , 则 原 
点 必 为 人 4BC 的 重心 。 

解 取 A4、B.C 的 坐标 分 别 为 《%1, 91), (wo; 
%)，(ze，%)。 设 把 坐标 轴 绕 原 点 旋转 角 6 
时 , 各 顶点 的 横 坐 标 分 别 为 久 1、 定 a、X3。 由 

问题 3819 知 
X1=%10030+Yysin 0, 
X= 0080-+ Yo sin 9, 
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太一 wa0080 十 Yssin9， 
和 宛 1 十 六 3 十 民 3 一 (2 十 如 十 28)Gos2 
十 ( 信 十 %p 十 si)sing。 


如 果 屋 1 十 人 ?十 福 3 与 9 无 关 , 则 须 
2 十 和 十 Zo 一 0 2 十 旬 十 加 一 0。 
但 是 A4Po 重心 的 坐标 是 
(2 Yi1 FYy2 + Ya ) 
3 3 
所 以 人 4BC 的 重心 必 是 原点 。 . 

3824. 已 知 把 坐标 轴 绕 原点 旋转 角 9 时 ， 
两 点 坐标 分 别 从 (zt yi) YN 《22， 22) 变 为 (XD 
了 |) 《入 了 2) ,证 明 下 列 两 式 与 9 无 关 : 

(1) Zi1Y72— X271, (2) X12X2+ YY;, 

解 由 问题 3819 知 

了 1 一 01 C0 0 + yi sing, 
Pi=—%1SinO-y cos0; 
六 2 一 2o co80 二 zesinpg， 
了 2 一 一 sinbg 二 oacos0， 

(1) 把 和 1、 了 了 1、 人 2、 Y, 的 值 代入 1 了 2 一 
及 2Y1 中 , 可 以 算出 c0s8260、sin269 的 系数 都 是 
wiya 一 Zoy1， Sin 8 C0s9 的 系数 是 0, 所 以 

Zi172— XaY1 
= (1Y2 — 22Y1) (cos20 十 sin20) 
”三 m1yo 一 Zoy1 一 定 值 . 

(2) 把 及!、 了 1, 之 2、 了 2s 的 值 代入 疾 1Zo 十 
YY 中 ， 可 以 算出 cos20、sin29 的 系数 都 是 
Z122 -+ YiY2, Sin 0 C080 的 系数 是 0, 所 以 

= (%izo 十 Wig2) (cos30 十 sin20) 
一 0 十 9g2 一 定 值 ， 
3825,， 绕 原 点 把 坐标 轴 旋 转角 9 有 时， 二 


次 曲线 
ar?2 -+2hryT by2+c=0 
变 为 Q 了 ?十 5 了 ?2c' 一 0 的 形状 , 求 9. 
解 ” 绕 原点 把 坐标 轴 旋 转角 9, 则 由 问题 


$819 知 Zos0—~Y ging, 


y=Xsin0+Y cos0, 
把 它 代入 am? 二 2hwy 十 by2， 

a 2hwvy oY =a(X Cc00—Y sin0G)? 
+2h(Xc00—Y sin0) (XsinG 4+Y cos0) 
+b(XsinO+Y co80)2, @ 

@ 式 右 边 XY 了 的 系数 为 | 

—2(0—b)sinG cos0+2h(c080—sin?20) 

一 一 (一 5)sin 20++2h cos20。 @. 


- 
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令 @ 的 值 为 0, 则 可 求 得 9 值 : 
当 Q=b 时 ， 
cos 29 一 0， 
当 & 二 已 时 ， 


06= 土 45°; 


3826。 把 坐标 轴 绕 原点 旋转 30"， 变 换 
方程 
3z2-3wV 3 zy 十 pz 一 39 一 0. 
解 ”把 坐标 轴 绕 原点 旋转 30"， 则 有 
X= cos30°—Y sin 30° 
1 i 
SY 3 有 一 了 ), 
y= 二 上 sin 30° 十 Y 了 003 30° 
BX+V 3Y). 


把 所 给 曲线 方程 变形 为 
(V32+)2+ (2— V3Yy)=0, 
则 由 ~ 3z 十 y=2X, x 一 V3y 二 一 2 了 了 , 可 得 
4X2—2Y =0. 
这 就 是 在 新 坐标 系 里 的 题 设 曲 线 方程 

3827。 先 把 原点 移 到 4(1，0), 再 把 坐标 

轴 绕 4 旋转 45°, 变换 曲线 方程 
区 十 6zgy 十 多 一 2 一 6y 一 2 一 0. 
解 ” 设 把 原点 平移 到 4(L,， 0) ,点 (w， 变 
2 Z)， 则 由 平移 公式 知 一 式 十 1 
给 曲线 方程 变 成 
ee 
—6Y—2=0 
即 £2+6XY +Y?—3=0 

再 把 坐标 轴 绕 4 旋转 45*， 设 旋转 前 的 点 
了 (了 ,了 ) 变 为 旋转 后 的 P(z, y)， 则 由 问题 
£821 知 

六 3? 十 了 2 一 =%2+ 2, XY = 一 2 一 
所 给 曲线 方程 又 变 为 
2%2 十 2 十 3 (22 一 22) 一 3 一 0， 
2 一 2 一 3 一 0. 

3828. 已 知 把 坐标 轴 绕 原点 旋转 角 9， 
aw? 了 2hzy 十 bY? 变 为 4122h'XY 寺 Db'Y3, 
证 明 

(1) «' +0’=a+b, 

(2) h2—a'b'=h2—ab. 

解 把 w=Xcos0~Y 了 sin9， 

y= sin0+Y cos0, 
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代入 az2 十 2h22 二 002 中 则 
(1) 求 了 2?,， 了 2 的 系数 : 
Q'=acos0+2h cos0 sin0+b sain, 
2 一 sin20 一 30 cos0 sinG+beos0, 
“. g 十 2 一 4(cos20 十 Sin320) 
士 D(sin2g 十 cos20) 一 G 十 D。 
(2) 把 (1) 求 得 的 两 式 相 减 ， 
@'~b'= (4—0)cos 20+2hsin20., 
又 求 了 的 系数 为 
2h'=— (a—b)sin 20+2h cos 20. 
把 此 两 式 分 别 平 方 后 要 加 , 得 
(a'—b')2+4h2= (4 一 D)2 二 4523。 
又 由 (1), 得 〈c' 十 0)2 一 (十 六 3。 
上 面 两 式 相 减 ， : 
太一 62 一) 一 GD。 
3829。 关 于 zy 的 二 次 方程 
ax 十 2j20 宁 2 十 297 十 21y 上 +c 一 0 OD 
的 图 象 ,证 明 
(1) 当 如 一 5 二 0 时 ，@ 表示 抛物 线 或 两 
平行 直线 ; 
(2) 当 及 一 a5>0 时 ,， 和 
相交 直线 ; 
(3) 当 及 一 gab<0 时 ，Q@ 表示 椭圆. 
解 ”把 坐标 加 绕 原点 旋转 角 9, 设 @ 变 成 
Q' 人 2 十 22' RY +HOYI42g T+2FY + 
一 0.。 四 
适当 地 选择 旋转 角 2, 使 及 了 的 系数 因为 0， 
则 az? 十 2hxo 十 022 变 成 
a'X?+2h ZY+0 Ya T4572) , 
由 上 题 知 如 一 40 一 h? 一 QD 二 一 gab/ 
() 当 肪 一 05 一 0 时 ,@'5' 二 0， 
"。 6 一 0 或 0 一 0。 
分 别 讨论 如 下 : 
(i) 当 如 =0, @' 关 0 时 ， 如 庆生 0, @ 可 写 
成 
a 
一 一 -2 2 一 纪 9g 
即 了 一 下 < 7 之 一 
如 jj] 一 0 @ 可 写成 
a'Z2 二 20 和 二 co 一 0， 
此 式 如 有 图 象 , 则 是 与 y 思平 行 的 两 直线 。 
《ii) 当 姑 0,4'=0 时 ,如 g 生 0,@ 可 写成 
b'Y?-2g9X+2fY +0'=0, 


录 a 


第 六 这 
即 了 -~ 一世 Yo 万 了 一 总 
39 


gy 297” 
此 式 表示 一 条 抛物 线 。 
如 9 一 0, @ 可 写成 
2'Y2 十 21 了 十 co 一 0， 
紫 式 如 有 图 象 , 则 是 与 2 轴 平 行 的 两 直线 。 

因此 , 当 加 一 a5b==0 时 , @ 表示 抛物 线 或 两 
平行 直线 . 

(2) 当 h2 一 ab>>0 时 ， 因 为 hp —ab+F0, 所 
以 @ 有 中 心 (问题 3817), 设 其 中 心 为 4 (zo， 
2%o), 把 原点 平移 到 4(zo, yo , 则 外 变 成 

a22 十 2h20 十 003 十 c 一 0. 四 
再 把 坐标 轴 绕 4 (zo, 2%o) 旋 转角 6, 使 了 了 的 


系数 为 0, 则 @ 又 可 变 为 | 
a'X24b'Y240"=0., 四 
由 问题 3828 知 
jp 2 一 00' 一 12 一 力 >0， 
因 %=0, 所 以 一 a2'>0 即 ao2'<0。 这 就 是 


说 ,a 与 0' 异 号 。 当 ec" 类 0 时 , 图 ' 开 示 双 曲 
线 ; 当 c”" 二 0 时 ,图 ' 表示 两 相交 直线 。 

因此 ， 当 h2—ab>0 时 ， © 表示 双 曲 线 或 两 
相交 直线 。 

(3) 当 j2 一 2<0 时 ， 与 (2 一 样 , 因 3 一 
a2 寺 0 所 以 @ 有 中 心 , 设 中 心 为 4(zo,， 2%o) 
把 坐标 畦 平移 ， 使 中 心 4(zo，%o) 为 新 原点 ， 
则 @ 变 成 @. 再 把 坐标 轴 绕 4 旋转 角 9, 使 
之 了 的 系数 为 0， 则 可 得 到 @'/。 由 于 8? 一 

0 及 :一 好 一 0 天 0 且 因 一 0， 所 以 一 40'<0 即 
QV'>>0。 这 就 是 说 ,4a'、b' 同 号 。 因 此 ,如 a 人 、\ 
5b' 与 c" 不同 号 , 则 @' 表示 椭圆 ， 如 go/ 以 与 

ce” 间 号 ， 则 @' 无 图 象 . 

故 当 及 一 85<0 时 ，@ 如 有 图 象 ， 即 为 椭 
亢 。 

3830， 下 列 曲线 如 是 椭圆 ， 试 求 其 长 轴 
和 和 短 轴 ; 如 是 双 曲 线 , 试 求 其 渐 近 线 方程 。 

(1) 5z2 十 42y 二 82 一 36 一 0， 

(2) 7x2 一 62V 一 只 一 8 一 0。 

解 (1) 由 一 ap 一 22 一 
以 (了 如 有 图 象 , 则 是 椭 辆 .在 坐标 轴 绕 原点 
旋转 角 9 后 ,所 得 新 方程 的 系数 w、N、2' 中 ， 
使 8 一 0， 则 有 

4' 十 b 一 4 十 D 一 5 十 8 一 13， 
QI 一 一 (pa3 一 diD1) = — (h2—aD) 
一 一 (323 一 5X8) 一 36， 


坐标 轴 的 平移 和 旋转 


5x8 二 一 86<0; 所 


897 


因而 a、 5 是 方程 如 ~13t 二 36 二 0 的 两 个 
根 . 
Qa' 二 9, b' 一 4 或 of 一 和 0 一 9。 
故 旋转 后 所 得 新 方程 为 
9X?+472 一 36 或 ”4X2? 十 972 一 36， 
3 和 3 5 
即 ” 若 + 如 -1 或 蕉 + 吉 1 
所 以 其 长 加 为 6, 短 轴 为 4。 

(2) h2—ab=(—3)2~7( 一 1) 二 16>0, 所 
以 (2 的 图 象 是 双 曲 线 或 两 相交 直线 。 把 曲 
线 方 程 变形 为 

(2—Y) (72+Y) 一 8， 
所 以 它 是 双 曲 线 , 其 渐 近 线 方程 为 

(Z 一 外) (7z 十 人 一 0。 
即 y=% 及 y= 一 7%。 

3831. 证明 方 程 

地 -400 十 2 一 18x 十 16% 二 10 一 0 
的 图 象 是 抛物 线 , 并 求 其 对 称 轴 方 程 . 

解 如 a5 二 (一 2)3 一 1X4=0， 所 以 原 方 
程 的 图 象 是 抛物 线 或 平行 于 坐标 轴 的 两 平行 
直线 。 把 原 方程 变形 为 

(2~—2y)2—18%+16y+10=0,。 @ 


考虑 曲线 @ 和 直线 
%—2y=0 © 
的 交点 ,把 @@ 代 入 @ 消去 9y, 得 
一 10z 十 10==0 即 w=1。 外 


因此 例 和 @ 即 @ 和 @ 仅 交 于 一 点 ， 所 以 
中 不 是 平行 于 坐标 轨 的 两 平行 直线 , 而 是 搜 


物 线 , 且 其 对 称 轴 平 行 于 直线 @. 
如 取 与 直线 @( 即 对 称 轴 ) 垂直 的 直线 为 
2 一 一 20 ©® 


由 于 直线 @ 垂直 于 抛物 线 @ 的 对 称 轴 ， 所 
以 四 和 四 如 时 有 交点 ， 则 两 交点 所 连 线段 
的 中 点 用 必 在 对 称 办 上 . 把 @@ 代入 @, 得 
25x2—50z+10 二 0 即 5o3 一 10z 十 2 一 0， 
_5 土 M15 
四 ia 


从 而 点 双 的 横 坐 标 为 
1/5+~M1i5, 5— MIi5\_,. 
B+) 

点 到 的 纵 坐 标 为 一 2， 因 此 所 求 抛物 线 的 对 
称 轴 是 过 站 (1， 一 2) 且 与 加 平行 的 站 线 . 即 
(z—1) ~—2(y+2) 一 0， 

9 一 2 一 5 一 0，. 
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3832。 求 参数 方程 
[i=pt?, 
{ y=2pt 
所 表示 的 曲线 ， 并 讨论 
参数 的 几何 意义 。 
解 ” 在 参数 方程 中 消 
去 刀 则 得 
P=—4p7, 
它 表示 以 原点 为 顶点 , 2 
轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 。 
在 抛物 线 上 点 卫 (p 如 , 2pt) 处 的 切线 方 程 
是 


《一 co<t< 十 co) 


P(pt®2pt) 
es 


2piy=2p(2+ p13) 
妈 yt) . 


所 以 参数 t 表示 抛物 线 在 点 卫 (p 如 22pt) 处 
切线 斜率 的 倒数 。 设 点 三 处 的 切线 和 2 轴 
正 向 的 夹 角 为 a, 则 t==ctg ca。 
3833。 求 以 8 为 参数 的 参数 方程 
人 (a>06>0) 
y=b sin0 
所 表示 的 曲线 ; 并 讨论 参数 9 的 几何 意义 。 
解 ” 由 参数 方程 消去 4， 
人 


0, =sin 9, 


020 sin20=1, 
ad b2 

它 所 表示 的 曲线 是 
以 原点 O 为 中 心 的 
椭 泗 。 取 这 个 椭 
加 上 的 任意 一 点 
P(x, Y),; 从 也 向 2 
轴 引 垂 线 ， 垂 足 为 
五 ， 再 作 以 原点 0 
为 圆心 、 4 为 半径 
的 圆 . 设 这 个 圆 和 五 己 的 延长 线 的 交点 为 中 
用 6 表示 ZLz098， 则 @ 的 坐标 为 (gcos6， 
Qsin0), 点 P(z, Y) 积 @ 的 横 坐 标 是 相同 的 ， 
所 以 


Za COSO, 


ee 
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数 方程 


| 由 于 点 卫 在 椭圆 上 , 因而 


al? 


一 Wasinzg = |sin0|, 
从 而 y= sinO,。 
参数 9 叫做 椭圆 的 离心 
角 。 

注 当 0<a<5b 时 ， 
所 给 参数 方程 仍 表示 椭 
国 。 这 财 以 原点 为 欧 
心 、 半 径 为 a 的 贺 在 椭 
贺 的 内 部 且 和 椭 吏 相 
切 。 轩 而 点 多 不 在 PH 
的 延长 线 而 在 线段 PH 上。 离心 角 9 如 
所 示 。 

3834、 求 以 6 为 参数 的 参数 方程 


| 2 一 GSecD) 
=bteg0 

所 表示 的 曲线 , 并 讨论 参数 96 的 几何 意义 。 
解 过 一 secg， 芝 一 志 0， 


妇 
二 人 se020 tg20=1, 
它 表示 以 原点 O 为 中 心 的 双 曲 线 。 

从 双 曲 线 上 任 
意 一 点 P(x，2) 
向 z 轴 引 乏 线 ， 
垂 足 为 了。 再 作 
以 O 为 圆心 、 & 
为 半径 的 圆 ， 从 . 
Z 引 这 个 贺 的 切 
线 7@, 切 点 为 @(P、8 都 在 2 辅 的 同 侧 ), 设 
人 人 TORQ 一 6, 则 

z=OT=asecO. 
因 点 P(z, 幼 在 双 曲 线 上 ,所 以 


2 _ 2 
各 “1sec?0 一 1 一 =tg?9, 
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rs yl 
因而 邮 |=tteol 
y=btg0, 
参数 9 叫做 双 曲 线 的 离心 角 。 


3835。 设 抛物 线 多 一 427 上 点 己 处 的 法 
线 和 2z 轴 的 交点 为 W， 从 一 引 z 轴 的 垂 线 ， 
垂 足 为 政 , 证 明 LN 的 长 度 一 定 。 

解 把 抛物 线 名 一 42z 用 参数 方程 表示 ， 

je 
y=2pt, 
设 抛 物 线 上 点 卫 处 
的 切线 和 2z 轴 的 
交点 为 Z， 并 设 
AIO7P=X， 则 1 一 
ctgw( 问 题 3832) . 
因此 点 三 处 的 法 线 
斜 这 为 一 力 法 线 方 
程 为 y—2pt= —i(2—pi). 
在 此 式 中 , 令 y=0, 则 2=2p 二 p83, 所 以 点 六 
的 横 坐 标 为 2p 十 p88。. 点 路 和 点 卫 的 横 坐 
标 相同 , 都 是 p23。 因 此 
= (2p+pt’) 一 (pt2) =2p=2.07F, 
其 中 五 为 抛物 线 的 焦点 ， 改 MAN 的 长 为 定 
值 。 
3836. 如 图 .在 


2 2 
精 轩 -ar 十 嫩 一 1 
中 ,4、4 为 顶点 ， 
PP' 是 垂直 于 44' 


的 弦 。 试 求 直 线 4P 和 4'P' 的 交点 9 的 轨 
迹 。 


解 棋 贺 -5 十 基 一 1 的 参数 方程 为 


人 
y= Sin 0. 
设 点 P、P' 的 坐标 分 别 为 P(acor6， 
~bsinG), P'(ac080, bsinO), 则 直线 4P 入 
4 的 方程 分 别 为 
AP: al(cos0—1)y= —bsinO. (2 一 
A'P'. a(cos0 +1)Yy=b8in0.: (+a), 
两 式 相 元 , 得 
2a cos 90.Yy=2absinO, 
“yy 一 btg9， 从 而 Z= 一 asec0。 


参数 方程 899 
故 由 问题 3834 知 , 所 求 点 名 的 轨迹 为 双 曲 线 
2 2 


3837. 下 面 的 参数 方程 表示 什么 曲线 : 
2 一 c0SO 十 Snb， 
人 
解 z2 一 cos20 上 sin36 十 32sing.cosb 
=1+2y, 
。 1 1 ‘ 
. 3 一 可 允 一 可， \ 
它 的 图 象 是 一 条 抛物 
线 。 但 由 已 给 参数 方程 


知 3 
2%=8in GT+cos0 
一 w 28in(0+45°), 
一 2SXSA 2 。 
] 1 1 
一 .<< 二 
又 2y=sin260, SY 和 SE. 


故 参 数 方程 所 表示 的 曲线 是 上 图 中 的 实 线 部 
分 。 

3838.。z 一 cos30, 9 一 sin20 表示 什么 曲 
线 ? 

解 ” 从 参数 方程 中 消 je 
去 2， 

ZX 十 9 一 sin20 十 co820 

二 4， 

即 zy=1. 
但 由 wc0829 知 0 三 x1， 所 以 参数 方程 家 
示 线 段 4B( 如 图 ). 

3839. 


工 


1 [Oy 
i y= @ 
表示 什么 曲线 ? 
锯 ©-®, 
2 一 % 一 2 © 
@+®, 2 十 % 一 212) ©® 
从 国 、@ 消 去 所 
(2 一 功 2 一 4 一 2 二 力 ， 
即 
(人 一 切 2 一 2 人 2 十 幼 ， @ 
“太一 220 十 妇 一 22 一 27 一 0。 ©®’ 
把 此 式 与 方程 & 
A 
比较 ,可知 


939300 


h2—ab 
一 (一 XI 
一 0。 
又 直线 2 一 y=0 和 yx 
@@ 的 交点 只 有 一 点 
(0,0), 所 以 @ 不 是 
两 平行 直线 而 是 抛 
物 线 (问题 3829) 。 
. 将 坐标 轴 绕 原点 旋转 45"， 则 
z=X C0845° 一 了 sin 45°, 
y 一 卫 Sin45° 十 了 cos45°( 问 题 3819)， 


t 一 一 2 


$Y=V I, sy=—V3Y. 
Y=~M3 了 X. 
故 题 设 参数 方程 的 图 象 是 图 中 的 抛物 线 . 
3840。. 半径 为 4 的 圆 C 沿 z 轴 滚动 时 ， 
求 该 园 上 定点 卫 的 轨迹 -( 旋 轮 线 或 摆 线 ) 方 
程 ， 设 当 开始 深 动 时 ， 点 卫 在 原点 的 位 置 。 


和 解 如 上 图 。 当 贺 C 旋转 角 9 时 ,该 弹 与 
由 于 加 0 滚动 前 进 ,所 以 
OA=AP—ab. 
从 点 一 引 z 轴 的 平行 线 和 4C( 或 其 延长 线 ) 
的 交点 为 0'， 则 
PO’=agin0, C0:=a cos0. 
Ls—a0~asin d=:a(0— sing), 
pg cosb0 一 4 一 cos6) 。 
i 《2 为 参数 ) 。 
引 841。 如 右 图 , 
有 缠 在 以 原 a 
4 为 半径 的 贺 上 的 细 
线 ， 其 一 端 为 一 .如 
果 执 端点 P， 一 边 拉 
紧 线 、 一边 解 开 时 , 求 
点 己 的 轨迹 ( 圆 的 渐 
伸 线 ) 的 方程 。 设 点 忆 开 始 时 在 点 4(a, 0) 
的 位 置 。 
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解 ”如 图 。 设 张 紧 的 线 与 圆 0 的 切 点 @ 在 
圆 上 旋转 。 设 :408=26， 点 卫 的 坐标 为 
(z，2)， 则 ee 

QP 二 4 的 长 二 a6， 
从 而 G 户 在 两 坐标 轴 上 的 分 量 是 (agsinb， 
一 ab0 6c030). 
09 在 两 坐标 轴 上 的 分 量 是 (acosg,asing)， 
-CPP-09 QF 
=~(G C0s0, a sinO)}H-(G0 sin0, 一 ccoso。 
由 此 可 知 OP 在 两 坐标 轴 上 的 分 量 分 别 是 


人 
2 一 csing 一 gcos0) 。 
这 就 是 所 求 轨迹 的 参数 方程 , 其 中 9 为 参数 . 
3842， 求 内 接 于 横 贺 和气 十 -个 一 1 的 三 
角形 的 面积 的 最 大 什 ， 
解 ” 设 酉 加 -G 十 - 殷 = 的 内 接 三 角形 的 


顶点 为 Pt、Po、Ps， 各 顶点 的 离心 角 分 别 为 
oa、B、Y; 则 它们 的 坐标 为 
Pi: (acosa, bsinoa), 
Py: (a ¢osp, bsin 8), 
Pa (geosy, 5Dsin7y)。 
再 设 以 原点 为 圆心 、 a 为 半径 的 圆 的 内 接 
三 角形 18283, 各 顶点 坐标 为 
Qr (a cosa, Q sin a), 
Q2: (ccosB, asinp), 
Qs: (acosy, asin7)， 


可 以 看 出 : Pi、 Po、 中 和 Qi、82、@s 的 模 坐 


标 分 别 相等 , 纵 坐 标 分 别 成 定 比 , 因此 
8 2 8 
SPiP,Ps =— AQ1Q20s* 


这 就 是 说 54p,psp, 和 Saoex。 同时 取得 最 大 
值 ， 

今 知 人 8Q18283 是 定 圆 的 内 接 三 角形 , 当 且 
仅 当 此 三 角形 为 正三 角形 时 其 面积 最 大 . 设 
和信 819283 为 正三 角形 , 则 

L109;= 9a093 一 9309:=120*。 

。， aq, 一 aQ100s T+ Sas00s tS Qs00 | 


1 3V3 
一 35。0w003( 写 drsin120° )=3 


2 人 
因此 ， SesPiPPs 的 最 大 值 是 
Ba ER 2 
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1. 直线 的 极 坐标 方程 (8) 招 cosb 一 人 sing 一 站 代入 原 方程 


3843。 把 下 列 曲线 用 极 坐标 方程 表示 : 。 | 则 得 所 求 方程 为 

(1) z 二 34 一 2; (2) o2 十 2 一 20x 一 0; 2xzgy 一 2- 二， 即 yl 一) 二 0. 

(3) (23TY)? 2 0 Y)., a 2 

解 (1) 以 z=7 cos9, y=7sin6 代 入 原 它 表示 三 条 直线 y==0, x 一 1 v——1. 
方程 , 则 得 3845. 已 知 从 


a 极点 作 某 直 线 生 

rcos0+ ~ Br7 sinG=2. 、 线 的 下 足 为 及 (9， 

因为 cos6 十 8sing=3sin(9 十 于) | .四 ， 求 这 条 直线 的 
所 以 所 求 的 极 坐 标 方程 为 极 坐 标 方程 ， 


解 设 P(r, 9) 
ysin(9 十 于 ) 一 1。 | 为 这 条 直线 上 的 任 
(2) 和 (D) 同 理 可 得 ,所 求 极 内 标 方程 为 “| 总 ee Se 
72 一 2a7 cosb 一 0， 即 7 一 2ccosb。 Te 
此 式 包括 7+ 一 0 的 情况 . | A 
(3) 把 侈 十 人 R=73, 202 一 仍 一 72c0820 代入 3846, 求 通过 
人 极 轴 上 的 点 4(a， 
原 方程 , 则 得 : 
74 一 2a272cos 20， 即 72 二 24? cos 20. 0) 且 和 极 轴 夹 角 为 
此 式 包括 + 一 0 的 情况 。 的 
3844， 把 下 列 极 和 坐标 方程 用 直角 举 标 方 | 方 各 Pt 有 
程 表示 , 并 指出 它们 各 表示 什么 曲线 。 
0 og (OD 为 这 条 直线 上 的 任 


(2) y 一 2a(cosg 十 sin6); 意 一 点 , 则 在 人 A40BP 中 , 应 用 正弦 定理 , 得 


(3) y2sin 20 一 2tg6b. i 
解 (1) 把 原 方程 写成 We 
ycosgcoga 二 ysingsinw 一 0. 9Ssintax 一 0) 一 Csin cy 
以 x=rcos6, y=7 sin9 代入 上 式 , 则 得 所 求 | 这 就 是 所 求 的 极 
方程 为 坐标 方程 。 
2608a 十 ysinw 一 0。 3847. 求 经 
它 表 示 一 条 经 过 原点 的 直线 。 过 两 点 4(a, %)、 
(2) 因为 此 式 不 包括 ?+ 一 0 的 情况 ,以 > 乘 | 了 (5, 8) 的 直线 
方程 的 两 边 , 得 | 的 极 坐标 方程 。 
I2 一 2a (cos6 十 rsin3) 。 解 设 Plr, 9) 


因 7? 二 0-y2, 7c0s9 一 w, 78in 9 一 y, 故 所 求 | 为 这 条 直线 上 的 任意 一 点 , 则 
方程 为 人 

2 十 色 一 20 (xz 十 从 ， SeoaP 一 了 oa7sin(9 一 o)， 
即 -95 二 Cg- 由 ?一 2a2. 


a 1 2 
它 表示 圆心 为 (@, a) ,半径 为 V3a 的 加 。 1! Saopg— 07sin(B—0), 
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Ss04p 一 吉 obsin(B 一 0). 


因为 Saohp 十 SopB 一 Sso4B， 
所 以 所 求 的 极 坐 标 方程 为 
ay sin(6 一 ca) +b7 sin(B—0) 
一 4D Sin(8 一 a) 。 


特别 地 , 当 a 一 0，p 一 亏 时 , 则 有 
r(asin0 +bcos0) 一 0D。 


乙 . 二 次 曲线 的 极 坐 标 方 程 
3848， 求 以 极点 为 圆心 .6 为 半径 的 圆 的 


解 设 Pr, 9) (nA 
为 阅 上 任意 一 点 ， Ala0) 
则 

PAwa. 


用 极 坐 标 表示 , 则 得 所 求 极 坐标 方程 为 
7 一 Co。 

3849， 求 圆心 为 C(c, a), 半径 为 a 的 加 
的 极 坐标 方程 。 

解 设 P(r，9) 
为 圆 上 的 任意 一 点 ， 
把 OP=a 用 7、9 
表示 .在 AOCP 中 
因为 


P(r,0) 


LCOP=0—a, 
应 用 余弦 定理 , 则 得 所 求 的 极 坐 标 方程 为 
” 92 十 c3 一 2c7 cos(0—a) =a?. 
3850. 已 知 极 
轴 上 的 定点 A(a,0)， 
求 以 04 为 直径 的 
圆 的 极 坐标 方程 . 
解 设 P(r,9) 
是 已 知 圆 上 任意 一 
点 ， 那么 OP 可 以 看 作 是 04 的 正 投影 ,所 以 
OP=O0Acos96， 即 7=a& co0s9. 


别 解 在 直角 坐标 系 中 , 中 心 为 (全 , 0 )， 
半径 为 邱 的 圆 的 方程 是 
& \2 2 
(e-§) + ~(§)， 
即 22 十 一 00 一 0。 
把 它 变 换 为 极 坐标 方程 , 则 得 
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7 一 0C0sO. 

3851. 设 圆 心 为 O(c, 0)， 半 径 为 “的 定 
加 上 的 动 点 为 P, 在 连结 卫 和 极点 0 的 直线 
上 取 点 8, 使 08 一 b*OP, 求 点 Q 的 轨迹 的 极 
坐标 方程 

解 设 动 点 己 的 极 坐标 为 (r, 6)， 那 么 加 
心 为 C(c, 0)， 半 径 为 4 的 圆 的 极 坐标 方程 
为 

Y2 十 C2 一 27c cos6g 一 22 (OY 

设 点 日 的 坐标 为 (ri, 9), 则 点 卫 的 坐标 为 

(到 ,9 ). 所 以 ,为 了 求 点 @ 的 极 坐标 方程 ， 


可 以 在 方程 @ 中 以 元 代 换 7， 由 此 可 得 ,点 
8 的 极 坐 标 方 程 为 
(£) 十 C3 一 人 (£) ccos0=02 
即 ?73+ (kc)2~— 27 (Xk0) cos0 = (Xa)2. 
它 表 示 圆 心 为 (ze， 0)、 半 径 是 ka 的 圆 . 
3852.， 已 知 0 为 极点 ，44x，0) 为 极 轴 上 上 
的 定点 ， 卫 为 动 点 且 ， 
/OP4 一 ac 是 定 
角 )， 求 点 己 的 轨迹 。 
解 设 点 P(r, 9) 
为 适合 条 件 的 点 ， 则 
在 人 OA4P 中 用 正弦 
定理 , 得 


A 

sn/0O4FP sin/OPA" 
PE A 

sin(O 二 ao) sing’ 


即 7 二 一 
SINnN@ 
3853. 说 明 二 次 曲线 的 焦点 、 准 线 、 离 心 
率 的 关系 。 
解 已 知 定 直线 
a 和 不 在 4 上 的 定 
点 五 。 设 从 动 点 P 
向 定 直线 所 作 垂 线 
的 垂 足 为 9 且 
[PFI:|PQ|=e:1, 
则 点 卫 的 轨迹 是 : 
当 0<e<I1 人 时 ， 点 卫 的 轨迹 为 桶 贺 ; 
当 e=1 时， 点 卫 的 轨迹 为 抛物 线 ; 
当 e> 工 时 ,点 己 的 轨迹 为 双 曲 线 。 


sin (0 +0). 


© _u 


江 


(e 为 定 值 ) 
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兹 证 明 如 下 : 

设 过 邓 作 4 的 垂 线 的 重 足 为 也 ,内 分 及 
比 是 1:e 的 点 为 0, 取 它 为 原点 ，OF 为 加 
的 正 向 , 过 O 作 OZ 的 垂 线 为 y 轴 , 则 由 

HO:08=1:e, 得 [0F|:|0OH|=e:1. 
故 O 是 轨迹 上 的 点 . 

设 刁 的 坐标 为 (2, 0)， 则 OF 一 p， 从 而 得 
出 


p:|OH|=e:1. lo8|=2. 


因为 了 和 五 分 别 在 点 0 的 两 侧 , 所 以 瑟 的 
坐标 为 ( 一 上, 0 ) 直线 4 的 方程 为 


分 
人 一 一 -一 。 人 
关 


设 动 点 己 的 坐标 为 (z, 分 ， 则 
IPFI—-VG-D rT IPQI-|s+t2|. 
由 题 设 条 件 |PF1:|P8|=e:1, 得 

~ (7Z 一 切 2 十 2 [s+2|=e:l. 

(2—p)2+ vy; (z+2) 一 62: 工 ， 
区 
p22 DY 
(一 功 2? 十 2 ez 十 2 ) ; 
人 一 2 2 十 22 一 (er+p)?. 

(1 一 62)22 一 20 (1 -He)xz 十 色 =0。 ©® 
当 0<e<l 时 , @ 可 写成 
320 ,Ff 

工 一 6 1—e 
力 2 22 到 D 2 
即 . Ga 1) ti (Te) 
Dp \2 
(2- 1 2 
-一 -1. @ 
pn 3 i+ 2 
( er (y 了 ?) 
这 就 是 点 卫 的 轨迹 方程 , 它 表示 一 个 椭 漳 . 
当 e=~=1 时 ， @ 可 写成 
Y=—4p7, @® 
这 就 是 点 卫 的 轨迹 , 它 表示 一 条 抛物 线 . 
当 e>1 时 , @ 可 写成 


2 FP /np \ 
(e+ 和 ai=(5T) 


一 0， 
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2 \ 
(s+ 这 ES 人 号 =1,. © 
Dp _\2 eri YY 
ee 
这 就 是 点 的 轨迹 , 它 表示 一 双 曲 线 . 

不 论 何 种 情况 ，e 都 是 点 卫 的 轨迹 ， 这 条 
曲线 的 离心 率 , 定点 五 叫做 这 条 曲线 的 焦 
点 , 定 直 线 & 叫做 这 条 曲线 的 准 线 . 

3854。. 取 焦 点 为 极点 , 主轴 为 极 轴 , 则 二 
次 曲线 (椭圆 、 双 曲线 抛物线 ) 的 极 坐标 方程 
为 


7 1 
7 一 了 一 2069 或 7 一 TT5c059) 


其 中 6 为 离心 率 ( 在 权 贺 中 0<e<1l; 在 双 曲 
线 中 e>1; 在 抛物 线 中 。= 二 1), ?为 通 径 (过 焦 
点 且 与 主轴 垂直 的 弦 ) 的 一 半 . 

解 ” 过 焦点 了 作 准 线 G 的 垂 线 , 设 垂 足 为 
瑟 ， 从 曲线 上 的 点 了 (7, 细作 准 线 @ 的 垂 线 ， 
设 垂 足 为 8， 从 呈 作 极 轴 的 荆 线 ， 设 垂 足 为 
和 .经 过 瑟 且 垂直 于 主轴 的 弦 的 一 端 为 工 ， 
设 |LF|=?， 过 工作 准 线 和 的 垂 线 , 设 垂 足 
为 本, 则 
7 |FP|I=elPQ|。 (参照 上 题 ) 

但 是 | 
IPOI=|HMI=IA7|+|FA| 
= |fHFI!+t7? cos6. 
.了 一 6 (| 五 丈 | 十 rcos6) 。 
即 


(1Fecos0) =e|EF|=elLL'| 
=|FLI=L, 


3855。, 到 两 定点 的 距离 的 和 一 定 的 点 的 


轨迹 叫做 椭 呵 ， 到 两 定点 的 距离 的 差 一 定 的 
点 的 轨迹 叫做 双 曲 线 .根据 定义 , 求 椭 同和 双 
| 曲线 的 极 坐标 方程 。 


解 ” 设 两 定点 为 BF (焦点 ), 则 
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FF'=26. 锥 曲线 的 极 坐标 方程 是 (由 问题 3854) 
以 万 为 极点 ,也 为 p(s) | 
极 轴 ,建立 极 坐 标 系 。 7 Teo0nd 
设 忆 是 椭 品 上 的 点 ， 设 点 已 的 极 角 为 %, 虽 点 @ 的 极 角 为 a 二 7。 
它 的 极 坐 标 是 (7,9), 则 ? 
FPt+F'P=2a( 一 定 ). 入 DF 名 当 7 一 二 5859 00 时 ， 
在 人 FF"P 中 (2c0) 2 
P'P2= PP PE’ 2PP. PH'COsO pe 
=72+ (2c)2— 27(2c)cos0 7 
一 72 二 dca 一 4recos6。 ® | ”St 
又 由 了 P 十 7'P 一 24; 知 1 
FP'P=24— FP=24—7. ny 
万 'P3 一 (20 一 人)2 一 4a2 一 4o7 十 72。 
把 它 代 入 @ 式 , 则 … 施 + 闹 
93+4c2—4drc Cos 一 403 一 407 十 72) 
4a7 一 41ccosg 一 403 一 4c2， 一 一 ecosw | 工 凸 ecos 必 
中 9(Q 一 Cc080) 一 02 一 C2。 
但 是 ec 一 ae，a2 一 C2 一 07) 所 以 Eo 
7(G~ascos0) 一 0 ? 
Z 1 二 
即 7 一 了 685。 二 当 7r= 1 十 ecosb 时 ， 
这 就 是 所 求 酉 圆 的 极 坐标 方程 。 FP= 1 
其 次 , 设 两 定点 为 了 F、F', BFB' 一 206. 以 P| . ltecosw 
为 极点 ,ZF' 为 极 轴 , 建立 极 坐 标 系 . 设 (7， FQ= U 
0) 为 双 曲 线 上 任意 一 点 ， 则 F'P 一 FP=2a 1+ecos(g+7) 
(一 定 ). 在 人 88'P 中 ， 4 
PP PPL FES 2.FP.FPH'cos0 0 
=724 (20)2—27 (20)c0s0 
=—72-+4c2—47C Cos0. 2 旋 Fp to 两 
由 FP-FP=29, 和 FP=2a-7r。， 
(2a 十 7)2 一 ?3 十 403 一 47C cos0, + 
407 十 495co88 一 43 一 4a2， 
即 Ya 十 ccos6) 一 C3 一 02。 2， 
但 是 c 一 ae，c2 一 62 一 0 所 以 
7 十 aecos6) =al. -十 - 工 - 
Ss 因此 FE FG 总 有 定 值 了 
bi ITecosg 。 3857. 求 直角 双 曲 线 


， a 2hry=1 (OM) 
3856. 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 统称 为 贺 a 三 、 
锥 曲线 ， 设 贺 锥 曲线 。 。 的 极 坐 标 方程 ， 并 利用 这 个 极 坐标 方程 证 明 


P 
上 | , 方程 : 
经 过 焦 ， 0 | 工 ~acos2g 上 5sin26 © 
9. 则 FF Vv z 


具有 定 值 . 也 表示 直角 双 曲 线 . 
解 ” 取 焦点 了 为 极点 ， 主 轴 为 极 轴 , 则 贺 | 解 ” 设 在 直角 坐标 系 里 的 点 (%, 2 在 以 
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原点 为 极点 、z 轴 的 正 向 为 极 轴 的 极 坐 标 系 
里 的 坐标 是 (x, 9)， 则 
T=7 C080, 
y=7Sing, 
2w%y=2(7 C080) (7 sin 0) 
=72(28in bcos6) 
二 728in 20， 
改 h(2xy) 一 工 的 极 坐标 方程 为 
h73sin 20 一 1。 


1 ， 
oe 7 hsin 20。 (®) 


其 次 ,因为 @ 的 右边 可 写成 
Va?+b? sin 2(9 十 c)， 
所 以 @@ 可 写成 
二 =VFTEsin2(9+g。 


在 此 式 中 以 6 一 xc 代 换 9《〈 即 把 极 轴 绕 极点 旋 
转角 0), 则 得 


三 一 do 二 Da sin 20. @ 


这 样 @@ 和 图, 即 和 @ 的 形式 完全 相同 ， 故 
@@ 表示 直角 双 曲 线 . 
3858。. 设 在 椭 阅 as? 十 6y2=i 中 相互 垂 
直 的 半径 分 别 为 04、0B, 求 证 : 
-二 
OO44 0B2 
是 定 信 . 
解 ”把 机 园 cz? 十 by? 一 1 用 极 坐标 方程 表 
示 。 以 
ZX 一 Cos0， 
2 一 和 Sinb 
代入 原 方程 , 则 得 
Zyz2cos29 十 by2sin20 一 工 。 


，， - 污 一 acos20+B sin20, 
. 3 


设 04.0B 的 极 角 分 别 为 x、 “十 可 , 则 


一 QC COS? a 


1 
O42 
1 


-acos (w+ 全 )+bsina (af 三 ) 


一 CSin2w 二 DCcos2w。 


| 避 o- 生 
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1 1 
OA + OF 
一 0(cos3w 十 Sin2a) -TD(sin3aw 十 cos3c) “ 
一 4 十 0 一 定 值 。 


3S. 极 坐标 方程 的 对 称 性 和 其 
他 

3859. 证 明 点 已 (*，965) 关于 过 极点 的 
定 直 线 9=a 的 对 称 点 的 坐标 可 用 (7, 2a 一 
0),，(—7, 24Tx—0), (一 ?+, 2 一 x 一 0) 中 
的 任何 一 个 表示 . BE 

解 设 Plr, 9) 关 
于 定 直 线 0 一 ax 的 对 
称 点 为 Pi(71, 00)， 
如 右 图 , 则 

0 于 0 一 2a. 

.01=—20—0. 0 
故 点 卫 (7, 9) 关于 直线 9 二 a 的 对 称 点 Pi 的 
坐标 是 (7, 2a 一 9)， 

如 果 设 P(r, 9) 关 于 直线 9 一 wx 的 对 称 点 
Pl 的 坐标 为 《一 7 
bo)， 则 点 Pi、 极点 
和 Po(r，b2) 三 点 
极点 为 中 点 ， 所 以 

2 一 21 十 7 
一 2 一 0 土 z。 
因此 所 求 对 称 点 的 坐标 为 (一 7?, 24 十 sw 一 0) 
或 (一 2a—%—0). 

3860. 在 极 坐 标 系 中 ， 如 果 以 (7， 一 外 或 
(一 7 WY 一 昌 或 (一 ?7, 一 Tz 一 代 换 (7, 9)， 曲 
线 的 方程 不 变 , 则 这 条 曲线 关于 极 轴 对 称 。 

解 ”在 上 题 中 , 令 w 一 0, 则 定 直 线 2=a 为 
极 轴 6 一 9， 县 点 卫 (r，6) 关 于 极 轴 的 对 称 点 
为 (7， 一 0) 或 (一 7， 2 一 0) 或 (~7, 一 % 一 0)。 
因此 ,如 用 (7， 一 中 或 (~—7, wv—0) 或 (—7, 
一 % 一 分 代 换 (7, 2 时 , 曲线 的 方程 不 变 , 则 这 
条 曲线 关于 极 轴 2 一 0 对 称 。 

3861. 在 曲线 的 极 坐 标 方 程 中 ， 如 月 


(6-5 各 (-n- 
09) 时 方程 不 变 ， 则 这 个 曲线 关于 直 
对 称 。 


Pi(r,2:) 
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解 在 问题 3859 中 , 令 a 一 也 ， 则 点 古人 


6) 关 于 直线 6 一 王 的 对 称 点 的 坐标 可 用 
(和 -人 =)a( -和 
表示 。 因 此 如 用 这 些 值 代 换 曲线 方程 中 的 
(7, 9) 时 方程 不 变 , 则 这 条 间 线 是 关于 2= 一 
对 称 的 . 

3862， 已 知 贺 的 圆心 为 4(c，0)、 半 径 为 
Ga; 过 极点 0 作 该 加 
上 点 工 处 的 切线 的 
垂 线 , 其 竹中 为 书 ， 
求 点 书 的 轨迹 ( 心 
脏 线 ) 的 极 坐 标 方 
程 . 

解 如 图 . 从 4 . 
作 OP 的 垂 线 ， 设 秋 足 为 @， 切 点 为 T， 则 
ATPQ 为 矩形 , 所 以 

Y 一 OP 一 09 二 9P 
一 CCosO 二 0 
wo。 7 一 0(cos 0 十 工 ) 。 

3863. 在 极 坐标 系 里 ， 求 到 两 定点 4(a， 
0) 、4'(c, 2) 的 距 
离 的 积 等 于 2 的 
点 一 的 轨迹 〈 双 组 
线 ) 方程 。 并 讨论 
其 对 称 性 . 

解 ” 设 满足 条 件 

AP. AP'=~a? 
的 点 为 P(r, 9), 则 
“* AP?=a?+72—2arcosO, 
4P2 一 0 二 72 十 2c7 cos0, 
o。 AP?.A'P?2 
一 (3 十 72 一 207cos0) 
x (a2 十 72 十 32az cosO) 
~ (Q2? 十 ?2)3 一 4C273cos30 
一 04 十 20272 二 4 一 40272cos20。 
从 4P2.4'P3 一 a 得” 
72—=202(2 cos?0—1), 


或 
7 一 0。 
ev 42 一 2C? COS 20， 


《7 一 0 包括 在 此 式 中 ) 


| 


四 所 得 的 二 次 方程 
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其 次 ,再 来 讨论 @ 的 对 称 性 。 
把 一 9, wm 一 9, 十 9 代 换 方程 中 的 2 方程 
不 变 , 所 以 由 问题 3859, 3869 可 知 , 该 曲线 关 


于 极 轴 , 直线 0 一 匀 和 极点 是 对 称 的 . 


3864. 已 知 抛物 线 
a 
?TFs0 © 
上 的 动 点 为 卫 , 在 连结 极点 O 与 点 忆 的 直线 


上 取 点 @, 使 09.OP 一 加 求 点 人 的 轨迹 的 极 
华 标 方程 

解 设 9 的 坐标 为 (ru 60)， 则 己 的 坐标 
为 (站 ,94). 为 了 冰点 的 轨迹 的 极 坐标 
方程 ,可 以 在 @ 中 以 地 代 换 7 


和 吉 
” 9 Lecos6- 


即 
7= 至 (二 cos 0)。 


它 表示 问题 3862 所 示 的 心脏 线 。 
3865. 求 原点 0 关于 双 曲 线 
wy=1 © 
的 动 切线 的 对 称 点 卫 的 轨迹 的 极 坐 标 方程 . 
解 ” 设 点 卫 的 极 坐 标 为 (r,， 9)， 则 它 的 直 
角 坐 标 为 (7 cos9, 78in 6) 。 OP 的 垂直 平分 
线 是 到 两 端点 OQ、P 距离 相等 的 点 的 胃 迹 ,所 
以 它 的 方程 为 
BFR= (Z 一 ?Co0s0) 2 十 (9 一 人 sin 02, 


27rmcos0 27ysinO=732, 
“» 220C0S0T2YysinO=7. ©® 
如 此 直线 与 双 曲 线 相 切 , 则 从 @、 名 消去 2 


2o2cos6 一 "0 十 23sin0=0 
具有 等 相 ， 所 以 其 判别 式 等 于 零 。 

oe 92 一 I6 cos0 sin 06, 
即 


72 一 8sin 20. 


@ ] 这 是 把 问题 3863 中 的 双 纽 线 旋 转 持 所 得 的 
| 曲 


线 方程 , 即 所 求 的 轨迹 方程 。 


第 九 章 空间 坐标 907 
pe i 一 
第 九 章 空间 坐标 
(点 、 直线: 平面、 球面) 
做 OP 的 方向 余弦 . 

卫 。 点 、 方向 余弦 、 两 直线 的 夹 角 COS WCos B.CcosYy 通常 分 别 用 7.Mm、% 表示 。 

3866， 求 空间 两 点 4(wi， Wi 21),，B(%2 下 人生 设 方向 余弦 为 Cos g、cos B、cos7 
如 ,22) 间 的 距 时 , 证 明 
离 。 cos3w-cosaB 十 cos27 一 寺 。 

解 从 点 4、 RT pms | 。 解 如 上 题 的 图 ， 取 点 了 (6, b, 人)， 由 于 
了 分 别 作 中 ~ 人 OA4P, LOBP， /OCOP 都 是 直角 ,所 以 
面 的 垂 线 ， 其 Q=OPcosaw, b=OP cosB, c=OPcosy, 
年 足 分 别 为 和 OP-a+v2to. | 
4 B'。 设 过 OP3 一 OP2(cos3w-Hcos26 十 cos27)， 

4 作 2% 轴 的 平行 线 , 过 B' 作 y 轴 的 平行 线 ， 故 cossa 二 cos28 十 cos27 一 1 
它们 相交 于 点 D, 则 或 22 十 Mm2 十 22 一 工 。 
LA'DB'=/R, 3869, 求 把 连结 两 点 4(z1, Y1, 81)、 


有 4D=|]s1—z2|, BD=|Y~—y!. 
再 设 过 和 4 县 与 oy 面 平行 的 平面 各 B' 的 
交点 为 C, 则 
BO 一 1% 一 221， 
且 AOLA'B', LACB=— /R. 
“ AB2=—A0+BC?=A'B?+ BC2 
=A'D2+ DB2+ BO? 
= (21 一 2) 2 二 (1 一 0o) 2 十 (g1—g22, 
故 , 
4B 一 人 1— m2) st (Yi— Yo) (21—22)*. 
注 原点 0 和 点 P(a, 5, 0) 间 的 距离 为 
OP 一 VE 二 区 十 忆 
3867 ， 人 
解 ” 设 过 一 点 
Pla, 5, 0) 作 zy 
面 的 恒 线 PP'， 
其 垂 足 为 已 ， 过 
P' 引 Y 怨 的 平 
行 线 ， 交 2 轴 于 
4, 过 忆 引 2 办 
的 平行 线 , 交 2 轴 于 B, 过 书 作 zy 面 的 平行 
平面 与 2 轴 相 交 于 C。 设 
LPOA=a, LPOB=B, LPOC=Y, 
唱 &, 8, 7 分 别 为 OP 和 2 轴 、2 轴 、2 轴 的 
正方 向 的 夹 角 , 我们 就 把 cos &、cosB、cos7 叫 


了 (za Yo, ?2) 的 线段 内 分 为 m:%w 的 点 忆 的 
坐标 及 外 分 为 m:n 
的 点 @@ 的 坐标 . 

解 从 4、P.B 
分 别 作 2 面 的 垂 
线 ， 其 垂 足 分 别 为 
4、P'B'. 这 些 点 
都 在 包含 4B 县 与 
2 轴 平 行 的 平面 和 
zy 面 的 交 绪 上 , 过 4 作 4'B' 的 平行 线 4P， 
它 和 PP'、BB' 的 交点 分 别 为 召 了 ff.。 设 书 的 
坐标 为 (XX, 了, 2), 则 

PE AP mh 
BF AB min" 
各 了 一 sd % 
B22 一 1 min 
2= N21 二 ?N20 
m+n 

其 次 ,点 书 ' 的 坐标 是 (X, 了 , 0)， 但 作为 
my 平面 上 的 点 , 则 它 的 从 标 是 (XX, 了 ). 因为 
a (Co 9) 和 B' (%,, Ye) 所 连 线段 内 

= ni ha 
x mt, 

同 理 , 设 把 4 外 分 为 rw 的 点 为 @ 的 坐 

标 为 (有 ,了 ', 2), 则 


2 a WZ) 


Ge 


. 
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pa ?ot me 了 一 一 2 十 la ， 
?1 一 多 


?2 一 名 
2'= 一 92 十 7222 ; 
Mm—% 
+1__ 01 一 90o 
了 
了 /一 .22 一 122 
一 和 十 名“ 

3870. 已 知 两 条 
直线 的 方向 余弦 分 别 
为 人 mL 及 YM、 
2 求 这 两 直线 夹 角 
的 余弦 .。 

解 ” 经 过 原点 作 与 已 知 两 直线 平行 的 直线 
OP、08, 并 在 OP、0@ 上 分 别 取 任意 点 一 (zt， 
si 0) 及 @( om, 52) 。 设 OP 的 方向 余弦 
为 Im、%,. O8 的 方向 余弦 为 my、%', 已 知 
两 直线 的 夹 角 为 6， 则 人 P08 一 9， 因 而 在 
人 AOPe 中 ， 

PO?= OP?--00?~—20P.08® cos0, 
OP? + 0% — PO? 

”3.0P.09  ” 

"OP2 一 地 十 凶 二 好， 
O682 一 戏 十 大 十 如 

PO?= (91 — 12)2+ (Y1— Yo) ?+ (81— 22) 2, 
且 wi1=O0P'!l, Y=OP.m, 21==OP'n, 

m= O09, Yo—O00°m’, g2— On, 
oe C080=7.7 +Mmm + nN 

3871， 已 知 两 条 直线 的 方向 余弦 分 别 为 
lm%w 及 江 r、W', 如 果 它 们 的 夹 角 是 直角 , 则 

lm 十 了 一 0. 
解 ” 设 两 直线 夹 角 为 6, 则 由 上 题 可 知 
COS0O=1U Mm NN 
如 果 9 二 90°, 则 cos 9 二 0。 
“Lm + = 0, 

3872., 已 知 一 条 直线 的 方向 余弦 的 比 是 
2:3:6, 求 它 的 方向 余弦 。 

解 设 已 知 直线 的 方向 余弦 为 1 %、%, 则 
可 设 


a Co8 0 一 


.一 21,， m=3k, n=6%, 
但 是 由 问题 3868 知 
72 十 MM2 十 02 一 荆 。 


et re ve 
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i 
. 4 一 土 子 ， 


故 这 条 直线 的 方向 余弦 为 
2 


3873. 已 知 两 直 绪 的 方向 余弦 的 比分 别 
是 1:3:3 及 5: 一 4:I 求 它们 的 夹 角 。 
解 ” 设 两 直线 的 方向 余弦 分 别 为 mw 及 
mW 则 可 设 
l=k, m=2k, n=3k, 


因而 有 12 十 473 十 92 一 卫 。 


oe R=— 


14° 
同样 设 75b' m= 一 4W ow 二， 


六 而 有 25%?-+16k 人 22 一 1。 
aL 
a 
ee 


Cos = 二 mm Tn nN 
~5kE'— 8kk’+ 3kk’—=0X kk'=0, 
oe 0=90°。 . 


乙 。 直 线 、 平 面 、 球 

3874. 求 过 原点 且 方 向 余弦 是 lm、% 的 
直线 的 方程 。 

解 在 过 原点 
且 方 向 余弦 是 入 
%、% 的 直线 上 , 任 
意 取 一 点 Pls, 2/， 
2), 设 OP=7, 则 由 
问题 3868 可 知 


w=7°l, Y=7-Mm, 2=7 "Nn。 


这 就 是 所 求 的 直 
线 方程 . 

3875. 求 过 
点 4(a, 5, O) 且 
方向 余弦 是 入 
mw% 的 直线 的 方 
程 。 
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解 过 4 作 直 线 4L、4M、4N, 分 别 平行 
于 2 轴 、2% 轴 \# 轴 , 则 题 设 直线 和 4 六 4M、 
AN 所 成 的 方向 余弦 为 1'、m、nw、 在 题 设 直线 


上 取 任 意 点 卫 (%, y, 2%) ,并 设 
AP=7, , 
刚 和 .上 题 一 样 可 知 
XZ—0=7°L, Yy—b=7"m, ¢—0=7"N, 
vw—a _Yy-b_ 2 一 人 
”Tm nn “ 
这 就 是 所 求 的 直线 方程 
3876， 求 过 两 点 (ob Vi, 21)、(%2, 加 ，2) 
的 直线 方程 . 
解 由 上 题 可 知 ， 过 点 (zl， 211y 21) 且 方 向 
余弦 是 久 纹 、 2 的 直线 的 方程 为 
5 一 @ 
i m Nn 
因为 该 直线 过 点 (oo 仍 , 22) ;所 以 
2 一 红 一 好 一 引 一 执 一 红 ® 
L mn 多 
由 四、@ 可 得 
一 记 9 一 外 ，.2 一 纪 
Wa—0 Yo F221" 
这 就 是 所 求 的 直线 方程 . 


3877. 过 原点 作 一 平面 的 垂 线 ， 其 方向 
0 m%、%， 其 长 度 是 2， 求 该 平面 的 方 


“人 设 从 原点 作 题 设 平面 的 垂 线 ， 其 垂 足 

为 也 , 则 
OP=p, 

又 知 该 垂 线 的 方向 

余弦 是 i、%% 所 

以 点 三 的 坐标 是 

(ppm，pn) 〈 问 

题 3868) 。 

设 平面 上 的 任意 
点 8 的 坐标 为 (z， 
y, ,QP 的 方向 
余弦 为 VM, QP=7, 则 

2—M=7, Yy—Pmn=7m', 2 一 2 一 7I0 
“，7G 一 2 一 97 
MY ~ mR) 一 9972012 3 
Ne— Pn) 一 ZI 
各 式 相 加 , 得 
zz 十 20 十 02 一 2 (82 十 M2 十 72) 


一 7 (1 +4 mn tn) 。 © 
OP 1 8P. 

"UTmm' + nn 一 0。 
又 Fm n=1, 
所 以 @ 式 可 和 写成 

1X 十 I10 十 92 一 0 一 0)， 

即 2 十 200 十 Mt 一 2。 
这 就 是 所 求 的 平面 方程 。 

3878、 求 从 原点 所 作 平 面 4x 二 By+40z 
一 忆 的 垂 线 的 长 度 及 其 方向 余弦 。 . 

解 ”由 上 题 可 知 ， 如 从 原点 作 一 平面 的 垂 
线 的 长 度 为 p, 方 向 余弦 为 Ln， 则 这 个 平 
面 的 方程 是 


但 已 知 


A 、 we 
因为 此 式 和 4z 二 By 十 Cs 一 一 致 , 所 以 


设 这 个 比值 为 , 则 
i=Ak, m= Bk, n=Ok, p== Dk, 
由 如 十 WwW? 十 nn2 二 1, 可知 i 
WA?+ B+O) =1., 


和 
因此 , 垂 线 长 为 
p=— L251 
VA BIO 
垂 线 的 方向 余弦 为 
士 4 土 了 


C 忆 
FE 〈 符 号 闻 顺 序 ) 。 
3879. 求 皮 (4, D 0) 到 平面 4z 十 By 十 
02 一 DD 的 距离 。 
解 设 把 原点 移 到 点 (a, 5, co) 时 ， 点 (%， 2 
2) 变 成 点 (2, 了 ， 分 》 则 
0 一 4 十 琶 ，2 一 2 十 了 ，2 一 十。 
轴 而 在 新 坐标 系 里 , 平面 方程 
4z 十 By 上 Cs 一 D。 
可 写成 | 
AlatH) +B(L+Y) +0(0+2) =D, 
即 AX+BY4+02=D-Aa- Bb-—Cc. 
由 上 题 知 从 新 原 沁 所 作 次 于 硬 的 重 
长 
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pl Ao+ BotCo—D! 十 4 土 刀 
大 V .43 十 及 十 0 VATtBHOY 
这 就 是 点 (a, 5, c) 到 平面 Aw 填 By+Ce 一 0 a < 
的 距离 . 本 MA2+BtO2 
3880。 求 直线 和 平面 平行 的 条 件 . 和 
解 设 直线 的 方程 为 -tA _ .+B 
a YB 7 ®@| Vr VATBTO 
本 及 G 2 十 CO 
则 A:B:C=1l:min, AAA 十 万 2 十 0 
设 平面 的 方程 为 由 问题 3871 可 知 , 这 两 条 垂 线 的 夹 角 9 的 余 
4 十 BOeD) 图 | 纺 为 
则 由 问题 3878 知 ogg _ 圭 (44'+BB'+00') 
A’: B':O's=7': m:n’, J 
其 中 ”7 是 从 原点 所 作 这 个 平面 的 垂 线 | 这 就 是 书 知 两 平面 夹 角 的 余弦 


的 方向 余弦 .如 果 直 线 @ 和 平面 @ 平行 , 则 注 两 平面 DD、@ 互相 垂直 时 ， 
A4't+ BB'+CO'~0. 


3883, 求 从 一 点 到 一 直线 的 距离 . 


从 原点 所 作 平 面 四 的 垂 线 , 一 定 和 直线 @ 
垂直 ,因此 , 根据 问题 3871 可 知 
人 二 7200 十 0 一 0。 


解 设 已 知 
“» A4'+BB’'+CC'=—0., @@ 点 为 已 (o 8B， 
图 就 是 直线 外 和 平面 四 平行 的 条 件 。 力 ， 已 知 直线 
3881， 求 直线 和 平面 垂直 的 条 件 。 的 方 径 六 
解 设 直线 方程 为 人 
人 四 | 本 BB- 
了 ”五 a 
平面 的 方程 为 -3 1 
4 二 BA 二 Ce 一 也 ， @@ . 
则 由 上 题 可 知 ,4 B's0 为 从 原点 所 引 这 个 |、 及 (Je) 让 下 册 方程 为 
平面 的 牌 线 的 各 方向 余弦 的 比 . 


! 
, es (参照 问题 3881) 、 
因此 ,如 果 直 线 @ 垂直 于 平面 @, 则 直线 设 这 个 平面 和 已 知 直线 的 交点 为 @, 则 PG 的 


也 和 从 原点 作 平 面 @ 的 垂 线 平行 . 长 就 是 所 求 垂 线 的 长 度 . 

二 。 A:B:C=A':B':C > Gy 在 已 知 直 线 上 取 不 在 点 @ 处 的 点 PP'(@' 

名 A | 8', 7); 则 

到 = 副 = 方 . @' 0 (a—0)2+ (8—8') 2 十 C72, 

@ 或 @' 就 是 直线 名 和 平面 多 算 直 的 条 P'Q? 

件 。. 4(o' 一 o) +B(B'— CC -DY 
3882. . 求 两 个 平面 的 夹 角 的 余弦 ， -fe 人 2 
解 ” 设 两 个 平面 方程 分 别 为 (参照 问题 3879) 

4Z 十 By 十 Cg-= 也 ， (OM) : sh pp pn - 
A 因此 , 由 P@: 一 PP2-- Pa2 可 求 出 PQ， 


因为 两 平面 @、@ 的 夹 角 ,就 是 从 原点 所 作 | ”3884. 求 直线 “~ 一生 在 
这 两 个 平面 的 垂 线 间 的 夹 角 。 由 问题 3878 | 平面 4iz 十 Bo 十 C 一 刀 上 的 条 件 . 


知 ,从 原点 所 作 两 平面 @、@ 的 垂 线 的 方向 5 
余弦 分 别 是 | 解 设 二 一 -人 一 = 了 F<h 则 


em 
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z=Ak+oa, 1 一 BN 二 B，2 一 CN 十 7。 
要 使 点 (z, y, 2?) 在 平面 上 , 则 必须 使 
A'(Ak+o) +B' (Bk+B) +O’' (Ck+Y) 
=D,。 
“kK(AA'+BB'T4CO') 
+(Ad'a+B'B+OY—D)=0. 
此 式 对 于 所 有 的 * 值 成 立 的 充 要 条 件 是 
AA'+BB'+C0'=0, @O 
A'la+ BB+OY=D, 四 
这 就 是 使 直线 包含 于 平面 的 条 件 . 其 中 人 @ 是 
直线 平行 于 平面 的 条 件 , @ 是 点 (&, 6, 7) 在 
平面 上 的 条 件 。 
3885。 求 含有 直线 2 


5B 

和 点 la、B'"、7') 的 平面 方程 。 

解 设 过 点 (a!, B', 7 的 平面 方程 为 

A'(s—a’)+B'(y—8') 十 C(z 一 2 四) 一 0， 
因为 所 给 直线 在 这 个 平面 上 , 则 由 上 题 可 知 

44' 十 BB' TOC' 一 0， 人 

(ga—0’') A'+ (8—B') B'+(Y—7) C=0,. © . 

从 @ 和 回 , 得 
A’ 
b(Y—7)—C(B—p') 


OG-a) AO—y) 
EC 
A(B—B)— Bl(g—a’)" 
故 所 求 平面 的 方程 为 
[B(Y—7Y) —0(8—B")](%—o") 
+[C(a—a) 一 4407 一 >)](y 一 67) 
二 [4(6 一 8) 一 吾 (c 一 ca] 一 7 ) 
一 0。 
3886. 求 三 点 也 (2 Yi, 21), 9 (22, Yo, 
22) 及 忆 (za, Ya, 23) 所 决定 的 平面 的 方程 。 
解 直线 PQ 的 方程 是 (问题 3876) 
Wa—m Ya—Y1 一 
由 上 题 可 知 , 包含 这 条 直线 和 点 鼠 (xay ya，2) 
的 平面 的 方程 为 
L(y2—Y1) (21— 23) 
一 (82—21) (y1—Y3) ] (7— 73) 
+[(22—21) (m1 — 3) 
一 (zz 一 妇 ) (21— 23) ] (Yy— Ye) 
十 [2 一 240) (Yi) 
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-一 


— (y2—Y1) (oa 一 ze)] (2 一 23) 一 0， 
此 式 是 在 上 题 的 平面 方程 中 以 
A=za—%1, B=Y2~ Yi, C=2o 一 及 
Qa=%1, B=, Y=21, Cl' 一 20y 
PB'=ys, 7 一 2 
代 换 后 所 得 的 方程 . 
注 用 下 列 行列 式 来 记忆 这 个 平面 方程 的 
公式 是 很 方便 的 , 就 是 
» Yy 
mz1 Yi A 1 0 
Xo Ya 22 1 
23 Ya3 33 


及 


2 1 


1 

3887. 求 过 两 点 (1, 2, 3)、(2, 3, 1) 的 
直线 的 方程 . 

解 ” 由 问题 3876 可 知 , 所 求 方程 是 


3 一 3 
1 5 
“。 2 一 I 一 /一 2 一 一 于 人 一 2) 。 


3888. 求 经 过 两 点 (1, 2, 3) 、(3, 2, 1) 
的 直线 方程 。 

解 ”这 两 点 在 4 轴 上 的 截 距 都 是 2, 所 以 
连结 这 两 点 的 直线 在 y=2 的 平面 上 。 


i 了 


因而 所 求 直线 的 方程 ,就 是 平面 y 一 2 和 平面 
x 十 2 一 4 的 交 线 的 方程 。 

3889. 求 以 A4(1i, 2, 3)、B(3，2, 1)、 
0C (23, 3, 1) 为 顶点 的 三 角形 的 各 边 方程 和 各 
内 角 的 值 。 

解 由 上 题 可 知 直线 4 的 方程 为 

2 一 2，2 十 2 一 人 4. 

同 理 可 得 ， 直 线 BC 的 方程 为 

z=1, 2 十 1 一 5。 
由 问题 3876 可 知 , 直线 4C 的 方程 为 


Z—3 


2 一 二 一 一 2 一 一 pt 
设 B4 的 方向 余弦 为 mm 它们 所 成 的 比 
为 一 2:0:2, 所 以 


1=—2k, m=0, 0 一 27。 


工 
1 十 M23 十 03 一 1， 得 8 一 一 二 一 。 
又 由 ， 得 人 
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同样 , 设 G 瑟 的 方向 余弦 为 m'、 WV 它们 所 | 由 问题 3881 可 知 ，4:B:C 二 1:2:3。 故 所 求 


， 工 /一 荆 
。7 一 -一 ， 二 一 二 , MX 一 0。 
J3 my 3 n'=0 


又 设 04 的 方向 余弦 为 下 wm”、w'， 它们 所 | 即 


成 的 比 为 一 工 : 一 工 :十 2， 


»__—1 j 1 十 2 
1 一 一 一 ， MN 二 一 二 ， 一 一 一 。 
6 Cr 
因而 
7 re Lu M3 
cos LABC=W + mm +nn’ 一 -也 


(BB 的 补 角 的 余弦 ) 
Co BO4 一 1 7 十 220712 十 000 一 0) 
+ LA=30°, /B=60°, /0=90°, 
注 在 这 里 A 


“所 求 的 方向 余 
弦 的 方向 如 图 
所 示 。 


4 了 是 也 4，BO 是 CB, 40 是 5 本 的 方向 . 
因而 所 求 的 内 角 为 4、~C, 外 角 为 LB. 

3890. 求 经 过 三 点 (1, 2, 3)、(3, 2, 1)、 
(2, 3, 1) 的 平面 的 方程 ， 并 求 原点 到 这 个 平 
面 的 距离 


解 ” 设 所 求 平面 的 方程 为 4z 芽 By+Cs 一 


D, 则 
A+2B+30=D, 
34+2B+0=D, 
324 上 +3BTO=D。 
解 @.@、@, 得 


四 @ 晶 


故 所 求 平面 的 方程 是 
2 十 二 2 一 6， 
We 
-6 _ 
rp 
(参照 问题 3879) 
3891. 求 过 点 民 , 2, 3) 且 与 平面 +2y 十 
32 一 6 垂直 的 直线 的 方程 。 
解 ” 设 所 求 直线 的 方程 为 
Z—1 YYy-2 2—3 


4 8B 0; 


直线 的 方程 为 
- 了 _4-2_ 2 一 3 
人 
i 
多 今 一 本。 


3892， 求 过 两 点 (zt， Yi 21)\(%2, Yo, 22) 
与 已 知 平面 4 By 十 0 一 站 每 直 的 平面 
的 方程 。 oe 
解 ” 设 过 点 (21, Ys 21) 的 平面 的 方程 为 
A'(v—%1) + B'(Yy—Y) 十 0 (2—21) =0, 
因为 这 个 平面 经 过 点 (2 Y2, 22) ,所 以 
A' 一 0) + B' (ya ~—Y) +O' (22—21) 
=0, © 
又 这 个 平面 垂直 于 已 知 平面 
47z 十 By 十 DOz 一 也 
所 以 , 由 问题 3882 可 知 
A'.A+B'.B+0'.:0=0, @ 
出 @、@, 可 得 
| A' 
C(y2~Y0) — B(22— 21) 
-= 8B a a 
Al(s2—21) —C 23 一 他 ) 
> C 
五 (oz 一 O) — A —y)" 
故 所 求 平面 的 方程 是 
[C (% 一 加 ) 一 妾 (sa 一 2 ] (2—%1) 
十 [4(zo 一 弛 一 0(z 一 0)] (一 力 ) 
十 [Bop 一 21) 一 4(b 一 切 )](z 一 21) 
一 0 
3893。 求 过 一 点 以 , 2, 3)， 且 同时 平行 
于 zy 面 和 平面 2 十 y 十 2 一 6 的 直线 的 方程 。 
解 ” 设 所 求 直线 的 方程 为 : 


因为 这 直线 平行 于 zy 平面 ,所 以 
%=0, 
从 而 得 出 . 
2 一 3 一 0。 个 
又 这 直线 平行 于 平面 2 十 Y 十 2 一 6,， 由 问题 
3880 可 知 
x1+mx1i+nx1i=0, 
又 1 一 0, 所 以 ?十 驴 一 0。 
ov Z :7 一 了 : 一 工 ， 
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由 此 可 得 xz--I 一 3 一 y。 即 
2 十 y 一 3。 四 
因而 所 求 直线 的 方程 是 
2 一 3，2 十 /一 3。 
3894. 求 以 原点 为 球 心 ， 半 径 为 > 的 球 


面 的 方程 . 
解 ” 设 到 原点 的 距离 为 ?的 点 的 坐标 为 
(%, 2 2 则 
02 十 仿 十 2 一 72 
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这 就 是 所 求 球面 的 方程 . 

3895。 求 以 点 (4, 5, 0) 为 球 心 ,半径 为 
的 球面 的 方程 。 

解 设 到 点 (a, 5, 6) 的 距离 为 7 的 任意 点 
的 坐标 为 (Zz,Y， | ; 则 

(wg—~a)?+ (y—b)?2+ (2~c)2—72,.. 

这 就 是 以 (a, 5, 0) 为 球 心 , 半径 为 了 的 球面 
方程 。 
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。 应 用 复数 的 解法 

3896. 已 知 两 个 复数 2、s2， 求 匀 二 22、 
21 一 Z2、 91'22、 3 二 加 在 复 平面 上 所 表示 的 

解 在 普通 平面 直角 坐标 系 里 ， 模 坐标 是 
q\ 维 坐标 是 六 的 点 , 即 坐 标 是 (c, 5) 的 点 .但 
在 表示 复数 的 平 奋 ， 即 复 平面 里 ,点 书 表示 
4 十 2%， 即 横 坐 标 仍 表示 实数 G， 纵 坐标 闷 表 
示 ?2 的 ? 倍 的 妈 。 在 复 平面 上 ， 把 横 轴 称 实 
扫 , 纵 轴 称 庶 轴 . 

现 取 O 为 原点 ,点 
卫 表 示 21 二 91- 01i， 
点 日 闵 示 2%2=42++b2i， 
设 欠 卫 、@ 作 实 轴 的 
垂 线 ， 设 垂 足 分 别 为 
P' 8', 从 了 .9 作 虑 
轴 的 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 P"、8", 则  . 

OP'~a1, OP”=0b1, 09 一 02，09 “一 D2。 
再 作 以 OP、Og 为 两 邻 边 的 平行 四 边 形 
OPFE9。， 设 从 五 作 实 轴 的 垂 线 ， 设 垂 足 为 
RB， 从 互 作 起 轴 的 垂 线 ， 设 熏 足 为 ， 因 
PRL2OQ, 则 
P'R'~=08'=@, PR’'=00"=0,. 

OR'—OP’+P'R'~a1+a%, 

OR"=0O0P"+P"R’"=01+0,, 
故 如 在 普通 直角 坐标 平面 里 ，B 是 表示 坐标 
为 (ai 十 ab1 十 Do) 的 点 , 那么 在 复 平面 ,五 就 
表示 

Cl 十 Ga 十 (01+02)i= (G1+010) + (a2+ 0%) 

二 条 十 22。 


因而 


因此 ， 设 表示 1、 so 的 人 PP、 久 ， 则 表 
示 4 十 2 的 点 是 以 R 
OP、09 为 两 邻 边 所 人 Ca 
作 平 行 四 边 形 OPEQ A 

的 顶点 五 。 

纪 一 和 和 51 十 (一 29) 最 

是 一 样 的 。 设 各 示 zg1 » 

的 点 为 P， 表 示 一 2 ol 

即 二 Go 一 52 的 点 为 Q1， 则 以 OP、081 为 两 
邻 边 所 作 平 行 四 边 形 OPRjQ1 的 顶点 及 为 
表示 31 一 2 的 点 。 因为 原点 0 为 491 的 中 
点 ,有 OPR1Q1 是 平行 四 边 形 ,所 以 O9PRI 也 
是 平行 四 边 形 ( 由 PR1L0Q1 得 PRE1280). 
因此 ， 在 平行 四 边 形 O08PRi 中 取 Ri 则 BBR1 
也 是 表示 1 一 %% 的 点 。 这 样 ,从 原点 到 表示 
及 一 和 的 点 Bi 的 距离 ORi) 等 于 表示 两 复 
数 zi 2 的 两 点 了 P、94 间 的 距离 PQ@ (因为 
OQPR1 是 平行 四 边 形 ) 。 

在 复 平面 上 ， 设 点 卫 表示 复 数 sz 二 a 十 bi， 
从 原点 到 了 的 距离 ( 设 距 离 为 7, 则 ?与 其 方 
向 无 关 , y 兰 0) 称 为 复数 z 一 a 十 0 的 绝对 值 ， 
胃 1zt 表示 。 邑 

lzsl=|atnil=V G+ =0B=r7, 
而 实 轴 的 正方 向 和 
OP 的 夹 角 人 xOP 称 
为 这 个 复数 的 幅 角 ， 
用 arg(taTD2) 表示， 
设 这 个 幅 角 为 9, 则 
Qo=7 C080, 
2 一 ”SinC. 
,G+bim7(co0+isind), 
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这 样 复数 5 十 好 可 表示 为 7(cos6 十 jsin9)， 
它 叫做 复数 的 极 形式 表示 或 三 角 函 数 式 。 
设 jz[=71, arg 21 一 04, |zo| 一 yo arg 2 一 


62， 则 he 
21—=71(COSO1+isinO1), 


22=—72(C08 0 + tsin 02)» 

所 以 
21*:20—71(COSO1T Lisin O41).72.(0080. +4 isinO) 
=71°79(COSO1 C0802+¢ sin O1c080, 

+icosOsinG, .+sin gtsin 602) 
71°72f (cosO01 Cos0»— sin O18in 02) 
+i(sin Oi cosOs+cos01Sin O62)] 

一 7 “72Lcos(O1+ 0) +isin(01+02)]1. 

由 此 可 得 ,两 个 
复数 的 积 ， 是 以 其 ” 
绝对 值 的 积 为 绝对 
值 ， 其 幅 角 的 和 为 
幅 角 的 复数 。 

设 在 复 平 面 上 ， 
点 卫 表 示 复 数 21== 
Cd 十 D12 则 

[lal=0B=7!, arg21= ArOP=01. 
又 设 点 @ 表 示 复 数 2 一 0 十 oz， 则 

|22|=00=72, arg #2= L708=0,. 
在 实 轴 上 取 点 4 使 04=1,， 作 八 08B 相似 
于 A04P， 得 到 点 忆 (也 可 以 说 取 点 使 
AOPRwwAO49)， 可 知 

OR:0P=00:04, 

“. OR:71==72:1， 即 OR=?1*7o. 
而 人 YO0R=01 十 02 一 arg2t3rg32， 故 慷 是 
表示 21'25 的 点 。 

又 


R{z1°z2) 


Pe 71(COsO1t isinO1) 
1 gs 为 (co085o 十 1D5o) 
71(C0801+isinO1) (Cos 92— ising,) 
ya2(co862? 十 4S 记 ga) (00S Go— %8in 0») 
1 (cos 01+ isinO1) (Cc0s Oa— ¢Sin 6) 
72 (008202+ Sin2 0») 
= [cosO1cos0a-+sinO1 sin 0) 
2 
十 1(sin 01 cos O02— C0s01sin 0,)] 
SR 


al 


es 2 一 bo = 
| 72 lel 
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而 arTg(2t 二 32) 一 91 一 92 一 arg21 一 3T 名 2o9 
因而 复数 除 以 复数 所 得 的 商 是 以 被 除数 的 绝 
对 值 除 以 除数 的 绝对 值 为 其 绝对 值 ， 从 被 除 
数 的 幅 角 减 去 除数 幅 角 所 得 的 差 为 其 幅 角 所 
得 的 复数 。 


R(z1z3) 
(2) 
设 点 己 表 示 31， 点 外 表示 zo, 在 实 轴 上 取 
分 使 04==1, 再 取 肠 , 使 
LAOR= /QOP=01—0,, 
则 OR:0P=04:09. 
.“. OR.009=0B.04, 
即 OR.7o=71:1, 
OE=- 汪 . 
， ?9 
而 Lx0OR= 人 LI0P-- 人 人 ROP 
= /v0P- /A008 
=01—02—arg 21—arg sa。 
所 以 ,点 互 表示 复数 2 二 22( 图 (1) 表 示 01>>0。 
的 情形 , 图 (2) 表 示 91<9 即 91 一 82<0 的 情 
形 ) 。 

3897,， 在 复 平面 上 ， 设 表示 复数 si 的 点 
为 书 , 表示 复数 sa 的 点 为 @), 点 五 在 直线 PQ 
.上 , 并 表示 复数 2 则 2 一 te 十 堪 一 力 3a( 其 中 
t 是 实数 )。 反 过 来 
也 成 立 。 

解 ”如 上 题 所 示 ， 
设 0 为 原点 ，B1 是 
平行 四 边 形 O8PR1 
的 顶点 ， 则 表示 忌 : 
的 复数 是 21 一 2 在 
直线 PQ 上 任 取 一 
点 瓦 ， 丸 表示 的 复数 是 2。 


设 过 豆 且 平行 于 
PR 的 直线 和 直线 OR 的 交点 为 瑟 ， 则 
O08BRs 是 平行 四 边 形 ， 因 慷 表 示 z，@ 表示 
2 所 以 如 表示 3 一 %。 因 此 ， el 
OHI 一 去 工 则 
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OR2=t.OR1, 
: oo 2—29—=t(21 ~ 220). 
从 而 得 出 
2 一 22 十 1(21 一 22) 一 龙 1 十 (1—t)eo. 
这 就 是 说 ， 对 于 直线 PQ 上 任意 一 点 五所 表 
示 的 复数 2) 等 式 z 一 tg1 十 (1 一 引 82 总 是 成 立 
的 。 

反 过 来 , 对 满足 关系 式 z 二 tg1 十 (1 一 从 82 的 
复数 z, 作 平 行 四 边 形 O08PR1, 则 及 表示 的 
复数 是 31 一 22。 再 在 直线 OR1 上 取 Ro， 使 
OP:ORBI 一 大 LI， 则 OR 一 t. OR!。 过 Ro 作 
ELP 的 平行 线 ， 和 直线 PQ 的 交点 为 3， 设 
Bs 表示 的 复数 为 aa， 则 因为 O08R3R2 是 平行 
四 边 形 ,所 以 Bs 表示 23 一 22. 

故 2 一 2 一 大 纪 一 22) 。 

"， 2 一 纪 二 121 一 bo) =it21+ (1—t)e2. 
。。 2 一 23。 
这 就 是 说 、28 就 是 在 直线 PQ 上 的 点 Ra 所 表 
示 的 复数 gg。 因此 复数 z 如 满足 关系 式 ?一 
te 十 代 一 力 s2, 则 表示 2 的 点 一 定 在 直线 PQ 
2E, 

3898， 以 三 角形 4BC 的 边 4B、4C 分 
别 为 一 边 , 在 三 角形 的 外 侧 作 正方 形 4BDE 
和 ACFG, 设 线段 召 G 的 中 点 为 骨 , 则 24M 
一 BO 有 AM.LBC. 

解 ” 在 复 平面 上 ， 以 4 为 原点 ， 建 立 坐 标 
系 。 设 恕 表示 的 复数 为 ma， C 表示 的 复数 为 
p92， 马 表示 的 复数 为 zw，G 表示 的 复数 为 #9， 
则 由 问题 3896, 得 

2 一 21[cos( 一 90?) 十 和 Sin( 一 90?) 
一 —&ii, 
2o 一 2o(co890" tisin 90°) =g%, 

设 线段 BG 的 中 点 如 表示 的 复数 为 zm， 
则 

Zn= 


2o 十 go ~ S12 
2 2 


一 于 (一 2 

过 和 4 作 BC 的 平行 线 , 并 在 其 上 取 A4N 等 
于 BO, 设 六 表示 的 复数 为 z， 则 由 4BCN 
是 平行 四 边 形 可 知 


< 


、 B(zi) C(zz) 
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《参照 上 题 ) 


。， sm 一半 ori 一 于 sn(eos 80 十 isin90°)。 


2 一 2 一刀。 


因而 


E29 | 一 去 [sn| . 
即 AM=—3 AN, 


从 而 得 出 ， 
AMU= 坟 BB0, 目 AM1BO., 


3899. 以 三 角形 4BC 的 各 边 为 对 应 边 ， 
在 三 角形 的 外 侧 作 人 4BDeo 人 BOB co 
AcCc47, 则 人 A4BC 和 人 DB7 的 重心 重合 . 

解 以 A48B0 所 在 的 平面 为 复 平面 ,， 取 
原点 为 0, 作 实 轴 、 pu) A(a) 
虚 轿 ,建立 坐标 系 。 2 
设 各 点 表示 的 复数 
是 : 4 为 &, B 为 B 
B,C 为 7,D 为 21， 网 
E 为 29, FE 为 23。 Et{z2) 
取 妈 使 0BA44' 为 平行 四 边 形 ， 取 D' 使 
OBDD' 为 平行 四 边 形 ， 则 4' 表示 & 一 8, DD 
表示 一 8B。 设 人 4BD 一 60, 则 人 4'0D'=9， 
OD':04' 一 BD:BA。. 如 设 B8D:BA=7:1, 则 

1~—B= (a—p).y(cos0+isin 0). 
又 设 7(C0SO 十 bsin0) 一 X， 则 
21—B= (a —PB)K. @® 

同 理 可 得 ， 即 LA4BD= 人 BCB= 人 /0A . 
=0, BD:BA=C0CBE:CB= AF: AC =7Y:1, 并 
设 7Y(C6080-+isin9) 一 k， 


且 4M 4N。 


F(z;) 


C( 力 


2 一 ?一 (B 一 7)7 © 
Qu= (0k. © 
@+TQ@+@@, 得 


(24 一 8B) + (82—7) + (23—0) 一 0。 

。…。 2 十 22 十 323 一 0 十 B 十 7 

21 二 22 十 53 +B+ 
1 3 。 S 了 @ 
此 式 的 左边 表示 人 DE 了 的 重心 ， 右 边 表示 
和 人 A4BG 的 重心 ， 所 以 A4BC 的 重心 各 
和 俯 DBF 的 重心 是 重合 的 。 

3900. 在 四 边 形 4BCD 的 外 侧 ， 以 各 边 
为 斜 边 作 等 腰 直 角 三 角形 人 4BP, 人 BCe， 
| AD48, 证 明 PBR=SQ, 旦 

PELSQ,. . . 
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解 设 各 点 表示 的 复数 是 : 4 为 a,B 为 B， 
C0 为 >， D 为 5, 卫 为 2 Q@ 为 %， 忆 为 zs， Ss 
为 妈 。 


S(z) 


AL4DBP= /BCQ=: /ODR 
~/DAS:=45°, 
-， BP:BA~0Q:0B=DE:DO 
=48:4D=1:V2., 
又 设 


1 Oo yo e a 1 a 
J +isin45°) 可 (十 多 一 名。 
和 上 题 同样 道理 , 可 知 
1—B= (ga—B)%, g2—Y= (B—VFK, 
28 一 0 一 (7.-3)78，2% 一 2 一 (一 0)7。 
21-B 一 (a 一)* 诗 (1+ 光 
即 ” 扩 =p+(a 一 8). 诗 + 人 0 
CQ /4 1 B/N : 
一 区 (二 人 十 各 人 寺 一 仿 。 
同 理 可 得 ， 
2 一 身 企 十 人 十 当代 一 加 
oo 一 世人 二 榴 十 妃 GL 一 人 


zs 一 记 (1 二 人 十 当红 一 和。 


+ 全 >- 人， 


5 

sm t+ 3 (LO. 
因而 
(g4— 22) $= fe (i-D+ L376+1) 


一 2 一 7? 站 上 .8 一 SC; 
T+- 


—=21— 83。 
即 (gs4—20) (C0390° 十 isin 90°) =21—2s, 
四 zi 一 ss 一 [zs 一 22|， 


or 
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ce 


即 PR=S®, 有 £8 PRLSGQ. 

3901. 以 三 角形 4BO 的 边 4B、4C 分 
别 为 一 边 ， 在 三 角形 4B0 的 外 侧 作 两 个 正 
方形 4BDE, 40FG。 设 它们 的 中 心 分 别 为 
有 BR。 又 BC 的 中 点 为 8，BG 的 中 点 为 
S， 证 明 四 边 形 E 
PQBRS 是 正方 
形 . . 

解 以 4 为 原 
点 ， 作 实 轴 、 虚 
轴 , 设 B 表示 的 
复数 为 2 0 表示 的 复数 为 22， 于 是 召 表 示 
的 复数 是 | 

gi[cos(— 90°) +isin(—90°)] 
一 (一 从 二 一 216。 
G 表示 的 复数 是 
g2° (C0390° + i%sin 90°) 一 2ot。 

因为 书 是 五 如 的 中 点 ,所 以 三 表示 的 复数 

是 


纪 十 (一 2 人 工 一 了 
2 EN 


又 敢 是 CG 的 中 点 ,所 以 已 表示 的 复数 是 
bo 十 gog “ 工 十 1 

本 

从 而 得 出 , PR 的 中 点 表示 的 复数 是 


了 荆 一? 和 十 1+’ ao) 


Ep 


2 2 2 
一 1 
+ 


又 由 于 BC 中 点 @ 表示 的 复数 是 名 名， 


BG 中 点 8 表示 的 复数 是 二 纪 二 2， 所 以 


QS 中 点 表示 的 复数 是 
1 /gt¢o ,| ~ 21i Zo 
( 


22。 


4 


因此 ，PBR 的 中 点 和 8@8 的 中 点 是 同一 点 ， 即 
PR 和 QS 互相 平分 。 从 而 得 出 ，PORS 是 平 
行 四 边 形 。 


其 次 ,因为 P( 


PQ= ee Ea 


中 gi 十 1+% 


1 


站) oe) mi 
1—s 


,区 1 
一 5 2 可 条 十 豆 和 2。 
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pr 
PS——2 + 1 二 了 Zi 


~ 
—P9'i=PQ(cos90° +isin 90°)., 
因此 ， PQ=PS,， 且 PQLPS. 
因 两 邻 边 相等 且 相 互 垂直 的 平行 四 边 形 是 正 
方形 ,所 以 PQRS 是 正方 形 。 
.3902. 在 人 XO 了 的 平分 线 上 ， 取 定点 
4 过 4 的 任意 直线 和 边 O、OZ 分 别 交 于 
5 1 1 
L、 &, 证 明 + 是 定 值 。 

解 平面 (OX, 0 了 ) 为 复 平面 , 0 为 原点 ， 
在 OX 上 取 一 点 路 , 使 戏 表 示 的 复数 为 
a1(|z1| 一 1), 在 OF 上 取 点 六 使 W 表示 的 
复数 为 z2(jz2| 一 1)。 作 点 B 使 OMBN 为 
平行 四 边 形 , 则 B 在 


人 XO 了 的 平分 线 上 ， P(z,) 

从 而 得 出 如 表示 的 ”Mlz) A 
复数 是 #1 十 s2. 已 知 0 A 
4 为 ZXOT 的 平分 2 外 


线 上 的 定点 , 设 04:0B=k:1, 7 是 定数 ， 则 
04 一 Ek.0B， 所 以 4 表示 的 复数 是 %(z1 十 
82) 。 又 知 过 4 的 直线 和 0OX、O7 分 别 交 于 
2、4, 所 以 4 在 直线 PQ 上。 设 忆 表示 的 复 
数 为 23, @ 表示 的 复数 为 g4, 则 
KZ1 十 92) 一 tz3 十 (1 一 起 zy, 《问题 3897) 
设 OP、08 表示 其 长 度 , 则 .、 
23:21 二 OP:1, ”。 gs3=21°0P, 
又 2:2za 一 09:1， 即 2%4=82: O00., 
"kK(g1+22) 
=i(g10P)+ (1—t) (#2°08), 
(Kt:0P)a=[(1—{t00— ks2. 
因为 el 一 lz|， 但 2 大 co 
所 以 Ek 一 t:0OP=0 和 ( 代 ~ 轨 09 一 5 一 0. 


_ _ 
由 此 可 得 ， OF= 了 了 和 09 Tr . 


; 1_t 1_1-t 
从 而 得 出 ， OF Ek’ ‘00 - k “e 
Lt 二 ( 定 值 )、 


“oF +00 天 + 一 天 
在 复 平 面 上 , 设 交大 的 顶点 4 


3903. 


则 2 王 
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点 C 表示 的 复数 为 图 证 明 人 A4BC 是 正三 角 


形 的 充 要 条 件 是 

c& 二 8woT7ywo2 一 0 或 wx 十 Buw2 二 yw 一 0。 
其 中 为 1 的 虚 立方 根 二 3 二 2 

解 首先 , 看 以 下 命题 ， 设 在 复 平面 上 , 原 
点 为 0， 点 M、P、9 表示 的 复数 分 别 为 zw、 
zp、&H4。 车 把 点 卫 和 点 @ 在 O 放 的 方向 上 
分 别 平行 移动 es 
OM 的 长 度 ， 这 

时 也 移 到 P,Q 移 

到 8 则 OPP' AM 

是 平行 四 边 形 ， <" 中 
2 表示 的 复 

数 是 az 十 so 2 
O88'M 也 是 平 “ Wp 


行 四 边 形 ，8’ 表示 的 复数 是 zs 十 zm。 因此 ， 
线段 P'&' 表示 的 复数 是 
PO'= (sg em) 一 (sp em) =2) — Bpe 
但 线段 PQ 表示 的 复数 也 是 
OO 一 5 一 22。 
一 Pe 一 2 一 5。 
由 此 可 知 ,无 论 把 线段 沿 什么 方向 , 平行 移 
动 多 少 长 度 (线段 的 方向 、 长 度 都 不 变 ) 这 条 
线段 表示 的 复数 不 变 。 
其 次 ， 看 另 一 命题 : 设 点 瓦 表示 的 复数 为 
2 点 表示 的 复数 为 zs 则 ES=e2, 一 2r。 
现在 考虑 “了 人 一 和 二 全 | 
设 Ba 一 gp 呈 71(C0S91- 上 $sinO1)， 
Ze— Pramyo (COS Oo ssin O02), 


Ga ==73(CO0803+isinO,), 
一 2 


Ls 
Ni(CosO1-+¢sin 0)) 
ES Ce Sin 02) 

=—=73(CO8 gs 二 ?sin O03). 


~ [cos(01—02) +-isin(01~02)] 
“2 
=73 《cos 03 十 Sin 03) . 
由 此 可 得 ， rs O01 一 92 一 0 


即 和 一 02098，D 一 092 十 0， 


这 就 是 说 ， 要 把 [88| ( 即 复数 RS 的 绝对 


表示 的 复数 为 .%, 顶点 召 表示 的 复数 为 包 顶 上 值 , 线段 B25 的 长 度 ) 乘 以 一 个 数 ( 即 扩 大 车 


a 
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干 倍 ) 使 等 于 |P8Q1( 这 里 的 倍数 是 73)， 并 且 


把 ES 旋转 一 角度 使 和 PQ 的 方向 相同 《这 


里 旋转 角 是 96:)， 这 时 可 用 PQ 除 以 BS 来 解 
决 。 . 
现在 来 看 1 的 立方 报 在 复 平面 上 的 几何 表 
示 。 
设 民 ==1, 则 2 一 1=0， 
(2—1) (22+%+1)=0,，. 
于 是 x 一 14=0, 或 她 十 2 十 1L=0。 


i 

从 而 得 出 ， z=1 或 2 一 一 一 

一 /37A 
设 o= 二 一 ， 则 

i+vV3i\2? 1—_-2vV3i—2 

eC) 


bd 


一 1 一人/ 35 
二 
也 可 写成 “ww=eos120* 十 fsin 120。， 
人 2 一 cos( 一 120?) +isin(—120°), 
1=c0s0° -Fisin0°. 

设 表示 1 的 点 为 LZ， 表示 ww 的 点 为 用, 表 
示 吧 的 点 为 W, 则 人 LUN 是 正三 角形 。 

要 使 A4BC 是 (w) 3 
正三 角形 的 必要 
充分 条 件 是 ( 见 
注 ) 

AB DO 


Li MN 


A 


设 @@ 的 比值 等 于 z， 可 得 
B—a=k(w—1), 
7~—B—k(w—w), 
a—7=Ek(1—w). 

把 前 两 个 等 式 的 两 边 分 别 祖 训 , 得 
7—a=k(w?—1), 
Q—y=k(1—w)., 

这 就 是 说 ,在 名 中 车 


邹 
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WI ww ® 
则 这 个 等 式 两 边 的 值 都 等 于 子 二 等。 从 而 
得 出 @ 式 成 立 。 


同样 , 再 设 @' 的 比值 等 于 2, 得 
B~&=%' (Ww?—1), 
7—B=Fk' (Ww—w’), 
Qa—7=k’'(1—w)., 

把 前 两 个 等 式 的 两 边 分 别 相 加 , 得 


7 一 C 一 大 (一 蕊 ， 即 a—y=%(1—w). 
这 就 是 说 ,在 9' 中 车 
B—% __ ?一 B 
@2 一 工 ww—ws 


©@’ 


则 这 个 等 式 两 边 的 值 都 等 于 了 之。 从 而 得 
出 , D' 式 成 立 。 
因此 , 人 4B0C 是 正三 角形 的 充 要 条 件 又 可 
写成 回 或 @'. 
我 们 再 来 把 四 和 国 变形。 如 回 成 立 ， 
则 
《a 一 有 ) (w—w) = (8—Y) (1—w), 
即 〈c 一 B)w 民 一 屿 一 (6 一 7) (1—w). 
. 但 是 1 一 0 六 0，… (a 一 B)w=B 一 7。 
co 一 B(w 二 1) 十 7 一 0. 
而 ww? 十 ww 十 革 一 0，w? 一 工 。 
0 十 1 一 一 2 1 一 〇 ?。 
所 以 上 式 又 可 写成 
aw 一 B 一 0 十 yw 一 0.。 
"， Cw 十 Ew 十 yu? 一 0。 
如 四 ' 成 立 , 则 
Ma 一 B) (0 —w) = (8—7) (1—w)), 


@ 


人 一 B)w(w 一 二 一 (8 一 7) (lL+w) (1—w). 
Do 一 一 (8 一 力 G+w)， 
| (g—B)w+ (8—Y) (—w’) =0, 
aw—B(w+w) 十 ?2 一 0， 
caw 一 有 一 1 十 ?2 一 0。 (wo2 十 0 十 荆 一 0) 
两边 同 乘 以 wo2 
caw3 十 Buw2 十 yw4 一 0。 

“， Ca 十 Buw? 十 7 一 0。 图 / 
这 就 是 说 ,如 四 成 立 , 则 四 成 立 ; 如 加 成 
立 , 则 @' 成立。 | 
| 相反 , 设 @ 成立 , 则 


ao 十 Pu? 二 73 一 0。 
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“~. aw 十 B( 一 0 一 十 7 一 0 
即 (ca 一 6)o 一 8 一 
(zc 一 BJod- 由 = (8—») (6). 
C 一 B 
1—w 
设 图 ' 成 立 , 则 
caw3 十 Eu2 十 ?04 一 0。 
。 cu 十 8 十 ?02 一 0 
即 ”ac 一 pw 十 80 十 8 十 ?7( 一 和 一 了 一 0) 
(ag—BPw+ (8B—7) (w+1) =0. 
so (CG—B)w(w—1) 
一 (> 一 B) (w+1) (Ww—1). 
《8 一 a) (一 ap) 一 (7 一 8) (2—1). 
由 此 可 得 ， 
B—& 7—B_ ®’ 


(02—1 oon 

这 就 是 说 , 如 果 @ 成 立 , 则 @ 成 立 ; 如 果 
@' 成 立 , 则 四 成 立 。 

综 上 所 述 可 知 , 人 4BOC 是 正三 角形 的 充分 
必要 条 件 是 国 或 @' 成 立 。 

注 人 4EC 和 人 A 人 ZU 的 顶点 的 旋转 项 
序 相同 , 则 A4ZBC 是 正三 角形 的 充分 必要 条 
件 是 加 如 入 A4BC 和 和 人 LMN 的 顶点 旋转 
顺序 相反 , 则 人 4BC 是 正三 角形 的 充分 必要 
条 件 是 @'. 

3904. 如 在 八 4BC 的 外 侧 , 以 AB、AC 
为 边 分 别 作 正三 角形 4B0'、ACB'"。 在 关于 
BC 和 和 4 的 同 侧 ， 作 以 BC 为 边 的 正三 角形 
B04', 则 .404B; 
是 平行 四 边 形 。 (多 

解 设 以 BC 的 
中 点 0 为 原点 , 各 
顶点 4、D、C、4、 
BC' 表示 的 复数 
分 别 为 C、 一 1、 o's Bp'、 2 则 A 人 CDP4， 
人 入 B'4C, A 人 4'BC 都 是 各 顶点 的 旋转 顺序 相 
同 的 正三 角形 , 所 以 由 上 题 可 知 , 


B 一 ? ©@ 


wW—w” 


A'(o') 
Afa) 
B'(8') 


B 
(~1) 9 全 


7?' 十 (一 也 w 十 acw? 一 0， 个 
B'+awt1.w=0, 四 
2/' 十 (一 工 ) 包 十 1L.02 一 0) (@) 
y+(—lwu+aw=0, OD’ 
B'+owt1.w=—0, @®’ 
o-ootl w=0, @' 


当 @、@、@ 成立 时， 
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轩 -@, 得 c% 一 7 十 圭一 0)w2 一 0. 
0 一 一 (一 二 人 @ 
从 加 ,得 6 一 一 ao 一 9. 
so。 有 一 一 一 w 一 CO 一 0 
=Q(—1—0) 一 2 一 CO3 一 0 
一 (xc 一 切 w2. © 
从 ®、 © 可 知 ， Q 一 7 一 B 一 ao 
". 04 之 4DB0 
故 4'C0'4B' 为 平行 四 边 形 。 
当 @'、 加 、@' 成 立时 ， 
一 @, 得 a 一 y+ (~-a)w=0. 
0 oy = (0—1)w. @®’ 
从 图 ,得 6 一 一 acw2 一 0 
“， 8 一 X 一 一 X 一 CO2 一 包 
一 Q( 一 工 一 002) 一 史 一 CO 一 包 
一 (a 一 1)w。 图 / 
从 人 图 ' 可 知 ， 2' 一 一 8 一 C。 
.. OCO'A'LAB', 

故 这 时 40'4B' 为 平行 四 边 形 。 

注 正三 角形 0'B4, B'A4C，A'BC 如 向 左 
旋转 (与 时 针 旋 转 方向 相反 , 即 逆 时 针 方 向 旋 
转 ), 则 @、 四 、@@ 成 立 . 向 右 旋转 (与 时 针 旋 
转 方向 相同 , 即 按 硕 时 针 方 向 旋转 ), 则 @'、 
'、 @' 成 立 。 (如 图 所 示 , 是 向 左旋 转 , @、 
@、@ 式 成 立 .) 

3905, 在 人 4BC 的 外 侧 ， 以 A4BC 的 
各 边 为 边 分 别 作 正三 角形 4BD、BCE、 
C4 了 。 又 和 上 题 一 样 , 按 右 和 FD 为 
边 的 正三 角形 FDG， 
证 明 点 G、4、 马 共 
线 , 且 G4 一 AE. 

解 设 人 4BC 所 
决定 的 平面 为 复 平 
面 ， 各 顶点 表示 的 复 
数 分 别 是 : 4 为 a, B 
为 B, 0 为 7, D 为 @ 
如 为 e, 了 为 1,，G 为 
9g. 因为 A 人 4BD、 
和 人 BCB、 作 CAF、 人 FDG 都 是 右 旋转 的 正 
三 角形 ,所 以 

a 十 Bu2 十 do 一 0， Bo2eo 一 0， 

?十 aa 十 fo 一 0， 十 do2 十 go 一 0。 
在 这 些 式 子 的 两 边 同 彝 以 2， 则 得 
wtpBw Tt ds 0, Po? + Yt ee? = 0, 
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?wo2 十 au4 十 1o3 一 0，1o3-dws 十 0w3 一 0. 
因为 ws 一 1， 所 以 这 些 式 子 又 可 写成 


a+Bw+ oaw=0, © 
e 二 yo 十 pop 一 0， @ 


9 二 do 十 fop 一 0. @® 
如 果 ADB4, 八 BCB, 人 和 八 F8FAC,， 和信 GDF 都 
是 左旋 转 的 A 从 3903: 可 直接 得 @、 
©®@., @, ©. 

从 图 , 得 g=—dw—fo, 

从 @, 得 一 4=Bw+aws, 
从 图 , 得 ， 一 7 一 ao 十 yn。 

9 一 (二 ac2) 包 十 (wt yD) ew 
B22 TF oe + oat ys 
=20+ y+ Bw?, 

从 @, 得 
一 一 和 一 Po 
9 十 e 一 2a， 
te 
< 一 邱 “. 


@@T+@， 


站 全 全- 


由 此 可 知 ,4 是 GB 的 中 点 , 因而 G、4、 
共 线 , 且 G4= 4 万 。 

3906. 在 四 边 形 4BCD 的 外 侧 ， 以 四 边 
形 的 各 边 为 一 边 作 正三 角形 4BE, BOCF， 
CDG, DA 及。 如 果 加 8GEH 为 正方 形 ， 则 原 
来 的 四 边 形 480D 也 是 正方 形 。 


FU) 


解 ” 设 四 边 形 4BCD 所 在 的 平面 为 复 平 
面 , 各 顶点 表示 的 复数 分 别 是 : 4 为 a, B 为 
5, 0 为 ,DD 为 6, 畏 为 6e, 了 为 f,G 为 g， 
及 为 h.。 因为 和 BBA、 人 FCB、A 人 GDO、 
和 公 瑟 4D 都 是 左旋 转 的 正三 角形 , 所 以 

e 十 bw 十 aow2 一 0， © 
了 十 cu 十 zo2 一 0， © 
g+dw+ow—0, @@ 
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h+aw+dw—0. ©® 
E+g=— bw—aw— dw— ow, | 
”二 一 一 0 和 一 Ko 一 ao 一 Gu?。 
设 加 了 GH. 是 正方 形 , 则 BG 的 中 点 和 FH 
的 中 点 是 同一 个 点 。 
+9 fih 
2 2 7 
即 etg=f +h. 
从 而 得 出 ， 
—bw— aw?—dw— cw 
= — CW— bw — aw— dy?, 
如 (G4) (@ 一 09) = (+a) (一 02) 。 
因为 史 一 只 地 0,， 所 以 gc 十 c 一 2 十 Q。 
to Ltd 
2 2 * 
这 就 是 说 ，A0C 的 中 点 和 BDD 的 中 点 是 同一 
个 点 ,所 以 4BCD 是 平行 四 边 形 . 
因为 BBGH 是 正方 形 ，BG 一 23 再, 且 
BCG 上 万 万 ， 
， g—e=(h—/)i. 


9 一 6 一 (一 0 一 002) ~ (~ bw—~ aw?) 
一 0002 十 CO 一 0202 一 Go 
h—f=(—aw— dw) 一 《一 COw 一 bw?) 
= QW + b+Tcw— Ade, 
QW2 4 bw — C2 — Ow 
一 (一 Ga 二 po? 十 co 一 Go2) 力 
即 (a—0) (2 十 ob) 一 (一 四 (2 一 。 
(c—0) (W262) = (Q—D) (i+ wi?), 
c~0=— (Gd~—b)i, 
由 此 可 得 , 4C 二 BD， 且 ACLBD, 
所 以 ,平行 四 边 形 4BCD 是 正方 形 。 
3907, 在 复 平 
面 上 有 两 定点 邓 、 
N, 设 政 表示 的 复 
数 为 四， 表示 的 
复数 为 %， 在 连结 
两 点 了、 的 直线 
上 , 任 取 一 点 了 P， 忆 表示 的 偶数 为 2 证 明 下 
列 关系 成 立 : 
2 一 刀 一 2—B1 
2 一 为 加 一 2 


解 Z、 1、 82 在 一 条 直线 上 ， 所 以 


而 
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SZ—21 


一 一 0 或 土 %。 
po 21 区 训 


py 


arg 


由 此 可 知 ， 是 实数 
。 Eg— 1 一 24 32 
”go—21 (EE)- 22—21” 


注 ”连结 表示 复数 41、 22 的 两 点 的 直线 方 
程 是 


2 一 和 1 一列 
Za 一 2 2 一 2 “ 
3908. 以 三 角形 各 边 为 一 边 ， 在 人 4BC 
的 外 侧 分 别 作 正 三 角 (0) 
形 4BD、 BOE、 CAF, , A FU/) 
证 明 三 直线 ABE、BF、 地 
CD 共 点 。 B ce) 
解 设 以 人 4BO 所 季 


在 的 平面 为 复 平面 ， 各 
顶点 表示 的 复数 是 : 4 Ele) 
为 a, B 为 6,C 为 6， D 为 9, 五 为 e, 卫 为 
ff. 人 DBA, 和 八 BCB, 八 8A4C 都 是 左旋 转 的 
正三 角形 , 则 
d+bwtaw—=0, 
etcwt=0, 
f+awtcw=0., 


© 
©® 
® 


Z 一 久 . 
2 一 忌 “ 
"6 一 0 一 (一 0W 一 Zoo3) 一 0 
一 一 4 一 Do2 一 Cw， 
-。 6 一 0 一 一 0 一 502 一 cu 
一 一 5 一 2 一 zuz。 


由 此 可 得 ， 
2 一 4 
—Q~— tm cw 


5 一 0 
3 一 @ 
0 二 DO 二 DO2 " 
(ge—a) (a +dw+ cw?) 
一 (z 一 0) (at bw?+cw), 
ef(3 二 Do 十 co3) 一 5(Q 十 Bus 十 cow) 
一 Q(G 十 zw 十 co2) +a(at bw?+ ow) 
一 0. 
。。 2(C 十 Zoo 十 co2) --5(a 十 Do3 十 cw) 
十 (92 一 acC)w2 二 (aqc~ oaD)aw 
一 0。 、 
同 理 可 得 , 直线 BF 的 方程 为 


= 


gS—& 


即 Qi bw+cw 和 


. 
e+ 


0 Ts 
0 十 Cow2 十 aw btwtaw?™ 

“， 23(2 十 CO 十 ao2) —2(0+ew? + uw) 
+ (bc—04)w2 + (ba— 80)% 


=0. © 
直线 CD 的 方程 为 
.2 一 6 _ 2—6 
‘a—e i 
"， 2(C 十 ao 十 Ba2) 一 5(c 二 au3 十 Do) 
十 (ca 一 CB)w2 十 (到 一 co 
一 0. 


| 设 力 、 回 、 轿 的 左边 分 别 为 f1(z)、f2(2)、 
(ce)，@、@、@ 就 是 直线 48、BF、CD 的 
方程 f1(2) 一 0， /2(2) 一 0， f3(2) 一 0。 
因为 
f1(8) +f2(2) 十 fs(z) 
=g(a+b+6) (+wt+1) 
—2(a+b+c) (2 十 w 十 1)， 
且 2+w+1 一 0, 所 以 
f1(%) +f2(2) +f3(e) =0. 
这 个 等 式 为 恒等式 (lz 无论 取 什 么 值 等 式 
总 成 立 )。 由 此 可 知 ， 对 于 使 f(z) 一 0 及 
Jf2(2) 二 0 成 立 的 z, fs(2) 一 0 也 成 立 。 所 以 
三 直线 AB，BF, CD 共 点 。 

3909. 证 明 在 复 平 面 上 ， 若 一 直线 和 垩 直 
于 原点 0 和 壹 示 定 复数 @ 的 点 4 的 连结 线 
O4, 是 经 过 表示 定 复 数 #1 的 定点 B, 则 它 的 
方程 为 

Z—21 ，Z 一 
Er 
=0. 
| 解 ” 设 经 过 定 
点 B81) 与 定 直 
线 O4 垂直 的 直 
线 上 任 取 一 点 卫 , 呈 表 示 的 复数 为 2， 则 
BP 104. 


21 


| “"。 8 一 1 二 Bai (K 是 实数 ) 
2S—2&21 je 

| 即 po =h, (实数 ) 

| 得 册 2 一 21_ /2 一 21\_ 2 一 2 

| 从 而 得 出 ， 2 2) 3 


922 
即 ZG1 _ 2—21 
加 ~、 . 
ad os 
ZS—2&1 2—2] 
0 -0 
妈 4 
& & 


3910. 在 和 揽 平 面 上 , 以 原点 为 圆心 作 单 位 
圆 .在 该 吏 上 取 三 点 4、B、C， 它们 表示 的 
复数 分 别 为 a、B8、7Y。 证明 0 的 垂 心 妨 


所 表示 的 复数 是 a 十 
ZN NN 


有 十 7。 

解 从 原点 O 引 
O7， 使 O 友 人 BO, 了 BB 
是 定点 ， 忆 表示 的 复 
数 为 7 一 8。 因为 从 4 引 ZC 的 垂 线 4 的 
方程 ,就 是 经 过 定点 4 且 与 直线 OL 垂直 的 
直线 的 方程 。 设 4D 上 的 任意 一 点 表示 的 复 
数 为 z, 则 由 上 题 知 4D 的 方程 为 
gsg—o .2-0 =0, 
7—p ?7 一 8 
C&_cpy(C 一 0) 

aBy(Y--B) 
_ apyz 一 By ,aBys— PY 

CB 一 ao0 _ ob 
(…- 本 y=1) 

gC , By2~BY 2BY2—BY 0, 

7 二 ‘alB—7) 
a zpyz 一 py 0. 
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上 
但 是 ， 守 2 


忆 一 CQ 


人 c2 一 02 一 0872 十 By 一 0。 全 
同 理 ， 从 原点 0 引 OM, 使 OML24C4, MM 
是 定点 ， 旭 表示 的 复数 为 4 一 Y。 因为 过 8 
作 与 C4 的 垂直 的 直线 BB 的 方程 ， 就 是 过 
定点 B， 并 与 定 直 线 OM 垂直 的 直线 的 方 
程 。 设 BB 上 任意 一 点 表示 的 复数 为 2， 则 
8 的 方程 为 2 
SP, 
oy @&— 


完全 类 似 于 @ 的 简化 , 可 得 


zg—PB—oBysiyr—=0.。 ®@ 


直线 @、@ 的 交点 就 是 屡 心 号 
由 @-@, 得 
(ac 一 B)z 一 (a2 一 B2) 十 (8 一 ao 一 0。 
(ac 一 B) (一 ca 一 8 一 7) 一 0。 


a 
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因为 一 6 天 0, 所 以 ?一 w% 一 6 一 7 一 0， | 
a pg=Q@BTY. ©@ 
这 就 是 说 , 垂 心 互 表示 的 复数 是 w 十 8 十 ?。 
注 设 入 4BC 的 重心 为 G9， 则 表示 的 
复数 是 < 二 5 十 之。 今 知 生 心 也 表示 的 复数 
是 CC 十 B 十 7) 所 以 人 4BC 的 外 心 O、 重心 G、 
垂 心 五 在 一 直线 上 , 并 OG:0OH=1:3. 
3911. 在 人 4PBC 的 外 侧 ， 以 其 各 边 为 一 
边 分 别 作 正 方形 4BDE、BCFG、ACHEK， 


设 正方 形 BCFG 的 中 心 为 履 ， 证明 三 直线 


BK、CE、AM 共 点 。 

解 设 人 4BC 所 在 的 平面 为 复 平面 ，BO 
的 中 点 〇 为 原点 , BC 为 实 轴 , B 表示 的 复数 
为 一 1, C 表示 的 复数 为 1， 则 用 表示 的 复 
数 为 一 2。 设 4、 D、 B、 五 \、 五 表示 的 复数 
分 别 为 a、a、e、h、%。 把 正方 形 4BDE 向 
实 志方 向 平行 移动 1， 则 4 移 到 4 五 移 到 
B', 刀 移 到 D, 瑟 移 到 B', 于 是 B'4'L4B4， 
B'D'L4BD,B'D'|LB'4'. 由 于 这 时 B' 与 
原点 0 重合 ， 所 以 04’ 和 B4, OD’' 2 BD, 
07D'104'。 故 设 4、D、B!' 表示 的 复数 分 
别 为 a、&、e', 则 

Qa'=q+1, d= (g++1)1i. 
6 一 以 十 人 一 4 二 十 (Q 十 了 3 
从 而 得 出 ， 
6 一 2 一 上 一 4 十 (4+1)i= ( 工 十 们 G 十 外 


其 次 ， 把 正方 形 4CHK 在 实 负 方向 平行 
移动 ~ 二 4 移 到 4”, C 移 到 0C", 及 移 到 
匡 ”, 区 移 到 人 ,所 以 CO”"4"4CA4, 0"'H"' 4 
C 瑟 ， C"H'" | C"A". 出 于 这 时 Oo" 与 原点 O 

合 ， 因 而 04”4C4, OH”L4CH, OH”] 
04”.。 故 设 A”、 HH”、K” 表示 的 复数 分 别 为 
a”、 h’'、 kp", I 
Qa’=a—1, 
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jl (0—1) (一 分 一 一 (一 功 让 
bth =g~1— (Gg—1)i. 
从 而 得 出 ， 
k=k"+1=a— (a~1)i= (1~iati. 
于 是 得 直线 BE 和 站 加 二 3907) 为 


2s—(—l) 一 (一 3 
Ida 1) a 1 
即 
3s 十 1 加 Z 十 工 
(一 分 a 十 ?IE 一 到。 1 一 人 2 二 1 一 久 
2 十 1 二 z 和 十 1 
(人 一 分 (二 人 AoiFl)’ 
2 二 +1 z+1 
ats ai+1i" 


(st (ditl)— (+1) (a+i)=0, 
2(itl) ~3(a+) +ai+1—a-i~0. © 


同样 , 直线 CB 的 方程 为 
2—1 于 2 一 工 
(十 分 a 十 ?一 工 (1 一 人 5 一 工 ? 
即 
2 一 工 。 2 一 了 
TtDariltd) il+td)a + 
z—1 要 Z 一 荆 
(I+O(atD (4) (iF1) 
2—1 2 一 1 
ai ai+1i” 


(2—1) (05 二 1) 十 (3 一 1) (a+i) =0, 
2(Qi 十 1) 十 5(G 十 人 一 (Qi 十 1 — (at+d) 
”=0, ©@ 
由 @ 一 @, 得 
27 (十 办 一 32(05 二 IT) 一 0， 
即 z(a+)=ait1, 
Qi 十 4 
Q 十 7 
工 一 0 
a—i ~ 
因此 ， 两 直线 BK、0CB 的 交点 表示 的 复数 
~ 1i—a; 
为 一 一。 
Q 一 3 
又 , 直线 4 的 方程 为 
2 一 Q _ 
-ia 


"8 


2 


或 2 一 


4 一 CQ 


az 一 2 tl 代入 , 则 


以 s=- 二 区 一 -一 一 ，0 一 
一 


AM 上, 


923 


1—a;s 
a 2—a G 一 ? 
5 
_ 1 一 ai 一 (KG 一 分 
(一 和 一 四 (4 一 从 
_ 工 一 0i 一 GT 十 
一 (Ga 十 让 (一 外 
CQ 一 二 
(atd) (G 二 1 


—a 


(a+i) (i—a) 
Qi 十 1 一 上 0 一 0 
+Bf- (@—i)] 
A CQ 一 荆 
(a+é) (a—i 


由 此 可 知 ,2 一 Qi (5 41 ) 衣 全 于 @ 


这 就 是 说 ， 两 直线 二 OB 的 交点 在 直线 
因而 BK、CB、4M 三 直线 共 点 。 


乙 . 应 用 矢量 的 解法 
3912， 说明 在 同一 平面 上 的 两 个 矢量 和 、 
2 的 和 及 差 的 几何 表 
示 方法 . 

解 ” 设 所 给 的 矢量 
&、5， 如 图 所 示 ， 即 
a 一 PG，B=BS， 把 
PQ, RS 分 别 平行 移 
动 ,使 .五 和 原点 0 
重合 , 则 PRL04, RSL0B。.。 以 OA4、0B 为 
两 邻 边 作 平 行 四 边 形 OA4CB， 以 04 为 一 对 


角 线 , 0B 为 一 边 作 平 行 四 边 形 0B40', 则 


_ ~ Dp -Pp 


G+b=00, 2—$—00'~BZ. 

3913. 说 明 在 同一 平面 上 的 两 矢量 4、? 
的 内 积 的 计算 方法 . 

解 .4 和 2 的 内 积 用 2 必 或 (4, 避 表示 ,并 
把 它 定义 为 _ 

(a, D)=lal: 121cos6. 

其 中 lal 表示 不 考虑 4 的 方向 仅 考虑 其 长 
度 。 | 引 表示 多 的 长 度 。 

从 一 点 0 引 等 于 4 的 矢量 O04, 从 同一 点 


924 


0 引 等 于 5 的 矢量 OB, 则 O04、OB 的 夹 角 
叫做 两 个 矢量 a、5 的 夹 角 ,用 6 表示 。 如 设 
了 40B=9, 则 人 BOA 二 -9. 如 设 人 BOA4== 
6， 则 了 人 40B 一 9.。 但 是 cos( 一 9) = 二 co0s9， 
所 以 无 论 9= 人 A0B, 还 是 9== 人 BOA, co0s9 
的 值 不 变 。 ee ee 
其 次 , 设 P9204(0 为 原点 ), 点 卫 的 
坐标 为 (ol，2a) ;点 日 的 坐标 为 (q1, q2); 点 万 
的 坐标 为 (az，co)， 则 
9 一 01 一 0，92 一 2 一 02。 
所 以 , a 可 用 (ax 一 pl 42 一 22)， 基 (G1, 02) 表 
示 , 我 们 把 它 叫做 为 “的 分 量 表示 。 
同样 , 设 BS5==b==0B (0 为 原点 ), 点 互 的 
坐标 为 (71, ?79), 点 S 的 坐标 为 (81, 82), 点 BB 
的 坐标 为 (bi, 82)， 则 s1 一 1 二 51，s2 一 ?2 一 
b2, 所 以 2 的 分 量 表 示 为 
(81 一 71, 82 一 72)， 即 
又 由 余弦 定理 , 得 
AB?= OA24+0B2— 204.0Bcos0, 


(01, 52). 


(G1~—01)2+ (a2— D9)? 
一 (ao 十 ca3) + (073+02) 
~2V oro.V 丰 十 到 .cos6。 
lal: 12leos6 一 ar 二 aopo。 

由 此 可 得 ， (a, ©) 二 CID01 十 q2D2。 

这 就 是 说 ， 如 果 把 & 和 了 的 内 积 用 分 了 量 表 
人 Fs 则 

(a, D) = (ob aa) 。 《DT b2) =a101 -La2b2。 

注 两 个 矢量 & 人 ; 重 直 , 其 夹 角 2 为 . 90 ， 
则 co59=0, 所 以 2.2 一 0. _ 反 过 来 ， 如 &.5 二 
0, 则 9 一 土 90*。 所 以 .13. 

3914. 已 知 两 矢量 04、OB, 在 直线 4B 
上 取 任意 点 P， 则 0 
可 表示 为 dd 
OF —t.04+ (1-t)0B. 

解 OP=08B-+BP, 

BP~t.B4 . 
一 (O40B)， (问题 3912)， 
“. OP= OB+t(04— 08) 
=t.04+ (1-t)0OB. 
注 如 果 忆 为 4B a 那么 


1 一 
P= 二 = 一 
BP 3 B34= 守 (04 .08)，, 


p 
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， -大 1 /11 
-， 5- 亏 54+(1 互 /5 
_ O41+0B 
2 4 
0 i 


a 0 
了 nOA+m:0B 
min 
3915, 已 知 04=2, 0 方 -六 06 一 5， 设 
人 4BC 的 重心 为 G， 则 
OG=3 +66). 
解 设 和 4BC 的 一 
边 BC 的 中 点 为 及， 则 
把 4 到 内 分 为 2:1 的 B 
点 , 就 是 八 4BC 3C 的 重心 G， 由 上 题 的 注 可 知 


B13, 


二 下 

_、1.07242.02 a+2|366+0)] 

i 
_ a+b+e 
3 


-G+6+o), 

3916, 设 把 和 八 4BC 的 边 BC、 CA4、4B 
内 分 为 rm:% 的 点 分 别 为 和 4 BC'， 证 明 
和信 A4BOC 的 重心 G 和 人 入 4'B'C' 的 重心 G' 是 
同一 点 。 es a 

解 设 04=&, 0B=?,0C=6,， 和信 4BC 
的 重心 为 G, 由 上 题 知 

OG—3(+5+D, 


又 报 据 问题 3914 的 注 , 得 
OZ'=*0B+m:00 _ nd+ me 
min m+n 


0B'= nOG+m.04 > ne+ me 


m+ NM 


OG0'= n:04+m:0B 和 na+ mp 


pr Nm 
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所 以 , 人 4B'C' 的 重心 6G 为 ，  ， 
ry nbTt me nema nat+mb 
08 3( mF + m+n 入 十 多 ) 
一 言 (G+z+2). 
ee OG=06’, 


因而 G 和 G' 是 同一 点 . 

3917. 车 在 口 4BCD 的 边 0D 上 取 点 了 ， 
使 CP:PD 一 1:2， 六 
在 对 角 线 C4 上 取 
点 8@, 使 C8:84= 
1:3, 则 三 点 P、@、 

五 共 线 。 B 

解 设 OP=5,0B= 户 OP:PD=1:2, 
CP:0D=—1:3. 

CF :0D=1:3. 
0D=3.0P -38. 
因为 4BCD 是 平行 四 边 形 ， 所 以 
OA=0D+0B=3C+8. 

由 0C9:94=1:3， 可 知 C98:C4 一 1:4。 

从 而 得 出 ， 9: :04=1:4, 

即 4.060=0A4—36+8. 
O06 一 耳闻 


| 
a | 


则 
从 而 得 出 ， 


Se 42 ~ 
2)， 


4B-1a-i08- 


4.PO~B-8 
“PBLOB OBB 
.. PB=-4.P6. 
由 此 可 得 , 三 点 卫 、@、B 在 一 直线 上 .， 


即 
又 


3918. 在 口 4BOD 的 边 BO、CD 上 分 
BE: ECO=1:3, | 
CF:FD=2:1. 

设 B8 的 中 点 为 _ /2 

2M, 证 明 三 点 D、 B 下 C. 


M、 召 在 一 直线 上 , 并 并 且 DMU:MB=2:1, 
解 设 了 =-Z BOB 则 
ED=~E54+EO-2+R 
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因为 BB:EBO=1:3, 所 以 BB:BC=1:4. 
从 而 得 出 ， BB:B3C 一 1:4， 
即 4BE= BC=—B. 
. BE=L 
st -BE z B. 
又 CF:FD=2:1, 所 以 OF:0D 二 2:3。 
从 而 得 出 ， 3.0F 一 2.0D 一 2.B4， 
即 OF—3 BA~—3 
因此 ， BP BO+OF ~B+ 2. 


因为 四 是 BF 的 中 点 ,所 以 


(18 有 


D3 DE. 


因此 ， 三 点 DD、 MM、 在 -站 二 ,日 
DE:DEB=—2:3. 
‘ DYE:DEB=2:3, DM:DE=2:3, 
所 以 DM: (DE-DM)=2:(3—2), 
DM:ME~2:1, 
3919. 在 四 边 形 4BCD 中 ， 设 4D 的 三 
等 分 点 从 4 向 忆 
依次 为 如、 了 F，BC 
的 三 等 分 点 从 瑟 
向 C 依次 为 G、\ 瑟 ， 
4B、CD 的 中 点 分 
别 为 用 、 和 ， 证 明 
线段 MN 被 线段 BG, 了 及 三 等 分 。 
解 设 把 MAN 三 等 分 的 点 ， 从 及 向 NV 
依次 为 P、9, 并 设 4 BO 一声 BD 一 7, 
则 


即 


A__E_F D 
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_ 2.B4TF 万 252 上 
3 3 ” 


FF BA+2.BD _ G+27 
At et, 


3 3 
,20248+7 
6 2 
Co.B+? 
BM+2.BN 3 3 
3 3 
_ 芭 十 2 有 十 哆 
6 . 
从 而 得 出 ， 


EB Ee B 


GB =2.GF. 
由 此 可 知 ,三 点 G、 卫 、 召 在 一 直线 上 ， 即 
BG 经 过 MX 的 三 等 分 点 了 


万 PPA 20+7 记 

GE—BE— BG — | 
| 
| 


又 
FD_ED_ BFR_o+2B+27 _ 2 
HQ=B9-BH= 
2-B+% 
6 
FE-5+7_ 人 3 | 


SA 2. 人 


0". HF 2.80. 
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由 此 可 知 ， 三 点 及、 ©Q、 F 在 一 直线 上 ， 即 
了 H 经 过 MN 的 三 等 分 点 @。 

综 上 所 述 ， 可 知 线段 四 人 入 被 BG、 FH 三 
等 分 。 

注 线段 ZG, FH 被 线段 LN 二 等 分 . 

3920, 设 平行 四 ” A D 


边 形 4BCD 的 边 BC 和 
的 中 点 为 如， 用 矢量 
法 求 连结 4、 互 的 直 8B 


C 
线 4B, 把 对 角 线 BD BD 所 分 成 的 比 比 
解 设 B4=5, B80 则 BD 一 &+B. 
到 -2 
设 4 加 和 BD 的 交点 为 P， 则 也 是 直线 


AB 上 的 点 。 | 由 问题 : 3914 5 可 知 
BP=t.BA+ (1~t)BE 


一 霹 填 (1 一 站 2 © 
又 , 了 是 BD 上 的 点 , 设 BP~m.BD， 
即 BP=m(3+B). © 
由 @、 ©®, 得 
后 + 有) 有 Em(G+ 甩 . 
Gmi-(m- jpB. ® 
因为 如 各 是 方向 不 同 的 矢量 ,所 以 
[i 四 
a es; 
ma-=0. © 
从 图 , 得 t=mr, 把 它 代入 @, 得 
说 一 1—m 一 0， 
3 
0 m= 于 © 
把 图 代入 @, 得 
= eh 
BP=5 (G+)=3 BD, 
BP: BD=1:3, 
从 而 得 出 ， 
BP:PD=1:2. @ 
因此 ,4E 把 BD 分 成 1:2. 
3921. 设 经 过 平行 四 边 形 4BCD 内 的 一 


点 卫 ， 作 边 BC 的 平行 线 和 4B、DC 的 交点 
分 别 为 轧 F， 过 号 又 作 4B 的 平行 绪 和 
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AD、BC 的 交点 分 别 为 G、 瑟 , 4 了 和 0E 的 | ”如果 把 @ 代 入 @, 求 出 刀 = 了 了 二， 再 


人 把 它 代入 @, 也 可 以 得 出 相同 的 结果 。 从 而 
、 卫 、9 在 一 直线 得 出 D、P、@ 在 一 直线 上 . 
t. . . 3922。 作 与 平行 四 边 形 4BOD 的 边 4D 
_ 解 设 B45 平行 的 直线 ， 它 和 4B、DC 的 交点 分 别 为 
B0= 记 则 B、 了 .再 作 与 边 4B 平行 的 直线 , 它 和 4D、 
BE—mt, BH=ng. BC 的 交点 分 别 是 G、 互 。 证 明 三 直线 了 G， 
因为 4BOD 是 平行 四 边 形 , 所 以 BD, 及 了 如 不 平行 就 相交 于 一 点 . 
BD=BA+ BG~2+8. Bs 
又 五 BHP 也 是 平行 四 边 形 ,所 以 : 
BP BE+BH~=md tng. A 
因为 @ 是 直线 4 瑟 上 的 点 ， 所 以 由 问题 
3914 可 知 ‘RA 
BOQ=td+ (1~—t) (ng). ©® B 当 
间 理 可 得 , 9 是 直线 BC 上 的 点 ,所 以 解 设 
BO 一 和 (xz2Z) + (1—to)B. 四 BH BO md En 
由 (OA 人 @， 得 Wi ~ 万 . . 
OY ee DT 
《61 一 mfp) 纪 一 [1 一 刀 一 2(1 一 如)]. BD—BA+ BO 
因为 刀 和 及 是 方向 不 同 的 矢量 , 所 以 又 4BHG 是 平行 四 边 形 , 所 以 
| 加 一 思 加 一 0， @ BG~BA+BH=5+nB. 
1—to—n 引 一 要 ) 二 0， @ | 又 3C8 也 是 平行 四 边 形 ,所 羽 
从 图 , 得 ti =mto. 人 @@/ BF—BE+ BO~ma+$E. 
把 @' 代 入 @, 得 1 一 i 一 %(1~mto) 一 0. 设 BG 和 BD 相交 于 点 了 ， 则 三 点 及 、Q、 
二 二 这 S @ | 卫 在 一 直线 上 。 所 以 由 问题 3914 可 知 
—MN 一 一 一 一- EE ~ 
BP=t.BE + (1—t) BG 
a ~t(m) + C+). © 
玖 -了 +- 卫生 及 ”| 又 三 点 BD、P 在 一 直线 上 ,所 以 
MM 4 BP=t1 .BD=t.(G+P). © 
1—mn 1—mn 从 @、@, 得 
让 二 i(mo) 十 (1—t) (G+nB) 一 二 (人 十 朋 。 
1—~mn De Wd 《2 十 工 一 # 一 轴 ) 芭 一 (三 一 人 十 7 有 且 。 
一 1 [md+nB—mn(d+B)] 因为 和 B 是 方向 不 同 的 矢量 ,所 以 
本 a rit @ 
二 (BP—mm BD). ti—%+nt=0. © 
A 从 @， 和 t —Mmt+1—t. 图 / 
人 Re ®’ 
从 而 得 出 ， BP= mnBD + (1~ mn) BQ. 从 全 加 ,得 mt 十 1 一 上 一 7 一 ?加 
设 ?im 一 刀 则 了 要 妈 1 一 2 一 (一 入 一 0)t。 
BP=t 3D+(-b0 9 了， ® 
@ 式 表明 三 点 D、P、4 在 一 一 条 直线 上 ( 问 1—%h—n 


题 3914) 。 把 图 代入 轩 '( 或 @) 求 如 可 得 
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和 三 ® 
1—%h—%n 
再 设 BD 和 及 了 F 相交 于 点 P， 则 因 三 点 
及 、F、P' 在 一 直线 上 ， 所 以 由 问题 3914 可 
知 
BP'~t.BE (i) .BF 
一 # (ngB) + (1—t) (matA). 
又 三 点 B、D、P' 在 一 直线 上 ,所 以 
BE'ct.BD=—i(G+B). @ 
从 四 、@，, 得 
t"(nB) + (1—t) (md+B) =ta(G+A). 
ee (m—mt'—ta)G 
=(i—nt—1i+i)B.  @ 
因为 忆 和 训 是 方向 不 同 的 矢量 , 所 以 


m—mt—to=0, (TY 

ta—nt'—1+t=0,。 ® 
从 @@, 得 ”如 =m 一 ?7 @’ 
从 四 , 得 =nt' 寺 1 一 @' 
从 四 、 四 ,得 


m—mt'=nt’ 1—t, 
“(mn)t=1~m, 


: 1 1—m 
A ee ee 电 
把 @ 代 入 @'( 或 @) 求 记 可 得 
—mn 
hI-m-n 中 
因此 , 从 @@、 Dy 可 知 
BR- d+). © 
从 @、 四 ， 可知 
BP'~ G+. Ty 
由 此 可 得 ， BP=BP'. 
这 就 是 说 , PP 和 EG、 
BD、HF 共 点 。 


注 当家 +% 二 1 时 ，BG、BD.,、 有 PF 是 互 
相 平 行 的 直线 ， 这 时 无 法 求 出 所 加 
3923. 设 入 4BC A 
的 边 BC 的 中 点 为 对 。 
用 矢量 证 明 
AB?:+AC2 
“2(AMITBM), B MM C 


解 设 隔 -= 420=6, 则 


AN= Lt bte 


-» —- 2 ~ 


BV- A AE- -i230. 


.2 4B2 十 402 一 4 万 AB+ AC- 246 
= (DD)+ (0) oy 


‘» AM?— A ANM = ee Ce 


-地 (d+) (B+o) 


BM— BN. BM = < 
一 工 C 一 动 .C- 盐 
G08.245 冯 ， 

.。 4M2 十 BM2 

一 卫 信 .站 3320 


一 二 (了 .2 十 2.C) 。 
2(4M2 二 BM2) B.D+2.6 
=(6, +, ©). “@ 
从 名、 人 @， 可 知 


AB+ A02=2(4M2-+ BM?). 
3924. 在 八 4BC 中 ， 了 A490*, BC 的 
中 点 为 双 , 若 在 4LB、 < 
AC 上 分 别 取 点 P、Q， Q 
使 ZPMQ=90°, 则 人 
PQa= BP2+CQ?. 
解 设 A P B 
HP—Dp, 3 MO~9 2 MB=,, 
由 BE= MP— MB= 2 一 也 
69= -MG — -MO—4— (一 -= &+ 思 
B= Me— -P=4— -2 
。 PO— FO. 欧 = (一 D: 人 一作 
a 一 2- 2 一 一 22: a+2 2。 
因为 NP | MO, 所 以 D: 4=0, 


因 


从 
se 


ST 


NR 
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PO~p $+9 5。 © 
又 BP?+00=BP.BP+CO.00 
=(p~D). “Pp—D)+ (+4). 人 十 
一 2 p+q: +22 $+26: a— 一 22.2 
=p-p+g 9 十 2 7 人 十 一 D. 
因为 4B1 40, 所 以 BPJ100. 
由 此 可 得 , BP.06=0， 
即 (2~0b). (q+9) =0, 
“. p92b.g+2.p—pb.d=0, 

‘9—b bt apb. (G+a— 2 。 
d=0. .5.69 人 DD =0. 
-BP2-4-0Q2=p- p+g.g. ©® 

从 oO、 @@, 得 PQ?=BP?-++0@3. 

3925. 在 四 面体 04BC 中 ，BC 的 中 点 
为 及 , 4C 的 中 点 为 
N, 04 的 中 点 为 已 ， 
0B3 的 中 点 为 9, 且 2 


PM1QN. C 
解 设 _ 一 一 一 一 -一 >， -， B 
”04=4, 0B=d, 0G~6, ' 


OBOG V+2 
由 OM= 2 2 3 
~ OG+O4A 2+4a 
si 2 
1 
人 
“. PN-ON~OP=2+te -对 
2L2-5 
2 》 
ONON— 00~.c+0 隐 
< 十 C 一 六 
+e~2, 
人 站 HL 
Da A C 一 CC 十 Ca 一 
PY OF 2 3 


-地 DC 0-] 


= 了 [2 0 


[¢ +B— 


-了 (00:00— 4B.28). 


因为 43 一 C0, 所 以 、 
00:00- -4 AB~( 一 0。 


从 而 得 出 , 五 到 .9 六- 0，PiZ 19. 


Z3_LON. 
3926. 已 知 四 边 形 4BCD， 该 平面 上 的 
任意 点 卫 满 足 D 
4P3 十 OP2 
一 BP2 十 DP2， 
问 四 边 形 4BCD 是 什 | 一 一、 
么 样 的 四 边 形 。 3 Gs 


解 设 24B= AC=6, AD=i, AP—p, 
由 
5= 1- 全 -7 六 
CP~AP— AG—p-6, 
DP=AP-— AD=p-d. 

, AP2+OP?— AB.APOB.GE 
=P:p+ (2 一 2) (2 一 9 
~2p-:p—2p-:c+e:c, © 

BP+DP— BP.BP+ DP. DE 

=(p—D). (8DD) + (Pp— a). (2— -0) 
一 22 p+ 2 二 6. 一 一 22， .5— 2 d. 四 
而 4P2-+0P2=BP2--DP2， 由 @、@, 可 


22.0 一 20.2 二 2. 
=2p.p+D.Dd.d 2D.D— 2p.d. 
“2D 2D-6 
-5.843.322 
即 。 220. 他 上 CD) 一 让 .8.2 @ 


宣 因 ee 
212| .12-Q2 一 cfcos 一 0 二 .4 一 cc 的/ 
因为 点 书 为 任意 点 ，cos6 不 可 能 总 等 于 
零 , 又 2 了 0， 所 以 @' 成 立 的 条 件 是 
J .DG 5 一 2. .C 一 0) @ 
bao=0. © 
从 ,5+6~6 可 知 ， 在 四 边 形 4B0D 
中 
4D= 3C， 
从 国 P.D4G.6=6.2 可 知 ， 
4BaT4D2 一 403。 
4B2 二 5O2 一 402， 
息 此 可 知 , 下边 形 480D 为 怎 形 。 


附 
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i Es [ ] 内 的 数字 是 
重要 定理 、 公 式 汇集 ( hooms 


1. 定义、 公理 


.1.1 定义 

我 们 在 进行 论断 时 ， 使 用 清楚 明确 的 语言 
来 规定 它 的 意义 是 很 重要 的 。 将 这 种 明确 规 
定 一 事物 意义 的 语言 叫做 定义 。 

1.2 公理 

以 人 们 无 条 件 承 认 的 事实 ， 作 为 推理 的 依 
2 . 

一 般 公理 …-… 适用 于 数学 各 科 的 公理 。 
ns we 只 适用 于 几何 学 的 公理 . 
平行 线 公理 : 

在 一 个 平面 内 , 过 直线 外 一 点 ,有 且 只 有 一 
条 直线 和 这 条 直线 平行 。 

1.3 定理 

想 据 公理 来 论证 某 命题 是 正确 的 叫做 证 
明 , 已 证 明 是 正确 的 命题 叫做 定理 . [2] 

1.4 原 命 题 、 首 命题 、 否 命题 、 逆 否 命题 
的 关系 


\ 定 理 


! > a 
人 
命题 正确 , 则 其 逆 否 命题 一 定 正确 , 但 
Mag i 题 不 一 定 正 确 . [3] 


. 1.5 必要 条 件 、 充 分 条 件 
如 果 命 题 “ 若 4 则 好 "是 正确 的 , 则 B 称 为 
4 成 立 的 必要 条 件 ,4 称 为 吾 成 立 的 充分 条 
件 。 [4] 
1.6 ”定理 的 证 明 方 法 
直接 证 法 . 
间接 证 法 : 


(i ) 归 雇 法 ( 芭 证 法 )， (站 ) 转换 法 
《过 ) 同一 法 。 [5] 
2， 直 线形 

2.1 角 、 平 行 线 


(1) 两 条 直线 相交 时 , 其 对 顶 角 相等 .[ 8] 

(2) 平行 线 定 理 : 两 条 直线 被 一 条 直线 所 
截 ,如 果 一 组 内 错 角 相等 ,那么 两 条 直线 平行 . 

两 条 平行 线 与 一 条 直线 分 别 相交 ， 则 同位 
角 或 内 错 角 分 别 相等 ， 同 旁 内 角 (或 同 旁 外 
角 ) 互补 。 [15, 16] 

2.2 三 角形 的 全 等 条 件 

(1) 一 般 的 三 角形 全 等 

(i ) 两 边 和 夹 角 对 应 相等 ; 

( 盖 ) 两 角 和 夹 边 对 应 相等 ; 

(iii) 三 边 对 应 相等 。 

(2) 直角 三 角形 的 全 等 

(i ) 斜 边 和 一 个 锐角 对 应 相等 

《证 ) 斜 边 和 一 条 直角 边 对 应 相等 。 

(3) 两 意 的 全 等 

两 边 与 其 一 边 的 对 角 分 别 相等 的 两 个 三 
形 中 , 如果 两 组 对 应 相等 的 边 中 , 一 组 边 所 对 
的 角 相等 , 则 这 两 个 三 角形 可 能 全 等 ,或 者 另 
一 组 边 所 对 的 角 互 补 . L35] 

2.3 三 角形 的 边 与 角 的 大 小 关系 

(1) 在 人 A4FBC 中 , 若 4B>40, 则 人 0> 
LB; 着 LC> LB, 则 4DB3>40， 

(2) 在 和 八 45BC、 人 DEF 中 若 4B=DE， 
AC = DF, BOC>EB, 则 人 4> LD. 车 
AB=DE, AC=DF, A>/D, 则 BO> 


[28~30] 


L31] 


BF. [40~41] 
(3) 三 角形 的 条 件 
三 条 线段 gp、c 构成 三 角形 的 三 边 的 必要 
县 充分 条 件 是 D~c<G<D 十 c。 £42] 
2.4 三 角形 的 内 角 与 外 角 


4D 三 角形 的 三 个 内 角 的 和 等 于 两 直角 ， 
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-- 个 外 角 等 于 和 它 不 相 邻 的 两 个 内 角 的 和 。 
(8) 延长 三 角形 的 任意 一 边 ， 则 外 角 大 于 
任何 一 个 和 它 不 相 邻 的 内 角 。 [53~55] 
2.5 角 的 平分 线 
(1) 角 的 两 边 上 的 点 关于 角 的 平分 线 对 
称 。 可 以 沿 角 平分 线 对 折 。 
(2) 从 角 平 分 线 上 任 一 点 , 向 两 边 作 垂 线 ， 
则 垂 线 的 长 相等 。 [86~95] 
(3) 作 角 平分 线 的 垂 线 ， 能 够 组 成 等 腰 三 
角形 ， [86~95] 


A A 


2.6 中 点 、 中 线 

(1) 中 点 连 线 定理 

(i) 在 入 4BC 中 ,党 4D=DB, 4B= 
EC, WN DE/ BO， DE—3 BC. 


(ii) 在 人 4BC 中 , 车 4D=DB, DE/ 
BC 则 AE=EC,， [103] 

(2) 直角 三 角形 斜 边 的 中 点 ， 到 三 角形 的 
三 个 顶点 的 距离 相等 。 E120] 

2.7 重心 的 性 质 

(1) 重心 是 三 角形 的 三 条 中 线 的 交点 ( 阿 
基 米 德 定理 ). 

(2) 三 角形 的 重心 到 各 顶点 的 距离 ， 等 于 


相应 的 中 线 长 的 号 . [104] 


(3) 使 G 为 三 角形 4B0 的 重心 的 条 件 : 
(i) G 是 两 条 中 线 的 交点 。 
(过) 中 线 4D 被 G 内 分 为 2:1.。 [106] 
(4) 从 三 角形 4BC 的 顶点 4、B、O, 向 过 
重心 8G 的 任意 直线 了 了 作 垂 线 ,， 设 其 垂 足 分 
别 为 4、B' 0'， 则 44'=BB' CO。 其 中 
4 与 吾 、C 关于 直线 五 工 在 异 侧 . [108] 
: (5) 如 果 直 线 有 了 在 A4BC 的 形 外 ， 则 
44' 十 BB'~+00' 二 3GG', 其 中 G' 是 由 重心 G 
向 X 了 作 垂 线 的 垂 足 。 ft07] 
(6) 如 果 直 线 之 了 与 人 4BC 相 截 ，4、B 
与 4 在 了 的 沁 侧 , CO 在 异 侧 , 则 
AA'+BB'—00'=3GG. 
2.8 等 腰 三 角形 的 性 质 
(1) 等 腰 三 角形 的 两 底 角 相等 。 


录 


(2) 两 角 相 等 的 三 角形 是 等 腰 沽 角形. 
[137] 

(3) 等 腰 三 角形 项 角 平 分 线 是 底 边 的 垂直 
平分 线 。 

《4) 著 顶 角 4 的 平分 线 4 垂直 于 底 边 
30, 则 此 三 角形 是 等 号 三 角形 。 [138] 

2.9 正三 角形 的 性 质 

(I) 三 边 相 等 。 

(2) 三 个 内 角 都 等 于 60°. 


(3) 一 个 内 角 为 60"， 且 夹 此 角 的 两 边 相 
等 . [156] 

3， 四 边 形 

3.1 平行 四 边 形 的 条 件 


(1) 两 组 对 边 分 别 平行 。 
(2) 两 组 对 角 分 别 相等 。 
(3) 两 组 对 边 分 别 相等 。 
(4) 一 组 对 边 平行 且 相 等 。 
(5 两 条 对 角 线 互相 平分 。 
3.2 和 抱 形 

(1) 四 个 角 都 是 直角 . 

(2) 对 角 线 相等 。 
3,3 菱形 

(1) 四 边 都 相 


(2) 对 角 线 互相 
垂直 . [213] 
3.4 正方 形 

(1) 四 个 角 相 
等 , 四 条 边 相 等 . 

(2》 对 角 线 相等 
且 互 相 垂直 。 [221 人 247] 

3.5 梯形 

一 组 对 边 平行 的 四 边 形 叫 做 梯形 。 若 不 平 
行 的 两 边 相等 的 梯形 叫做 等 腰 梯 形 。 

(1) 等 腊 梯 形 的 两 底 角 相等 ,对 角 互 补 。 

[L248] 

(2) 在 凸 四 边 形 4BCD 中 , 若 LB= 人 0， 
48B3=0OD, 则 它 是 等 腰 梯 形 。 [250] 

(3) 连结 梯形 两 腰 中 点 的 线段 ， 平 行 于 底 
边 , 且 等 于 两 底 的 和 的 一 半 。 L251] 

(4) 若 40、BD 为 梯形 4B0D 的 两 条 对 
角 线 ， 则 连结 40、BD 的 中 点 的 线段 PQ 等 
于 两 底 的 差 的 一 半 。 1353j 
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4. 多 边 形 z | 
《1) 凸 % 边 形 的 内 角 和 等 于 (2n 一 4) 人 BR. 

[254] 
(2) 正 % 边 形 的 一 个 内 角 等 于 


(= unk ) 人 LR. [260] 
(3) 若 依次 延长 凸 多边形 的 各 边 ， 则 所 得 
的 外 角 的 和 等 于 4 人 LE. [255] 
(4) 此 多 边 形 的 对 角 线 的 总 数 是 二 
条 . [256] 
5. 回 
5.1 国 局 角 、 贺 心 角 
(1) 圆周 角 是 同 慰 所 对 的 圆心 角 的 一 半 ， 
[295] 


(2) 四 周 角 的 移动 定理 

在 同 圆 或 等 圆 中 ， 同 弛 或 等 缴 所 对 的 加 周 
角 相 等 。 反 之 也 成 立 ， 

弧 相 等 之 圆心 角 相等 之 圆周 角 相 等 。 

《3) 半圆 的 圆周 角 是 直角 [294] 


-5.2 弧 、 弦 
A 
A 


(1) 弧 的 四 原则 
(i) 连结 圆心 与 弦 两 
端 构成 等 腰 三 角形 。. 
《 芋 ) 过 弦 的 一 端 作 直 - 
径 ， 则 半 玛 上 的 圆周 角 是 EN 
直角 ， CA 
(让 ) 从 圆心 0 向 纺 4B 
作 垂 线 ， 设 垂 足 为 下 ， 则 
OM | AB -> AM = MB. 
(iv) 连结 圆心 0 与 蓄 
4B 的 中 点 歼 ， 则 
. OM 1 4B. 
(2) 弦 大 (小 )， 则 圆周 


角 大 (小 ), 从 而 得 出 , 圆心 角 px 
LAPB> /CD 
之 4B>OD， A R 
LA0B> ZCOD Af \ 
之 4B>CD。 4 人 
(8) 弦 的 大 小 与 它 的 弦 。 Ny 


心 距 的 大 小 相反 。 即 
OM<ON 之 4B>CD 
[307~315, 320~323] 


(4) 夹 在 两 平行 弦 闻 的 C 


弧 相 等 . [309] SN 
(5) 阿 勒 哈 森 定理 人 
纺 4B、CD 相交 于 P， A 中 


B 

当 点 卫 在 圆 内 时 ， 则 
.42PO 等 于 弛 40 与 弧 BD 所 对 的 圆周 角 
的 和 ; 当 点 卫 在 圆 外 时 ， 则 人 .4Po 等 于 弧 
40 与 弧 BD 所 对 的 圆周 角 的 差 。 [325] 

(6) 两 弦 4B、0D 垂直 相交 时 , 则 

人 + 芒 = 起 十 大 = 半圆 . 

5.3 切线 

(1) 连结 切 点 与 圆心 的 直线 垂直 于 切线 。 

(2) 纺 切 角 等 于 它 所 夹 的 约 上 的 圆周 角 。 
反之 也 成 立 . [360~367] 


(3) 从 贺 外 一 点 向 贺 所 作 的 两 条 切线 相 
[369] 


[326] 


5.4 内 心 
(1L)》 内 心 是 三 
点 。 i 
(2) 三 角形 的 内 心 到 各 边 的 距离 相等 。 
(8) 内 心 是 三 角形 的 内 切 圆 的 较 心 。 - 
[429~434] 
A 


角形 三 个 内 角 平 分 线 的 交 


的 设 人 4B0 的 
内 心 为 了 则 
LBIC 
一 于 24+90". 


[432] B Yak- C 

(中 在 人 4B0O 中 , 设 BC=a, C4= 一 加 
AB=c, at+ b+c=2p, 则 

AG=p—a, BK=p—b, CH -Dp- CO。 - 

[444~ 450，4723~477] 


5.5 旁 心 、 
(1) es 
其 他 两 顶点 上 的 外 角 平 分 线 

的 交点 ， 

(2) 三 角形 的 旁 心 到 各 
的 距离 相等 。 ，.…. 

(3) 三 角形 的 旁 心 是 旁 切 
圆 的 中 心 。 [430~435, 437] 

(全 设 A4BO 的 一 个 旁 


心 为 0 则 人 BOC=90"- 亏 人 4， 
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(5) 在 和 AABC 中 ， OO" 为 一 个 旁 心 ， 设 
AOC=b, AB=¢, AB=AF=?p, 


凤 BD=BF=p—¢, 
CD 一 0 万 一 0 一 0。 
~ £446, 447] 
5.6 牌 心 
(1) 三 角形 的 重心 ， 是 从 三 个 顶点 分 别 向 
对 边 所 作 生 线 的 交点 ( 阿 基 米 德 定理 ). 
(2) 锐角 三 角形 的 A 
垂 心 ， 是 其 垂 足 三 角 
形 DBF 的 内 心 ， 钝 Z 
角 三 角形 的 重心 ， 是 E 
其 垂 足 三 角形 的 旁 
心 . 锐角 三 角形 4BC 日 De 


的 三 个 顶点 4、B、C, 是 其 垂 足 三 角形 DBF 
的 旁 心 . 这 里 , 从 三 角形 的 各 项 点 , 向 对 边 所 
作 和 三线 的 垂 足 连 成 的 三 角形 ， 叫 垂 足 三 角 
形 。 [492~496] 
”(3) 卡 勒 诺 定理 

设 .人 4B0 的 三 心 为 卫 ;, 则 人 五 BC、 
和信 HCA、 信 昌 4B 的 垂 心 分 别 为 4、B、 0O. 

(4) 4、B、C 分 别 是 和 HBC, 入 HCO4， 
人 及 4B 的 旁 心 . 

(5) 设 和 人 4BC 的 生 心 为 晴 , 则 人 BHC= 
180°— /A, ALOHA=180°— /B, LAHB 
一 180" 一 0C。 

(6) 设 人 A4B0 的 垂 心 为 已 , 若 从 外 心 0 
向 边 BC 作 垂 线 OM, 则 4 二 204. 

[500, 531] 
”7) 欧 拉 定 理 

设 人 4BC 的 外 心 为 O, 重心 为 吾 , 重心 为 
G, 则 O、H、G 在 一 直线 (叫做 欧 拉线 ) 上 , 外 
心 与 重心 的 距离 等 于 垂 心 与 重心 的 距离 的 一 
学 。 [501] 

《8) 若 三 角形 为 锐角 三 角形 ， 则 垂 心 在 形 
内 ; 若 三 角形 为 钝 角 三 角形 ， 则 垂 心 在 形 外 ; 
若 三 角形 为 直角 三 角形 , 则 垂 心 在 直角 顶 上 。 

5.7 外 心 . 

《1) 三 角形 的 外 心 ， 是 三 边 的 垂直 平分 线 
的 交点 。 

本 三 角形 的 外 心 到 各 顶点 的 距离 相等。 

E524] 

.i 设 AABC 的 外 心 为 0， 则 5OC= 


2L4, ZC04=2LB, 人 A40B=220 (圆周 .上 


录 
角 、 贺 心 角 ). A 


(4) 若 三 角形 为 锐角 三 
角形 , 则 外 心 在 形 内 ; 若 三 


角形 为 钝 角 三 角形 ， 则 外 ”起 c 
心 在 形 外 ; 若 三 角形 是 直 。 ~ 
角 三 角形 ， 则 外 心 在 斜 边 A 


的 中 点 上 。 . po 
5.8 圆 内 接 四 边 形 LN 
(1) 贺 内 接 凸 四 边 形 

(各 边 及 其 延长 线 , 与 不 相 

邻 的 边 不 相交 的 四 边 形 ) 的 对 角 互补 。 反之 

也 成 立 ， [555] 
(2) 四 点 4 B、0、 刀 在 同一 加 上 的 条 件 : 
(i) 存在 点 0,; 使 04=0B=0C=0D， 

(这 时 0 是 这 圆 的 圆心 ). 

(站 ) /4= 一 D( 圆 周 角 相等 ). 

6 4+ 人 LC=2 人 LB (一 组 对 角 互 补 ) . 
[555] 

(iv) 和 4= 人 DCE( 一 个 外 角 等 于 其 内 对 

角 ). 

(v) P4.PC=PPB.PD( 圆 补 定 理 ). 
[1248] 
(vi) AB.CD + BC.'DA= A0.BD ( 托 鞠 


密 定理 ) 。 [1500] 
A A A 
太 点 冰 
BC >C B c B C 


5.9 圆 外 切 四 边 形 
圆 外 切 四 边 形 的 对 边 的 和 相等 。 反 之 也 成 


立 . [558~564] 
5.10 两 回 
(1) 两 网 的 关系 
设 两 加 CO、O ' 的 半径 分 别 为 和 ”， 圆 心 距 


00' 为 几 那么 
(i) 两 圆 相互 外 离 时 , 则 C>9 十 7。 
(过 ) 两 贺 外 切 时 , 则 @ 一 十 。 

(二) 两 加 相交 时 , 则 7+7'>2>7~7'。 
(iv》 两 圆 内 切 时 , 则 4=7~7'。 
4Y) 两 圆 内 离 时 ，G<7 一 信 。 
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这 个 定理 的 逆 命 题 也 成 立 。 ”[596~599] 
(2) 两 贺 相 切 的 条 件 必须 是 其 公共 点 在 连 


8 一 4， (RB 为 A4B0 外 接 贺 的 半径 ) 


心 线 上 。 [593] [764] 
(3) 两 圆 相 切 时 ， 过 切 点 可 以 作 两 圆 的 公 (2) 矩形 的 面积 

切线 。 此 结果 是 常用 于 作 辅 助 线 . S=ab, (a、 人 

[601~604，613~.621] (3) 梯形 的 面积 

5.11 西 摩 松 线 5 加 (a+D), 
从 A4BC 的 外 接 贺 上 的 点 P， 向 三 边 作 

生效 ,其 三 足 在 一 条 直线 圭 。 这 直线 叫做 西 (ga、5 分 别 是 上 、 下 底 的 长 ， 是 高 ) 

摩 松 线 。 反 之 也 成 立 。 r665~667] [808] 
5.12 九 点 加 (4) 平行 四 边 形 的 面积 


在 人 4BC 中 , 三 边 的 中 点 , 从 三 顶点 向 三 S 一 ah， (a 是 底 边 的 长 ,h 是 高 )。 


一 


边 作 垂 线 所 得 的 垂 足 ， 三 个 项 点 与 垂 心 连 线 S=absing, 

的 中 点 ， 这 九 点 在 同一 六 上 。 此 圆 称 为 九 点 | (a、5 是 相 邻 两 边 的 长 ， 9 是 这 两 边 间 的 夹 

次 ， 5675~687] | 角 》 [829] 
5.13 ” 米 库 勒 定理 (5) 圆 的 面积 
延长 五 边 形 4BCDB 的 各 边 , 在 其 外 部 作 S=w73,，(7 为 半径 )。 

五 个 三 角形 了 4B、GBC、HCD、KDE、LEA4 | 扇形 的 面积 

的 外 接 贺 , 若 这 五 个 外 接 贺 相交 时 , 则 五 个 交 8- 工 16- 工 ,Dr 

点 4 B' C0' D'、B' 在 同一 贺 上 。 [729] 3 2 180 
5.14 布 兰 库 . 毛 利 定理 © 是 圆心 角 的 弧度 ， 忆 是 圆心 角 的 度数 ) 。 
A4BC 的 各 角 的 三 等 分 线 的 交点 , 作成 三 6.2 三 角形 的 面积 


角形 DEF, 则 人 DB 和 是 正三 角形 。 [724 
5.15 上 典 尔 巴 喻 定理 
和信 4BC 的 内 切 贺 及 外 接 圆 , 与 三 角形 的 九 
点 贺 相 切 . £687] 
5.16 布 拉 美 古 诺 定理 
若 圆 内 接 四 按 形 的 对 角 线 互 相 垂 直 ， 从 对 
角 线 的 交点 向 一 边 作 垂 线 ， 则 此 垂 线 平 分 这 


(1) 等 积 移动 定理 

若 两 个 在 公共 底 边 4B 的 同 旁 的 三 角形 
4DB、40CB 等 积 ， 则 4Bf/ DO， 反之 也 成 
立 。 [737, 749] 

(2) 在 两 个 三 角形 中 ,两 边 分 别 相等 , 其 夹 ， 
角 互 补 时 , 则 这 两 个 三 角形 等 积 。 [738] 

(3) 三 角形 的 中 线 ,平分 此 三 角形 的 面积 . 


一 边 的 对 边 。 - L580] [740~741, 750~751] 
Rt (4) 车 在 BC 的 两 旁 有 两 个 面积 相等 的 三 
6. 面积 角形 4B0、DBC， 则 连结 其 顶点 4、 DD 的 线 
6.1 面积 的 基本 公式 段 被 BC 或 其 延长 线 所 平分 。 [7?43~?756] 
(1) 三 角形 的 面积 (5) 在 同 底 等 积 的 三 角形 中 ， 以 等 腰 三 角 
设 人 和 从 4BC 的 三 边 BC、04、A4B 的 长 分 别 | 形 的 周 长 为 最 小 [766~767] 

为 a、58、c， 则 A 

5 一 诗 友 ， 为 40 上 的 高). 
1 . 8 C 
8 一 豆 0psing， 
(2 是 BO 和 AC 间 的 夹 角 ) 。 D 


一 一 一 一 一 


S=Vy(p—a) (pb (poe), 6.3 平行 四 边 形 的 面积 
(2p—a+b+o). | (1) 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 ， 将 它 分 为 
《海伦 公式 ) £975] 1 四 个 等 积 的 三 角形 。  . . [782~786] 
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(2) 余 形 定理 
在 平行 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 4CO 上 任 
取 一 点 0, 过 点 O 作 A CG D 
AB、CD 的 交点 分 别 GY ~、 
为 Q 瑟 及 BF, 则 B 4H 
口 BBHO 的 面积 = 口 GDFO 的 面积 。 
[787, 792] 
. (3) 设 卫 为 平行 四 边 形 4BCD 内 一 点 ， 
过 点 卫 作 各 边 的 平行 线 BF、GH, 若 
口 BBHP 的 面积 = 口 GPFD 的 面积 则 点 
也 在 对 角 线 40 上 。 [788, 797, 799] 
(4) 帕 移 斯 定理 
在 人 4B0 的 边 4B、AC 上 , 向 三 角形 的 外 
侧 分 别 作 任意 的 平 
行 四 边 形 4BDE、 
ACFG, 延长 DE、 
了 FG, 设 交点 为 区 . 又 
以 BC 为 底 边 ， 以 平 
行 于 到 4 目 等 于 KA4 
为 另 一 边 ， 作 平行 四 
边 形 BCHI, 则 
口 BDBA 的 面积 十 口 G4CF 的 面积 
一 口 BTEC 的 面积 ， [807] 
6.4 一 般 四 边 形 ; 
(1) 设 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 的 交点 为 
0, 则 其 面积 等 于 以 4C、BD 为 相 邻 两 边 , 其 
夹 角 为 <DOC 的 平行 四 边 形 面积 的 一 半 ， 
即 


附 


5S 二 absing, 


(其 中 a、5 分 别 表示 40、BD 的 长 ， 
96 为 人 DOC 的 大 小 )。 [829~.833] 
(2) 牛顿 定理 . A x 
设 圆 0 的 外 切 四 边 形 为 xs 
4BCD, 其 对 角 线 4AC、BD 
的 中 点 分 别 为 至、 五 ， 则 KAN 
五 ， O， 了 在 一 条 直线 上 。 


[843] 

(3) 和 牛顿 线 
任意 四 边 形 4BCD 的 
两 条 对 角 线 4AC、BD 的 中 


录 


的 延长 线 的 交点 分 别 为 G、 瑟 ,线段 G 五 的 
中 点 为 五 , 则 8、P、 有 在 一 条 直线 上 . [845] 
6.5 平方 关系 
(1) 上 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 勾 股 定理 ) 
直角 三 角形 斜 边 上 的 正方 形 的 面积 ， 等 于 
其 他 两 直角 边 上 的 正方 形 面积 的 和 。 反 之 也 
成 立 。 [846, 854, 856] 
(2) 设 人 4BC 的 边 BC、CA、4B 的 长 分 
别 为 a、5、c, 角 4 的 大 小 为 6, 则 
42 一 02 十 C2 一 200.cos0。 
(3) 阿 切 塔 定理 
设 从 直角 三 角形 的 直角 和 
顶点 4， 向 斜 边 BC 作 垂 
线 4 五 , 则 2 
4P2= DT 万 .BO， 
AC?=— HO .BO, 
AH2~BH HO., 
6.6 中 线 a2 十 刀 形 
1) 斩 普 斯 定理 (中线 定理 ) 
在 A4BOC 中 , 作 中 线 4M， 则 4B2 填 A402 
一 2(4M?4+BM?) 。 一 般 地 ， 反 之 不 一 定 成 
立 。 [874~876] 
(2) 设 az 十 态 =c2 则 勾 股 定理 成 立 。 
(3) 斯 蒂 瓦特 定理 
在 人 4B0 的 底 边 BC 上 取 一 点 D， 使 
BD: DOC=m:n, 则 nAB2+mAC? = nBD+ 


[L8471 


[849，874] 


DO2 十 (7 十 90) 4D2。 
如 果 卫 为 外 分 点 , 则 
nNn4B2— mAC? 
一 (Nn—m)ADT+nBD? — mCD?. 
; [890, 891] 
| 6.7 垂 线 Qa? 一 如 形 
(了 ) 设 从 直角 A 
A4BC 的 顶点 4 向 
对 边 BC 作 生 线 4 玉 ， 2 
中 线 4M， 则 . M HC 
AB2?~AO0?~ BH?~— HO?~2BCO.MH. 
[894~901] 


(2) 设 轨 一刀 一 2 则 勾 股 定理 成 立 。 
(3) 线段 BC 的 中 点 为 用， 在 BC 上 或 其 
延长 线 上 取 点 4, 则 
| AB2~.AC?=2BO. AM. 
(4) 若 在 等 腰 人 4BC 的 底 边 BC 上 取 一 
点 忆 ; 则 
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4P2~ ABi= PB.PO. 
车 在 BC 的 延长 线 上 取 一 点 卫 , 则 
AP?— AB?=PB. PCO. 


人 八 
BP C B Cc P 


(5) 设 半 径 为 7 的 回 0 的 网 心 为 0， 在 弦 


AB 或 其 延长 线 上 取 点 卫 , 连结 0P, 设 线段 | 


OP 的 长 为 a, 则 
R=-PA.PB, 
—72= PA PB, 


A O. 


(6) 从 A 人 45C a 4 向 对 边 BC 作 垂 
线 4 及, 则 
(i》 当 ZC 为 锐角 时 , 则 
AB’~ A0?+ BC:—2BC.0H. 
《站 》 当 LC 为 钝 角 时 , 则 
-ABP?~ AC?-++ BC+2BC.CH. [902] 
6.8 四边形 
(1) 平行 四 边 形 各 边 上 的 正方 形 面 积 的 
和 , 等 于 两 条 对 角 线 上 的 正方 形 面积 的 和 |. 
[911] 
”(2) 欧 拉 定理 
四 边 形 的 各 边 上 的 正方 形 面积 的 和 ， 大 于 
其 对 角 线 上 的 正方 形 面积 的 和 ， 大 于 两 对 角 
线 中 点 连结 线段 上 的 正方 形 面积 的 4 倍 . 


[918] 
6.9 图 
(1) 过 点 书 作 圆 0 的 任意 割 线 ,， 设 与 圆 O 
的 交点 为 4、B, 则 
PA.PB~042~OP:. 
(2) 圆 团 定理 


经 过 圆 0 外 点 P， 作 两 
条 直线 与 圆 0 相交 ， 设 交 
点 分 别 为 4 了 3 和 C\、D， 
则 

PA.PB-—PC.PD. C 
反之 也 成 立 。 [931, 948] 了 A 


oo 
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(3) 从 圆 外 一 点 卫 ， 作 圆 的 割 线 P4B 和 
切线 PO, 设 C 为 切 点 ， 
则 8 
PO?= PA.PB,. 
反之 也 成 立 。 和 
根 轴 、 根 心 P c 
从 一 点 三 向 


6.10 

(1) 设 加 O、 圆 0' 为 两 定 圆 ， 
两 圆 作 切 线 P4、PB， 其 
切 点 分 别 为 4、B， 且 使 
P4=PB, 则 点 卫 恒 在 定 
直线 上 。 此 直线 叫做 两 加 
的 报 轴 . [963, 964] 

(2) 蒙 日 定理 

三 个 园 中 两 两 的 根 轴 或 经 过 同一 点 ， 或 平 
行 。 若 经 过 同一 点 
时 ， 则 称 此 点 为 根 
心 。 [969] 
海伦 公 


(1) 设 三 角形 三 - 
边 长 为 a、5、c, 则 其 面积 5 为 
人 一 2 一 0) 一切 (p—o), 
其 中 2 一 < 十 2 十 c。 . [975] 
(2) 设 三 角形 的 三 边 长 为 a、5、c， 内 切 贺 
半径 为 >， 则 
二/ 包 一 0) 2 一 世人 P 一 2) 
a 
[976, 978, 979] 
(3) 设 三 角形 的 三 边 长 为 a、5、c, 其 外 接 
圆 的 半径 为 B, 面积 为 8, 边 BC 上 的 高 为 h， 
则 


CDC _be 
Bs [977] 
了 .比例 
7.1 比例 式 的 计算 


@ 若 方 一 了 则 CQ 一 DC， 
@ 若 ad=bo, 则 交 = 了 . 
=5， 则 


_a AQ _b 
一 0 (过 ) coca’ 


re 4 十 D cid G 一 2 。C 一 和 
SR Et 
a+b __c+d 
(iy) CD cc-a’ 
a D 6 
《y) 着 地 时 , 则 
RN _2 十 2 十 < 十 … 
Ga bo Q@ 十 义士 C 十， 
7.2 平行 线 与 比 
(DD) 在 入 4BC 中 , 设 DBE/ BC, 则 
AD AE AD AE 
© DB BO” @ -三 ~ GD 
BD EC 
@ FA0’ 二 
AD_DE D E 
© AB ‘BG 
QD、 句 、@ 的 着 命题 c 
成 立 , 但 @ 的 逆 命 题 不 
成 立 ， [1023~1028] 


(2) 若 两 条 直线 被 若干 平行 线 所 截 ， 则 一 
条 直线 所 截 得 的 诸 部 分 的 比 ， 等 于 另 一 条 直 
线 所 截 得 的 对 应 的 诸 部 分 的 比 。 

(3) .已 知 线段 4B 的 内 分 点 如 ， 且 4B: 
.EB=m:nw， 如 果 从 点 4、B、 百 ， 向 不 与 4B 
相交 的 任意 直线 六 了 作 垂 线 ， 设 其 垂 足 分 别 
为 4'、B'、 有 B', 则 

(m+n) EE'~nA4' +mBB', 

7.3 角 的 平分 线 

(人 若 人 4BC 的 顶 角 4 的 平分 线 与 边 
Bo 交 于 点 D, 则 

AB;AC= BD:DO. 
反之 也 成 立 。 

(2) 若 三 角形 4B0 的 顶 角 4 的 外 角 的 平 
分 线 与 边 BC 的 延长 线 交 于 点 D， 则 4B: 
AC=BD':DC。 反之 也 成 立 . [1059] 

(3) 若 在 人 4Bo 中 ，BC=a 04=b, 4B 
=0, 4 站 、 AD' 分 A 
别 为 ZA4、 和 4 站 
相 邻 的 外 角 的 平分 “. 

B Cc D' 
CO CD 4 CC 
Be 6 a 


线 , 则 
BD= 
D 5? (C>D) 。 [1060] 
(4) ee a 


[1031] 


录 


AD、 和 人 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 , 分 别 与 三 
角形 4BC 的 外 接 圆 相交 于 卫 、@, 则 

AB. A0=~ AD. AP, AB.AC= AE. AQ. 
反之 也 成 立 。 其 中 4P 和 BC 的 交点 为 也 
A8 和 BC 的 延长 线 的 交点 为 五。 

[1074, 1080] 
. (5) 阿波 罗 屁 斯 网 了 P- 

设 点 了 到 两 定点 ”FN 
A4、B 的 距离 的 比 A RE 
了 4:PB, 等 于 两 定 线 
段 的 比 :nw 若 以 定 比 %:x 内 分 和 外 分 定 线 
段 4B， 则 点 卫 总 是 在 以 两 个 分 点 的 连结 线 
段 为 直径 的 贺 上 (其 中 锐 和 反之 也 成 
立 。 [1071.~1072] 

7.4 相似 三 角形 , 相似 多 边 形 

(1) 三 角形 的 相似 条 件 

在 人 4BC、A4BO 中 , 若 满 足下 列 条 件 
中 的 任 何 一 个 时 ， 则 

AABCwAA4'B'O'. 

@© LA=/4', LB= /LB'; 

四 LA4A=/4, AB:A'B'~ AO: A'O's 

@® AB:A4'B'=A0:4'0'= BO:B'C'. 


[1091~1093] 
(2) 相似 三 角形 的 面积 的 比 ， 等 于 相似 比 
的 平方 . 
(3) 多 边 形 的 相似 条 件 
@ 边 数 相同 ; 
@ 对 应 角 分 别 相等 
@. 对 应 边 的 比 相等 。 [1098] 


《4) 相似 多 边 形 的 面积 的 比 ， 等 于 相似 比 
的 平方 。 [1099] 

(5) 相似 中 心 

如 果 在 两 个 图 形 中 ， 

@ 连结 对 应 点 的 直线 都 经 过 同一 点 O， 

四 从 点 0 到 对 应 点 的 距离 的 比 都 相等 ， 
则 这 样 的 两 个 图 形 ， 称 为 位 似 图 形 ， 点 O 叫 


做 位 似 中 心 。 [1123~1125] 
(6) 阿 切 塔 定理 A 
在 直角 三 角形 4BC 中 ， 和 二 
若 从 直角 顶 4, 向 斜 边 BC 
作 垂 线 4 五, 则 B H C6 


©® AA4BCwAHBAwAHAC; 
©® BA4?=BH.BO; 
©® CA=0H.0B; 
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AH?=BH. on; 
© 4D2: 40? 一 BF; CO 万。 
[1134, 1137, 1140, 1141] 

7.5 切线 , 割 线 

(1) 名 大 定理 . 

若 贺 的 两 条 弦 4B、 CD 或 它们 的 延长 线 
相交 于 一 点 BE, 则 AB.EB=08E'.ED。 反之 
也 成 立 。 


， (2) 设 圆 的 半径 为 7, 则 
AR.HB=7? 一 OB?，( 点 召 在 圆 内 时 ); 
AB.EB=08?2 一 7??，( 点 如 在 圆 外 时 ) 。 
[1246~-1252] 
(3) 设 王 为 线段 4B 的 延长 线 上 一 点 , 过 
点 卫 的 线段 PT， 与 过 B 
三 点 4、B、 工 的 圆 , 在 
点 至 相 切 的 必要 且 充 
分 条 件 是 PT?== PA4: 
了 B。 反之 也 成 立 . P T 
[1248, 1253, 12621 
7.6 面积 与 比例 
(1) 局 底 (或 等 底 ) 的 两 个 三 角形 的 面积 的 
比 , 等 于 它们 的 高 的 比 。 
(2) 同 高 (或 等 高 ) 的 两 个 三 角形 的 面积 的 
比 , 等 于 它们 的 底 的 比 。 
(8) 在 A4BC、A4'BC' 中 ,车 人 4= 
24 或 LA4T 人 4 一 180”, 则 
人 As4Bo 。 AB.AC 
人 Aiaio A'B'.AO'" [1456] 
| (4) 两 个 相似 三 角形 的 面积 的 比 ， 等 于 相 
似 比 的 平方 。 [EL457] 
(5) 相似 多 边 形 的 面积 的 比 ， 等 于 相似 比 
的 平方 。 [1458] 
7 了 ,7 调和 点 列 
(1) 设 两 点 P、@ 按 相同 的 比 内 分 和 外 分 


线段 4B, 即 广 交 1, 则 称 卫 、@ 调 


和 分 割 线段 4B， 或 称 卫 、Q@ 为 对 于 点 4、B 
的 调和 共 令 点。 称 4、B、P、9 组 成 调和 点 
列 。 L1476} 
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(2) 车 卫 、8 调和 分 割 线段 4B， 则 4 也 


也 调和 分 割 线段 P%. 
(8) 设 4、B、P、 pa 


i [1478] 


“AP 49 -2 

4) 三 角形 4BC 的 顶 角 4、 和 它 相 邻 的 
外 角 的 平分 线 ， 与 BC 及 其 延长 线 上 的 交点 
分 别 为 P、9， 则 4、B、P、8 组 成 调和 点 
列 。 [1479~1494] 

7.8 托 勒 密 定理 

圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 两 组 对 边 策 积 的 
和 等 于 对 角 线 的 积 。 即 

4B.OD 二 BO.D4 
一 4O .PDTD。 
反之 也 成 立 。 
[L500~1508] 

7.9 中 外 比 ( 黄 金 分 割 或 中 外 比 ) 

(1) 车 在 线段 4B 上 取 一 点 卫 , 使 4P2 一 
AB.PB， 则 点 卫 分 48 为 中 外 比 (黄金 分 
割 ), 点 一 吗 做 中 外 比 的 内 分 点 。-. 

又 在 4B 的 延长 线 上 取 点 P'， 使 4P” 一 
4 局 ， FB, 则 PP' 称 为 中 外 比 的 外 分 点 。 

[1510~1515] 

(2) 设 线段 4B=a, 了 为 4B 的 中 外 比 的 

内 分 点 (或 三 为 外 分 点 )， 则 4P、BP(4P'、 
BP') 的 长 是 


PP- -(= i 


Bp (2 > 


pa (Ey, 过 Ey5), 


L1512] 
了 7.10 ” 梅 涅 劳 斯 及 乔 巴 定理 
(D) 和 六 
所 截 ， 若 读 直 线 与 AB、 A | 
AO、BC (或 其 延长 线 ) 
的 交点 分 别 为 X、Y、g C 一 之 
名， 则 下 列 等 式 成 立 : 
AX BZ .CY 
XB 20 YA 
反之 也 成 立 . 
(2) 乔 巴 定 更 
在 A4BC 的 所 在 平面 上 取 一 点 0， 着 40、 
BO、CO 或 其 延长 线 与 对 边 的 交点 分 别 为 卫 、 


1. 
[1518~1526] 


940 ”只 


EZ、F, 则 A 


AF.BD.OB 1 
BB DO BA4 下 E 


反之 也 成 立 . ZK 
[1519~1524] De 
(8》 笛 沙 格 定理 人 


设 两 个 三 角形 4BC、4'B'0’, 了 条 直线 
44'、BB'、CC' 相交 
于 一 点 8， 则 4B 与 
4'B'，BC 与 了 0 
AC 与 4C 的 交点 
五 .D、 甩 在 同一 直线 
上 。 [1534] 
(4) 设 两 个 三 角形 
ABOCO、DEBEF 的 边 
BC、BF 的 交点 为 
及 ， 边 4O、Dz 的 交 
点 为 了 , 边 4B、 DE 的 交点 为 .。 若 式 、 和 
2Z 在 一 条 直线 上 ， 
则 4D、BE、OCF 

相交 于 一 点 。 
[1585, 1536] 
(5) 巴 斯 卡 定理 
若 4BCDEF 为 
贺 内 接 六 边 形 ， 则 
它 的 对 边 延 长 线 的 
交点 羡 、YZ、2 在 
同一 直线 上 . ) 
[1538] B 

(6) 布 利安 深 定 


理 

设 4B0CDEF 为 
加 外 切 六 边 形 ， 则 D 
三 对 相对 的 顶点 的 天 
连结 线 相交 于 一 点 。 

7.11 网 

(1) 半径 相等 的 两 个 扇形 0O4B、O 4 万 的 
面积 的 比 ， 等 于 它们 的 弧 长 的 比 或 等 于 它们 
的 圆心 角 的 比 。 [1544] 

《2) 两 个 相似 统 的 比 ， 等 于 它们 的 半径 的 
. 比 。 两 个 相似 的 扇形 面积 的 比 , 等 于 它们 的 
半径 的 平方 比 。 [1545] 

(3) 两 个 吏 的 周 长 的 比 ， 等 于 它们 的 半径 
的 比 。 两 个 加 的 和 面积 的 比 , 等 于 半径 的 平方 


F 


[539] 


录 

比 . [1546~1547] 
8. 轨迹 
8.1 轨迹 的 定义 


什么 是 满足 一 定 条 件 的 点 的 轨迹 呢 ? 就 是 
由 满足 一 定 条 件 的 所 有 点 组 成 的 图 形 。 因 
此 , 这 个 图 形 上 , 必须 含有 所 有 适合 于 条 件 的 
点 。 同 时 , 这 个 图 形 上 ,不 能 含有 任何 一 个 不 
适合 于 条 件 的 点 。 

8.2 轨迹 的 证 阴 方 法 

要 证 明 一 个 图 形 是 适合 于 某 一 条 件 的 点 的 
轨迹 , 必须 证 明 下 面 两 点 : 

(1) 适合 于 给 定 条 件 的 点 都 在 这 个 图 形 上 
《充分 条 件 ). 

(2) 反之 ， 这 个 图 形 上 的 点 都 适合 
条 件 (必要 条 件 ) . 

苦 代 (1)、(2) ,也 可 以 用 它们 的 逆 否 命题 来 
证 明 。 . [L1615] 

8.3 基本 轨迹 (形成 直线 的 定理 ) 

(1) 到 定 直 线 且 了 的 距离 等 于 定 长 的 点 
的 轨迹 , 是 平行 于 该 直线 的 两 条 直线 .[1617] 
”人 ) 到 两 定点 4、B 的 距离 相等 的 点 的 轨 
迹 , 是 线段 4B 的 垂直 平分 线 , [1618] 


于 给 定 


(1) (2) 
(3)》 到 两 相交 直线 4B、CD 距离 祖 等 的 
点 的 轨迹 , 是 这 两 直线 的 夹 角 的 平分 线 . 

[1619] 
(4) 设 定 直 线 及 了 和 该 直线 外 一 定点 4， 
连结 和 4 与 XY 了 上 的 任意 点 @， 以 m:n 内 分 
(或 外 分 ) 线段 48. 过 定点 4 向 了 7 帮 垂 
线 ， 且 以 :ww 内 分 (或 外 分 ) 此 垂 线 ， 过 这 个 
内 分 (或 外 分 ) 点 ， 作 XY 了 的 平行 线 ， 则 此 平 

行 线 是 线段 48@ 的 内 分 (或 外 分 ) 点 的 轨迹 。 
£1.624] 
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8.4 ”轨迹 (直线 ) 的 探求 方法 

《1) 从 适合 于 条 件 的 点 的 特殊 位 置 、 极 限 
位 置 出 发 , 报 据 上 述 的 基本 轨迹 , 找 出 定点 、 
定 直 线 。 

(2) 以 适合 于 条 件 的 任意 点 作为 定点 ， 连 
结 成 直线 [如 (1) 那样 考虑 ], 研究 它 对 于 定 直 
线 是 否 平行 、 垂 直 和 作成 定 角 。 

(3) 适合 于 条 件 的 点 ， 是 否 在 过 两 定点 的 
直线 上 . 

有 时 轨迹 不 是 全 条 直线 或 整个 圆 ， 而 只 是 

其 中 一 部 分 , 则 这 个 轨迹 是 有 界限 的 。 

” ”8.5 基本 轨迹 (形成 园 的 定理 ) 

(1) 到 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨 
迹 , 是 以 该 定点 为 圆心 ， 以 定 长 为 半径 的 
癌 、 [1616] 

(2) 对 定 线段 4B 张 成 定 角 a 的 点 的 软 
迹 ,是 以 4B 为 弦 , 所 含 贺 周 角 等 于 o 的 两 个 
弓形 弧 。 [16201 


(3) 点 卫 到 两 定点 的 距离 的 比 为 定 比 | 题 。 


%:%， 若 以 Vin 内 分 和 外 分 此 两 定点 的 连结 
线段 ， 则 以 这 两 个 分 点 的 连结 线段 为 直径 的 
殴 , 是 到 两 定点 的 距离 的 比 为 定 比 加 :% 的 点 
忆 的 轨迹 。( 其 中 2 关 ") . (阿波 罗 尼 斯 圆 ) 
当 w 二 % 时 ， 点 卫 的 轨迹 ， 是 连结 两 定点 
的 线段 的 途 直 平分 线 。 [1856~1861] 


8.6 ”轨迹 ( 园 ) 的 探求 方法 

(1) 适合 条 件 的 点 ， 到 将 作为 圆心 的 定点 
的 距离 , 是 否 等 于 定 长 . 

(2) 对 于 定 线段 (这 条 定 线段 ,在 许多 情况 
下 , 是 以 特殊 点 、 极 限 点 等 作为 两 端的 ), 所 张 
的 角 是 否 为 定 角 。 

(3) 到 两 定点 的 距离 的 比 是 否 为 定 值 ( 阿 
波 罗 尼 斯 网 ) . 

8.7 两 种 轨迹 

(1) 若 点 4 到 两 定点 B、C 的 距离 的 平方 
和 为 定 值 (m2)， 则 点 4 的 轨迹 , 是 以 BC 的 


中 点 1 为 问心， 以 于 V 35 一 05 为 半径 的 


较 ， 其 中 BC=a. [1833]1 

(2) 若 点 4 到 两 定点 B,C 的 距离 的 平方 
差 为 定 值 (m, 则 点 把 的 轨迹 , 是 垂直 于 BC 
的 两 条 直线 , 此 牌 线 与 BC 的 交点 豆 , 到 BC 


的 中 点 取 的 距离 等 于 2 ， 其 中 BO=a. 


~ [1884] 
8.8 范围 
适合 于 条 件 的 点 的 轨迹 为 平面 上 的 某 一 

部 分 ， 我 们 就 把 这 种 轨迹 称 为 适合 于 条 件 的 
点 的 范围 。 

满足 已 知 不 等 式 的 点 的 轨迹 ， 在 很 多 情况 
下 ， 是 为 平面 上 的 某 一 部 分 。 此 时 ， 我 们 就 把 
不 等 式 改 为 等 式 来 求 ， 满 足 这 种 关系 的 点 的 
轨迹 所 成 的 线 , 便 是 所 求 的 范围 的 边界 。 


9， 作 图 问题 
按照 已 知 条件 作 出 的 几何 图 形 叫做 作 图 问 


9.1 作 图 的 完全 解 

(1) 分 析 

设 图 形 已 作出 , 研究 图 形 所 具备 的 性 质 ( 必 
要 条 件 ). [1942] 

(2) 作 图 1 

叙述 作出 图 形 的 方法 。 

(8) 证 阴 
人 的 点 在 图 形 上 (充分 条 

) 

(4) 讨论 

讨论 作 轿 的 可 能 与 否 ， 在 可 能 的 情况 下 其 
解 的 个 数 . [1956] 

一 般 地 , 是 按 (D) 、(2)、(3)、( 约 四 个 步 又 解 
作 图 题 ,但 其 中 分 析 、 讨 论 常常 可 以 省 略 ， 


9.2 作 图 方法 A’ B’ 

人 1L) 平行 移动 法 py A ; 
“ 抓 住 平行 移动 后 的 图 # 
形 与 已 知 图 形 之 间 的 关 人 扩 B 


系 ， 从 中 发 现 作 图 题 的 解法 . 


把 线段 4B 平 行 移动 到 4B ， 则 44'B'B 
是 平行 四 边 形 . 
[1989, 2059~2068, 2112~2118] 
(2) 对 称 移动 法 
根据 图 形 关 于 点 或 直线 的 对 称 性 ， 把 图 形 


作 移动 。 抓 住 移动 后 的 图 形 与 已 知 图 形 之 疝 
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的 关系 , 从 中 发 现 作 图 题 的 解法 。 点 对 称 , 线 


对 称 , 对称 移动 法 常用 于 关于 最 大 、 最 小 的 作 


图 题 。 [1949~1952] 
ep B 
+ | 
”Pp A— 
(3) 旋转 法 
选取 适当 的 点 为 旋转 中 心 ， 将 已 知 图 形 旋 
转 , 从 中 发 现 其 作 图 法 . 
等 角 ， 等 长 的 量 经 过 
旋转 后 重合 。 
旋转 法 常用 于 正方 
形 , 正三 角形 . 
正方 形 习 旋转 90°， 
正三 角形 -> 旋转 60"。 
(4) 交 般 法 


根据 给 定 的 条 件 之 一 求 出 它 的 轨迹 ， 再 求 
出 适合 于 另 一 条 件 的 轨迹 ， 由 两 轨迹 的 交点 
可 以 得 出 所 求 作 图 题 的 解 。 

[1936, 1924~1947, 1964~1965, 1967] 

(5) 相似 法 

作出 适合 于 条 件 的 图 形 的 相似 图 形 ， 然 后 
按 相 似 比 扩大 或 缩小 ， 得 到 适合 于 条 件 的 图 
形 的 作法 。 

[2360, 2417, 2426, 2502, 2506, 2632] 

相似 法 ,常常 是 以 定 角 的 顶点 \ 已 知 点 等 作 
为 位 似 中 心 来 考虑 作法 的 。 

(6) 逆 作 图 法 

在 已 知 的 位 置 之 外 的 任意 位 置 上 ， 作 出 所 
求 的 图 形 ， 然 后 将 其 移动 到 已 知 位 置 上 的 解 
法 。 £2245, 2249] 

(7) 代数 解析 法 

在 许多 作 图 中 ， 往 往 把 问题 归结 为 求 线段 
的 长 。 这 时 假设 线段 长 为 4; 由 条 件 作出 含 2 
的 代数 方程 , 由 方程 的 解 得 到 作 图 方法 。 

L2021~2039] 


功 . 最 大 、 最 小 

《1)》 两 定点 闻 的 最 短 距 离 ， 是 连结 这 两 点 
间 的 线段 . 

《2) 定点 卫 到 定 直线 的 最 短 距离 , 是 从 呈 
向 定 直线 所 作 的 垂 线 的 长 。 


一 


录 


(3) (i) 两 定点 在 直线 7 的 同 侧 时 : 
在 定 直 线 1 上 求 一 点 
P', 使 到 两 定点 4、B 的 距 
离 的 和 为 最 小 .这 时 , 取 B 
的 对 称 点 B'， 设 4B' 与 7 
的 交点 为 书 , 则 
P'A+P'B>PA+PB. 
[2733~2734, 2744~2746; 2 
(ii) 两 定点 在 2 的 异 侧 时 : 
在 直线 1 上 求 一 点 P'， 使 到 两 定点 4、B 
的 距离 的 差 为 最 大 。 A 


这 时 , 取 BB 的 对 称 点 
B',4B' 与 1 的 交点 一 了 <>>p- 
为 卫 ， 多 B 
P'A~P'B<PA~PB. L2735] 
(4) 四 的 直径 是 最 大 纺 。 
[2758] 


(5) 过 圆 内 一 点 的 弦 中 ， 
被 此 点 二 等 分 的 弦 为 最 小 。 

(6) 从 定点 4 到 定 圆 的 最 
大 及 最 小 的 距离 ， 是 连结 过 4 的 直径 与 圆 的 
交点 的 线段 的 长 ， 

AB<AP<AO. 
[2706] 

(7) 如 图 ， 设 4、B、C 
0O 上 的 点 , @ 为 圆 内 的 点 ， 卫 为 圆 外 的 
点 ， 则 


LZ®>ALAACB>LP, 
也 
Pp. 
©) (1) 
A B 


《7) (8) 


《8) 从 弓形 弧 上 一 点 向 弦 所 作 的 垂 线 中 ， 
以 弧 的 中 点 向 弦 所 作 的 垂 线 为 最 大 . 

(9) 两 边 为 一 定 的 三 角形 中 ， 以 两 定 边 的 
夹 角 为 直角 的 三 角形 的 面积 为 最 大 、[28021 

《410) 周 长 一 定 的 矩形 中 , 以 正方 形 的 面积 
为 最 大 。 [2804] 

(11) 面积 一 定 的 矩形 中 , 以 正方 形 的 周 长 
为 最 小 。 [2761, 27823 
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半径 为 罗 圆心 角 为 c” 的 遍 天 可 
11. 计算 问题 Se= 到 9 一 -3 ITQ72 7 二 
11.1 角 2 360 ? 180 T1807. 
(1) 边 数 为 % 的 凸 多 边 形 的 内 角 和 为 《是 记 形 的 强攻 ). 


(1% 一 2) :180°, 边 数 为 % 的 凸 多 边 形 的 外 角 和 
为 2:180°。 正 nw 边 形 的 一 个 内 角 为 
2 ,180。。 


(2) 对 角 线 数 
边 数 为 % ee 线 数 为 


二 %n- 3) 。 [2836~2841] 


11.2 面积 

(1) 同 高 (或 等 高 ) 的 两 个 三 角形 的 面积 的 
比 , 等 于 它们 的 底 边 长 的 比 。 

(23) 在 A4BC、A4'B'C' 中 , 车 人 4= 
L4' 或 L4TL4' 一 180°, 则 
SAapo AB.AO 

yr rp ent 

(3) 相似 三 角形 的 面积 的 比 ， 等 于 其 相似 


比 的 平方 。 [2851, 2852] 
11.3 两 四 的 公 《 内 外) 切线 

内 公 切 线 长 是 

VE- Gi); /Me 

外 公 切 线 长 是 Se 
VB"), 


其 中 ?+、*”' 是 两 贺 的 半径 ,4 是 两 圆 的 圆心 距 
[2864~2865, 2994~2995] 
11. 4 三 角形 的 角 平 分 线 、 中 线 
在 和 4BC 由, 设 BO=0, CA=b, 4B=6， 
则 和 4 的 平分 线 
~ bcla+b+o) 人 十 < 一 9) 


4D- ee) [2867] 
/Waa 
中 线 。 4M [2869] 
11.5 面积 
VS 


GD 边 长 为 “的 正三 角形 的 高 是 -3 0， 
面积 是 a2。 [2889, 2893] 
(2) 三 边 长 分 别 为 a、5、c 的 三 角形 面积 
4 一 s(s—a) (8 一 D) (s—o), 


其 中 2s=a+0+e (海伦 公式 )。 


T2890, 2899, 2974~2975] . 


(3) 半径 为 ?的 圆 面积 3 一 a7?， 


[2902, 2949~2957] 

(4) 梯形 的 面 尺 

SL 4, 下 底 为 5, 高 为 加 则 面积 
8= 主 (G+ DD)h. 0 


[2908, 2927] 
《5) 平行 四 边 形 、 芋 
形 的 面积 
设 两 邻 边 为 C、D， Gb 
的 夹 角 为 6， 两 条 对 角 ~-b- 
线 为 p、9, P\9 的 夹 角 为 9 时 ， 则 面积 人 为 


Sabsin 9~— 二 pqsing. [2911, 2917] 


(6) 设 四 边 形 的 四 边 长 分 别 为 4、 52、 c、 a， 
对 角 线 长 为 m、 zw, 则 面积 


S=TV 2mn+as— bt — da 


XA/ Imm—aitbeto. 
当 四 边 形 为 圆 内 接 四 边 形 时 ， 设 20=a 十 
2 十 C 十 0 则 面积 
S=V(p—a) (p—0b) (Wp—e) BP—d). [2928] 
11.6， 正 多 边 形 
(1) 半径 为 五 的 圆 内 接 正 % 边 形 的 一 边 
长 为 a 时 ， 则 在 同 圆 的 内 接 正 2% 边 形 的 一 边 
长 
ao" 一 - 方 (VS 三 V2RI—aR). 
又 贺 外 切 正 m 边 形 的 一 边 长 为 5 时 ， 则 外 切 
正 2 边 形 的 一 边 长 
， 2bR 
?J [2 
(2) 半径 为 五 的 圆 的 内 接 正 % 边 形 的 一 
边 为 a, 外 切 正 %* 边 形 的 一 边 为 a', 则 


， 2a 
作 一 人 / 葬 二 有 页 [29301 


(3〉 半 径 为 巨 的 圆 的 外 切 正 % 边 形 的 一 
边 为 g 内 接 正 % 边 形 的 一 边 为 a, 则 


[2931] 
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面积 是 33 yo， 外 切 正三 当 形 的 面积 是 
3 373. [2934] 
也. 立体 几何 学 


12.1 空间 图 形 

在 研究 空间 图 形 时 ， 以 下 fi 公理 作 为 论证 
的 依据 . 

公理 1 当 图 形 的 形状 和 天 :小 不 变 时 ， 可 
以 移动 到 任何 位 置 . 

公理 2 ”过 不 同 的 两 点 可 上 引 一 条 直线 ， 
且 只 有 一 条 直线 。 

公理 3 过 不 在 一 直线 上 区 三 点 的 平面 ， 
有 县 只 有 一 个 。 5 

公理 4 过 直线 外 一 点 ， 平 行 于 该 直线 的 
直线 ， 有 县 只 有 一 条 . 

公理 5 连结 平面 上 两 点 的 直线 在 这 个 平 
面 上 . 

公理 6 不 同 的 两 平面 若 共 点 ， 则 这 两 平 
面 共 有 一 条 过 此 点 的 直线 。 直 线 外 的 点 不 是 
公共 点 。 [3006] 

12.2 确定 平面 的 条 件 

在 下 列 情 况 下 所 确定 的 平 盏 只 有 一 个 。 

(1) 不 在 同一 直线 上 的 三 点 。 

(2) 一 直线 和 此 直线 外 一 点 。 

(3) 相交 的 两 直线 。 

(4) 平行 的 两 直线 。 [3006] 


2 


12.3 直线 与 平面 (1) 

《D 过 两 平行 线 之 一 而 不 过 其 中 另 一 条 直 
线 的 平面 , 一 定 平行 于 这 男 一 条 直线 .[3006] 

(2) 车 一 个 平面 与 两 平行 线 中 的 一 条 和 祖 
交 , 则 它 与 另 一 条 也 根 交 。 

《8) 若 两 个 平面 平行 于 辣 一 直线 ， 则 这 两 
个 平面 的 交 线 平行 于 这 条 直线 。 [3012] 

(4) 若 两 平行 平面 与 第 三 个 平面 相交 ， 则 
其 交 线 互相 平行 。 [3014] 

《5) 一 直线 车 与 互相 平行 的 两 平面 中 的 一 


录 


个 相交 , 则 它 与 另 一 个 平面 也 相交 。 
(6) 笛 沙 格 定 理 
对 于 不 在 同一 平面 上 的 两 个 三 角形 4BC、 
DER， 若 对 应 顶点 4 与 D、B 与 B.C 与 
的 三 条 连 线 相交 于 一 点 O， 
对 应 边 4B 与 DB、BO 与 
EF、C4 与 FD 的 交点 分 别 
为 了 、 卫 、Z, 则 甩 、 了 、2 在 
一 直线 上 、 反 之 也 成 立 。 。 A 
[3024] 
(7) 卡 瓦 列 利 定理 i 
设 入 4BC 与 四边 形 PQRS 在 同一 平面 
上 ， 过 4、 卫 的 直线 g， 平 行 于 过 COC、 及 的 直 
线 有 ， 如 果 平 行 于 9 的 直线 被 这 两 图 形 所 截 
取 的 线段 长 总 相等 , 则 


[L3015] 


F 
D 


C Hh 
(i) B、8、5 在 一 直线 
上 ; B Q 
( 认 ) 两 图 形 的 面积 相 
[3028] 
(8) 若 直 线 40 与 平面 A 9 5 


% 相交 于 O， 且 垂直 于 w 上 的 两 直线 OZ、 
OFY， 则 40 垂直 于 过 ac 上 的 点 0 的 一 切 直 
线 。 这 时 , 称 40 为 平面 wa 的 垂 线 。 [30351 

(9) 一 直线 1, 如 果 垂直 于 同一 平面 4 上 的 
两 相交 直线 %、n, 则 1 垂直 于 w 上 的 一 切 直 
线 。 从 而 得 出 , ? 垂直 于 平面 ac。 [3036] 

(10) 与 两 异 面 直线 C、2 都 垂直 相交 的 直 
线 有 且 只 有 一 条 。 L3037] 

将 此 垂 线 称 为 两 异 面 直线 a、5 的 公愤 线 ， 
其 长 度 为 夹 在 这 两 条 异 面 直线 间 的 线段 的 长 
度 。 

(11) 从 平面 外 一 点 到 这 个 平面 的 最 短线 
( 垂 线 ) 有 且 只 有 一 条 ， [3040] 

(12) 《i ) 从 一 点 4, 向 不 过 4 的 平面 书 
上 的 直线 BC 作 垂 线 ， 
其 垂 足 为 也。 在 平面 卫 
上 ， 过 刀 作 BC 的 垂 线 
DE， 再 从 女 作 DE 的 
算 线 4,， 则 4 垂直 
于 平面 书 . 

(这 ) 如 果 PLAB, A4DLBC, 则 DBL 
BC。 

(ii 如 果 PPL4B，BDTBO 则 4DL 
BO. [83048~3047, 3060~3061] 
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12.4 直线 与 平面 (2) 
(1) 如 果 一 个 平面 ac， 垂直 于 另 一 个 平 
面 8 上 的 一 直线 内 则 c 垂直 于 68。 [3049] 
(2) 已 知 相交 的 两 平面 w、B 与 另 一 平面 
;车 QlLy, as7y 的 交 线 垂直 于 w 8 的 交 线 ， 
则 8-Ly。 [3050] 

(3) 如 果 相 交 的 两 平面 分 别 垂 直 于 第 三 个 
平面 ， 则 这 两 平面 的 交 
线 垂直 于 第 三 个 平面 . 

[3052] 

(4) 三 直线 OX、OF、 
O02 相交 于 0, 且 两 两 相 
互 垂直 ,连结 PO, 设 
PO 与 OX、OFY、02 的 X 


夹 角 分 别 为 a、 By 点 卫 到 平面 了 03 的 距 


离 为 2 点 五 到 平面 20 的 距离 为 点 也 
到 平面 XOY 的 距离 为 则 

2 一 OPcosa, y=OP cosB, 2 一 OPcos7， 

cos2w 十 cos28 十 cos27 一 工 。 

设 ?=cosa, 名 一 cosB; Nw 二 cosY, 则 1 7m, 多 
称 为 直线 O 的 方向 余弦 。 [3071~3073] 

12.5 二 面 角 、 多 面 角 

I。 以 同一 直线 为 界限 的 两 个 半 平 面 所 
组 成 的 图 形 称 为 二 面 角 . 这 直线 称 为 二 
面 角 的 棱 ， 这 两 个 半 平 面 称 为 二 面 角 的 
面 。 . 

II. 把 相交 于 一 点 的 很 多 平面 限 在 各 相 邻 
平面 交 线 和 相交 点 之 间 时 ， 这 些 平 面 所 组 成 
的 图 形 称 为 多 面 角 。 相 邻 两 面 的 交 线 称 为 多 
面 角 的 棱 。 相 邻 的 两 楼 组 成 的 角 称 为 多 面 角 
的 面 角 。 

{1) 三 面 角 的 任意 一 个 面 角 ， 小 于 其 他 两 
个 面 角 的 和 , 而 大 于 其 他 两 个 面 角 的 差 。 

[3076] 

(2) 和 任意 凸 多 面 角 的 所 有 面 角 的 和 小 于 四 
直角 。 [3077] 

12.6 棱锥 棱柱、 多 面体 

平面 上 一 个 多 边 形 和 以 它 的 各 边 作 底 边 ， 
与 这 平面 外 一 点 为 公共 顶点 的 三 角形 所 包围 
的 多 面体 称 为 杰 锥 。 这 个 多 边 形 称 为 校 锥 的 
底面 。 各 个 三 角形 称 为 棱锥 的 侧面 。 其 公共 
顶点 称 为 棱锥 的 顶点 。 相 邻 侧 面 的 交 线 称 为 
棱锥 的 侧 棱 。 顶 点 与 底面 的 距离 称 为 棱锥 的 
高 。 
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有 两 个 面 平行 ， 而 其 他 的 面 都 平行 于 一 条 
直线 的 多 面体 称 为 棱柱 。 
4) 边 长 为 4 的 正八 面体 的 体积 


ro. [3117] A 


” (2) 边 长 为 a 的 正四 面 
体 的 体积 
7- 当 or [3123] 

(3) 欧 拉 定 理 
设 凸 多 面体 的 楼 数 为 4, 顶点 数 为 5, 面 数 
为 了 , 则 


FtS=A+2. f3140~3142] 

(4) 凸 正 多 面体 有 且 只 有 五 种 . 

这 就 是 : 正四 面体 、 正 六 面体 、 正 八 面体 、 正 
十 二 面体 、 正 二 十 面体 . 这 里 ， 所 谓 正 多 面 
体 , 是 所 有 的 面 都 为 全 等 的 正 多 边 形 , 在 各 顶 
点 相交 的 面 的 个 数 相等 的 多 面体 。 [3141] 

12.7 旋转 体 的 表面 积 和 体积 

(1) 底面 积 为 8, 高 为 b 的 柱 体 的 体积 

V=Sh. [E3147] 


(2) 设 锥 体 的 底面 积 为 S, 高 为 4, 则 它 的 
体积 VSh. 

12.8 四柱 

以 矩形 的 一 边 为 轴 ， 将 矩形 旋转 一 周 时 所 
形成 的 几何 体 称 为 直 较 柱 。 作 为 轴 的 边 的 对 
棱柱 


[3143] 


边 称 为 母线 。 由 母线 
所 形成 的 曲面 称 为 圆 
柱 的 侧面 。 

以 直角 三 角形 的 一 
直角 边 作为 轴 ， 将 直 
角 三 角形 旋转 一 局 所 
形成 的 几何 体 称 为 直 圆 锥 ， 把 斜 边 称 为 直 图 
锥 的 母线 ， 由 母线 所 形成 的 曲面 称 为 直 圆 锥 
的 例 面 。 

以 平行 于 直 回 锥 底面 的 平面 来 截 直 圆锥 ， 
得 到 两 个 立体 图 形 ， 其 中 含有 原来 底面 的 几 
何 体 称 为 直 圆 台 。 

(1) 直 贺 柱 的 侧面 积 和 体积 ， 是 这 个 直 贺 
柱 的 内 接 或 外 切 正 楼 柱 的 俩 面 积 和 体积 ， 当 
其 底面 的 边 数 无 限 增 加 时 的 极限 值 。 - 

侧面 积 S=2r7h, 

体积 V =rrh, 


圆柱 
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其 中 7? 为 直 圆 柱 底面 的 半径 长 ;为 高 . 
[3151] 
(2) 设 直 圆柱 底面 加 的 半径 为 7， 高 为 h， 


则 全 表面 积 S=2x7(h 二 7)。 [3153~3158] 
12.9 圆锥、 加 台 
(1 直 男 锥 的 侧面 各 和 体积 ， 是 这 个 直 贺 
锥 的 内 接 或 外 切 的 正 楼 锥 的 
侧面 积 和 体积 ， 当 其 底面 的 
边 数 无 限 增加 时 的 极限 什 . 
直 男 纵 的 侧面 积 8 一 ay 
直 回 锥 的 体积 了 一 于 ? 名 . 
其 中 , 为 直 圆锥 的 底面 半 。。 站 回 锥 
径 长, ) 为 高 ，? 为 母线 长 . [3159] 


(2) 设 直 圆锥 的 底面 半径 为 "<， 斜 高 为 1， 


则 全 表面 积 S=wrQ+7)。 [3161] 
(38) 斜 圆锥 的 体积 
1 
V3 Ph, 
但 假设 内 接 于 斜 圆 锥 的 
底面 的 正 % 边 形 作为 底 
面 ， 内 接 于 斜 圆锥 的 斜 包 斜 圆锥 


楼 锥 的 底面 积 为 了 。s, 高 为 h， 当 % 无 限 增 大 
时 了 ,的 极限 值 为 F.[3160] 
(4) 真 圆 台 的 侧面 积 


&S 一 (7 十 777 
1 1 
S=3 (Ptp),, 
其 中 7?、”' 为 圆 台 的 两 底 


面 的 半径 长 , 2、2 为 两 底面 
的 周 长 ，? 为 八 高 。 
(5) 直 贺 人 台 的 体积 


7- 亏 wh(72F77'+7'2), 
其 中 入? 为 直 圆 人 台 的 上 底 和 下 底 的 半径 
长 , 为 高 。 [3172~3175] 
12.10 球 ， 
用 半圆 ， 以 它 的 直径 为 轴 旋 转 一 周 所 形成 


的 曲面 称 为 球面。 
/人 入 
7 


[3167~3171] 


由 球面 所 包围 的 立 
体 称 为 球 ， 有 寺 也 
把 球面 简称 为 球 , 

用 平行 的 两 平面 
截 球 时 ， 把 割 开 的 


录 


部 分 称 为 球 冠 ， 球 冠 连同 包含 其 内 面 的 部 分 
称 为 球 缺 。 同 时 , 把 剩 下 的 部 分 称 为 球 带 , 球 
带 连 同 包含 其 内 面 的 部 分 称 为 球台 。 

(1) 车 用 一 平面 截 球 时 ， 则 其 截 口 曲线 即 
交 线 是 圆 或 是 点 . [3266] 

(2) 用 过 球 心 的 平面 截 球 所 得 的 截 口 ， 是 
用 平面 截 球 得 到 的 截 口 中 的 最 大 者 。 我 们 把 
这 个 最 大 的 截 口 称 为 球 的 大 圆 。 用 不 过 球 心 
的 平面 截 球 所 得 的 截 口 称 为 球 的 小 图。 

[3267] 

(3) 从 半径 为 了 的 球 心 ， 向 一 直线 7 作 垂 
线 ， 设 垂 线 长 为 必 则 球 与 直线 有 如 下 关 
系 。 


@ a<?r 名 相交 于 两 点 . 

@ 4=7 SS 有 一 个 公共 点 。 

@ d>7 © 没有 公共 点 . 

在 四 的 情况 时 ， 称 为 直线 与 球 相 切 ， 
把 7 称 为 切线 , 公共 点 称 为 切 点 。 

又 , 当 平 面 与 球 只 有 一 个 公共 点 时 , 称 为 平 
面 与 球 祖 切 , 把 这 个 平面 称 为 球 的 切面 , 仅 有 
的 一 个 公共 点 称 为 切 点 。 

当 两 球 O、0' 只 有 一 个 公共 点 时 ， 称 为 两 
球 相 切 , 该 公共 点 称 为 切 点 。 这 时 , 若 两 球 一 
个 互 为 另 一 个 之 外 , 则 称 为 外 切 ; 洲 一 球 在 另 


一 球 之 内 部 , 则 称 为 内 切 。 
若 两 球 的 公共 点 多 于 一 点 时 ， 则 称 为 两 球 
相交 。 [3284~3294] 


(4) 车 相 异 的 两 个 球 ， 在 它们 的 连 心 线 上 
有 一 个 公共 点 , 则 两 球 相 切 。 [3293] 

(5) 若 两 球 相交 时 , 则 交 线 是 一 个 圆 , 且 这 
个 贺 是 垂直 于 两 球 的 连 心 线 ， 而 圆心 又 在 这 
条 直线 上 。 [323951 

(6) 设 两 球 O、0O' 的 半径 分 别 为 +、7" .两 
球 心 间 的 距离 00'=Q, 则 两 球 有 如 下 关系 : 

OD 相互 外 离 a> r+r'。 

名 外 切 多 06 一 7 十 人 

图 相交 全 7~7'<a<r+7', 

@ 内 切合 d=r~7". 

图 一 个 在 另 一 个 的 内 部 会 8<7w~ 9 

[32396] 

(7) 设 球 的 半径 为 7, 体积 为 7, 表面 积 为 

S， 则 


7=$ wr73, So—dor?, 
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12.11 球面 三 角形 
以 球 心 为 顶点 的 三 个 三 角形 所 在 的 平面 ， 
与 球面 相交 得 到 大 圆 弧 ， 由 三 个 大 贺 弧 所 围 
成 的 球面 上 的 一 部 分 称 为 球面 三 角形 ， 将 三 
个 弧 称 为 它 的 边 ， 将 两 边 的 交点 称 为 它 的 顶 
点 ,在 各 顶点 上 两 边 的 夹 角 称 为 它 的 角 。 
(1) 球面 上 两 个 大 圆 的 夹 角 ， 等 于 这 两 个 
大 圆 的 平面 作成 的 二 面 角 。 [88£7] 
(2) 球面 三 角形 任意 两 边 的 和 大 于 第 三 
边 。 [3318] 
(3) 在 同一 个 或 相等 的 球面 上 ， 两 个 球面 
三 角形 的 二 边 及 三 个 角 ， 以 相同 的 方向 顺 次 
分 别 相等 时 ， 我 们 称 这 样 的 两 个 球面 三 角形 
是 全 等 的 。 如 果 以 相反 的 方向 硕 次 分 别 相等 
时 , 我 们 称 这 样 的 两 个 球面 三 角形 是 对 称 的 . 
”(4) 互 为 对 称 的 球面 三 角形 ， 即 使 是 相互 
等 边 、 等 角 , 也 不 一 定 是 全 等 的 。 
(5) ,两 个 球面 三 角形 全 等 或 对 称 的 条 件 : 
两 边 及 其 夹 角 分 别 相 等 ; [3327] 
@@ 两 角 及 角 的 夹 边 分 别 相 等 ; - [3328] 
三 边 分 别 相 等 ; [3829] 
@@ 三 个 角 分 别 相等 。 
(6) 在 球面 三 角形 中 , 若 两 边 相等 , 则 它们 
的 对 角 也 相等 。 
(7) 在 球面 三 角形 中 , 若 两 角 相等 , 则 它们 
的 对 边 也 相等 。 [3322] 
” 《8) 在 球面 三 角形 中 , 若 两 角 不 等 时 , 则 大 
角 所 对 的 边 大 于 小 角 所 对 的 边 。 
. 《9) 在 球面 三 角形 中 , 若 两 边 不 等 时 , 则 大 
边 所 对 的 角 大 于 小 边 所 对 的 角 。 
12.12 投影 画 法 
从 空间 一 点 已; 向 平面 和 作 垂 线 , 其 垂 尾 为 
三 ， 则 三 称 为 点 卫 在 平面 % 上 的 正 射影 或 
简称 为 射影 。 图 形 上 的 各 个 点 , 在 平面 w 
上 的 正 射影 的 集合 ， 称 为 图 形 7 投射 在 平 
面 % 上 的 正 射 影 又 简称 为 射影 。 [3341] 
(1) 一 直线 9， 在 不 与 它 垂直 的 平面 和 上 
的 正 射影 9 是 一 直线 。 [3341] 
(2) 设 两 平面 w、B 的 交角 是 9， 若 a 上 的 
三 角形 4BC, 在 8 上 的 正 射影 为 三 角形 
A'B'O', 则 Sa4ac 一 SAdapo "C080, 
[3354，3356] 
(3) 在 (2) 中 , 若 取 一 个 多 边 形 替代 w 上 的 
三 角形 430， 其 面积 为 8 ， 设 这 个 多 边 形 
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在 B 上 的 正 射影 的 多 边 形 的 面积 为 8， 则 
S'—S eos0. [3355] 

(4) 要 求 得 线段 的 实 长 ,必须 用 

@ 旋转 法 ， 

@ 送 合 法 。 

12.13 投影 法 

两 两 互相 垂直 的 三 平面 ， 把 空间 分 为 八 个 
部 分 。 将 放置 在 一 个 部 分 中 的 几何 体 , 向 三 
个 平面 作 这 个 几何 体 的 正 射影 所 得 的 图 形 ， 
称 为 投影 图 。 

三 个 平面 中 。 把 水 平 的 平面 称 为 水 平 投影 
面 ， 垂 直 于 水 平 投影 面 而 正面 放置 的 平面 称 
为 下 直 投影 面 ， 剩 下 的 一 个 平面 称 为 侧 投影 
面 。 局 时 , 把 水 平 投影 而 与 垂直 投影 而 的 交 
线 称 为 基线 。 

我 们 把 这 些 平 
而 统称 为 投影 
面 。 把 在 各 投影 
面 上 的 投影 图 ， 
分 别称 为 信 视 
图 、 主 视图 和 便 
视图 。 

一 平面 与 水 平 投影 面 及 垂直 投影 面 的 交 缚 
称 为 平面 的 迹 。 在 垂直 投影 面 上 的 称 为 垂直 
迹 , 在 水 平 投影 而 上 的 称 为 水 平 迹 。 

L3371~3375] 


[3358~3362] 


13. 近世 几何 学 


13.1 根 轴 
(1) 由 一 一 点 卫 向 两 四 作 切 级 ， 使 切线 长 相 


等 的 点 的 轨迹 ， 是 过 站 
两 贺 交 点 的 直线 。 这 
条 直线 叫做 两 加 的 根 | 
: 局 
[3393] 
13.2 调和 点 列 .调和 线束 
(1) 线段 4B 被 两 点 PP、 旬 接 相同 的 比 内 


分 、 外 分 时 , 即 :A8 ~ -1 则 称 4、B、 
P、Q 成 调和 点 列 。 


[3392, 3395, 8396] 
(2) 三 个 圆 的 根 轴 

相交 于 一 点 ， 这 点 叫 

做 三 个 圆 的 根 心 。 


WB" OB 
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(2) 如 果 过 调和 点 列 的 四 条 直线 交 于 一 
点 , 则 这 四 条 直线 叫做 调和 线束 . . 

(3) 任意 一 条 直线 截 调和 线束 所 得 的 截 
点 , 也 成 调和 点 列 。 [3401] 

(4) 设 4B 被 点 已 @ 调和 分 割 , 4B 的 中 
点 为 MM, 则 4M?=MP. MQ.。 

13.3 极点 、 极 直线 

(1) 若 过 定点 P 卫 的 直线 与 两 条 定 直 线 
OX、O7 的 交点 分 别 为 
4、B, 则 点 一 关于 4B 
的 调和 共 力 点 C 的 过 
迹 是 直线 OO。 直线 OC 
出 做 点 P 的 极 直 线 ， 
点 卫 岂 做 直线 OC 的 极 
点 。 [3405] 

(2) 车 从 图 外 一 定点 卫 向 贺 作 两 条 切线 ， 
则 连结 两 切 点 的 直线 是 定点 卫 的 极 直 绪 , 点 
互 是 极点 。 [3409] 

(3) 以 两 条 直线 的 交点 为 极点 的 极 直 线 ， 
是 连结 各 坦 线 的 极点 的 直线 。 

(4) 连结 两 点 的 直线 的 极点 ， 是 这 两 点 的 
极 直线 的 交点 。 

(5) 一 条 定 直 线 上 的 各 点 所 对 应 的 极 直 
线 , 都 过 一 定点 。 这 定点 是 直线 的 极点 。 

(6) 过 一 定点 的 各 条 直线 的 极点 ， 都 在 一 
条 直线 上 。 这 条 直线 是 定点 的 极 直 线 。 

(7) 国内 接 四 边 形 的 对 边 的 交点 ， 是 另外 
两 对 边 的 交点 与 对 角 线 交点 所 连结 的 直线 的 
极点 。 [3413] 

(8) 若 在 圆 内 接 四 边 形 4BCD 中 ，4B、 
CD 的 交点 为 了 ,4D、BC 的 交点 为 了 , AC、 
BD 的 交点 为 2, 则 作 XYZ 是 自 共 碟 三 角 
形 。 [L3422] 

(9) 车 相 点 在 同一 平面 上 ， 和 且 任 何 三 点 都 
不 共 线 , 则 连结 四 点 的 六 条 直线 所 成 的 图 形 ， 
叫做 完全 四 边 形 。 而 这 四 点 叫做 顶点 ,连结 
这 些 点 的 六 条 直线 叫做 边 ， 不 过 同一 顶点 的 
边 叫 做 对 边 ， 对 边 的 交点 作成 的 三 角形 叫做 
对 角 点 三 角形 。 

(10) 设 完全 四 边 形 4BCD 的 对 角 点 为 
恕 、 0、 了， 则 线束 互 (4，O,， 了 B, 刀 ) 是 调和 线 
束 , 从 而 得 出 BO 是 点 了 的 极 直线 。 [3408] 

(11) 圆 外 切 六 边 形 4BCDBEF 的 三 条 对 
角 线 4D、B 加 、CF 相交 于 一 点 。( 布 利安 深 
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定理 ) [3428] 
(12) 若 关于 圆 0 的 两 点 P、@ 的 极 直 线 
分 别 为 X、 了 ， 从 点 P、@ 分 别 向 开 、 了 作 重 
每- 本 沙门 定理 )。 [3430] 
13.4 反 形 

(1) 设 有 定点 8 及 图 形 P, 连结 呈 上 一 点 
4 与 $， 在 此 连 线 上 取 
点 4', 使 S4.S4' 一 1 
(一 定 》 则 点 4 的 轨迹 
叫做 图 形 忆 的 反 形 .点 
8 叫 反 演 中 心 。# 叫 反 
演 罕 . [3431] 

(2) 圆 的 反 形 是 圆 或 者 是 直线 。 
[3435 一 3439] 
(3) 设 两 条 曲 绪 这 、 了 相交 于 一 点 4, ZX、 
了 的 反 形 分 别 为 卫 '、Y'， 则 及、 也 相交 ， 
其 两 交点 互 为 对 应 点 ， 且 在 此 点 处 的 交角 相 
等 [8484] 


13.5 十 字 比 \ 对 合 
(GD 一 条 直线 上 有 四 点 4、B、O、DD, 按 其 


4B . AD 3 4B.CD:4D.0B, 这 


顺序 作成 1 
四 点 叫做 十 字 比 。 或 称 非 调和 比 , 用 (4BCD) 
表示 。 

(2) 设 四 条 射线 为 一 定 线束 ， 被 一 条 直线 
横 截 时 ， 其 四 个 蕉 点 的 十 字 比 与 其 横 蕉 线 的 
位 置 无 关 。 [3447] 

(3) 点 4 为 两 组 点 列 4BOD 与 4BC'D 
的 公共 点 , 若 此 两 组 点 列 的 十 字 比 相等 , 则 连 
结对 应 点 的 直线 相交 于 一 点 。 £38450] 

(4) 设 点 4, 4'， B, B', CO CC， 等 在 一 
条 直线 上 , 在 此 直线 上 取 一 点 O; 使 

O04A.0A'=0B.0B'=~00.00’'=..., 
则 称 这 些 点 作成 对 合 ， 点 CO 岂 做 对 合 的 中 
心 。 

又 ，4、4',B、B', CO、O', … 叫做 对 合 的 
共 罗 点 。 若 在 点 O 的 点 列 线 上 的 两 侧 取 点 
如、 使 

OBE?~OF?2=O0A O04'=0B.0B'=..., 
则 点 如 、B 叫做 重点 ，。 

又 由 点 卫 向 各 点 连结 的 线束 叫做 对 合 线 

束 。O0Z、OF 叫做 重 射线 。 
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又 当 共 斩 点 在 中 心 C 的 同 侧 ， 则 重点 或 重 
射线 存在 . 

(5) 在 对 合 的 点 群 中 , 任意 四 点 4、B、C、 
了 的 交叉 比 ,等 于 其 共 簿 点 4'、B'、0'、D' 的 
交叉 比 。 L3453~3454] 

(6) 帕斯卡 定理 

4、 B、 C、 D、 五 、 允 是 一 个 圆 上 的 任 意 六 
点 ， 从 任 一 点 以 任意 的 顺序 连续 连结 这 六 点 
得 到 六 条 直线 ， 在 这 六 条 直线 中 ， 第 一 与 第 
四 的 交点 , 第 二 与 第 五 的 交点 , 第 三 与 第 六 的 
交点 是 共 线 点 。 这 条 直线 叫做 帕斯卡 直线 . 

[3455~3457] 

(7) 米 库 勒 定理 

由 五 边 形 4BCDBE 的 各 边 及 其 备 邻 边 的 
延长 线 , 作出 五 个 三 角形 , 则 这 五 个 三 角形 的 
外 接 圆 的 五 个 新 交点 在 同一 圆 上 。 [3463] 


14. 解析 几何 

14.1 直线 

(I) 4 一 az 十 2 是 斜率 为 c， 在 9 轴 上 的 截 
焉 为 如 的 直线 方程 

(2) y 一 级 一 Q(z 一 V1) 是 过 点 《21, 妨 )， 斜 
率 为 a 的 直线 方程 。 


(3) 0 二 扩 一 环 二 站 人 z~2z0) 是 经 过 两 点 
《24，4) 、(22，%2) 的 直线 方程 . 
(4) 部 十 学 = 是 在 2 轴 上 截 距 为 9 轴 


上 截 距 为 总 的 直线 方程 。 
(5) jz 一 mm 是 与 y 办 平行 的 直线 方程 
y 一 7 是 与 2 轴 平 行 的 直线 方程 

(6) 设 g、2D 不 同时 为 0， 则 az 十 友 十 ce 一 0 
表示 一 切 直 线 , 反之, 直线 的 一 般 方程 是 用 一 
次 方程 az 十 zy 十 c 一 0 表示 。 [3474~3483] 

(7) 不等式 及 其 表示 的 区 域 

不 等 式 g>az 士 p， 表 示 满 足 这 不 等 式 的 
x, 4 的 值 为 坐标 的 点 了 P(x, 9) 的 存在 范围 ， 
在 直线 4 一 az 十 的 上 侧 . 满足 不 等 式 9< 
< 十 0 的 点 Po, 2 的 存在 范围 ,在 直线 y 一 
az 十 0 的 下 侧 。 

(8) 直线 az 十 刀 十 c= 0 把 平面 分 成 两 部 
分 , 一 部 分 上 的 点 (Z, 幼 总 满足 az 十 py 十 c> 
0， 另 一 部 分 上 的 点 《%, 9 总 满足 az 十 by 十 
c<0， 前 者 则 做 az 十 by+e 的 正 区 域 ， 后 者 
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叫 负 区 域 . [3492] 
“(9) 两 条 直线 a12+b1y 十 01 一 0 与 92z 十 
By 十 ca 一 0 相交 , 则 过 交点 的 直线 束 方程 为 
ad40 十 Di 十 Ci 二 (aaz 十 D20 十 ca) 一 0。 
[3493~3495] 
(10) 如 为 任意 常数 , 则 直线 
C1X 十 Di 二 ci 十 (ao 十 Do20 十 Co) 一 0 
总 经 过 定点 , 这 个 定点 是 两 直线 
ac1X 十 DV 十 Ci 一 0，0X 十 024 十 c? 一 0 
的 交点 。 [3499 一 3505] 
(11) 设 忆 (2 .8(《mw) 为 直线 上 的 两 点 , 则 
PQ 的 距离 是 PQ 一 |2% 一 zi|. 
(12) 平面 上 两 点 4 (21, 1)、B(z2,， Yo) 间 
的 距离 是 
4B 一 V (zi 一 轨 )? 十 (Yi—yo) 3 [348 人 4] 
(18) 连结 两 点 4(%1, yD 、B(za oo) 的 线 
段 4B, 若 按 ;ww 内 分 4B, 则 内 分 点 的 坐标 
为 
myo ny } 


( MNTo 十 901 
m+ 刀 


mn 


| 车 按 m:n 外 分 4B, 则 外 分 点 的 坐标 为 


( mro— NL mYyo—ny ) 
?一 天 2 一 人 
特别 是 线段 4B 的 中 点 坐标 为 


(2 二 空 ， 多 二 办 )，[3485 一 3486] 


(14) 以 (1, Yi), (22， 2), (ze, V3) 为 顶 
点 的 三 角形 的 重心 坐标 为 
(2 tt ， 
3 3 
14.2 绝对 值 符号 表示 的 直线 
绝对 值 符 号 : |Z 一 a| 一 “一 4(Z 兰 C)， 
lz 一 al 一 一 Z(zZEa) 。 
含有 绝对 值 符 号 如 jz 一 aj， 它 表示 折线 。 
[3509, 3516] 
14.3 两 条 直线 的 相交 、 平 行 ,垂直 
(1) 两 条 直线 相交 、 平 行 、 重 合 、 垂直 的 条 


设 两 条 直线 为 2 十 02 十 cl 一 0， 
a22Z 十 Do0 十 cz 一 0 
a b 
当 不 古 时 ,两 直线 相交 ; 


Cl 


bd 天 ， 
当 古 le ty to 时 , 两 直线 平行 ; 
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当 , ; 两 直线 重合 ; 


当 te 0 时 ,两 直线 相互 乘 直 . 

(2) 设 两 条 直线 Y=mizw 十 名 与 Y 一 ?2X 十 
boy 

当 m1 二 ?m2 时 , 它们 平行 ; 

当 lz 一 一 1 时, 它们 垂直 。 

[3517~3521] 

(3) 点 (zw1, 1) 到 直线 az 十 Wy 十 c==0 的 距 
离 为 
|ari t+ by1t oes! 

Vaart 
原点 到 直线 的 距离 为 | 
| 
Vto’ 


《一 


i 


14.4 ”对称 | 

关于 和 轴 对 称 4 一 一 角 

关于 4 轴 对 称 zx 一 一 从 

关于 原点 对 称 一 一 2 3 一 一 外 

关于 直线 x 一 y 对 称 @ 一 纺 2 一 池 

关于 直线 Z 一 一 对 称 & 一 一 %， 2 -一 他 
关于 直线 w=a 对 称 2 ~> 24 一 %; 

关于 直线 Y=b 对 称 Y 一 220 一 纱 

关于 点 (@, 切 对 称 z 一 24 一 xz, y 一 20 一 y. 


[3522~3528] 


[3530~3537] 
14.5 网 

(1) 加 的 方程 

医 心 为 原点 .半径 为 的 欧 的 方程 是 


4 十 急 一 7 
圆心 为 《4a, 3) 、 半 径 为 ?的 贺 的 方程 是 
(2—a)2+ (y—0b)2=7?; 
圆 的 一 般 方程 是 刀 十 内 十 4Z 十 By 二 CO 一 0。 
[3562~3569] 
(2) 过 两 加 f(x， 功 =0, gl%, YW)=0 的 交 
点 的 贺 或 直线 的 方程 是 
f(x, Y) +kglz, y)=0,。 [3570] 
(3) 流 两 点 4(wi, 切 )》、 吾 (Zoo) 为 直径 
端点 的 圆 的 方程 是 (X 一 21) (2 一 22) 十 (y 一 1) 
X (y—y) =0. [3575] 
14.6 圆 的 切线 
(1) 过 圆 台 十 ==7? 上 的 一 点 (好 ， 幼 ) 的 
切线 方程 是 ww 十 YY 二 73. [3581] 
(2) 过 贺 (z 一 a)3 二 (Y 一 ?==73 上 的 一 点 
(wy yi) 的 切线 方程 是 (v1 一 a) (2 一 0) 十 (1 一 


av -一 一- 一 一 
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0) (YY 一 1 一 92。 [3582] 

(3) 贺 2 十 p=72 的 斜率 为 2 的 切线 方 
程 是 

0 一 200 十 2 了 工 十 MI2 。 

14.7 抛物 线 

(1) y 一 ax3 的 图 象 

@ 当 a>0 时 ,是 开口 向 上 的 抛物 线 ;a<0 
时 ， 是 开口 向 下 的 抛物 y y= a 
线 . : 
名 关于 yy 轴 对 称 。 

@ 顶点 在 原点 上 . 

名 当 ial 越 大 , 抛物 
线 的 开口 越 小 。 [3619] 

(2) y= 二 ax? 的 图 象 
的 平行 移动 

将 4 一 ao 的 图 形 没 2 
轴 正 向 移动 p,， 沿 y 轴 
正 向 移动 9, 这 时 ,抛物线 的 方程 为 

Ww=a(2—2)2+9. 

这 条 抛物 线 的 对 称 轴 是 z=2, 顶点 在 点 
(p，g) 上 。 [3620~3622] 

(3) yy 二 ax?+bxc 的 图 象 
的 图 象 是 与 y= 
aza 全 同 的 抛物 
线 。 

@@ 它 的 图 象 
可 以 通过 把 y 一 
ax 的 图 形 没 2 
轴 正 向 平行 移动 
-之 , 沿 % 人 
向 平行 移动 一 上 二 2 

图 顶点 坐标 是 

0 2 一 4a0 
(~ 各; 4c 

(4) y 一 wayx 的 图 象 

分 为 4>0 与 a<0 两 种 情况 。 

(5) y= ax 二 pb 十 c 的 图 象 

它 的 图 象 可 以 通过 把 y= Vaz 的 贺 象 沿 z 
纳 正 向 平行 移动 - 乙 , 沿 y 轴 正 向 平行 移 
动 c 得 到 [3625~3631] 

(6) 若 平 画 上 一 动 点 到 定点 了 及 到 定 直 


[3585~3586] 


、 
\ 
a<0\ 
及 


得 到 


1 [8632~3633] 
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2 


线 a( 不 过 了 ) 的 距离 相等 ， 则 这 个 动 点 的 轨 
迹 是 抛物 线 ;了 叫做 焦点 , 4 叫做 准 线 ， 


f3634] 
(7) 儿 一 420 (标准 形 ) 。 
主轴 ，z 轴 , 顶点 : 原点 , 焦点: 局 (2，0) ， 准 
线 方程 : z 一 一 2。 
(8) 272=4py. 
主轴 : y 办 ， 顶点 : 原点 ， 焦点 : 五 (0， 2D)， 准 


线 方程 : 9 一 一 9。 
(9) 1 一 G23 十 50 十 C。 
cb 
主轴 ， 一 BD 


顶点 坐标 : (一 训 -， 一 


焦 皮 :了 (一 攻 ， 二 + 一 +4ae )， 


20 4da 40 
= 和 一 一 1 +4ac 
{3634~3637] 


”《10》〉 抛物 线 的 切线 
过 抛物 线 煞 二 4pZ 上 一 点 也 (Zi, 41) 的 切线 
方程 是 
y=2p (r+ 21). 
过 抛物 线 2 一 4pYy 上 一 点 卫 (wi, 1) 的 切 
线 方程 是 
wit=2p(Yy+Y). 
(11) 抛物 线 久 一 422z 的 斜率 为 rw 的 切线 
方程 是 


一 MO 十 也 
4 ms 


(12) 反 函 数 

车 从 函数 y 二 f(z) 中 解 出 x?， 得 z==g(y)， 
. 析 把 xz 与 y 交换 ， 即 y 一 g(z) 也 做 y 一 了 f(z) 
的 反 函 数 。 

(18) y 一 2 是 y=Mw 的 反 函 数 。 

(14) 两 个 互 为 反 函 数 的 函数 图 象 关于 直 
线 y 一 %* 对 称 ， [3686] 


[3646] 
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(15) 无 理 方程 无理 不 等 式 的 解法 

在 Mf(w) 一 g(%) 及 MFCz) >9g(2) 中, 求 出 
gy 一 V7Cz) 与 y=g(w) 的 图 象 的 交点 。 这 时 ， 
交点 的 z 坐标 为 从 VD) 一 g(%) 的 两 端 平 
方 求 出 来 。 并 判断 是 否 为 曲线 的 根 。 

[3674~36791 


14.8 椭 加 
(1D 若 平 面 上 一 动 点 卫 到 两 定点 也.F' 的 
距离 的 和 为 定 值 (2c)， 则 这 个 动 点 于 的 轨迹 
叫做 椭 贺 。 


椭 困 的 方程 是 
2 2 
+ 徊 一 本 
(标准 形 ) 
它 的 焦点 是 ,| a 这 
FH(c,0),F'(—e, e Te 


0) .离心 率 e= 一 一 <1l1，(a>5b>0), 其 
中 02 一 0 一 53 44 为 长 加 ，BB’' 为 短 轴 , 
4、 妈 、B、B' 为 顶点 . 2 一 乏 和 sw 一 一 所 
为 准 线 方程 。 [3701 ~3725] 

(2) 横 园 - 安 十 -她 = 可 由 圆 好 十 久 一 ol 


将 其 纵 线 压缩 二 们 而 得 到 。 这 时 称 贺 oz 二 


Pa? 为 椭 加 -每 + 区 ~1 的 辖 助 加 。 
[L3711] 
(3) 椭 四 的 切线 
@ 过 每 + 姑 ~1 上 一 点 Pw gD) 的 切 
线 方程 为 
+4 欠 一 1 
@ 椭圆 每 +- 各 一 1 的 锋 率 为 mm 的 切线 
方程 为 
4 一 MXO 士 Va222 十 中。[3717 表 3718] 
(4)》 过 -~ 个 加 的 圆心 ， 作 这 个 加 所 在 平面 
的 生 线 ， 在 此 垂 线 上 取 一 点 4， 连结 4 与 加 
上 各 点 的 直 绪 作成 的 曲面 叫做 直 贺 维 、 此 委 
线 叫做 轴 , 点 4 叫 顶 点 ,这 个 加 叫做 导线 , 作 
成 直 贺 欠 面 的 直线 叫做 母线 . 
设 直 圆锥 的 轴 与 母线 的 夹 角 为 a， 阁 用 不 
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过 顶点 ， 又 不 与 导线 圆 平行 ， 且 与 轴 的 实 角 | 
为 B 的 平面 截 这 个 直 圆 锥 ， 则 平面 的 截 口 曲 


线 ， 当 o>8, 一， C<AB 时 ， 分 别 为 双 曲 线 ， 
抛物 线 和 实 圆 . 
这 个 事实 ， 是 基于 直 圆 锥 的 平面 截 口 总 是 
二 次 曲线 。 因 此， 二 次 曲线 也 叫做 圆锥 曲 
线 。 [3747~3748, 3812] 
14.9 双 曲 线 


(1) 若 平面 上 一 动 点 到 两 定点 了、F"' 的 距 
离 的 差 为 定 值 (2c)， 则 这 个 动 点 三 的 轨迹 是 
双 了 曲线。 

双 曲 线 的 方程 是 

2 1, 

‘a 0 

(标准 形 ) 

它 的 焦点 是 
(6, 0)、F'(—o, 0) . 
4'4 为 主轴 ，B'B 
叫做 副 轴 或 共 轿 轴 。A4、4' 为 顶点 . 62 一 4? 二 
59, 离 心率 全 >1. [3768, 3790~3792] 


(2) 双 曲 线 的 渐 近 线 


双 曲线 入 一- 化 一 1 的 渐 近 线 方程 是 
”gg 0 SrLY 
a bb 0, ST 9 
(3) 共 苑 双 曲 线 
2 和 
3 2 


@、@ 是 互 为 共 稀 双 曲 线 。@、@ 的 渐 近 
线 相同 。@ 是 动 点 到 点 (一 c, 0)、P(c, 0) 
的 距离 的 差 等 于 24， 回 是 动 点 到 点 (0， 
一 0)、Pi(0, 0) 的 距离 的 差 等 于 20。 [3773] 
(4) 双 曲 线 的 其 他 定义 

到 两 条 定 直线 的 距离 (包含 符号 ) 的 积 为 一 
定 的 点 的 轨迹 

这 两 条 定 直线 叫做 双 曲 线 的 渐 近 线 。 特 别 
是 ， 到 两 坐标 轴 的 距离 的 积 为 一 定 的 点 的 轨 
迹 方程 是 oy 一 k, 这 是 以 2 轴 、 9 轴 为 渐 近 线 
的 等 边 双 曲线 . 

(5) 切线 


过 双 曲 线 邱 - 秒 =1 上 的 一 点 了 (my) 


了 Y 了 了， 点 卫 的 旧 


的 切线 方程 为 -=1. [3773] 


过 等 边 双 曲线 凶 一 b 下 点 (zu 1) 的 
切线 方程 为 yz 十 wy 二 2k. [3787] 


双 曲 线 每 -一 嫂 =1 的 斜率 为 各 的 切线 


方程 为 
， 4 一 MO 士 Va273 一 下。 
(6) 元 理 函 数 的 图 象 Ee 
2 一 /az 二 DZ 二 C 。 © 
它 的 图 人 象 是 在 妨 =az2+bwt+c 的 图 象 中 
y 宇 0(% 轴 的 上 方 ) 的 部 分 。 
函数 @ 的 图 象 , 当 a>0 时 为 双 曲 线 ;4a<0 
时 为 精 圆 (2 一 44c>0); a 一 0 时 为 抛物 线 
(bF0). 
(7) 不 等 式 与 区 域 
满足 不 等 式 az+f(y) >0 时 ， 是 以 曲线 
az 二 70) 一 0 为 边界 的 区 域 。 这 区 域 当 a>0 
时 , 在 曲线 的 右 侧 ; 当 56< 0 时 在 左 侧 。 
满足 不 等 式 2yTg(z) >0 时 ， 是 以 曲线 
2 十 g(2) 一 0 为 边界 的 区 域 ， 这 区 域 当 5>0 
时 ,在 曲线 的 上 侧 ; 当 5<0 时 在 下 侧 . 
[3799~3803] 


[3782] 


(8) 二 次 方程 
a22 十 382 十 02 十 29zx 士 31 十 c= 0 的 图 象 ， 
若 除 去 退化 为 一 点 及 两 条 直线 的 情形 外 ， 则 
ha 一 ab<<0 过 椭圆 (包括 贺 )， 
ja 一 GD 一 0 之 抛物线， 
h 有 2 一 qb 二 0 之 双 曲 线 . [3810~3829] 

(9) cz? 十 2Pz0 十 D%2 十 29z 十 231 十 c 一 0。 
当 左 边 的 二 次 式 可 分 解 为 两 个 zy 的 一 次 因 
式 的 积 时 , 它 的 图 形 为 两 条 直线 。 

又 , 左边 的 二 次 式 中 , 当 ap>0,， 并 可 以 变 
形 为 a(z 十 p92)? 十 b(y 十 9)? 二 0 时 ， 它 表示 一 
点 。 [£3810] 

14.10 ”坐标 轴 的 平移 与 旋转 

(1) 坐标 轴 的 
平移 
”把 坐标 轴 二 xz、 
yy 的 原点 O 平 
移 到 点 0'(a, 5) 
时 ， 设 新 坐标 的 
两 轴 为 ‘ZX、 


重要 定理 、 公 式 汇集 


一 一 


堂 标 为 人 如, 引 ， 新 华 标 为 ( 芳 , 了 ) ， 则 其 间 关 
系 为 


Z 一 六 十 4，0 一 了 十 D。 


[3814~3818] 
(2) 坐标 轴 的 旋 
转 


把 坐标 办 zx、 
yy 绕 原点 旋转 角 2, 得 新 坐标 轴 开工 .了 了 ， 
新 旧 坐 标 闻 的 关系 是 
. ee 
y=Z sin0+Y cos0., 
us J X=rc0s0t+ysing, 
从 而 得 出 1 了 一 一 0X8in6g 二 cos6。 
[3819~3827] 
14.11 图 形 的 平移 与 旋转 
(1) 图 形 的 平移 
把 图 形 j, Y) 一 0 沿 w 轴 正 方向 移动 @， 
沿 y 轴 正 方向 移动 5， 则 其 方程 为 
f(r—a, y—b)=0. 
(2) 图 形 的 旋转 
Z 一 和 co8gg 十 Zsing， 
es —XsinG+Yceos0 
代 人 即 可 。 
14.12 参数 方程 
(1) 直线 的 参数 方程 
© 过 点 A(m, y1) > 


倾角 为 的 直线 的 参数 
方程 为 ， 
下 
2 一 久 十 18Sinw。 
(其 中 二 为 参数 , 一 cc< 上 < 十 co) 
(4P=|t|). 


@ 过 两 点 A(zi, Yy)、 了 (wo， 22) 的 直线 的 
参数 方程 为 
A 
y—N+ tp— YN). 
(2) 加 的 参数 方程 
Q@ 圆心 为 原点 , 半径 为 和 的 圆 的 参数 方程 
是 


《9 为 参数 ) 


sy 
y=—7 Sing。, 
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四 圆心 为 (m5, m2), 半径 为 ?的 贺 是 
X= 二 7 C080， 
人 《6 为 参数 ) 
(3) 椭圆 的 参数 方程 


VX—QC080, 
0， 0， 9 参 
9 (ee Wh i 


一 友 部 
(t 为 参数 ) [3833] 


(4) 双 曲 线 的 参数 方程 
2 一 4SecO， : 
@ {9-5tgo。 《为 参数 ) 
工 十 好 2 
四 “1 YT 二 六 
(5) 抛物 线 的 参数 方程 
X 一 012， 2 一 201。 人 为 参数 ) ” [3832] 
(6) 摆 线 ( 旋 轮 线 ) 的 参数 方程 
Z 一 4(2 一 sin.0)， 
gal1_coub) ” 《为 参数 ) 
[3840] 


2D。 代为 参数 ) 


(7) 加 的 渐 开 线 

2 一 Q(cog6 十 9sin 急 ， 
{ 一 dsinb 一 gcos9) 
(6 为 参数 ) [3841] 

14.13 极 坐 标 方程 

(1)》 直角 坐标 与 极 坐 
标的 关系 

设 点 书 的 直角 坐标 为 (2, Y), 
为 (9, 9)， 则 

z=7c0s0, [7?= 人 + 
. a | 


它 的 极 坐 标 


(2) 直线 的 极 坐 标 方程 “ 
@ 设 直线 上 任意 一 点 的 极 坐 标 为 《7, 9)， 
直线 的 方程 为 
7 cos(9 一 0) 一 D。( 海 赛 标准 形 ) [3845] 
加 设 直 线 上 任意 一 点 的 极 坐 标 为 (7, 9)， 
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则 过 两 点 4(4, a)、BL, 8) 的 直线 方程 为 
arsin(0—a) 十 pr sin (8B—a) 
~absin(B8—a). {2847] 
当 xc 一 0，p 一 号 时 ,直线 的 极 坐标 方程 为 
2(Gsing 十 Dcosb) 一 CD。 
(3) 国 的 极 坐 标 方程 
@ 设 已 人 9) 为 圆 二 任 意 一 点 ， 
为 回 心 , & 为 半径 的 圆 的 方程 是 
?=Q。 
图 设 已 (5) 为 圆 上 任意 一 点 , 则 圆心 为 
Cle, a)， 半 径 为 的 圆 的 方程 是 
73 十 c3 一 2cy cos(9 一 ac) 一 02。 [3849] 
@ 设 定点 4(a, 0) 在 极 轴 上 , 已 (r,，96) 为 
圆 上 任意 一 点 ， 则 以 O4 为 直径 的 圆 的 方程 
是 4 一 cos2. [3s50] 
@ 圆锥 曲线 的 极 坐标 方程 
? 


则 以 极点 


了 ecosb 
当 e=1 时 , 是 抛物 线 ; 
当 e>1 时 , 是 双 曲 线 。 
图 心 隆 线 的 极 坐 标 方程 
7=a(co0s06+1), (a>0) 
图 双 纽 线 的 极 坐 标 方程 为 
92 一 202cos209。 [2863] 


OS 


心脏 线 双 纽 线 


15. 空间 坐标 

15.1 点 \ 方 向 余弦 、 两 直线 的 夹 角 

(1) 空间 的 点 可 以 用 实数 组 (Zz, % 2) 表 
和 下。 

(2) 空间 两 点 4 (zt yt 31) 与 B fa， yo 
22) 之 闻 的 距离 为 

AB~—~M (1— mT) (VY) (01— 020). 

一 点 (a, 5b, 0) 到 原点 的 距离 为 

OP=V ai+tb+c. [£3866] 

(3) 连结 两 点 (zt Yi, 21) 、B (za, Y2, 22) 

的 线段 ， 若 按 定 比 织 :ww 内 分 4B， 则 内 分 点 


2362] 


录 ei 
坐标 为 
( I201 十 ba ， ni 十 za ， IE1 十 0220 ) 
" MN 十 % min /’ 


又 若 按 定 比 色 3 外 分 4B， 则 外 分 点 的 坐标 
为 
( 一 MO1 十 MX2 一刀 济 十 22 
MN Mm—% . 3 
4B 的 中 点 坐标 为 
他 十 和 M+Yy2 81 十 99 
(2 二 空 ,2 二 和 ,2 二 因 )，[3869] 


= 
mn / 


(4) 方向 余弦 
设 ?一 cogsw， 双 一 608 B， R= 二 C03Y, 则 M0、 
确定 直线 9 的 方向 ， 且 把 它们 叫做 直线 9 的 
方向 余弦 
lM、%% 之 间 有 关系 : 
212 十 M22 十 92 一 1。 [3867 一 3863] 
与 方向 余弦 成 比例 的 三 个 数 叫做 方向 数 。 
4:BIC 一 07 0。 
(5) 假设 两 直线 1、9 的 方向 余弦 分 别 为 
1 m、 ww, Y、 mn'， 则 直线 人 9 的 夹 角 9 满 
六 
人 
COs0=0 + Mmm’ +nn'。 [3870] 
(6) 两 直线 的 委 直 条 件 
1 十 02027202 十 00 一 0。 
(7) 两 直线 的 平行 条 件 
l= 土 忆 Nr 二 土 W', n= 二 土 %'。 


[3871] 


《符号 一 致 》 
[3872~3873] 

15.2 直线 平面 . 球 

(1) 直线 方程 

@ 过 原点 ， 方 向 余弦 为 入 %、% 的 直线 的 
方程 是 


必 二 


YY?, [3874] 
1 Wh% 包 
图 过 点 4(a, 5, 6)， 方 向 余弦 为 Im、% 
的 直线 方程 是 
Z 一 4 _ 4 一 D _ 8s—c¢ 
i [3875] 
”图 过 两 点 Co Yi 21)、(%2,Y2，22) 的 直线 
儿 一 LS 一刀 Yi gS— 81 加 3876 
方程 是 二 一 ma Yay C2—% [ 1 
(2) 平面 方程 


设 从 原点 向 平面 所 作 垂 线 的 方向 余弦 ( 叫 
做 平面 的 方向 余弦 ) 为 人 、2， 其 重 线 长 为 
2; 则 这 个 平面 的 方程 为 巡 十 mg 十 Up 一 2 ( 标 
准 形 ) L3877] 


a 


重要 定理 
(3) 两 平面 的 夹 角 
设 两 平面 为 
AT+By+Cs=D, A'%+B'Yy+C's=D', 
则 这 两 平面 的 夹 角 9 满足 


土 (44' 十 BB' 二 CO) 
[3882] 
(4) 两 平面 的 垂直 条 件 和 平行 条 件 
王 直 条 件 为 44'+BB'4C0'=0，, 


平行 条 件 为 第 一 也 一 他 


状 一 训 [8882] 
《5)》 直线 与 平面 的 垂直 条 件 和 平行 条 件 
、 v0 _Yy~B 2~Y 开 耐 站 
设 直线 为 一 2 人 一 全 ， 平 而 为 
4ZTB9TCO2=D， 则 直线 与 平面 的 垂直 条 
、 4A B i CO pe x 1 ' 
件 为 Ty 平行 条 件 为 44' 十 了 BB 
二 CO' 一 0. 
(6) @ 设 点 (a, b, 6) 到 平 4z 二 By 十 
C02 二 DD 的 距离 2， 则 
lAa+Bo+Oc+D| 
~ 43 十 柬 十 03 
@ 一 点 (ooBm) 到 直线 2 和 =-5 一 
-二 一 的 距离 
p= I|4(@'—o)+B(8'—B) T+FO(Y'—Y) | . 


cos 9 一 


[3879] 


DTT 
[3883] 
(7) 原点 到 平面 4z 十 By4+0z 一 DD 的 距离 
I? _. 
ET 


原点 到 平面 hz 十 By 十 Cs 一 的 垂 线 的 方 
向 余弦 为 
FN 
MV ATB+O0’ Vv 42 十 万 ?十 02 
Ne 2 
J 
(8) 过 三 点 PP(z1, Yi, 41)、@ (Zo, yz， #2)、 
五 (za ya，28) 的 平面 方程 为 
x y 2 1 
zi Yr 全 1 
2 Ye 2 1 
wa ys, zs 1 


[3878] 


一 0。 [3886] 


[3880~3881} 
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《9) 球面 方程 
Q@ 球 心 在 原点 ,半径 为 7? 的 球面 方程 为 
+ 


@@ 以 点 (a, 5b, 0) 为 球 心 , 半径 为 ?的 球面 
方程 为 
(z 一 0) ?十 (9 一 D)3 十 (z 一 C)2 一 72。 


16.， 复数 


(1) 化 平面 (高 斯 平面 
. 在 平面 上 取 直 角 坐 标 系 ， 和 偶数 a 十 9; 与 平 
面 上 的 点 (4, 5) 对 应 时 , 称 此 平面 为 复 平面 
或 高 斯 平面 . 

(2) 复数 表示 法 

@ 直角 坐标 形式 2 一 2 二 久 。 

@ 极 坐 标 形式 z=r(ecos6g-isin6)。 

7 一 |z| 一 / 瑟 二 本 
叫做 复数 z=z 十 Wy 的 
模 或 绝对 值 ,9 一 amp(z) 
叫做 辐 角 。 

(3) 复数 的 加 、 减 、 
梁 \、 除 

设 31 一 V1 十 Yi, 99 一 2V2 十 yoi 则 

281+ 22=— (%1+ 2) + (1+ Yo) i 
1~—22= (%1— 2) + (WM — Yo)i. 

设 21==71(C08 1 十 isin 861)，22 二 72(C08 902 十 
isin 62)， 则 

2122=7172[C0S (O01 6») 十 isin (9 二 22)]， 


红 一 代 [cos(9 一 0) 二 isin(bl 一 92)]。 
2 72 


一- 中 
可 一 -2 


L3896] 

(4) 设 点 卫 表 示 复 数 #, 则 点 了 绕 原点 旋转 
也 的 点 ,表示 复数 36。 

复数 ~2? 对 应 的 是 点 卫 关 于 原点 对 称 的 


点 。 
一 3% 对 应 的 是 点 卫 绕 原点 按 负 的 方向 旋 
转 邱 的 点 。 [3898~3901] 
(5》 设 三 角形 4B0 的 顶点 4、B、C 分 别 
表示 复数 a、B、y， 则 三 角形 4BC 为 正三 角 
形 的 充分 且 必 要 条 件 是 : < 十 pw 十 yu? 一 0, 或 
a 十 Bua 十 yo 一 0。 其 中 


[3903] 
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录 


(6) 若 三 角形 4B0O 内 接 于 以 原点 为 圆心 
的 单位 圆 ， 则 其 重心 的 坐标 为 26 二 Y， 它 
的 重心 坐 宗 是 w 十 8 十?。 [3910] 


17. 向 量 
(1) 方向 一 定 ， 大 小 一 定 的 有 向 线段 叫做 
向 量 。 此 时 向 量 用 4B 或 4 表示 . 
(2) 向 最 的 和 、 差 


[3913] 
(3) _ 向 量 的 性 质 
atd= B+a. (交换 律 ) 

® (+ +ce—&+ (8+6). (结合 律 ) 
©® 1(ma) = (im)a, ( 数 乘 结合 律 ) 
@ (1+m) a=12+ma. 〈 数 乘 分 配 律 ) 
(4) 向 量 的 内 积 ( 数 量 积 ) 
设 两 个 向 量 4, 5 及 其 夹 角 为 6， 则 a 与 5 


的 内 积 为 6- b= (&, BD) =|al-: 12leose。 这 里 
12]、1 引 分 别 为 & 5 的 大 小 ( 模 ). 
- {5) 向 量 的 垂直 条 件 和 平行 条 件 
垂直 条 件 为 (@, DD)= =0, 
平行 条 件 为 (a, DD) = 土 |al 16l. [3913] 
(6) 车 04=& 08= 38， 线段 4B 被 分 成 
定 比 :w 的 分 点 为 P) 则 
OP»= na+mb 
?12 十 7 
当 m%、 有 % 辣 号 时 ， 忆 为 内 分 点 ; 7、 了. 异 号 时 ， 
卫 为 外 分 点 。 


特别 , 当 卫 为 4B 的 中 点 时 , 一 22. 
[3915~3916] 


(7) 直线 的 向 量 方程 。 _ 
@ 过 定点 和 女 且 平行 于 向 量 5 的 直线 的 向 
量 方程 为 
2 一 C 十 如 。 
加 过 两 定点 4、 召 的 直线 的 向 量 方程 为 
2 一 1 十 仁 一 坊 (i 为 实数 ). 
3 [3914, 3920~3922] 
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